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Neste trabalho é apresentada uma metodologia para o desenvolvimento de
operadores de captura de descontinuidade para a elastodinamica geral, voltada para a
formulacdo de elementos finitos descontinuo no tempo, sendo esses operadores
destinados a problemas com fortes gradientes nas derivadas temporal e espacial.

O estudo tem como ponto de partida a metodologia de obtencdo de operadores de
captura desenvolvida por Dutra do Carmo e Galedo para problemas convectivos. O
objetivo é aplicar essa metodologia para se obter operadores de captura para problemas
elastodinamicos, sendo inspirado no operador apresentado por Hughes e Hulbert.
Mostra-se ainda que esse operador € um caso particular da metodologia aqui
desenvolvida. Dentre as familias de operadores originadas pela metodologia, é proposta
uma, e a determinacdo dos parametros desse operador é feita simulando um caso teste
unidimensional. E sugerida também uma extens3o para obtencdo de operadores para o
caso n-dimensional no espaco, que utiliza os pardmetros obtidos no caso
unidimensional. A formulagdo é aplicada a exemplos uni e bidimensionais, sendo
realizadas comparacdes com métodos classicos da literatura e com operador de Hughes
e Hulbert. As respostas obtidas mostram que o método produz resultados superiores aos
métodos classicos para o caso unidimensional e uma performance robusta para o caso n-
dimensional, com menor amortecimento numérico em relagdo ao operador de Hughes e

Hulbert, em ambos o0s casos.
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This work presents a methodology for the development of discontinuity-capturing
operators for general elastodynamics, applied to the finite element formulation
discontinuous in time, these operators being indicated to problems with sharp gradients
in the space and time derivatives.

The study is based in the methodology of obtaining discontinuity-capturing
operators developed by Dutra do Carmo and Galedo for convective problems. The goal
is to apply this methodology to obtain discontinuity-capturing operators to
elastodynamic problems, and it’s inspired in the operator presented by Hughes and
Hulbert. 1t’s shown that this operator is a particular case of the methodology developed
here. Among all the possible families of capturing operators, it’s chosen one, and its
parameter is determined numerically, through a one dimensional test case. Besides, it’s
also suggested an extension to the n-dimensional case in space, that uses the parameters
obtained for the one dimensional case. The formulation is applied to one and two-
dimensional examples and the results are compared with those obtained using classic
methods found in the literature, and Hughes and Hulbert’s operators. The results show
that the method produces better results than classic methods for the one dimensional
case and presents robust performance for the n-dimensional case, with less damping

than Hughes and Hulbert’s operators, in both cases.
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CAPITULO1
INTRODUCAO

I.1 - INTRODUCAO

A modelagem matematica dos problemas fisicos, sejam eles estaticos ou
dindmicos, lineares ou nao-lineares, geralmente resulta em sistemas de Equagdes
Diferencias Parciais (EDPs), que, por sua vez, devem ser resolvidos analitica ou
numericamente para a obtencdo de uma solugdo associada. No caso especifico de
problemas dindmicos, estas equacgdes sdo resolvidas através de algoritmos de marcha no
tempo. Ressalta-se que tais tipos de equacdes diferenciais aparecem com freqiiéncia em
modelos que descrevem quantitativamente fenomenos em diversas areas, como por
exemplo: sismologia, propagacdo de ondas acusticas e elasticas, mecanica dos fluidos,
problemas de fluxo de calor, vibragdes em estruturas, ciéncias economicas e biologicas,
entre outras. Como geralmente as EPDs ndo possuem solugdo analitica conhecida, salvo
em alguns casos particulares; dessa forma, um caminho para resolvé-las, em aplicagdes

praticas, ¢ através de modelagem numérica computacional.

Um fator importante que contribuiu para a intensificagdo do emprego dos
modelos numéricos foi o aumento expressivo e continuo da capacidade dos
computadores nas ultimas décadas. Atualmente, a utilizagdo de processadores com
multiplos nucleos, aliada ao uso de sistemas de memoria distribuida (cluster de PCs)
vem possibilitando um grande impulso na area de simulagdo numérica, permitindo que a
analise de problemas reais se torne mais fiel devido a melhor descricdo do modelo
fisico. Esta descri¢do passa por uma melhor representagdo e detalhamento do problema,

o que implica em uma maior quantidade de informagao a ser processada.

Dentre os varios métodos numéricos existentes para resolver os problemas de uma

forma geral destacam-se, por sua generalidade, o Método das Diferencas Finitas (MDF)



[ 1] devido ao seu excelente desempenho computacional, ¢ o Método dos Elementos

Finitos (MEF) [ 2 ] e [ 3 ] devido a sua robustez e precisao.

A forma usual para se resolver problemas de valor inicial e de contorno,
associados as EDPs, via o MEF, utiliza a técnica de separacdo de variaveis, aplicada as
variaveis espacial e temporal; inicialmente, o dominio espacial ¢ discretizado, isto ¢, ele
¢ dividido em sub-dominios de forma geométrica conhecida, onde geralmente no caso
bidimensional, sdo utilizados tridngulos e quadrildteros, e no caso tridimensional
tetraedros e hexaedros, denominados de elementos, sobre os quais incidem fungdes que
interpolam a varidvel em estudo. Este processo produz um sistema de Equagdes
Diferenciais Ordinarias (EDO) no tempo, ou seja, um conjunto de equagdes discretas no
espaco e continuas no tempo. Esta equacdo ¢ conhecida como equagdo de equilibrio de
forcas, que matematicamente ¢ representada por um problema de valor inicial a ser
resolvido no dominio temporal. Para problemas hiperbolicos de segunda ordem, tais
como aqueles definidos em dinamica estrutural e acustica, este procedimento leva a um
sistema de equagdes diferenciais ordinarias de segunda ordem, com o tempo sendo a
variavel independente. Técnicas de integracdo temporal sdo entdo empregadas para se
calcular a solugdo em tempos discretos. Este procedimento resulta no chamado método

semi-discreto, maiores detalhes podem ser encontradosem [2 ],[3 ]e[4].

Neste contexto, este trabalho aborda a solucdo de problemas dinamicos, mais
especificamente o problema de propagagao de ondas regido pela equagdo hiperbolica de
segunda ordem, através do método de Galerkin Descontinuo no tempo, juntamente com

o desenvolvimento de operadores de captura para problemas com fortes gradientes.

Ao longo das ultimas décadas, varias técnicas de integra¢do temporal foram
desenvolvidas para analise da resposta dinamica [ 5 ]. Entre elas, destacam-se duas
vertentes voltadas para a resolucdo da equacdo de equilibro dindmica: os métodos

diretos e os indiretos.

Em geral, os métodos sao classificados como diretos ou indiretos, se o sistema de
equacgdes ¢ transformado em outro sistema para se obter a solucdo. O método indireto
mais conhecido, em engenharia estrutural, ¢ o método da superposi¢do modal, que

consiste em uma mudanga de base, para uma base de coordenadas generalizadas. Esta



mudanga ¢ feita através de uma matriz de transformag@o obtida a partir da solu¢do do
problema de vibracao livre associado, sem a presen¢a de amortecimento fisico. Mostra-
se que a solugdo deste problema esté relacionada a um problema de autovalores, no qual
a matriz de transformacdo de base ¢ aquela formada pelos respectivos autovetores, [ 2 ]

e[5].

A analise através de métodos indiretos pode ser feita tanto no dominio do tempo,
quanto no dominio da freqiiéncia, sendo que, nestes casos, faz-se necessaria a solugao
de um problema de autovalores associado, o qual mesmo para sistemas de ordem
elevada, o custo computacional ¢é relativamente baixo, se técnicas de truncamento modal

puderem ser aplicadas.

J& no caso dos chamados métodos diretos, como o nome sugere, a equacao
diferencial do movimento ¢ resolvida diretamente nas coordenadas fisicas do problema,
0 que resulta em uma solugdo discreta, normalmente obtida para intervalos de tempo
igualmente espagados. Desse modo, o processo de obtengdo da solucdo se resumira a

uma marcha no tempo.

Uma possibilidade para se resolver a EDO, obtida a partir do processo de semi-
discretizacdo, ¢ através do emprego de métodos de integracdo passo-a-passo, também

conhecidos como métodos de marcha no tempo.

Comumente esses algoritmos de integracdo temporal sdo classificados como
explicitos ou implicitos. Os métodos diretos sdo chamados explicitos quando a equagdo
de equilibrio ¢ expressa no instante ¢ e sua solu¢do ¢ calculada no instante ¢ + At
Embora, os métodos explicitos sejam computacionalmente eficientes, sua solugdo ¢
condicionalmente estavel, ou seja, depende do tamanho do passo de tempo utilizado,
[ 2 ]. Por outro lado, os métodos sdo chamados implicitos quando a solucdo calculada
no instante ¢ + At € obtida a partir da equag@o de equilibrio de forcas avaliada em ¢ + A¢,
esses métodos apresentam a caracteristica de serem incondicionalmente estaveis, ou
seja, a restricdo quanto ao tamanho do passo de tempo fica condicionada apenas a
precisdo da resposta. Entretanto, esses métodos exigem a solucdo de um sistema de

equacdes a cada passo de tempo, [ 2 ] e [ 3 ], ou, na melhor das hipdteses, que € o caso



de problemas lineares, exigem o calculo das respostas através de um algoritmo de retro-

substituicao.

1.2 - REVISAO BIBLIOGRAFICA

A seguir € realizada uma descric¢ao sucinta dos principais trabalhos, relacionados a
técnicas de integragdo temporal. A apresentacao desses trabalhos foi organizada
segundo o método numérico utilizado para discretizar a varidvel tempo, ou seja, nos

métodos baseados em diferengas finitas e elementos finitos.

I.2.a — Método das Diferencas Finitas aplicado ao dominio temporal

Dentre os algoritmos explicitos, os primeiros historicamente desenvolvidos foram
baseados no emprego do Método das Diferengas Finitas para calcular, de forma
aproximada, a derivada no tempo. Um dos mais conhecidos ¢ o método da Diferenca
Central, no qual as derivadas temporais sdo aproximadas em termos da expansdo em
série de Taylor. Tal método ¢ condicionalmente estavel e apresenta precisdo de segunda

ordem no tempo, [ 2 ].

Um dos primeiros algoritmos implicitos utilizados foi o método de HOUBOLT
[ 6] que utiliza formulas de diferengas finitas para aproximar a velocidade e a
aceleragdo em fung¢do de valores ponderados de deslocamentos em trés passos de tempo
anteriores. Do ponto de vista da estabilidade, o método ¢ incondicionalmente estavel, e

de segunda ordem de precisao.

Os algoritmos da familia de NEWMARK [ 7] assumem a aceleragdo média
constante no intervalo de tempo, e se baseiam em formulas de diferencas finitas para
representar o deslocamento e a velocidade. Tal familia apresenta dois parametros
adicionais que controlam a precisdo e a estabilidade, e a cada novo passo de tempo a
marcha requer o conhecimento do deslocamento, velocidade e aceleracdo; calculados no

instante de tempo anterior.

O método proposto por WILSON [ 8] ¢ uma extensdo da aproximacdo da

aceleragdo média, o qual considera que a aceleracdo varia de forma linear no intervalo



6 At, onde o parametro 6 ¢é escolhido para garantir a precisao e estabilidade do método,
sendo At¢, o incremento de tempo. Para o caso limite, quando 8 assume valores maiores

que 1,37, o método torna-se incondicionalmente estavel.

HILBER, HUGHES e TAYLOR [ 9] desenvolveram uma nova classe de
esquemas de marcha no tempo, conhecida como HHT-a, com o objetivo de controlar o
amortecimento numérico. O algoritmo resultante apresenta uma pequena modificagao
em relagdo aos algoritmos da familia de Newmark, pois considera a equagdo do
movimento ligeiramente modificada com a introdu¢do de um novo pardmetro de
controle a. Esse esquema apresenta a caracteristica de ser incondicionalmente estavel,
desde que respeitados os parametros definidos para o método. O algoritmo possui

amortecimento numérico, controlado pelo parametro adicional o, quando o mesmo varia

entre [-1/3, 0].

Em 1980, WOOD, BOSSAK e ZIENKIEWICZ [ 10 ], apresentaram o algoritmo
WBZ-a, uma variagdo em relacdo ao algoritmo de Newmark, que analogamente ao
algoritmo HHT-a, também possui um parametro livre o que permite controlar o
amortecimento artificial do método. Testes realizados mostraram que o algoritmo

gerado ¢ incondicionalmente estdvel, com segunda ordem de precisao.

CHUNG e HULBERT [ 11 ] apresentaram uma generalizacdo dos métodos HHT-
a ¢ WBZ-a, denominado a-Generalizado, que ¢ uma combinagdo destes dois métodos.
A andlise do método permite definir os valores dos parametros em fun¢do do raio
espectral. O algoritmo ¢ incondicionalmente estavel e com segunda ordem de precisdo,
possuindo uma boa combinagdo de dissipacdo numérica em baixa e alta freqliéncia. A
complexidade da implementacdo computacional do mesmo ¢ similar a dos outros

métodos mencionados acima.

Ressalta-se que os esquemas até aqui apresentados sdo os mais utilizados,
segundo a literatura, sendo que para uma revisdo mais ampla dos demais métodos

existentes, baseados em diferencas finitas, pode-se consultar TAMMA [ 12 ].



1.2.b — Método dos Elementos Finitos aplicado ao dominio temporal

O emprego do Método dos Elementos Finitos para discretizar o dominio temporal,
assim como o dominio espacial, foi proposto primeiramente em 1969, por ODEN [ 13 ],
ARGYRIS e SCHARPF [ 14 ] e FRIED [ 15 ], que tentaram generalizar a aplicagdo do
MEF a variavel de tempo. Estes autores desenvolveram metodologias baseadas no
principio de Hamilton para problemas dinamicos. A formulagdo utilizada
freqlientemente conduzia a sistemas de equacdes que deveriam ser resolvidos
simultaneamente para todos os passos de tempo, o que exigia maior espago de
armazenamento ¢ demandava maior tempo de processamento em relacdo aos esquemas

classicos existentes.

Em 1977, ZIENKIEWICZ [ 16 ] mostrou que alguns métodos tais como Houbolt,
Newmark ¢ Wilson-6 entre outros, podiam ser obtidos através da aplicagdo do Método
dos Residuos Ponderados (MRP) a varidvel temporal. Os diferentes métodos passaram a
ser vistos como casos particulares podendo ser obtidos a partir da combinagdo de

diferentes fungdes de interpolacdo e de ponderacio no tempo.

Em 1988, TAMMA ¢ NAMBURU [ 17 ] apresentaram uma nova metodologia,
denominada Lax-Wenderoff/Taylor-Galerkin para a solugdo de problemas dindmicos
baseada na idéia proposta por LAX e WENDEROFF [ 18 ], associada a expansdes em
séries de Taylor e com o Método dos Elementos Finitos. Segundo os autores, o objetivo
dessa metodologia era introduzir mais informag¢ao analitica na formulacao numérica de

forma direta e mais natural possivel.

SHA, ZHOU e TAMMA, [ 19] e [ 12] apresentaram uma metodologia de
integragao temporal para problemas dinamicos, baseada no que os autores denominaram
de Virtual-Pulse (VIP). A idéia desta metodologia era unir as vantagens das técnicas de
integragdo direta e de superposi¢do modal. Essa metodologia utilizava o Método dos
Residuos Ponderados aplicado a variavel temporal e, como fun¢do de ponderagdo utiliza

deslocamentos virtuais.

Em 1996, FUNG [ 20 ] apresentou um trabalho no qual utilizou o Método dos

Residuos Ponderados aplicado a variavel temporal onde a diferenga em relagao a outros



trabalhos foi o emprego de fungdes de ponderagdo Hermetianas de 3° grau, o que gerou

algoritmos incondicionalmente estaveis de 3% e 4 ordens de precisao.

Até esse ponto, todos os trabalhos citados, baseados no emprego do MEEF,
utilizavam o Método dos Elementos Finitos continuo no tempo. Outra aproximagao de
elementos finitos aplicada ao dominio temporal se baseia no método de Galerkin
Descontinuo no Tempo (7ime Discontinuous Galerkin, TDG). A idéia deste método ¢
permitir que, matematicamente, as varidveis sejam descontinuas em tempos discretos
entre dois intervalos de tempo consecutivos. Uma das motivagcdes para o
desenvolvimento de formulagdes descontinuas no tempo se deve ao fato de que os
métodos semi-discretos, apesar de se mostrarem adequados a problemas de dindmica
estrutural, apresentam desvantagens quando aplicados a problemas cuja resposta
temporal apresenta descontinuidades ou fortes gradientes em sua solugdo, produzindo
assim oscilagdes numéricas indesejaveis na resposta. O método classico de Galerkin
descontinuo no tempo ¢ capaz de reduzir substancialmente essas oscilagdes: entretanto,
pequenas oscilacdes ainda persistem, proximo as descontinuidades, e para elimina-las
sdo introduzidos também operadores de estabilizacdo, tipo GLS (Galerkin Least
Square), baseados no método de minimos quadrados e/ou operadores de captura. Os
operadores de captura tém por objetivo eliminar totalmente as oscilagdes numéricas
proximas as descontinuidades, através do controle das derivadas de segunda ordem no

tempo, uma vez que os métodos tradicionais ndo conseguem representar tais situagdes.

Os primeiros trabalhos a considerar as incognitas descontinuas no tempo foram
desenvolvidos para problemas hiperbdlicos de primeira ordem, [ 21 ] e [ 22 ]. Desde

entdo, varios outros trabalhos vém sendo desenvolvidos.

O trabalho de HUGHES e MALLET [ 23] publicado em 1986 foi um dos
primeiros a incorporar operadores de captura de descontinuidade ao Método dos
Elementos Finitos para problemas de mecanica dos fluidos, objetivando melhorar a
resposta ao longo do tempo. JONHSON e SZEPESSY [ 24 ] e GALEAO e DUTRA do
CARMO [ 25] e [ 26 ] desenvolveram novos operadores de captura para problemas
hiperbolicos de primeira ordem. Destacando que em [ 25 ] e [ 26 ] foi apresentada uma

metodologia para obtenc¢do de operadores de captura para problemas difusivos.



HUGHES e HULBERT [ 27 ], HULBERT e HUGHES [ 28 ] e HULBERT [ 29 ]
desenvolveram e apresentaram uma série de trabalhos, baseados na formulagdo de
elementos finitos do tipo espago-tempo para problemas de dindmica estrutural regidos
pela equacdo hiperbdlica de segunda ordem, na qual a incégnita podia ser descontinua
entre dois intervalos de tempo consecutivos. Esses trabalhos também introduziram
operadores ndo-lineares baseado no residuo (operadores de captura) para controlar e

reduzir as oscilagdes numéricas induzidas pelas descontinuidades.

MASUD e HUGHES [ 30 ] apresentaram uma formulagdo de elementos finitos
espaco-tempo baseada em Galerkin descontinuo no tempo, para a equagdo de Navier-
Stokes em analises de escoamentos em superficie livre, problemas com variagdo da
malha espacial e deformacdo da interface fluido-estrutura. Segundo os autores, a
vantagem de se utilizar o método de Galerkin descontinuo no tempo ¢ que a

reconstru¢ao da malha pode ser feita a partir de informagdes da deformagao.

LI e WIBERG [ 31] apresentaram um esquema adaptativo do Método dos
Elementos Finitos descontinuo no tempo aplicado a andlise de problemas dinamicos
bidimensionais, o qual empregava a discretizacdo de elementos finitos tanto ao dominio
espacial, interpolado por fun¢des continuas, quanto o dominio temporal, que utilizava
funcdes descontinuas apenas na interface entre os elementos temporais. Diferentemente
dos trabalhos [ 27 ], [ 28 ] e [ 29 ], LI e WIBERG aplicaram a técnica de separacao de
variaveis entre o dominio temporal e espacial, podendo-se pensar nessa abordagem
como extensdo do método semi-discreto, onde o tempo ¢ interpolado por elementos
finitos descontinuos. Os exemplos numéricos realizados mostraram que essa formulacdo
produziu resultados de segunda ordem de precisdo no espaco e de terceira ordem no

tempo.

Em 2000, CHIEN e WU [ 32] apresentaram uma melhoria em relacdo ao
algoritmo preditor-multicorretor proposto por LI e WIBERG [ 31 ], para problemas de
dindmica estrutural, baseado no emprego do Método dos Elementos Finitos descontinuo
no tempo. A diferenca estd no emprego do método iterativo de Gauss-Seidel para

resolver o sistema de equagdes ao invés do método de Gauss-Jacobi.



Em 2003, CHIEN et al. [ 33 ] estenderam o trabalho de [ 32 ], e apresentaram a
formulacdo de Galerkin descontinuo no tempo para problemas de elastodindmica
transiente 3D. A andlise de estabilidade mostrou que o TDG ¢ incondicionalmente
estavel, e também, que o mesmo ¢ mais preciso do que a maioria dos algoritmos

comumente utilizados em aplica¢des de dinamica.

HUANG e COSTANZO [ 34 ] aplicaram o método de Galerkin descontinuo ao
problema de dindmica da fratura. O método dos elementos finitos descontinuo foi
aplicado tanto ao dominio espacial para representacdo da fratura, quanto ao dominio
temporal para realizar a evolu¢do no tempo. Os resultados obtidos mostraram boa taxa
de convergéncia e adequagcdo a problemas de fratura por considerar elementos

descontinuos no espaco.

KRIVODONOVA et al. [ 35 ] estudaram equagdes hiperbdlicas de conservagao e
identificaram propriedades de superconvergéncia do método de Galerkin descontinuo na
interface entre elementos, o que permite detectar descontinuidade na solucdo e aplicar
operadores de captura em regides especificas ao invés de todo o dominio, melhorando

assim, a performance do método.

THOMPSON e HE [ 36 ] estudaram o método de Galerkin descontinuo no tempo
aplicado a problemas de propaga¢ao de ondas em presenca de contornos nao-reflexivos,
para a simulacdo de dominios infinitos em malhas adaptativas. Além disso, neste
trabalho foram desenvolvidos esquemas iterativos para a solugcdo dos sistemas esparsos,

baseados no método de Gauss-Seidel.

MANCUSO e UBERTINI [ 37 ] desenvolveram um algoritmo iterativo, baseado
no método TDG, mais eficiente para solu¢cdo de problemas dindmicos nao-lineares, por
manter as caracteristicas de estabilidade e dissipacdo das componentes de altas

freqiiéncias.

Em 2007, AMBATI ¢ BOKHOVE [ 38 ] apresentaram um trabalho sobre a
aplicagdo do método TDG ao problema de aguas rasas com topografica de fundo
variada. Para detectar a descontinuidade e controlar as oscilagdes espurias utilizaram o

detector proposto em [ 35 ]. O método foi validado em laboratdrio através de ensaios.



CHIEN e WU [ 39] estudaram a aplicagio do Método dos Elementos de
Contorno em conjunto com o método de Galerkin descontinuo no tempo para problemas
dindmicos. Esses pesquisadores analisaram problemas elastodindmicos bidimensionais
utilizando o Método dos Elementos de Contorno para representar o dominio espacial, e
utilizaram o Método dos Elementos Finitos descontinuo no tempo para realizar a
marcha temporal. Comparacdes realizadas entre a aplicagdo do TDG e o método de

HOUBOLT mostraram que o primeiro ¢ mais estavel e preciso do que o segundo.

1.2.c — Método das func¢oes de Green numéricas

Diversas pesquisas, aplicadas a problemas dinamicos, vém sendo desenvolvidas
ao longo dos anos. Dentre elas destacam-se aquelas que utilizam a fun¢do de Green do
problema, pois estas contém informagdes intrinsecas a respeito da natureza do sistema

em estudo.

FUNG [ 40 ], refor¢ando a idéia de ZONG [ 41 ], apresentou um método de
integracdo no tempo, denominado Precise Time Integration Method, do tipo passo-a-
passo, no qual a resposta era calculada em fungdo das condi¢des iniciais e das matrizes
obtidas a partir da resposta impulsiva (Funcdo de Green), da resposta a funcao
Heaviside e de suas respectivas derivadas. A aplicacdo do trabalho de ZONG [ 41 ] e
posteriormente FUNG [ 40 ] apresentou limitagdes, pois os autores ndo conseguiram

identificar a relacdo entre suas equacdes basicas e as representacdes integrais classicas.

Mansur et al. [ 42 ] mostraram que a metodologia era um caso particular do
Método dos Elementos de Contorno (MEC) para resolver problemas dependentes do
tempo [ 43 ] e [ 44 ] com o estabelecimento de uma familia de métodos denominada
Explicit Green Approach (ExGA). Esse método integra as equagdes do movimento para
dindmica através das matrizes de Green do problema, ou seja, fungdes de Green
numéricas. Estes autores mostraram que o algoritmo do método ExGA, para propagacao
de ondas acusticas, ¢ decorrente das expressdes apresentadas por MANSUR [ 43 ], para
a analise de problemas hiperbolicos com o Método dos Elementos de Contorno. Tal
interpretacdo mostra que o algoritmo apresentado em [ 40 ], ¢ um caso particular do
Método dos Elementos de Contorno, o que deu um novo impulso a métodos de

integracdo temporal baseados em matrizes de Green, por demonstrar que qualquer
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método numérico de solucdo de EDPs pode ser utilizado para calcular tais matrizes
gerando assim, diversas familias baseadas na mesma equagdao de marcha no tempo, no

caso de equacdes integrais do MEC.

1.3 - OBJETIVO

O objetivo do presente trabalho ¢ desenvolver e programar algoritmos de
integragdo temporal, do tipo passo-a-passo, utilizando o Método dos Elementos Finitos
descontinuo no tempo e estender a metodologia de obtencdo de operadores de captura
desenvolvida por [ 25 ] e [ 26 ] para a equagdo da difusdo-convecg¢do, para operadores
de captura destinados a elastodindmica. A extensdo ¢ inspirada no operador apresentado
em|[27],[28]e[29], com o proposito de obter uma familia de operadores de captura,
que inclua o operador apresentado em [ 28 ] e [ 29 ] como um caso particular. Desta
familia, ¢ sugerido um operador que possui propriedades equivalentes ao proposto em
[ 29 ], na faixa de Courant em que este apresenta sua melhor performance, observando
que nesta faixa o operador proposto por HUGHES e HULBERT, [ 28 ] e [ 29 ], possui
excessiva difusividade. Além do mais, uma nova formulagdo variacional de elementos
finitos € proposta, onde o fator que multiplica a contribuicao GLS, ndo ¢ mais constante,
mas depende do nimero de Courant local, ou seja, existem dois fatores dependentes
desse minimo local, sendo que um multiplica a contribui¢do GLS e o outro multiplica o

operador de captura.

Assim, o tipo de problema abordado sera o de propagacdo de ondas em meios
continuos modelados pela equacao hiperbdlica de segunda ordem no dominio do tempo

voltados para problemas que apresentem descontinuidades temporais.

A formulagdo adotada aqui utiliza o Método dos Elementos Finitos espaco-tempo,
ou seja, os dominios espacial e temporal sdo discretizados conjuntamente, ndo sendo
utilizada a técnica de separagdo de varidveis, comumente empregada em métodos semi-

discretos.

Os resultados da formulagdo proposta serdo comparados com método HHT [ 9 ] e

o operador proposto por HUGHES ¢ HULBERT, [ 28 Je [ 29 ].
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O texto da presente tese encontra-se elaborado e organizado em sete capitulos,

referéncias bibliograficas e quatro anexos.

O primeiro capitulo, traz um breve resumo dos principais trabalhos na linha de
métodos de integragdo temporal ja direcionando para o método de Galerkin descontinuo
no tempo. Este capitulo também apresenta uma se¢do que descreve o objetivo e as
contribui¢des do trabalho. O Capitulo II traz a formulacdo matematica do Método dos
Elementos Finitos descontinuo no tempo e uma metodologia para o desenvolvimento de
operadores de captura de descontinuidade. Uma forma para se determinar as fungdes
que compodem o operador de captura, para o caso unidimensional ¢ desenvolvida no
Capitulo III. Na seqiiéncia, o Capitulo IV traz os resultados, para problemas
unidimensionais no espaco, obtidos com a aplicacio da formulacdo proposta a
problemas que contém descontinuidades temporais em suas solugdes, sendo que esses
resultados sdo comparados com métodos classicos da literatura, tendo como objetivo
destacar as caracteristicas numéricas da metodologia aqui desenvolvida. O Capitulo V
apresenta uma extensdo do operador de captura para dominios espaciais de n-
dimensdes, baseado nos resultados obtidos com o operador unidimensional. Ja no
Capitulo VI, sdo apresentados os resultados para o caso bidimensional. Finalizando, no
Capitulo VII sdao apresentadas as conclusdes do trabalho e sugeridos alguns topicos de

pesquisa para continuidade do mesmo.

O Anexo A apresenta as expressoes analiticas para o céalculo das derivadas de
primeira e segunda ordem para funcdes a duas e trés varidveis. O Anexo B traz uma
forma de equilibrar a ordem de grandeza dos termos do operador de captura. O Anexo C
apresenta as solucdes analiticas para o deslocamento e velocidade longitudinal ao longo
do tempo, de uma barra engastada em uma extremidade e submetida a um carregamento
longitudinal e uniformemente distribuido na extremidade livre. O Anexo D traz as
solugdes analiticas para o movimento transversal de uma membrana, de formato
retangular, engastada em todo o seu contorno, e submetida a condi¢do inicial de

velocidade.
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CAPITULO 11
METODO DOS ELEMENTOS FINITOS
DESCONTINUO NO TEMPO

Este capitulo apresenta a formulagdo de elementos finitos descontinuo no tempo
para problemas da elastodindmica. Inicialmente ¢ feita uma breve descri¢ao dos espagos
matematicos nos quais a formulacdo ¢ fundamentada. Em seguida, sdo apresentadas as
equagdes diferenciais e a formulagdo variacional associada ao problema descontinuo no
tempo. O ultimo item apresenta a metodologia para obtencdo de familias de operadores
de captura para as equagdes gerais da elastodinamica; mostra-se também que o operador
de captura proposto por HUGHES ¢ HULBERT ¢ um caso particular da metodologia

aqui apresentada.

IL.1 - ESPACOS MATEMATICOS

Seja R"(n > 2) o espago Euclidiano, com produto interno e norma definidos

respectivamente como:

X.y:inyi, comx ey eR" (xieyiER) (H. 1)
i=l

x|]=(x-x)"2 (IL. 2)

onde x; e y; sdo as coordenadas cartesianas de um ponto qualquer pertencente a esse

espago.
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Seja p € R, conjunto dos numeros reais, com 1 < p < c0; assim, tem-se:
. . 4 p
L’(Q) = {f. Q2 > R; f mensuravele IQ|f(x)| dx < oo} (1L 3)
sendo o conjunto das fungdes mensuraveis p-integraveis, € com norma definida por:

(v Z(fglf (0] dx )1/,, (IL. 4)

onde a integral acima ¢ realizada no sentido de Lebesgue, ADAMS [ 45 ].

Para o caso particular quando p = 2 e para um subconjunto aberto Q' < R”, tem-
se o espaco de Hilbert L°(Q"), definido como sendo o espaco das fungdes definidas de

Q' em R, e que sio quadrado integraveis, no sentido de Lebesgue em Q', com produto

interno definido por:

(u, W)Lz(Q/> = I uwdQ', Vu,weLz(Q’)

o (IL. 5)

para m > 1, considere-se o espaco de Hilbert

H™(Q)={uel*(Q): Duel*(Q),1<a|< m| (IL. 6)
cujo produto interno ¢ definido como:

U W)y oy = U W) 2 )+ 1<;£Dau,Daw)Lz(Q,) (L. 7)

0y
onde Du = PR denota a derivada fraca ou no sentido das distribui¢oes de u,
_x] Lo.. xn n

conforme definidoem [45 ] e, ¢ =(¢, ...,t,) €lo| = o, +...+ ,, com ¢; sendo um

inteiro ndo negativo.
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As normas induzidas pelo produto interno para estes espacos de Hilbert sdo dadas

por:
”u 2@y ((u’ u)LZ(Q’))l/Z’ Vue Lz(Ql) (IL. 8.a)
”u”H"’(Q‘) - ((u’ u)H’”(QI)) " Vue Hm(Ql) (IL. 8.b)

I1.2 - PROBLEMA DE VALOR INICIAL E DE CONTORNO

Seja um solido elastico linear, homogéneo e isotropico, representado pelo dominio
Qc R? e limitado por seu contorno I'=aQ = I, uI, com normal unitaria exterior 7,

segundo a Figura II.1, e sujeito a carregamento dindmico f (X, 7) sobre ), sendo a

varidvel temporal designada por ¢. Nesta figura, os trechos I, e I, representam,

respectivamente, as partes do contorno onde a varidvel primdria e sua derivada na

direcdo da normal sdo conhecidas.

F=TuUTh

Th
T

X

Figura II.1 — Defini¢cio do problema de valor inicial e de contorno.
A equagdo diferencial que descreve a propagacdo de ondas elésticas no sélido ¢

expressa pela equacdo de equilibrio apresentada abaixo, [ 46 ], [ 47 ] e [ 48 ], em sua

forma indicial e matricial, respectivamente.

o,; - pi; — f; =0 ou S'e - pi —-f=0 (II. 9.a)
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onde o;; representa as componentes do tensor de tensdo, e ¢ a representagdo vetorial

desse tensor; p ¢ a densidade do meio, admitida constante; i; € f; representam,

respectivamente, as componentes da derivada segunda no tempo do campo de
deslocamentos do vetor u e as componentes das forcas de volume do vetor f; S ¢ a

matriz de operadores diferenciais.

As relagdes deformagao-deslocamento para a teoria de pequenas deformagdes sao

dadas, respectivamente, em sua forma indicial e matricial por:

B
ox,
. = l(u_. + ou;;) ou e=Su=| 0 O || (I1. 9.b)
v 20 It 0x, || u, o
9 9
| 0x, Ox |

As equagdes constitutivas para materiais linearmente elasticos, homogéneos e

isotropicos, sdo dadas pelas seguintes expressoes:
O = Aojfu + 2HE ou  6=Dz (IL. 9.c)
sendo

A+2u A 0

A matriz D representa as propriedades do material, J;; ¢ o delta de Kronecker, ¢; sdo

as componentes do tensor de deformacdes; ¢ & ¢ a representacdo vetorial das

deformagdes. Nas expressoes (II. 9.¢) e (II. 9.f), 4 e u representam as constantes de

Lamé, definidas em fun¢do do médulo de Young E, e do coeficiente de Poisson v, como

abaixo.
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Ev

 (1+v)(1-2v) (1. 9.¢)
_E
T 2 (IL 9.9)

As condigdes iniciais € de contorno que determinam o problema sio dadas por:

u=u condi¢do de contorno essencial ou Dirichlet em [, (II. 9.g)
n-c=h condigdo de contorno natural ou Neumann em I, (I1. 9.h)
u(x,0)=u,(x)  condicdo inicial de deslocamento em Q (1. 9.1)
u(x,0)=vy(x)  condicdo inicial de velocidade em Q (IL. 9.9)

onde u e h representam, respectivamente, os deslocamentos e tensdes prescritos nos

contornos correspondentes de I'; os vetores u, e v,, sdo o deslocamento e a

velocidade iniciais sobre o dominio Q.

Uma classe de problemas, regidos pelo conjunto de equagoes (II. 9), que tem sido
investigada com grande interesse, ¢ aquela na qual a solugdo temporal apresenta
descontinuidades, que em geral, sdo provocadas pela aplica¢do instantdnea de uma forca
externa, ou pela existéncia de fortes gradientes em sua solu¢do ao longo do tempo.

Neste trabalho s3o considerados os gradientes na solugdo temporal.

Os métodos numéricos tradicionais de marcha, geralmente métodos semi-
discretos, utilizados pra descrever tais problemas se mostram incapazes de representar
descontinuidades, pois por ndo conseguirem representar as descontinuidades nas
derivadas temporal e espaciais, geram oscilagdes numéricas, ndo presentes na solucao
real do problema. Desta forma, varios métodos vém sendo pesquisados e desenvolvidos
para melhor representar tais situagdes. O método utilizado no presente trabalho ¢ o
método de Galerkin Descontinuo no Tempo (7ime Discontinuous Galerkin, TDG),
baseado na formulagdo de elementos finitos. A partir desse método sera desenvolvida

uma classe de operadores de captura para eliminar as oscilagdes espurias.
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I1.3 - FORMULACAO VARIACIONAL DO PROBLEMA DE VALOR INICIAL
E DE CONTORNO

Antes de apresentar a formulagdo variacional faz-se necessario definir o operador
de salto ou descontinuidade temporal de uma fun¢do u(#), como descrito no conjunto de

equagodes (II. 10), e ilustrado esquematicamente na Figura I1.2:

[u@)]l = u@)—u) (I1. 10.a)
onde

u(t,) = lim u(z, + ) (I 10.b)
c

u(t,) = lim u(t, + &) (1. 10.c)

In-1 Iy t

Figura I1.2 — Salto ou descontinuidade da func¢io u(t).

Deve-se notar que a funcdo u(f) ¢ continua dentro do intervalo de tempo e

descontinua apenas entre dois intervalos consecutivos.
Seja o problema bidimensional sobre um dominio €2, definido pelo conjunto de

equacdes e suas condigdes iniciais e de contorno, equagdo (II. 9), também conhecido

como forma forte, onde as varidveis e fungdes pertencem aos seguintes espagos:

we H? (H'@Q.[t,,.1,1) N H (H'(©Q.[1,.0. 1,]) (L. 11.2)

f(x,0)e L* (L*(Q).[1,,. 1,]) (IL. 11.b)
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ux, ), u(x, ) e H'(Q) (L 11.c)

hel’(z,,,t]) (I 11.d)

PR @ )| T 01 L7 S s <2} (11

A equagdo variacional ou forma fraca pode ser obtida a partir da aplicacdo do
Método dos Residuos Ponderados a equacao de equilibrio (II. 9), admitindo uma fun¢ao
de ponderacao W e considerando ainda os termos de salto devido as condigdes iniciais

em cada intervalo de tempo [#,.1, #,], 0 que resulta em:

[“ [ W npixndede — [" [ W nS'DSu(x, 1) dQdr ~
[, Jo W ot ndodr + [ We o) pllaee n]laa + (1L 12)
[ W, 2, DSucx, 0llda = 0

Reduzindo a ordem do operador diferencial de segunda ordem no espaco, através
de integracdo por partes da equacdo (II. 12) e aplicando o teorema da Divergéncia,

chega-se a sentenca fraca:

["] W opix, ndade + [ [ (SW(x 1) DSu(x, ) ddt -
Dl W oo de = |7 [ W of(x ndQdr
U o W(x, trypux, t)dQ - J.Q W(x, t,) pu(x, £,,) de + (1L 13)

UQ (SW(x, £,)) DSu(x, £, )dQ — [ (SW(x, 1)) DSu(x, z;_l)dQ)=o

que pode ser representada por uma forma bi-linear, conjunto de equagdes (II. 14), onde
o sub-escrito 7DG representa a formulagcdo descontinua bésica, usada aqui para
diferenciar da formulag¢ao que inclui o operador de captura, a qual serd apresentada mais

adiante no item I1.6.
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Arpo(u, W) = Fpp (W) (II. 14.a)

onde

A (u, W) = j jg (SW(x, 1))’ DSu(x, t) dQdt +

| [ W 0 pii(x, 1) dQdr - + (II. 14.b)

[ W) pi 7)d + [ (SW(x, £;,) DSu(x, £, ) dQ
representa os termos incognitos e

Fpo(W) = j jnW(x, Hh(H)dt + j [ W of(x, ndQdr +

[ W) pix ) dQ + [ (SW(x, £7,) DSu(x, 1) dQ (IL 14.0)

representa os termos conhecidos.

O proximo item ¢ dedicado a solugdo numérica via elementos finitos.

I1.4 - FORMULACAO APROXIMADA PELO METODO DOS ELEMENTOS
FINITOS - FORMULACAO DE GALERKIN DESCONTINUO NO TEMPO

Considere o dominio temporal, / = ]0, 7], ordenado da seguinte forma
0=t <t <..<ty=T, sendo N o numero de intervalos de tempo, para o qual tem-se o
intervalo de tempo 1, = |t,.1, t,[ com At = ¢, - t,.;, conforme Figura I1.3. O dominio e

contorno espago-tempo, representados pelos seguintes produtos cartesianos:

0=Qx1,0,=Qx1, 0 =Q, xI (Dominio espago-tempo) (II. 15.a)
Y=IxI,Y,=Ix1, (Contorno espago-tempo) (IL. 15.b)
Y, = xI, (Yu )n =1, x I, (Contorno essencial espago-tempo) (L 15.c)
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Y,=T,xI,(Y,) =T, xI, (Contorno natural espago-tempo) (L. 15.d)

~_

r=0Q=r,Ul}y

Figura I1.3 — Representacio esquematica do dominio e contorno espago-tempo.

Seja &.(x),(i=12,...,n) o sistema de coordenadas locais que mapeia €2, nos

A
elementos padrdes usuais Q. e xe Q< R". Na Figura 1.4 ¢ apresentado um esquema
para o caso de n = 2.

X2 A

v

-1 1 &

X] -1
Figura I1.4 — Sistema de coordenadas global e local.

Seja k >0 um inteiro e considere P*(Q,) definido como segue:

pk (0,)= {Pol € L2( 0, ): Pol é um polindmio de grau <k nas coordenadas locais}
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Para k > 2 considere o seguinte conjunto espago de elementos finitos:

Sk :{uh lu" e [c“(@ QD u' e P"(Q,f), u" =" em Yu} (II. 16.2)

yhk = {W” | W" e (CO(G QD w'e P"(Q,f ) w"=0em Yu} (II. 16.b)

n=l1

onde " denota o interpolante de # (valor prescrito) e u” denota a restrigio de u” sobre

Q¢ , tal que, pertenca ao conjunto das fungdes continuas sobre todo o dominio espago-

n?o

tempo. O problema variacional associado ao problema de valor de contorno definido
abaixo, consiste entdo em se encontrar u”pertencendo a S™*, sendo que V"* ¢é o

espago das variagdes admissiveis W’ . Em cada elemento espago-tempo Q°, a solugdo

tentativa u” e as fungdes W’ sio aproximadas por polindmios de interpolacio de grau
k. Estas fun¢des sdo supostas continuas no intervalo de tempo I, = ]t,.1, t,[, porém

descontinuas nas interfaces entre dois intervalos adjacentes; assim, tem-se que:

Ape(u", W), = Fpo (W), (II. 17.a)

onde

j [ SW'(x, 1) DSU'(x, ) ddr +

w| [ [ Wix, £) pii (x, £) dQdt  +
Arpe (uha Wh)n = Z J.ZH J.Qe

n=1.N
\ ’ 1. 17.b
[ Wi ) pi'(x, 1) dQ + ( )

Jo BW'(x.1;) DSu'(x, 1) d

L,,, .[r W' (x, H)h(x, t) dQdt —

h e | [ jQ W (x, OHf(x, 1) dQdt +
FrppeWh), = Z et 7 5

g | ,n=2.N (IL 17.c)
- J.Q, Wi(x, 1, ) pu(x, 1) dQ +

[o W1, DSW'(x.1,,) dQ
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e quando n = 1, tem-se:

J-:,l Irhy W' (x, Hh(x, 1) dQdr -

j; IQE W (x, Hf(x, 1) dQdt +

\ . 17.d
. IQ W’ (X, 7)) pV,y(x)dQ  + ( )

[, SW'(x, 1;,) DSu,(x) d

Existem algumas caracteristicas importantes no uso de fun¢des descontinuas no
tempo, tais como: as equagdes sdo desacopladas para cada intervalo de tempo e sdo
resolvidas separadamente para cada intervalo, dessa forma, o resultado obtido no passo
anterior ¢ utilizado como condi¢do inicial para o intervalo seguinte, caracterizando o
processo de marcha no tempo; outro destaque ¢ a possibilidade de se ter discretizagdes
espaciais diferentes a cada passo de tempo; outra caracteristica ¢ que os operadores de
salto introduzem uma dissipagdo numérica na formula¢do, o que é visto como uma
viscosidade artificial, e ndo herda as deficiéncias das viscosidades classicas, HUGHES e

HULBERT [28]¢[29 1.

IL.5 - OPERADOR DE ESTABILIZACAO TIPO GLS

Em problemas contendo fortes gradientes ao longo do tempo, o método padrao de
Galerkin descontinuo no tempo, [ 27 ] e [ 28 ], produz uma melhora significativa na
resposta temporal em relagdo aos métodos classicos do tipo a-Generalizado, entretanto
o método ndo ¢ suficiente para eliminar totalmente as oscilacdes proximas as
descontinuidades, oscilagdes estas indesejaveis e que ndo correspondem a resposta real.
A causa fundamental das oscilagdes espurias para o método de Galerkin ¢ a falta de
controle de derivadas em qualquer direcdo. Geralmente em elementos finitos, para
reduzir essas oscilagdes indesejadas, sdo utilizadas duas abordagens: a primeira € o
emprego do método de Galerkin Minimos Quadrados (Galerkin Least Square, GLS), e a
segunda ¢ a introducao de termos de captura de descontinuidade que permitem controlar
as derivadas de segunda ordem. Ambos os métodos podem ser aplicados juntos ou

separadamente. Cabe destacar que os métodos de captura introduzem um efeito difusivo
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na solu¢do e sdo métodos nao-lineares, mesmo quando o problema ¢ linear. Neste
trabalho serao utilizados ambos os termos, mas a énfase maior sera dada a formulacao

do termo de captura.

11.6 - OPERADOR DE CAPTURA

Nesta secdo, sdo apresentadas as formulagdes matemadtica e a variacional de uma

classe de operador de captura.

I1.6.a — Formulacio Matematica do Operador de Captura

HUGHES e HULBERT ([ 27 ], [ 28 ] e [ 29 ]) desenvolveram e apresentaram um
operador de captura para a equacdo hiperbolica de segunda ordem. O objetivo era
eliminar completamente as oscilagdes presentes em problemas da elastodinamica com
fortes gradientes ao longo do tempo. O operador possui algumas caracteristicas
importantes. Em cada elemento a contribuicdo do operador ¢ proporcional ao quadrado
do residuo; assim, se a solugdo ¢ suave, este residuo serd pequeno, acarretando uma
contribuicdo pequena do referido operador, o que leva a solucdo a ser calculada
predominantemente pela formulagdo TDG. J4 em regides onde o gradiente ou
descontinuidade sdo maiores, o residuo ¢ também maior, e o efeito do operador torna-se
predominante. Nessas regioes, o operador de captura adiciona estabilidade ao controlar
a segunda derivada temporal da solu¢ao. Como o operador ¢ dependente do residuo do

elemento, a formulagao resultante ¢ ndo-linear, mesmo para problemas lineares.

Inspirado na idéia apresentada por [ 27 ], [ 28 ] e [ 29 ], foi desenvolvida uma
classe de operadores de captura, com caracteristicas particulares, sendo que a principal ¢
que varias familias de operadores podem ser criadas a partir da escolha da fungdo de
perturbagdo. Destaca-se que, inclusive, uma dessas familias engloba o operador
apresentado por HUGHES e HULBERT, sendo o mesmo um caso particular da

formulagao proposta neste trabalho, o que sera verificado mais adiante, item I1.6.d.

A seguir ¢ apresentada uma metodologia geral para o desenvolvimento de

operadores de captura para problemas da elastodinamica.
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Seja um corpo elastico ocupando uma regido limitada do espago, QQ < R", onde n
¢ o numero de dimensdes do espago. O contorno de Q ¢ denotado por I'  sendo I, e
[, partes ndo sobrepostas deste contorno, tal que, I'=0Q=T, VI, . O vetor

deslocamento ¢ denotado por u(x,?), onde xeQ e t€[0,7], sendo 7 > 0. As

componentes da tensdo sdo entdo determinadas pela lei de Hook generalizada, expressa

em termo de suas componentes, onde C.

s S30 os coeficientes eldsticos, tal que:

0;j = £ C”klé_yc, (IL. 18)

=1

parai,j, k, [=(1,...n)

A equagdo diferencial do problema de valor de contorno/inicial para a

elastodindmica ¢ expressa pela equagdo a seguir:
pul — Gij,j:fi cm Q:QX[ (II 19)

Expandindo (II. 19) em termo de suas componentes, tem-se:

82u, n.on_ n azu ac“k[ au
: - C. k + v k = f
g o’ [ = k=1 Al { ™ ox 0x,  Ox; Ox /i (II. 20)

Seguindo a metodologia apresentada em DUTRA DO CARMO e GALEAO,
[ 25] e[ 26 ], e considerando uma aproximacgio, u” = (uf’, ué’,,u,’f) para a variavel u e

h
ikl

valores aproximados, Cl.fk, , e p!', similares aos coeficientes reais, dependentes de

i

u", pode-se escrever a equagio de equilibrio em fungio dos valores aproximados como:

o*u’ LB o*u! OC, ou!
L - ShoCh ——k st WM Tk | =
P a7 L - { ikl ikl ij o, il ﬁxj ox, J; (I1. 21)
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Assim, para um dado u", devem-se ajustar os valores dos termos C

h
acy,
€

ox,

1

ijkl >

p!', de modo que a equagdo (II. 21) seja satisfeita. De outra forma, para que essas

. ~ . . .« . . &
aproximacodes sejam as mais adequadas, deve-se exigir que o funcional J , formado pela

diferenca entre os valores reais e seus respectivos valores aproximados,

rogisgglical. g

tenha um valor de minimo, em rela¢do aos termos C;kl,

a Ct/kl

2

oC.

Y%k Yiln ]2

—} + 2[/3,» p] (I1. 22)

e p!', e que satisfaga a

restricdo dada em (II. 21). Essa técnica de minimizar um funcional, dada uma restricao,

¢ conhecida como multiplicadores de Lagrange. E possivel mostra que o problema de

.. . ~ . * .~ . .. . .
minimiza¢do do funcional J com tal restricdo, equivale a minimizar o seguinte

funcional:

h
0Cju

[sysleal, ke

o*u” <
ZZZ{C:M ljkl[a Zk J+5;’;{(

_ a Cijkl
ox

J

j| 2
aCy,
ox ;

'h 82 h (II 233)

S

onde €, e y,sdo pardmetros dimensionais para compatibilizar as somas das parcelas e

que A sdo multiplicadores de Lagrange, além disso, tem-se também

po L seCyy #0
jjkl — ;.
Y 0, caso contrario

Assim, minimizando o funcional J em relagdo a

fazendo:

h,j _
51.7/{1 -

1,se

0, caso contrario

(IL 23.b)

h
ikl

h .
—, p, € A, ou seja,

J
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oJ i B " 82u,’:

F;kl = 0= Ciw = Cyr = A Oy [ ox o, (11. 24)
o) _ 4 0Cu 0Cu _ A %’a—”’}:

a[ac:kl] axj axj 01 ! axl (IL. 25)
ox.

J
0J _ o o o A0
ap; prep y, o (IL. 26)

0x,0x, ox, Ox, bor

j=l k=1 I=1 ]

RTH 0Cy, ou” o*u!
{%—"% M vl BEY v P A BT

2. h
e multiplicando as equagdes (II. 24), (II. 25) e (II. 26), respectivamente, por —é’a g" ,
x ,0x,
auh 2. h
—& -, resulta em:
ox, ot
62uh 62uh
c., -C, Ll = A6 k
(G ”kl)(axjaxlj o {axj(?xl (IL. 28.a)
h 2
GC;H B acijkl au,f _ ié’_’?*-" %
ox; ox; |\ ox 0. "\ o, (1. 28.b)
( h o’u! A [ 0%u! ’
PETPle ) T T e (IL. 28.c)

Somando as equagdes (II. 28.a) e (II. 28.b) e repetindo (II. 28.c), chega-se a:

2 i 2
82uh 5@] auh 82uh 6C}f oC. auh
A 5}; k + ijkl k — C.}" —-C. k + ikl ijkl k
’ ”’d{axjax,] 6, (Gx,] (Gl = ){ijﬁxlj {axj ox, | ax, ) (1.292)

A (%Y ( ,)qu.h
7(?J =\ 0 pY (II. 29.b)
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Tomando agora, a soma da equagdo (II. 29.a) com relacdo a j, k, / e somando o

resultado com a equagao (II. 29.b), tem-se:
2 . 2 2
n n n h 5%] auh 1 aZuh
A ijkl k +— i —
: ;;Z,: kl((?x Gx,] ) [Gx,] 7.\ ot
n n n aZuh ach auh aZuh
ch k| Z K k - o= 4
[,.1 £ ,_[ ’f”[axjax,} ox, [ax, P op (II. 30)
_ n n o n C a2u1}€l N 6Cijk1 au]}; ~ p 621/llh
SE5 Moxey, ) ox, oy, or’

Note-se que o primeiro termo do lado direito da equagdo (II. 30) corresponde a

equacdo (II. 21), ou seja, aos valores de f;, e que somado ao segundo termo dessa
equagao, chega-se ao termo que corresponde ao residuo da equacdo diferencial, dado

por:

n n n 62 h aC i au 62uh
R. uh = — k + i _ f
) [;;Z{ ”kl(ﬁ leJ ox, O, P or /. (IL. 31)

Reescreve-se entdo, a equacao (II. 30) na seguinte forma:

n n n

2 . 2 2
h 52},/ auh 1 82uh
A =R,")/ 5 Rl B R e

i

Analisando o denominador da equacdo (II. 32), verifica-se que o mesmo pode ser

visto como o quadrado da norma do seguinte vetor:

2. h h.j h 2. h
0 u, é;]-k[ ﬁuk 1 0 u; J

U'")=|...,5" ey yeees
) ( Moxox, 70, ox, [y, or

(IL. 33)

Assim a equagdo (II. 32) pode ser reescrita na forma compacta como:
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_ R
A \\Ui(“h)uz (I1. 34)

Define-se agora, V;”i (u") como o vetor de perturbagdo nos dados, ou seja, o vetor

de erro entre os valores reais e os valores aproximados:

J

. oc!  oC.
V;ljl(“h):(---a (C;kl _Cijkll ’ﬁ(ﬁ_#],, \/7;(/7_@‘;1)] (H, 35)
J

Substituindo o conjunto de equagdes (II. 28) em (II. 33), verifica-se que A ¢ um

fator comum a todos os termos do vetor resultante. Utilizando agora (II. 34), chega-se a

expressao do vetor de perturbagao:

R U (")

Vi) = \\U[(“h)uz (11. 36)

A hi
Donde define-se, o vetor V, (u”) da seguinte forma:

» i V@) R@HU@E
V, @) = HVZ’”’(u”) = |Ri(uh)|HUi(uh)H (1. 37)

como sendo o vetor unitario de direcdo de captura para o grau de liberdade i.

Seja agora o vetor U”*“(u") definido da seguinte forma, nas coordenadas locais:

(II. 38)

U[,loc (uh) — [ h azulil quh J

Moses U og
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onde (&,...,¢&,) sdo as coordenadas locais do elemento padrdo, associadas as
coordenadas globais (x,,..., x,); &, € a coordenada local do elemento padrdo associada

a variavel tempo.

Define-se também o pardmetro de malha, através da expressao:

o () = IHT (IL. 39)
¢ 0s seguintes ntimeros adimensionais:
7, @)= UU" (lu”)H %pRES)h‘?Z u = Joreny>o (1L 40)
. el o
Cour, = % (IL 41)
hei = Sup |~ (I1. 42)

onde Sup denota o supremum, ¢ «, ¢ uma fungdo do niimero de Courant Cour;, que

satisfaz a seguinte condigao:

a, =a,(Cour;) 20 (IL. 43)

Seja R"=Rx...xR, tal que, U'(u") ¢ um elemento de R", ¢ W,(W")uma

funcdo vetorial, tal que (x,t) e Q x|t 1, e W,(W") é um elemento de R" com

J? tj+1

dimensdo U’(x"). Considere a seguinte perturbagdo Petrov-Galerkin:
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A hi
Vy (uh)

pl_(uh’ Wh):Atp Vi Ti(uha 0(1-)
p )"

W, (") (IL. 44)

Assim, multiplicando (II. 44) pelo residuo R.(u"), e substituindo as equagdes

(II. 37) e (II. 40), obtem-se:

R p, (0, W) = At py, 7, + D[U ") - W,(")] (1L 45)

Finalmente tem-se uma familia de operadores de captura, definida para o grau de
liberdade i, através da integracdo, no dominio espago-tempo, do produto entre o residuo
e a funcdo de ponderagdo, dada pela perturbacdo Petrov-Galerkin, ou seja, residuos

ponderados. Assim, para um elemento qualquer, o operador de captura é expresso por

A", =3 " [ R @Y p @ " dQdr (IL. 46.2)
Ay @ ), =3 " [ Atpyn @t e+ DU @YW dQd 1 46b)

enquanto que para todo o dominio espacial tem-se:

NEL
A, Wh), =>" ZI:" J.Q Atpy (0", a + 1)[Ui(uh).\7§’l.( Wh)]dQ dt (1L 46.c)
ioe=l T M1

Deve-se notar que a cada fungdo W,(W") e cada fungdo «,("), tem-se um novo

operador de captura.

I1.6.b — Formulaciao Variacional Proposta

Dessa forma, o objetivo da formulagdo, incluindo o operador de captura, consiste

em encontrar u” € $™* | equacdo (II. 16), que satisfaca a igualdade abaixo:
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Ampgrepsars (WS W), = Frogcpias W), (1. 47.a)

onde

Amrcneas (WS W), = A (0", W), + Ag (0, W), + A, (0", W), (IL. 47.b)

FTDG+CD+GLS(Wh)n = FTDG(Wh)n + FGLS(Wh)n (IL. 47.¢)

As parcelas 4,,.(u", W") e F,,,(W"), sdo dadas pela equagdo (II. 17) enquanto

que as parcelas devido ao termo GLS, sdo dadas a seguir, pela equacao (II. 48).

NEL

n At
Ags(ui 'y, = [ [ FGLS(Cour);L(uh)L(Wh) do (IL. 48.2)
e=1 n-1 e

NEL .,

: At o
Fos"), = 2" [, 7 Fous (Cour) = L")y dQ  YW'ep™ (IL. 48.b)
=1 -1 e

n

onde Fy,  (Cour) ¢ uma fungdo a ser determinada e L(*) representa o operador da

equagao diferencial.

I1.6.c — Familias de Operadores de Captura

Inspirado nos trabalhos de [ 28 ] e [ 29 ], e utilizando a metodologia apresentada

aqui, varias familias de operadores de captura podem ser obtidas, definindo

W,(W") como sendo dada da seguinte forma:

1 [Ui,loc (") - U )] U

WW = B Cour ) Cour) 0 e oy

")

(IL. 49)

onde S ¢ uma fungdo estritamente ndo negativa e adimensional.
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Uma determinada familia de operadores de captura ¢ obtida fazendo-se a funcao

a,;(Cour;), equagao (II. 43), igual a um numero real, independente do numero de

Courant, de modo a satisfazer a seguinte condigao:

a,(Cour)=a >1 Vi e ¥ Cour, (II. 50)

Para esta classe de operadores tem-se:

Aot WO =" [, A LT L

(@-1)/2 HUl,loc )HZ 'B()[Ulloc( ) UIIOC(W}' ]det
“vi

(L. 51)

sendo f3,(-) = f,(Cour,, h'™ (u"), a)

Dessa forma, para essa classe, varios operadores podem ser especificados,

definindo-se as fungdes o e f(-).

Pode-se ainda, reescrever a equagdo (II. 49) em fun¢do do comprimento W',

equacao (II. 39):

a+l loc (a-1)
A, (", Wy = Zj j At'R(u)| )] BOU @y U " i

(a-1)/2 l+a
p 7/1 HUtloc )

(IL. 52.a)

ou

loc (o hy IR NI N G
4 ) = ZI 1. ﬁ(coZ;ChOUS ),a) | R ") [ @] @ )]

(a-1)/2

p 7/} HUi,loc uh

(IL. 52.b)

[R@YP

B,(Cour,) At — L iygiee (uiyyiee () i di
p U
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A seguir ¢ mostrado que a expressdao em (II. 51) engloba o operador quadratico de

HUGHES e HULBERT.

I1.6.d — Operador de HUGHES e HULBERT

Em 1990, HUGHES e HULBERT apresentaram dois operadores de captura, um

aplicavel a nimeros de Courant menores do que um, denominado “quadratico” e outro

para numeros de Courant maiores ou igual que um, denominado “linear”. Essa

nomenclatura esta relacionada ao expoente do residuo da equagdo diferencial presente

nos operadores, 0s quais sao apresentados a seguir:

Operador quadratico — Courant < 1

Operador linear — Courant > 1

(Rh p 'R )1/2

ngwh .nguh dQ dt

T — B
! 4,1+ Cour*

sendo 7 um parametro temporal,

4 (Vizuh .p’1 vazuh)

h h
7 ngw .ngu dQ dt

(IL. 53)

(11 54)

(L 55)

(1L 56)
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(@ Ofeent, ]
@ ()/o&M1,
Ve0=| @ 0/0E], (1. 57)

[(@*()/0¢NT, |
¢ o operador gradiente em coordenadas locais.

Nas expressdes acima R" é o residuo; (&,...,&,) sdo as coordenadas locais do
elemento padrdo, associadas as coordenadas globais (x,,...,x,); ¢ &, ¢ a coordenada

local do elemento padrdo associada a variavel tempo; /, ¢ a matriz identidade, onde d ¢

a dimensao do dominio espacial.

Mostra-se que fazendo a =1 e S.(Cour,, " (u"), ) =r,, na equagio (Il. 51), e
lembrando que V - (.) corresponde a U (.), equacdo (II. 38), tem-se o esquema de

captura quadratico apresentado por [ 29 ].

Agora, se a=1 e B,(Cour,, " (u"), a) = B,(Cour,), com 0 < Cour, <, ou seja,

uma funcdo de Courant, obtem-se uma variagdo ou extensao do operador de captura

quadratico de HUGHES e HULBERT.
Cabe destacar que tanto a formulacdo proposta, quanto a de HUGHES e
HULBERT, [ 28 ] e [ 29 ], tém como base a formulacdo TDG, ou seja, os operadores de

captura sdo adicionados a essa formulagdo para controle das derivadas.

O proximo capitulo apresenta a formulagao do operador de captura para o caso

unidimensional.
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CAPITULO III
FORMULACAO PARA O CASO
UNIDIMENSIONAL

Neste capitulo ¢ apresentada a formulacdo do operador de captura para o caso

elastico, homogéneo e isotrépico unidimensional. Inicialmente, sdo definidas as
expressdes para U(u") e W(W") desse operador. Por fim, ¢ apresentada uma

metodologia para obtencdo dos parametros do operador de captura e a utilizacdo do

termo GLS na formulagdo proposta.

III.1 - OPERADOR DE CAPTURA: CASO UNIDIMENSIONAL

Para o caso elastico unidimensional, o operador de captura pode ser expresso da

seguinte forma, equacao (II. 46):

ACD(uh,W’“)zjfj‘:" [ atpyc@ia+nu@) Wi (1L 1)
o1 "t e

com
U@ = Cut 1wty 1. 2

u)= axz 971/2 atz ( ’ )

| \ |a+l
1 R(MO) U h
: (u)| >0

(!, a+1) = [HU(ué)H\p(y)”\] se o> , (IIL. 3)

0, se [UGuy)| =0

onde sdo definidas as seguintes varidveis:

u" & o vetor contendo os valores da varidvel primaria na iteracio atual, incognitas;
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u; é o vetor contendo os valores da varidvel priméria calculados na iteragdo anterior;

o ¢ nimero real maior que zero, a ser determinado;

y'"? = ¢*; sendo ¢ a velocidade de propagacgdo da onda de compressdo (I11. 4)

‘R(ug )‘ representa o residuo da equacdo diferencial; (III. 5)

o’ul 1 o%u,
axz > }/1/2 atZ

Neste trabalho, a fungdo W, ( W") é definida, de tal forma que, para Cour, 21 e

HU(ué’ )H = HU(u(’)’ ) representa a norma do vetor U(ug)  (IIL 6)

L2

Cour, <1 tem-se fungdes distintas, e dependentes do nimero de Courant:

2 h 4
W_(Wh):,u‘(Cour)(aaVZ , COILZ Wh], se Cour <1
X v

W(wh) = (I11. 7)

2137 h 1

W, (W") = u* (Cour) (Cour_4 0 5 W J, se Cour>1

Ox? ’]/T

onde W' ¢é a fungdo de ponderagdo; Cour é o nmiimero de Courant, definido como,

Cour =cAt/Ax, sendo Ax e At o intervalo espacial da malha adotada e o intervalo de
tempo, respectivamente, e ainda, a velocidade de propagacdo das ondas longitudinais,
dada por c=/E/p; pu'(Cour) e pu (Cour) sio as fungdes adimensionais do namero

de Courant a serem determinadas.
Pode-se notar que os vetores U(u") e W(W") dependem das derivadas de
segunda ordem em relag@o a ¢ e x. No ANEXO A, sdo apresentadas as expressdes para o

calculo dessas derivadas.

Os termos Cour™ e Cour® em W(W") podem ser entendidos como uma forma

de equilibrar a ordem de grandeza do produto escalar U(u").W(W"). Assim, quando
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Cour >1 tem-se c At > Ax, nessa situagdo, a ordem de grandeza da parcela espacial ¢

menor do que a temporal e a soma das parcelas fica “desequilibrada”. Mostra-se

(ANEXO B) que considerando o termo Cour™ na parcela espacial a soma fica
“equilibrada” fazendo com que esta tenha a mesma ordem de grandeza da parcela
temporal. Agora, quando Cour <1, ou seja, c At < Ax, tem-se a situagao contraria, onde

a parcela temporal € menor que a espacial e pode-se mostrar também que multiplicando

a parcela temporal por Cour”, a respectiva soma das duas parcelas fica equilibrada.

Uma vez especificada a expressdo do operador de captura, W(W"), o passo

seguinte consiste em obter as fungdes u'(Cour), u (Cour) e o expoente a. A

determinagdo destes valores ¢ feita através de experimentos numéricos em um problema
que possui descontinuidade em sua solugdo analitica, de modo a obter a melhor curva

possivel para as fungdes acima.

I1I.1.a — Exemplo Analisado

O exemplo utilizado ¢ o de uma barra prismatica, eldstica e engastada em uma das
extremidades e sujeita a um carregamento compressional, tipo Heaviside, na
extremidade livre, conforme Figura III. 1. A escolha deste problema se deve ao fato de
que a velocidade ao longo do tempo e a tensdo na dire¢do x ao longo da barra
apresentarem saltos em suas solugdes, servindo como um 6timo exemplo para avaliar a
formulagdo proposta. O ANEXO C apresenta as expressdoes analiticas para o
deslocamento e velocidade ao longo do tempo em qualquer ponto da barra. A seguir ¢
apresentada a descricdo do problema fisico, bem como do modelo numérico utilizado

para representa-lo.

A9

E p,c A

AAAA

A
A A
o

L,=1,0m
Figura III. 1 — Descri¢io do problema fisico.
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A Dbarra apresenta comprimento de 1m e se¢do transversal quadrada, de area
0,0lmz. Os valores para o moddulo de elasticidade e da densidade wvalem,
respectivamente, £ = IN/m” e p = lkg/m’. A carga aplicada é compressional do tipo
Heaviside com intensidade igual a 1IN, atuando durante todo o tempo de analise. Os
resultados s3o medidos na extremidade livre da barra, ou seja, no ponto A. O valor do
coeficiente de Poisson ¢ considerado igual a zero, ndo havendo assim movimento
transversal. Dessa forma, devido a geometria, condi¢des de contorno e de aplicagao da
carga, ndo ha propagacdo de onda secundaria, e o problema se comporta como

unidimensional, com uma frente de onda plana se propagando ao longo da barra.

A formulagdo desenvolvida utiliza elementos que descrevem o espago € o tempo
simultaneamente, diferente dos métodos semi-discretos. A malha de elementos finitos
espaco-tempo utilizada para resolver este problema, consiste de 50 elementos
retangulares com interpolagdo quadratica no tempo e no espago; esse tipo de
interpolagdo ¢ necessaria e sera ilustrada através de resultados no capitulo IV. Uma vez
estabelecido o nimero de elementos, o valor de Ax fica determinado, sendo igual a
0,02m. A Figura III. 2 apresenta um esquema da discretizagdao dos elementos e da malha

adotados em um intervalo de tempo.

! A
o . . . . . . < A (Lx, At)
At /n . . . 3 . 3 . 3 . . ¢ «— A (Lx, At/2)
0 «—» X

A
v

Ly

Figura III. 2 — Representacio da malha de elementos finitos espaco-tempo.

A seguir ¢ apresentada a forma utilizada para a determinagdo das funcdes

1" (Cour) e do expoente « .
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II1.1.b — Determinacao dos Parametros

A determinagdo do parametro « e das fungdes u*'~ (Cour)é baseada no numero de

Courant. A faixa de valores escolhida estd compreendida entre [0,2 a 4,0], com variagao

de 0,05.

O parametro a ¢ obtido da seguinte forma: fixa-se u(Cour ) igual a unidade, ¢

para cada numero de Courant, testa-se o expoente a com os valores de 0,25, 0,50 e 0,75,
sendo que o melhor ajuste das curvas objetivo, ou seja, a velocidade ao longo do tempo
e a tensdo o, ao longo da barra, ¢ obtido para o = 0,50. Essa avaliagdo ¢ feita através do

menor erro quadratico entre as curvas analiticas e as curvas obtidas com a formulacao.

O valor de Ar ¢ calculado de modo a atender o nimero de Courant, conforme

definido anteriormente. Assim, com o valor do expoente a encontrado, realiza-se a
determinacdo das fungdes u*'~(Cour), da seguinte forma: para cada numero de
Courant dessa faixa [0,2 a 4,0], s3o testados varios valores para essas fungdes, sendo

escolhido como o valor representativo, o valor que produziu o menor erro quadratico em

relacdo a solugdo analitica para velocidade e para a tensdo o,. Isto permite tracar uma

curva que descreve o comportamento de z*'~(Cour) em fungio do niimero de Courant.

A Figura III. 3 apresenta os valores que produziram as curvas mais proximas das
respostas analiticas. Nessa figura também ¢ mostrada a curva para o pardmetro do

operador de HUGHES e HULBERT (HH), dado pela equacao (II. 56).
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Comportamento de u"" em funcdo do nimero de Courant

1,2

1,0

0,8 -
=06 |
Q
©
On ~
S . ——Func¢des propostas
L — Parametro HH

" \-‘K\‘

0,0 T T T T T T T

0,0 0,5 1,0 15 2,0 2,5 3,0 3,5 4,0
Numero de Courant

Figura IIL. 3 — Comportamento das funcdes '~ (Cour) em fungiio do niimero de

Courant.

Do ponto de vista computacional, os valores obtidos permitem montar uma tabela
com o niimero de Courant versus "'~ (Cour), a partir da qual é possivel criar uma
interpolagdo linear entre cada um dos pontos do intervalo [0,2 a 4,0], gerando uma
curva quase continua sobre a faixa especificada. Considerando ainda, o aspecto
computacional, com esses valores conhecidos, pode-se montar uma outra tabela
contendo os coeficientes angular, a,, e linear, b,, da reta que interpola cada subintervalo,

montada uma Unica vez no inicio do programa, tornando assim, mais rapido o célculo de

1" (Cour) para qualquer ponto da faixa escolhida. A seguir, na Figura III. 4 ¢

apresentado o esquema para detec¢do do intervalo n, assim como, o calculo da

respectiva func¢iio que interpola os valores de '~ (Cour) no intervalo, sendo ambos

dados por:
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i é ACour = 0,05
092 E i —_—A— 4,0
| I | | | | |
| | | | | | | |
NCour 1 NCour n
- — «—Numero do intervalo

[1] [7]

Figura II1. 4 — Esquema de localizacio e interpolacio dos valores das funcoes
1"~ (Cour) em qualquer ponto do intervalo [0,2; 4,0].

_ Ncour — Ncour _1
ACour

+1 (II1. 8)

,u(Ncour) =a,(Ncour— NCour n)+b, (I1I. 9)

Deve-se destacar que esta forma de se obter a funcdo u(Cour ), através de um

processo de busca e interpolagdo, ¢ mais econdmica em termos de calculo (para malhas
com milhares de graus de liberdade) do que o operador apresentado por HUGHES e
HULBERT, [ 28] e [ 29], que utiliza uma expressdo analitica que envolve raiz
quadrada e a quarta poténcia do nimero de Courant, as quais sdo implementadas através

de séries de poténcia.

II1.1.c — Método de Estabilizacio Tipo GLS

A formulag¢do GLS foi aplicada juntamente com o método descontinuo TDG, sem
o operador de captura, entretanto somente o termo de estabilizacdo ndo € suficiente para
reduzir as oscilagdes presentes na resposta, uma vez que nao controla a derivada

segunda temporal.
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Uma vez determinados os parametros do operador de captura, estudou-se a
influéncia do termo de estabilizagdo GLS sobre os resultados. Apos a realizagdo dos
testes, notou-se que nao € necessario adicionar esse termo sobre toda a faixa de Courant
avaliada, sendo aplicado apenas sobre uma parte restrita, o que para malhas com
elevado niumero de graus de liberdade produz economia no processamento quando
comparado com a formulagdo proposta por HUGHES e HULBERT, que utiliza sempre
o termo de estabilizagdo. Assim, para o operador de captura proposto, os testes
realizados com termo GLS revelaram que a faixa de valores de Courant sobre a qual se
faz necessario o uso desse tipo de estabilizacdo esta compreendida no intervalo [0,2 a

0,7].
A contribui¢do das matrizes [GLS] e [DC] pode ser vista como:
U, s (Cour) [GLS] + 1~ (Cour) [DC] (ITI. 10)
de outra forma:

p~ (Cour) (Fracaog,s [GLS]+[DC]) (IIL. 11)

onde, Fracaog, ficou restrita a um valor entre 0 e 1, ou seja, 4, (Cour) é uma fracdo

da fungdo p (Cour). Essa abordagem permite pensar no parametro Fracao; ; como

um ajuste fino da formulagao.

A Tabela III.1 apresenta um resumo de todos os valores obtidos para as fungdes

w1 (Cour) e u (Cour) e o valor da fragdo GLS para a faixa de valores de Courant

considerada, para a = 0,5. Nesta tabela também sdo apresentados o nimero de passos de

tempo para descrever um periodo e o valor de At correspondente.
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Tabela I11.1 — Resultados da calibracao.

Numero de | Nimero de passos Y Funciao Fracao

Courant para um Periodo u*(Cour) GLS
0,20 1000 4,00E-03 0,600 60%
0,25 800 5,00E-03 0,500 50%
0,30 667 6,00E-03 0,390 50%
0,35 571 7,00E-03 0,350 50%
0,40 500 8,00E-03 0,280 50%
0,45 444 9,00E-03 0,210 40%
0,50 400 1,00E-02 0,150 30%
0,55 364 1,10E-02 0,120 15%
0,60 333 1,20E-02 0,100 5%
0,65 308 1,30E-02 0,100 1%
0,70 286 1,40E-02 0,100 1%
0,75 267 1,50E-02 0,100 -
0,80 250 1,60E-02 0,100 -
0,85 235 1,70E-02 0,100 -
0,90 222 1,80E-02 0,100 -
0,95 211 1,90E-02 0,100 -
1,00 200 2,00E-02 0,110 -
1,05 190 2,10E-02 0,130 -
1,10 182 2,20E-02 0,160 -
1,15 174 2,30E-02 0,170 -
1,20 167 2,40E-02 0,200 -
1,25 160 2,50E-02 0,220 -
1,30 154 2,60E-02 0,240 -
1,35 148 2,70E-02 0,270 -
1,40 143 2,80E-02 0,270 -
1,45 138 2,90E-02 0,300 -
1,50 133 3,00E-02 0,320 -
1,55 129 3,10E-02 0,340 -
1,60 125 3,20E-02 0,360 -
1,65 121 3,30E-02 0,380 -
1,70 118 3,40E-02 0,410 -
1,75 114 3,50E-02 0,410 -
1,80 111 3,60E-02 0,420 -
1,85 108 3,70E-02 0,450 -
1,90 105 3,80E-02 0,470 -
1,95 103 3,90E-02 0,490 -
2,00 100 4,00E-02 0,510 -
2,05 98 4,10E-02 0,500 -
2,10 95 4,20E-02 0,540 -
2,15 93 4,30E-02 0,560 -
2,20 91 4,40E-02 0,570 -
2,25 89 4,50E-02 0,570 -
2,30 87 4,60E-02 0,600 -
2,35 85 4,70E-02 0,630 -
2,40 83 4,80E-02 0,620 -
2,45 82 4,90E-02 0,630 -
2,50 80 5,00E-02 0,670 -
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2,55 78 | 5,10E-02 0,690 -
2,60 77 5,20E-02 0,700 -
2,65 75| 5,30E-02 0,700 -
2,70 74 | 5,40E-02 0,740 -
2,75 73 | 5,50E-02 0,740 -
2,80 71| 5,60E-02 0,740 -
2,85 70 | 5,70E-02 0,780 -
2,90 69 | 5,80E-02 0,780 -
2,95 68 | 5,90E-02 0,780 -
3,00 67 6,00E-02 0,780 -
3,05 66 | 6,10E-02 0,790 -
3,10 65| 6,20E-02 0,830 -
3,15 63 | 6,30E-02 0,830 -
3,20 63 | 6,40E-02 0,830 -
3,25 62 6,50E-02 0,860 -
3,30 61 | 6,60E-02 0,860 -
3,35 60 | 6,70E-02 0,870 -
3,40 59 | 6,80E-02 0,900 -
3,45 58 | 6,90E-02 0,920 -
3,50 57 7,00E-02 0,930 -
3,55 56 | 7,10E-02 0,940 -
3,60 56 | 7,20E-02 0,950 -
3,65 55| 7,30E-02 0,950 -
3,70 54 | 7,40E-02 0,950 -
3,75 53 | 7,50E-02 0,950 -
3,80 53 | 7,60E-02 0,950 -
3,85 52 7,70E-02 0,950 -
3,90 51| 7,80E-02 1,000 -
3,95 51| 7,90E-02 1,000 -
4,00 50 | 8,00E-02 1,000 -

Este capitulo apresentou a formulacdo do operador de captura e uma metodologia
para obten¢do de seus parametros através de um exemplo numérico aplicado a um
problema que possui saltos ao longo do tempo e também do espaco. O exemplo
escolhido foi o de uma barra engastada em uma extremidade e livre na outra, submetida

a um carregamento compressional, modelada de forma unidimensional.

Para o operador de captura proposto determinou-se os valores das fungdes

17" (Cour) e do pardmetro o, na faixa de Courant escolhida entre 0,2 até 4,0, em

intervalos de 0,05, sem a influéncia do termo GLS, sendo sua contribui¢do estudada
posteriormente. Verificou-se que para este operador de captura, ndo € necessario
incorporar esse termo sobre toda a faixa testada, ficando sua utiliza¢do restrita aos
nimeros de Courant menores que 0,7. Notou-se também que a aplicagdo do termo GLS

¢ incorporada de forma parcial através de um fator multiplicativo, ou seja, quando o
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termo GLS ¢ utilizado, sua contribuicdo na formulaciao proposta, ndo ¢ feita de forma

total.

Com relagio aos termos Cour™* e Cour' em W(W"), equagio (III. 7), os testes

indicaram que a partir do nimero de Courant igual a 3,0, o uso de tais termos torna-se
importante, melhorando de forma significativa a resposta proximo as descontinuidades,

reduzindo o efeito do amortecimento nessa regido.

A seguir sdo apresentados os resultados obtidos para o caso unidimensional.
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CAPITULO IV
ANALISE NUMERICA PARA O
CASO UNIDIMENSIONAL

Este capitulo apresenta os resultados obtidos com a formulagdo de Galerkin
descontinuo no tempo com o operador de captura proposto. Para este trabalho foi
desenvolvido um programa de computador em linguagem Fortran, que implementa a
formulagdo descrita nos capitulos anteriores. A seguir sdo descritas algumas

caracteristicas do método e sua implementagao.

A formulagdo proposta gera um sistema de equagdes do tipo [A]{u.} = {fi},
oriundos da formulagdo variacional expressa pela equacao (II. 47.a), que ¢ desacoplado
em cada intervalo de tempo, resultando assim, em um algoritmo de marcha temporal. A
matriz [A] contem as parcelas relativas a massa e propriedades elasticas, além das
parcelas relativas ao gradiente na variavel primdria e do termo de salto em sua derivada
temporal, cabendo lembrar que esses termos geram parcelas incognitas e conhecidas. O
vetor {u,} representa os deslocamentos no instante #; e {f;} representa o vetor de termos
independentes, que contem as forcas de volume, as contribui¢cdes das condi¢des de
contorno, além da contribui¢do do gradiente na varidvel primdria e saltos em sua

derivada temporal, obtidos no passo de tempo anterior.

O esquema adotado para a solugdo do sistema de equagdes ¢ o método direto com
eliminacdo de Gauss. A formulagdo TDG, por ndo empregar o operador de captura,
permite que se triangularize a matriz do sistema [4] uma Unica vez, pois a mesma nao ¢
alterada durante o processo de marcha, sendo necessario em cada passo de tempo
apenas atualizar o vetor de cargas e realizar a retro-substitui¢do. O método de Galerkin
descontinuo com o operador de captura, TDG+DC, requer a montagem de um novo
sistema de equagdes a cada passo de tempo, o qual ¢ baseado no residuo da equagao
diferencial, e conseqlientemente requer sua triangularizacdo a cada passo, tornando o

processo de solucao mais lento, porém mais preciso devido a utilizagdo do residuo.
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Para melhorar o desempenho do programa foram implementados: 1) o algoritmo
Reverse Cuthill-McKee (RCM) [ 50 J e [ 51 ]. Este algoritmo tem como objetivo reduzir
a largura de banda da matriz do sistema, através da reordenacdo da numeracao dos nos
da malha de elementos finitos, isto ¢ obtido através da reordenacdo do grafo das
ligacdes nodais da malha; e 2) um esquema de armazemanento mais eficiente, que
armazena somente os coeficientes ndo-nulos da matriz, linha por linha, se aproveitando
assim, de uma caracteristica das matrizes de elementos finitos, também presente no
método de Galerkin descontinuo, que € a esparsidade dos coeficientes na matriz global.
Assim, a matriz fica resumida a um vetor que contem somente os coeficientes diferentes
de zero, o qual foi implementado, de tal forma que, ndo € necessario montar o sistema
global para posteriormente, percorré-lo e identificar os coeficientes ndo nulos para se
obter o vetor de armazenamento. A medida que as matrizes locais de elementos sdo
montadas, seus coeficientes sdo inseridos nas posi¢des corretas no vetor, o qual esta
sempre ordenado por linha e coluna. As posic¢des sdo criadas dinamicamente e mantidas
na memoria, através de listas duplamente encadeadas utilizando-se ponteiros. Destaca-
se que as operagoes de triangularizagdo da matriz, retro-substitui¢cdo e produto matriz-
vetor sdo adaptadas para esse esquema de armazenamento. Dessa forma, gera-se uma
grande economia de memoria, tendo como conseqiiéncia direta, a redugdo do tempo

total de analise.

A avalia¢do do desempenho numérico da formulagdo proposta foi feita utilizando
dois exemplos: a) No primeiro ¢ considerada uma barra prismatica eldstica e homogénea
engastada em uma extremidade e submetida a um carregamento compressional aplicado
longitudinalmente na extremidade livre; b) O segundo exemplo analisa uma barra
prismdtica e ndo-homogénea, engastada em uma extremidade submetida a0 mesmo
carregamento. Em ambos os exemplos, serdo aplicados dois carregamentos, [ 43 ]. Em
nenhum caso ¢ considerado o amortecimento fisico. A escolha do exemplo homogéneo
se deve ao fato de o mesmo possuir solu¢do analitica para o deslocamento e velocidade
para um carregamento do tipo Heaviside, [ 43 ] e [ 5], e ser util como teste da

formulagdo desenvolvida, pois a velocidade apresenta saltos em sua solu¢ao temporal.

Os métodos usados para comparacao sao:

e HHT, com os parametros a,=-0,1, #=0,3025 ¢ y = 0,6;
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e TDG, ou seja, a formulacdo de Galerkin descontinuo no tempo, sem o
operador de captura;

e TDG+GLS+DC, a formulagdo descontinua usando o operador de captura
proposto, DC (Discontinuity Capturing) e o termo GLS, este ultimo usado
quando necessario, lembrando que o seu uso ¢ restrito a faixa de Courant
[0,2 a2 0,7];

e TDG+HH, ou seja, a formulagdo descontinua, o termo de estabilizacao GLS,
e mais o operador de captura apresentado em [ 29 ]. Lembrando que o termo
GLS contribui em todos os numeros de Courant testados. Nos graficos,
apesar dessa formulagdo incluir o termo de estabilizagdo, a legenda sera

referenciada apenas como TDG+HH (HUGHES ¢ HULBERT).

Cabe destacar que os resultados apresentados a seguir, sdo obtidos para valores do

nimero de Courant diferentes daqueles usados na determinagdo dos parametros,

1"~ (Cour) , descrito no capitulo anterior. Ressalta-se também que para o método semi-

discreto (HHT) foram testados outros parametros sem obter melhora nos resultados.

IV.1 - BARRA HOMOGENEA UNIDIMENSIONAL

Seja uma barra prismatica engastada em sua extremidade esquerda e sujeita a um
carregamento compressional uniformemente distribuido sobre a area da extremidade
livre a direita, conforme Figura IV. 1. As dimensdes da barra sdo: o comprimento
L,=4,0m; a altura de 0,2m e a secdo transversal quadrada com &rea de 0,04m2. As
propriedades fisicas do material sio o mddulo de elasticidade e a massa especifica,
dados por E=1,0N/m’ e p=1,0kg/m’, respectivamente; sendo a velocidade de

propagacao do meio, na dire¢do longitudinal, dada por c=1,0 m/s.

ﬂk A

E,pec A 4 (1)

) L,=4,0m g x

Figura IV. 1 — Barra homogénea engastada na extremidade esquerda.

Aﬂ

|
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IV.1.a — Discretizacio por Elementos Espaco-Tempo

A solugdo deste problema, via a formulagdo de Galerkin descontinuo no tempo, ¢
feita considerando a barra como um dominio unidimensional. Nesta formulagao, tanto o
dominio espacial, quanto o temporal sdo discretizados utilizando-se elementos espago-
tempo, diferentemente da formulagdo semi-discreta, que utiliza o método de separacdo

de variaveis.

Para o método HHT utilizou-se o MEF padrio com 200 elementos com
interpolagdo quadratica, ou seja, elementos unidimensionais com trés pontos nodais. Ja
para os métodos que utilizam a formulagdo descontinua, ou seja, TDG, TDG+GLS+DC
e TDG+HH, utilizou-se uma malha com 200 elementos espaco-tempo para descrever a
barra. Devido a questdes de estabilidade, a formulacdo requer elementos com
interpolagdo quadratica no tempo e no espago, ou seja, elementos retangulares de nove
nods, o que resultou em 1.203 pontos nodais para essa malha. A seguir, na Figura IV. 2, ¢

apresentado um esquema da malha espago-tempo utilizada.

A

tn - . - -
fe

n—1
tn—Z - * d . hd .
At ] . . ] ° > ] ] ° °

T ;
Ax
|« »
L,

Figura IV. 2 — Discretizaciao da barra unidimensional por elementos finitos
espaco-tempo.
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As variaveis usadas na comparagao entre os quatro métodos sdo: o deslocamento e
a velocidade ao longo do tempo na extremidade livre, ponto A, e a tensdo o, ao longo da
barra para um instante de tempo fixo, o qual foi escolhido como sendo 3s apds o inicio

da analise. O célculo dessas variaveis ¢ feito ap6s a solucdo do sistema de equagdes.

Esses resultados foram obtidos para os numeros de Courant indicados na

Tabela IV.1, escolhidos de tal modo a ndo coincidirem com os valores de Courant para

os quais as fun¢des u''"(Cour) foram calibradas. Nesses pontos intermedidrios ¢

utilizada a interpolacao linear apresentada no capitulo anterior. O tempo total de analise
em todos os testes realizados foi de 16s. A Tabela V.1 apresenta o nlimero de passos de
tempo contidos em um periodo e o valor do passo de tempo, o qual depende do niimero
de Courant. Cabe destacar que para Courant 0,27 e 0,57 utiliza-se a formulagao

TDG+GLS+DC, enquanto que no restante utiliza-se apenas a formulagao TDG+DC.

Tabela IV.1 — Parametros dos testes realizados.

Numero de Numero de passos At
Courant contidos em um Periodo
0,27 2962 5,40E-03
0,57 1405 1,14E-02
0,87 921 1,74E-02
1,03 778 2,06E-02
1,57 511 3,14E-02
2,03 395 4,06E-02
2,73 294 5,46E-02
3,73 215 7,46E-02

Os métodos sdo testados utilizando-se dois tipos de carregamento, ilustrados na

Figura IV. 3:

Carregamento 1 (Heaviside), aplicado durante todo o tempo de andlise, esse

carregamento gera um salto na velocidade ao longo do tempo e na tensdo g, ao longo da
barra;

Carregamento 2 (carga de curta duragdo), a aplicagdo dessa carga no modelo ¢

considerada apenas no primeiro intervalo de tempo e provoca um gradiente alto no

deslocamento.
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Carregamento 1 Carregamento 2

ft) a f(t)
10°N 10°N
> >
0 t(s) 0 A t(s)

Figura IV. 3 — Carregamentos aplicados na extremidade livre.

A seguir sdo apresentados os resultados, da Figura IV. 6 até Figura IV. 13, obtidos
para a barra homogénea sob a¢do do carregamento 1 em um periodo de andlise. A
Figura 1V. 4 ilustra a disposi¢do dos graficos apresentados nas figuras. Para melhor
visualiza¢do dos resultados obtidos com a formulagdo proposta, no 4° quadrante de cada

figura ¢ repetido o grafico da velocidade ao longo do tempo sem a interferéncia dos

métodos TDG e HHT.

Deslocamento ao longo
do tempo
Todos os métodos

Tensao o, ao longo da barra
Todos os métodos

Velocidade ao longo do Repeticao da velocidade ao
tempo longo do tempo
Todos os métodos Apenas TDG+DC e TDG+HH

Figura IV. 4 — Disposicao dos graficos nas figuras para o carregamento 1.

Na seqiiéncia, Figura IV. 14 a Figura IV. 17, s3o apresentados os resultados
obtidos com o carregamento 1, apoés um longo tempo de andlise, para isso foram
considerados 100 periodos. Os graficos ilustram os seis primeiros e os seis Ultimos
periodos, sendo considerados apenas os numeros de Courant 0,57, 1,03, 2,03 e 3,33,

para avaliar o amortecimento numérico dos métodos ao longo do tempo.

Deslocamento Deslocamento
ao longo do tempo ao longo do tempo
Primeiros 6 Periodos Ultimos 6 Periodos
Velocidade Velocidade
ao longo do tempo ao longo do tempo
Primeiros 6 Periodos Ultimos 6 Periodos

Figura IV. 5 — Disposicao dos graficos nas figuras para 100 periodos de analise.
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Deslocamento ao longo do tempo
Courant 0,27

Tens&o Sigma x ao longo da barra
Courant 0,27 - Instante t = 3s

0,0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 4,0
0j0 2,0 4,0 6,0 8,0 10,0 12,0 14,0 6,0
-10,0 - 2,0 1
-20,0 - € 001 ; ; ; ; | |
E 2 0lo 05 0 15 2,0 25 30 35 40
‘g 30,0 5 201
x x
2 Z
< -40,0 X .40 — HHT —
& E —TDG
o =y
© -50,0 0 60 — TDG+GLS+DC |—
(%] (=}
8 \ / 9 — TDG+HH
-60,0 —HHT i L -80
\ / — TDG
70,0 — TDG+GLS+DC | -10,0 1 \
\/ — TDG+HH
-80,0 -12,0
Tempo (s) Distancia (m)
Velocidade ao longo do tempo Velocidade ao longo do tempo
Courant 0,27 Courant 0,27
15,0
15,0
10,0 — HHT
— TDG 10,0 1
— — TDG+GLS+DC }
2 50 0
E 7 — TDG+HH € 50
5 5
: 2
% 0,0 T T T T T T o 0,0 . . . . . .
g 0j0 2,0 4,0 6,0 8]0 10,0 12,0 14,0 16,0 E olo 2,0 4,0 6,0 slo 10,0 12,0 14,0 16,0
(5] —
(=) [5]
g -5,0 S 50 — TDG+GLS+DC —
> J — TDG+HH
-10,0 -10,0
-15,0 -15,0
Tempo (s) Tempo (s)

Figura IV. 6 — Resultados obtidos para a barra homogénea com o carregamento tipo Heaviside, para o nimero de Courant 0,27.
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Deslocamento ao longo do tempo
Courant 0,57

Tens&o Sigma x ao longo da barra
Courant 0,57 - Instante t = 3s

0,0 T T T T T T T 2,0
oj0 2,0 4,0 6,0 8,0 10,0 12,0 14,0 6,0
-10,0 - 0,0 - ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 0,5 ,0 1,5 2,0 2,5 3,0 3,5 4,0
-20,0 02 -2,0
E =3
g 3001 L -40 —HHT I
= X —TDG
£ 40,0 - X 0 —TDG+GLS+DC| |
g ) —TDG+HH
S o
S -50,0 o 80
3 i
e 5 N
-60,0 — HHT 2 -10,0 A
\ / —TDG /
-70,0 — TDG+GLS+DC -12,0 v
\/ — TDG+HH
-80,0 -14,0
Tempo (s) Distancia (m)
Velocidade ao longo do tempo Velocidade ao longo do tempo
Courant 0,57 Courant 0,57
15,0
15,0
10,0 — HHT
—TDG 10,0 1 W
- — TDG+GLS+DC
g >0 — TDG+HH 2 50
o o
3 E
o 0,0 . . . . ! ! E 0.0
8 g s T T T T T T
% 0j0 2,0 4,0 6,0 8|0 10,0 12,0 14,0 16,0 8 0 2,0 40 6,0 8lo 10,0 12,0 14,0 16,0
3 S
S 501 § -5,0 1
-10,0 -10,0 _IBE:E:;S‘FDC L
-15,0 -15,0
Tempo (s) Tempo (s)

Figura IV. 7 — Resultados obtidos para a barra homogénea com o carregamento tipo Heaviside, para o nimero de Courant 0,57.
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Deslocamento ao longo do tempo Tens&o Sigma x ao longo da barra
Courant 0,87 Courant 0,87 - Instante t = 3s
0,0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
oj0 2,0 4,0 6,0 8,0 10,0 12,0 14,0 6,0 2,0
-10,0 -
0,0 ‘ { ; ; ; ; ; ;
200 4 0|0 0,5 \x 0 1,5 2,0 2,5 3,0 35 4,0
E N§ -2,0
G -30,0 1 = _
2 = 40 HHT
2 = —TDG
é -40,0 7 < 60 —TDG+DC
S E —TDG+HH
2 50,0 @ 8,0
[ (=}
§ $ i
-60,0 —HHT | 2 A
: o -10,0 VA
\ / —TDG = / \/
-70,0 — TDG+DC || -12,0 v
— TDG+HH
-80,0 -14,0
Tempo (s) Distancia (m)
Velocidade ao longo do tempo Velocidade ao longo do tempo
Courant 0,87 Courant 0,87
15,0 15,0
10,0 — HHT nUﬂUn 10,0 1
—TDG U 1
i — TDG+DC @
d
Q s 50
g 0 — TDG+HH £
S 3
:) 0,0 T T T T T T g 0,0 T T T T T T
§ 0}0 2,0 4,0 6,0 8lo 10,0 12,0 14,0 16,0 8 0|0 2,0 4,0 6,0 8jo 10,0 12,0 14,0 16,0
2 S
o
§ -5,0 g 501
— TDG+DC
. -10,0 —
100 —TDG+HH
-15,0 -15,0
Tempo (s) Tempo (s)

Figura IV. 8 — Resultados obtidos para a barra homogénea com o carregamento tipo Heaviside, para o nimero de Courant 0,87.
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Deslocamento ao longo do tempo
Courant 1,03

Tens&o Sigma x ao longo da barra
Courant 1,03 - Instante t = 3s

0,0 T T T T T T T 2,0
0j0 2,0 4,0 6,0 8,0 10,0 12,0 14,0 6,0
-10,0 0,0 T A\ T T T T T T
0|0 0,5 ,0 1,5 2,0 2,5 3,0 3,5 4,0
-20,0 € 20
E =
o = —HHT
o -30,0 A 4 [
3 g 0 —TDG
= < —TDG+DC
S -40,0 - % 6,0 —
g E —TDG+HH
S =y
S -50,0 @ 80
(%] (=}
) ’S
° \ / — HHT 5 /\ AW
-60,0 1 2 -10,0 VA
\ / —TDG / \/
-70,0 —TDG+DC |+ -12,0 v;
\/ — TDG+HH
-80,0 -14,0
Tempo (s) Distancia (m)
Velocidade ao longo do tempo Velocidade ao longo do tempo
Courant 1,03 Courant 1,03
15,0 15,0
10,0 — HHT )\V“\JA"’. 10,0 A \
—TDG ( ‘\
i — TDG+DC @
d
Q = 50
g 0 — TDG+HH £
S 3
:) 0,0 T T T T T T g 0,0 T T T T T T
§ 0}0 2,0 4,0 6,0 8lo 10,0 12,0 14,0 16,0 8 0j0 2,0 4,0 6,0 8jo 10,0 12,0 14,0 16,0
2 S
o
§ 5,0 g 50
} — TDG+DC
-10,0 -10,0 —
0 — TDG+HH
-15,0 -15,0
Tempo (s) Tempo (s)

Figura IV. 9 — Resultados obtidos para a barra homogénea com o carregamento tipo Heaviside, para o nimero de Courant 1,03.
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Variavel priméria ao longo do tempo
Courant 1,57

Tens&o Sigma x ao longo da barra

Courant 1,57 - Instante t = 3s

Tempo (s)

Tempo (s)

0,0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ : : 20
0j0 2,0 4,0 6,0 8,0 10,0 12,0 14,0 8, '
-10,0 0,0 <
0 0,5 0 15 2,0 2,5 3,0 3,5 4,0
-20,0 - < 20
~ £ 4
£ =
G -30,0 1 P
: & -40
X 3 \ — HHT
o <
g -40,0 4 E 6,0 —TDG L
£ g \ —TDG+DC
(=2}
S 50,0 ? g0 —TDG+HH| |
(%] (=}
8 \ / 2 A
-60,0 —HHT & -10,0 AW
\ / e V\ / v
-70,0 —TDG+DC| -12,0 Y,
\/ — TDG+HH
-80,0 -14,0
Tempo (s) Distancia (m)
Velocidade ao longo do tempo Velocidade ao longo do tempo
Courant 1,57 Courant 1,57
15,0 \ 15,0
100 — HHT /\V{\VI\VAVA A 10,0 1
—TDG w r W
i — TDG+DC @
d
Q = 50
g 0 — TDG+HH £
S 3
:) 0,0 T T T T T T g 0,0 T T T T T T
§ 0[0 2,0 4,0 6,0 glo 10,0 12,0 14,0 18, 8 0 2,0 4,0 6,0 8jo 10,0 12,0 14,0 16,0
2 S
o
§ 5.0 E -5,0 A J
L —TDG+DC
-1 -10,0 ||
0,0 — TDG+HH
-15,0 -15,0

Figura IV. 10 — Resultados obtidos para a barra homogénea com o carregamento tipo Heaviside, para o nimero de Courant 1,57.
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Deslocamento ao longo do tempo
Courant 2,03

Tens&o Sigma x ao longo da barra
Courant 2,03 - Instante t = 3s

0,0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 6,0 8,0 10,0 12,0 14,0 8, 2,0
-10,0 -
0,0 ‘ <\ ‘ ‘ : ; ;
-20,0 1 -~ 0|0 0,5 Nl,o 1,5 2,0 2,5 3,0 35 4,0
E E 20 ‘\
& 2
S -30,0 A = —
X o -4,0 HHT
o 3 \\ —1TDG
£ -40,0 1 < 60 —TDG+DC
: g —TDG+HH
S -50,0 @ .80
[} ,
g . / g N
-60,0 \ / —HHT [ % -10,0 \//\\/
—TDG = \’X /
-70,0 — TDG+DC | -12,0 Vi
— TDG+HH
-80,0 -14,0
Tempo (s) Distancia (m)
Velocidade ao longo do tempo Velocidade ao longo do tempo
Courant 2,03 Courant 2,03
16,0 16,0
12,0 /\ A 12,0 A
— HHT & \ I\V,\VAVA" 60
8,0 —TDG i o
g —TDG+DC 2 40
5 40 — TDG+HH o
% p 0,0
) 0,0 T T T . . . g y T T T T : .
[
k| 0 2.0 40 6.0 alo 10,0 12,0 14,0 16, 2 0j0 2,0 4,0 6,0 gjo 10,0 12,0 14,0 16,0
S 40 g 97
] >
g — TDG+DC
80 -8,0 —
' 4 h — TDG+HH
-12,0 -12,0 A
-16,0 -16,0
Tempo (s) Tempo (s)

Figura IV. 11 — Resultados obtidos para a barra homogénea com o carregamento tipo Heaviside, para o nimero de Courant 2,03.
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0,0

Deslocamento ao longo do tempo
Courant 2,73

Tens&o Sigma x ao longo da barra
Courant 2,73 - Instante t = 3s

0 6,0 8,0 10,0 12,0 2,0
-10,0 A
0,0 —\ ‘ : : ; ;
20,0 - — 0[0 0,5 \\1,0 15 2,0 2,5 3,0 35 40
g g -2,0 \\
S 30,0 1 = —
>, o -4,0 HHT
o g \\ —TDG
$ -40.07 < 60 —TDG+DC|_|
% E — TDG+HH
-50,0 =2
: \ / ;0
[a) _ ] /\
-60,0 HHT % -10.0 /\
\ / —TDG g 1o \/\ / \V
-70,0 —TDG+DC|_| -12,0 \V
— TDG+HH
-80,0 -14,0
Tempo (s) Distancia (m)
Velocidade ao longo do tempo Velocidade ao longo do tempo
Courant 2,73 Courant 2,73
15,0
\ 15,0
/\ AW A
10,0 — HHT VA 10,0
—TDG
g 50 — TDG+DC g .,
= — TDG+HH E > ‘
g 0,0 T T T T T T CIJ 0,0 . . . . . .
3 0 20 4.0 6.0 80 10,0 12,0 14,0 1e, 8 0jo 2,0 4,0 6.0 gjo 10,0 12,0 14,0 16,0
& 8
© -50 S 50
> >
L —TDG+DC
-10,0 i -10,0 ¥ o
—TDG+HH
-15,0 -15,0
Tempo (s) Tempo (s)

Figura IV. 12 — Resultados obtidos para a barra homogénea com o carregamento tipo Heaviside, para o nimero de Courant 2,73.
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Deslocamento ao longo do tempo
Courant 3,73

Tens&o Sigma x ao longo da barra
Courant 3,73 - Instante t = 3s

Tempo (s)

Tempo (s)

0,0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ :
0j0 2,0 4,0 6,0 8,0 10,0 12,0 ,0 2,0
-10,0 -
0,0 — N\ ‘ ‘ : :
-20,0 - ~ 0j0 0,?!\\1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 3,5 4,0
A £ -2,0
T 30,0 =
o -50,0 Pl R
S T .40 HHT
Qe g \\ —TDG
é -40.0 7 < 60 —TDG+DC
c 1=} — +
S 500 —HHT =y TDG+HH
S -50, 0 -8,0 A
\ VA 5"
60,0 —TDG+DC|_ | 2 /\
' o -10,0
\ / — TDG+HH = / \/
-70,0 -12,0
-80,0 -14,0
Tempo (s) Distancia (m)
Velocidade ao longo do tempo Velocidade ao longo do tempo
Courant 3,73 Courant 3,73
15,0 ,[\ 15,0
10,0 — HHT /\ /\V/\Vr\ N\ 10,0
—TDG |V
> —TDG+DC o
E 50 — TDG+HH £ °°
Y o
B! E!
o 00 : : : ‘ ‘ ‘ © 0,0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ :
g 0 2,0 4,0 6,0 8lo 10,0 12,0 14,0 16,0 8 olo 2,0 4,0 6,0 8,0 10,0 12,0 14,0 16,0
= )
S 50 § -5,0 — TDG+DC
> L j — TDG+HH
-10,0 | f¥AAFY -10,0
-15,0 -15,0

Figura IV. 13 — Resultados obtidos para a barra homogénea com o carregamento tipo Heaviside, para o nimero de Courant 3,73.
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Deslocamento ao longo do tempo
Courant 0,57 - 6 Primeiros Periodos de 100 Periodos

Deslocamento ao longo do tempo
Courant 0,57 - 6 Ultimos Periodos de 100 Periodos

0,0 0,0
0 100,0 15Q0, 160,0
-10,0 4 -10,0
-20,0 -20,0
,;E/ -30,0 4 mé -30,0
o o
— —
x x
o -40,0 o -40,0
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Figura IV. 14 — Comportamento das variaveis ao longo de 100 periodos de evolu¢io, para o numero de Courant 0,57.
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Figura IV. 15 — Comportamento das variaveis ao longo de 100 periodos de evolu¢io, para o numero de Courant 1,03.
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Deslocamento ao longo do tempo
Courant 2,03 - 6 Primeiros Periodos de 100 Periodos
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Figura IV. 16 — Comportamento das variaveis ao longo de 100 periodos de evolu¢io, para o numero de Courant 2,03.
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Deslocamento ao longo do tempo
Courant 3,73 - 6 Primeiros Periodos de 100 Periodos

Deslocamento ao longo do tempo
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Figura IV. 17 — Comportamento das variaveis ao longo de 100 periodos de evolu¢io, para o numero de Courant 3,73.
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IV.1.b — Comentirios sobre os resultados da barra homogénea com

carregamento 1

O deslocamento ao longo do tempo foi bem representado por todos os métodos
para Courant variando de 0,27 a 2,03, produzindo praticamente o mesmo resultado.

Acima de 2,03, perceber-se uma ligeira defasagem produzida pelo método HHT.

Analisando a velocidade ao longo do tempo e a tensdo o, ao longo da barra, nota-
se que o método HHT ndo consegue reproduzir a descontinuidade nessas duas variaveis,
oscilando demasiadamente em todos os casos. O método de Galerkin descontinuo no
tempo (TDG), sem os termos de estabilizagdo e de captura, apresentou para a faixa de
Courant de 0,57 a 3,73, uma Unica oscilagdo, proximo a descontinuidade (tanto antes
quanto depois), cujo valor maximo €, na pior situacdo, para Courant 0,57, igual a 10%
da solugao analitica. Abaixo de Courant 0,57, essa oscilacdo nao s6 tende a aumentar
em amplitude, quanto em numero de ciclos préximo a descontinuidade, mas ainda

assim, o TDG fornece resultados que os obtidos com o método HHT.

Para as faixas de Courant [0,27 a 0,87] e [2,73 a 3,73], ambas os operadores de
captura, TDG+DC e TDG+HH, apresentaram resultados muito proximos para a
velocidade e para a gy, ja no intervalo de [1,03 a 2,03], a formulacdo desenvolvida nesse
trabalho apresentou um melhor resultado para as duas varidveis em questdo, ou seja,

menor amortecimento numeérico.

Para este carregamento testou-se também o comportamento do deslocamento e
velocidade ao longo de 100 periodos de evolucao. Pelos graficos nota-se que para os
numeros de Courant 1,03, 2,03 e 3,73, tanto a variavel primdria quanto sua derivada
temporal foram bem representados pela formulagdo proposta, apresentando um
comportamento melhor, ou seja, menos amortecido do que a formulagdo TDG+HH,
ressaltando que nessa faixa de Courant, o operador proposto nao utiliza o termo GLS,

conforme descrito no Capitulo III.

O método de Galerkin descontinuo, sem operador de captura, foi o que apresentou
menor amortecimento ao longo do tempo entre todos os métodos, para todos os casos

testados, mas apresenta uma pequena oscilagdo proéxima a descontinuidade na derivada
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temporal. O método HHT, além de apresentar oscilacdes na velocidade em todos os
testes realizados, também apresentou amplificagdo da amplitude em torno, as vezes
superior a 50% no final do periodo de andlise. J& a varidvel primaria comegou a exibir

uma defasagem em relagao aos outros métodos, para Courant 2,03 e 3,73.

A seguir, Figura IV. 19 a Figura IV. 26, sdo apresentados os resultados obtidos
para a barra homogénea submetida ao carregamento de curta duragdo, tipo impulso. A

disposi¢ao dos graficos de deslocamento, velocidade e tensdo ¢ dada na Figura IV. 18.

Deslocamento ao longo | Repeti¢do do deslocamento ao
do tempo longo do tempo
Todos os métodos Apenas TDG+DC e TDG+HH
Velocidade ao longo do
tempo
Todos os métodos

Tensao o, ao longo da barra
Todos os métodos

Figura IV. 18 — Disposicao dos graficos nas figuras para o carregamento 2.
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Deslocamento ao longo do tempo
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Figura IV. 19 — Resultados obtidos para a barra homogénea com o carregamento tipo impulso, para o niimero de Courant 0,27.
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Deslocamento ao longo do tempo
Courant 0,57
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Figura IV. 20 — Resultados obtidos para a barra homogénea com o carregamento tipo impulso, para o niimero de Courant 0,57.
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Deslocamento ao longo do tempo
Courant 0,87
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Figura IV. 21 — Resultados obtidos para a barra homogénea com o carregamento tipo impulso, para o niimero de Courant 0,87.
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Figura IV. 22 — Resultados obtidos para a barra homogénea com o carregamento tipo impulso, para o niimero de Courant 1,03.




Deslocamento ao longo do tempo

Courant 1,57
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Figura IV. 23 — Resultados obtidos para a barra homogénea com o carregamento tipo impulso, para o niimero de Courant 1,57.
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Figura IV. 24 — Resultados obtidos para a barra homogénea com o carregamento tipo impulso, para o niimero de Courant 2,03.
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Figura IV. 25 — Resultados obtidos para a barra homogénea com o carregamento tipo impulso, para o niimero de Courant 2,73.
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Figura IV. 26 — Resultados obtidos para a barra homogénea com o carregamento tipo impulso, para o niimero de Courant 3,73.
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IV.l.c — Comentirios sobre os resultados da barra homogénea com

carregamento 2

Este tipo de carregamento produz um gradiente forte no deslocamento. Para se
perceber melhor os resultados produzidos pela formulagdo proposta, o grafico do
deslocamento foi repetido somente com as curvas obtidas com o operador proposto € o

operador HUGHES e HULBERT.

Para todos os numeros de Courant testados e para todas as varidveis analisadas, o

método HHT produziu oscilagdes muito fortes em comparagdo com os outros métodos.

A formulag¢do TDG produziu uma tnica oscilagdo em torno da descontinuidade no
deslocamento para a faixa de Courant de 0,57 a 3,73, sendo que abaixo desse limite
inferior o nimero de oscilagdes aumenta. J& para a velocidade e para a tensao g, tem-se
uma unica oscilagdo na faixa de 1,57 a 3,73, donde se tem que para os valores menores,
as oscilagdes aumentam, a medida que o nimero de Courant diminui. Deve-se notar que
a tensdo representa a forma da carga aplicada, apos esta ter se propagado por 3s a partir

do inicio da analise.

J& o operador DC produziu resultados melhores para o deslocamento, quando
comparado com o operador HH, na faixa de Courant de 1,03 a 2,03. Para a velocidade e
tensao, a formulacao proposta nesse trabalho também apresentou resultados melhores na

faixa de 0,27 a 2,73, ficando equivalente ao operador HH para o valor de 3,73.
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IV.2 - BARRA NAO-HOMOGENEA UNIDIMENSIONAL

Seja agora uma barra prismatica, composta de dois materiais elasticos,
Figura IV. 27, engastada em sua extremidade esquerda e sujeita a um carregamento
compressional uniformemente distribuido sobre a area da extremidade livre a direita.
Neste problema sao considerados para analise os dois tipos de carregamentos utilizados
no exemplo anterior, dados na Figura IV. 3. As dimensdes da barra sdo: o comprimento
L=4,0m, a altura #=0,2m ¢ a area da se¢do transversal A=0,04m”. Aqui, o valor do

coeficiente de Poisson ¢ igual a zero, sendo os demais pardmetros listados abaixo.

Material 1: E=4 N/mz; p=10 kg/m3; c=2,0m/s
Material 2: E=1 N/mz; p=10 kg/m3; c=1,0m/s

AAAA

Material 1 Material 2 A

O )
L,=2,0m L,=2,0m
Figura IV. 27 — Barra nao-homogénea engastada na extremidade esquerda.

f(9)

>

A A

X

A discretizacdo da barra ¢ feita com 200 elementos espago-tempo, sendo 100

elementos para o material 1 e 100 para o material 2.

As varidveis observadas sdo o deslocamento e a velocidade ao longo do tempo,
medidas na extremidade livre, ponto A, Figura IV. 27, e a tens3o o, ao longo da barra

medido no instante 2,5s ap0s o inicio da analise.

A seqiliéncia que vai da Figura I'V. 28 a Figura I'V. 31 ilustra o comportamento das
variaveis para o carregamento 1, para os numeros de Courant 0,57, 1,03, 1,57 ¢ 2,03.
Nas analises ndo sao examinados os resultados além do niimero de Courant 2,03, pois
para o material 2 e Courant 2,03 tem-se um Az = 0,0406s, adotando-se esse valor para o
passo de tempo da andlise, o nuimero de Courant para o material 1 resulta em 4,06, ou

seja, acima do valor maximo da Tabela III.1.
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Deslocamento ao longo do tempo Tens&o Sigma x ao longo da barra

Courant 0,57 Courant 0,57- Instante t = 2,5s
0,0 T T T T T T T 2,0
0 2,0 4,0 6,0 8,0 10,0 12,0 14,0 16,0
5,0 N
0,0 T T T T T T T
-10,0 7 _ 0/0 0,5 0 15 2,0 2,5 3,0 3,5 40
~ E .
< —
o -20,0 2 a0 HHT
° < —TDG
£ -25,0 1 ©
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-8,0 \/ \
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Velocidade ao longo do tempo
Courant 0,57
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12,0

4,0

0 0 T T T T T
40OO 2,0 40 0 8,0 14,0 12,0 14&) 16,0

Velocidade x10°3(m/s)

-8,0 1

-12,0

-16,0

-20,0

Tempo (s)

Figura IV. 28 — Resultados obtidos para a barra ndo-homogénea com o carregamento tipo Heaviside, para o nimero de Courant 0,57.
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Deslocamento ao longo do tempo Tens&o Sigma x ao longo da barra

Courant 1,03 Courant 1,03 - Instante t = 2,5s
0,0 T T T T T T T 2,0
0 2,0 4,0 6,0 8,0 10,0 12,0 14,0 16,0
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Figura IV. 29 — Resultados obtidos para a barra ndo-homogénea com o carregamento tipo Heaviside, para o nimero de Courant 1,03.
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Deslocamento ao longo do tempo Tens&o Sigma x ao longo da barra
Courant 1,57 Courant 1,57- Instante t = 2,5s
0,0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ : : 20
OB\ 2,0 4,0 6,0 8,0 10,0 12,0 14,0 16,0 '
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°
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Figura IV. 30 — Resultados obtidos para a barra ndo-homogénea com o carregamento tipo Heaviside, para o nimero de Courant 1,57.
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Deslocamento ao longo do tempo Tens&o Sigma x ao longo da barra

Courant 2,03 Courant 2,03- Instante t = 2,5s
0,0 T T T T T T T 2.0
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Figura IV. 31 — Resultados obtidos para a barra ndo-homogénea com o carregamento tipo Heaviside, para o nimero de Courant 2,03.
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IV.2.a — Comentarios sobre os resultados da barra nio-homogénea com

carregamento 1

O deslocamento foi bem representado por todos os métodos, pois este nao contem

saltos ou descontinuidades.

Novamente, o método HHT ndo conseguiu reproduzir as varidveis que

representam as derivadas, oscilando bastante proximo as descontinuidades.

Para a velocidade, o método TDG apresentou uma Unica oscilagdo em torno da

descontinuidade, com amplitude consideravelmente menor do que o método HHT.
Ja os operadores DC e HH, ndo exibiram oscilagdes na velocidade ao longo do
tempo e na tensdo ao longo da barra. Neste caso, 0 método proposto apresentou uma

ligeira melhora em relagdo operador de captura HH.

A seguir, da Figura IV. 32 a Figura IV. 35, sdo apresentados os resultados obtidos

para a barra ndo-homogénea sob ac¢do da carga de curta duracdo, tipo impulso.
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Figura IV. 32 — Resultados obtidos para a barra naoc-homogénea com o carregamento tipo impulso, para o nimero de Courant 0,57.
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Deslocamento ao longo do tempo
Courant 1,03

Tensao Sigma x ao longo da barra
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Figura IV. 33 — Resultados obtidos para a barra naoc-homogénea com o carregamento tipo impulso, para o nimero de Courant 1,03.
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Deslocamento ao longo do tempo
Courant 1,57

Tensao Sigma x ao longo da barra
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Figura IV. 34 — Resultados obtidos para a barra naoc-homogénea com o carregamento tipo impulso, para o nimero de Courant 1,57.
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Deslocamento ao longo do tempo
Courant 2,03

Tensao Sigma x ao longo da barra
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Figura IV. 35 — Resultados obtidos para a barra naoc-homogénea com o carregamento tipo impulso, para o nimero de Courant 2,03.
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IV.2.b — Comentarios sobre os resultados da barra niao-homogénea com

carregamento 2

Para esse caso, a tensdo o, foi medida no instante de tempo 2,5s contados a partir
do inicio da andlise. Esse instante permitiu visualizar a reflexdo da frente de onda sobre
a interface entre os dois meios, que ocorre na metade da barra, lembrando que,
inicialmente, a onda se propaga da direita para a esquerda. Nos graficos, vé-se
nitidamente a onda refletida posicionada em 2,5m e a onda transmitida posicionada em
1,0m. Nota-se também a inversdao de fase na onda refletida na interface entre o dois

materiais.

Novamente o método HHT oscilou em todas as variaveis analisadas, além disso,
nas derivadas ao longo do tempo e da barra, o método ndo foi capaz de reproduzir a

forma correta da resposta esperada, produzindo resultados completamente errados.

A formulagdo descontinua, TDG, conseguiu representar a resposta para todos os
numeros de Courant, mas contem pequenas oscilagdes nas varidveis analisadas somente

proximo a descontinuidade.

Os operadores de captura DC e HH conseguiram representar todas as variaveis
sem oscilacdes. Entretanto, a formulacdo desenvolvida neste trabalho apresentou
resultados com menos dispersdo nas derivadas do que o operador HH e com amplitude

da resposta também melhor, com a vantagem de nao utilizar o método GLS.

IV.3 - CONSIDERACOES FINAIS DO CAPITULO

Neste item sdo apresentadas algumas observagdes baseadas nos resultados.

Como mencionado anteriormente, a formulacdo descontinua utiliza elementos
com interpolagdo quadratica no tempo e no espaco. Este tipo de interpolagdo se faz
necessaria devido as derivadas segundas no tempo € no espago presentes na equagao
diferencial. Com o enfraquecimento da ordem do operador diferencial no espago na

formulagdo variacional, poder-se-ia pensar em utilizar polindmio interpolador de 1° grau
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no espago; entretanto, testes mostram que isso ndo € possivel devido ao amortecimento

numérico.

Testes realizados com a formulagdo TDG para a barra homogénea, considerando
numero de Courant igual a um, e utilizando elementos com interpolagdo quadratica no
tempo ¢ linear no espaco, em 100 periodos de andlise, mostram que essa interpolacio
apresenta um amortecimento maior do que aquela obtida com elementos que utilizam
fungdes de interpola¢do quadratica no espago e no tempo, Figura IV. 36, resultando,
além do maior amortecimento, em oscilacdes espurias na velocidade, que ndo so
aumentam em amplitude a medida que se avanca no tempo, como também se propagam

pela resposta.

Conforme mostrado na equagdo (III. 7), as fungdes de ponderagdo, W, _(W"),

apresentam os fatores Cour’ e Cour™, que tém como objetivo equilibrar a ordem de
grandeza da soma das parcelas temporal e espacial no operador de captura. A seguir,

mostra-se a influéncia em usar esses fatores.

O exemplo analisado foi o da barra homogénea com carregamento Heaviside,
considerando apenas a formulacdo proposta, TDG+DC, sendo examinados os numeros
de Courant 0,5, 1,0, 2,0, 3,0 e 4,0. A Figura IV. 37 ilustra a influéncia para Courant 3,0
e 4,0, pois para esses valores t€ém-se um desequilibrio maior entre as parcelas temporal e
espacial, ficando mais nitida a sua influéncia nos testes realizados, sendo comparados os

resultados com e sem tais fatores.
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Figura IV. 36 — Comportamento das variaveis ao longo de 100 periodos de evolu¢io, com elementos com interpolacio linear no espago.
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Velocidade ao longo do tempo
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Figura IV. 37 — Influéncia do fator Cou r* no operador de captura.

Este capitulo apresentou os resultados obtidos com a aplicagdo da metodologia

para problemas unidimensionais. A seguir, no Capitulo V ¢ sugerida uma extensdo para

0 caso n-dimensional.
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CAPITULO V
EXTENSAO PARA O CASO n-DIMENSIONAL

Neste capitulo ¢ proposta uma extensdo do operador de captura para o caso
n-dimensional, sendo » o nimero de dimensdes espaciais. Essa extensdo ¢ baseada nos
resultados obtidos para o caso unidimensional, Capitulo 111, ou seja, esses valores serdo
utilizados para se obter os pardmetros para o caso com n-dimensdes, ndo sendo assim

necessario calcula-los e ajusta-los.
Conforme visto, a partir da equagao (II. 46), diversas familias de operadores de

captura de descontinuidade podem ser criadas, bastando para isso definir as expressdes

para W.(,,-) e a;(-). A extensdo ¢ feita considerando-se as seguintes definigdes:

Seja uma fungao vetorial V' (¢) tal que,

o’

Vi(p) ox;
Vie)y=|V(p) |= 5 |’ V. 1)

Vip)) |9

0 x>

sendo ¢ uma fun¢do escalar. V,(¢) ¢ dado por:

n 2
J 0

1k 2
= o0x;

S|

ES

2

o}
S

Vip=[I V() = 2 g (V.2)

2

o))
S

J
nk 2
- ox;

=~
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onde [ J ] é a matriz jacobiana. V(@)e V,(¢) permitem a definicdo do comprimento

H( @) conforme indicado abaixo:

V. (@)
2 ,se |V 0
H(p) = (V.3)
2|3, se [V (@) =0

Considere o tensor de propriedades fisicas K e o tensor de massa p, através dos

quais € possivel definir o nimero de Courant para o espaco de dimensdo n, como sendo:

:[Hjl/z Af V.4
o]

Sejam u*"'~(Cour), os valores determinados para cada nimero de Courant obtidos

no caso unidimensional. Assim, os fatores nas dire¢des x,,...x;,...x, denotados por

1

F (@), ... (@), ... F, () sao definidos como:

V,:(9)|

+/- ‘ Ji

u (Cour(p)) ,se |V, (@)|>0

|7, (@) e
F(p)= (V. 5)

0 , S€ ||VJ (go)” =0

Finalmente, sejam os fatores F,(¢) e F,, (@) dados da seguinte forma:
F(p) = Max{F,(9), ..., F;(9), .., F, ()} (V. 6)
Fu(9) = (F (@) F(p) (V.7)
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Além de F(¢) e F,,(¢)definidos acima, o operador de captura definido aqui

também utiliza o vetor U(u,) definido abaixo:

[ Py bl
U(ue)_{'"axmaxk""’ K| a2 (V. 8)

onde m, k € {1,...,11} ei € {l,...,ngl} , onde ng/ ¢ o numero de graus de liberdade.

Assim, a fungio W(W") ¢ definida para Cour, <1 e Cour, >1, tal como no caso

unidimensional, da seguinte forma:

W_(W"), se Cour, <1
W(w") = (V.9.2)
W (W"),se Cour, > 1

onde
e B WL, aipgi ’
W (") = .:::E(W)(CO“%)“ % a;?h (V.9.b)
€ .’
ooy o W Y(Cour) ™ 51, %’
. Ft(Wh)Maz—Wh (V.9.c)
Ko

Pode-se mostrar que as expressdes dadas por (V. 8) e (V. 9) recaem no caso

unidimensional, equagdes (III. 2) e (III. 7), quando n = 1.
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V.1 - OPERADOR DE CAPTURA: CASO BIDIMENSIONAL

Neste item sdo apresentadas as expressdes do operador de captura para o caso

acustico bidimensional, seguindo a mesma idéia do caso unidimensional. Para isso,

considere a equagdo (II. 46), onde o vetor U(u") é dado por:

. aZuh 82uh 1 aZuh
Uu")= PPN SR (V. 10)
K
/2 _
4 _F (V. 11)
o’u, ou) 1 0u]
h _ h — 0 0 0
HU(u0 )H = HU(uO) T H( o ot o (representa a norma) (V. 12)

2 h 2 h 4
W_(Wh){FH oW g, L gl
ox oy Y

Wh], se Cour <1
W(w") =

2117 h 2117 h

W, (") :(F“Cour_4 aaTVz, F,,Cour™ o

2
X

(V. 13)
,F

t

%W”} se Cour > 1

onde os parametros F;, F1; e F, sdo dados pelas equagdes (V. 6) e (V. 7).

Concluindo, as expressoes (V. 10) a (V. 13) indicam a proposta do operador de
captura para problemas n-dimensionais no espaco, tendo como base os resultados
obtidos para o caso unidimensional. As expressoes (V. 10) a (V. 13) fornecem o

operador de captura para o caso particular, quando n = 2.
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CAPITULO VI
ANALISE NUMERICA PARA O
CASO BIDIMENSIONAL

Este capitulo apresenta os resultados obtidos com a extensdo da formulagdo de
operadores de captura para o caso bidimensional. Sdo apresentados dois exemplos, o
primeiro descreve uma barra bidimensional engastada em uma extremidade e livre na
outra. O segundo exemplo analisado ¢ o de uma membrana submetida a condicdo inicial

de velocidade.
VI.1 - BARRA HOMOGENEA BIDIMENSIONAL

Esse exemplo considera uma barra elastica, modelada de forma bidimensional, ou
seja, a dimensdo na direcdo y também ¢ considerada. A barra estd submetida a um
carregamento aplicado subitamente na dire¢do longitudinal, uniformemente distribuido
sobre a extremidade livre e mantido constante durante o tempo de andlise, conforme

ilustrado na Figura VI. 1.

As dimensdes da barra sdo: comprimento, L,=4,0m, altura L,=0,02m, secdo
transversal quadrada com area igual a 4x10™ m?, e suas propriedades fisicas sdo: E = 1
N/m? e p=1,0 kg/m’. A velocidade de propagagdo do meio na direcdo longitudinal é
c=1,0 m/s. No problema, o valor do coeficiente de Poisson ¢ igual a zero. O

carregamento utilizado ¢ a fungcdo Heaviside ao longo do tempo, conforme Figura IV. 3.

Y A
f / - A
Lyi E, pc <
0 < >
< L, >

Figura VI. 1 — Modelo fisico da barra bidimensional.
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VI.1.a — Discretizacdo usando Elementos Espaco-Tempo

Nesse caso, a soluc¢do via formulagdo de Galerkin descontinuo no tempo, ¢ feita
considerando a barra como um dominio bidimensional. Assim, como no caso
unidimensional, a varidvel de tempo e agora as duas varidveis espaciais sao
representadas juntas, utilizando-se agora elementos hexaédricos espago-tempo de 27
nés. A Figura VI. 2 ilustra a malha de elementos finitos espaco-tempo para esse

exemplo. Nessa figura estdo apresentados somente os nds funcionais das faces visiveis.

t
Y
X
{ A
: L] : ®
by e
| ° | °
At ® i ° ® [ i ° ®
e A e A
/Ay
-1 i * >
Xn-1 Xn
— x
Ax

Figura VI. 2 — Discretiza¢do espaco-tempo com elementos hexaédricos.

Para representar o dominio espacial sao consideradas duas malhas, uma utilizando
elementos regulares, Figura VI. 3 e a outra, com elementos nio-regulares, Figura VI. 4.
Em ambas as malhas sdo utilizados 200 elementos espago-tempo, com 3.609 pontos
nodais, sendo a variavel temporal considerada regular, ou seja, ndo ¢ considerada

distor¢ao na representagao da varidvel tempo.
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»

0 X

Figura VI. 3 — Discretizaciao espacial da barra com elementos regulares, sem a
variavel tempo.

yA

Figura VI. 4 — Discretizacio espacial da barra com elementos nao-regulares, sem a
variavel tempo.

Para este exemplo, tanto para malha regular quanto para malha distorcida, foram

realizados testes com 4 métodos:

e HHT, com pardmetros o,= -0,1, = 0,3025 e y = 0,6;

e TDG, formulagdo descontinua sem operador de captura;

e TDG+GLS+DC, formulagdo descontinua, com o operador proposto DC,
mais o termo de estabilizagdo GLS, este ultimo quando necessario;

e TDG+HH, formulagao descontinua, com o termo de estabilizagao GLS,

em todos os casos testados, mais o operador de captura HH.

Os resultados a seguir ilustram o comportamento do deslocamento e da velocidade
ao longo do tempo para o carregamento tipo Heaviside aplicado na extremidade livre.
As respostas foram obtidas para os numeros de Courant 0,57, 1,03, 1,57 e 2,03. Da
Figura VI. 5 a Figura VI. 8 estdo ilustrados o comportamento das variaveis para a malha
espacial com elementos regulares, enquanto que da Figura VI. 9 até a Figura VI. 12

estdo apresentados os resultados para a malha distorcida no espago.
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Deslocamento ao longo do tempo
Courant 0,57
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Figura VI. 5 — Resultados obtidos para a barra homogénea discretizada com a

malha regular, para o nimero de Courant 0,57.
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Deslocamento ao longo do tempo
Courant 1,03
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Figura VI. 6 — Resultados obtidos para a barra homogénea discretizada com a

malha regular, para o nimero de Courant 1,03.

98




Deslocamento ao longo do tempo
Courant 2,03
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Figura VI. 7 — Resultados obtidos para a barra homogénea discretizada com a
malha regular, para o nimero de Courant 2,03.
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Deslocamento x10°3(m)
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Figura VI. 8 — Resultados obtidos para a barra homogénea discretizada com a
malha regular, para o nimero de Courant 3,73.
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Deslocamento ao longo do tempo

Courant 0,57
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Figura VI. 9 — Resultados obtidos para a barra homogénea discretizada com a
malha nao-regular, para o numero de Courant 0,57.
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Deslocamento x107°3(m)
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Figura VI. 10 — Resultados obtidos para a barra homogénea discretizada com a

malha nao-regular, para o numero de Courant 1,03.
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Deslocamento ao longo do tempo
Courant 2,03
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Figura VI. 11 — Resultados obtidos para a barra homogénea discretizada com a

malha nao-regular, para o numero de Courant 2,03.
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Deslocamento ao longo do tempo
Courant 3,73
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Figura VI. 12 — Resultados obtidos para a barra homogénea discretizada com a
malha nao-regular, para o numero de Courant 3,73.
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VI.1.b — Comentarios sobre os resultados da barra homogénea

O comportamento do deslocamento, para ambas as malhas espaciais, regular e
distorcida, se mostrou equivalente, ja que esta varidvel tem um comportamento suave ao
longo do tempo. Para Courant 0,57 todos os métodos representam bem a variavel
deslocamento. Para Courant 1,03 nota-se um pequeno amortecimento produzido pelo
operador HH em relag¢do aos outros métodos. Para Courant 2,03 e 3,73 percebe-se uma
defasagem para o método HHT, e um ligeiro amortecimento para os métodos TDG+DC
e TDG+HH, enquanto que o método TDG permanece mais proximo da solucdo

analitica.

Com relacdo a velocidade, para Courant 0,57, as formulacdes que utilizam
operadores de captura, ou seja, TDG+DC e TDG+HH, tém um excelente desempenho,
j4 o método HHT apresenta oscilagdes proximas as descontinuidades, sendo estas mais
pronunciadas para a malha distorcida. Para os nimeros de Courant 1,03 e 2,03, o
operador proposto neste trabalho apresentou melhor desempenho, com menos
amortecimento do que o operador HH para ambas as malhas. Para Courant 3,73 todos os
métodos comecam a apresentar amortecimento. Essas conclusdes foram observadas nos

instantes t = 8,0 € 16,0s.

De uma forma geral, os resultados obtidos com o operador de captura foram
melhores em relacdo os outros métodos. Percebe-se que para os instantes iniciais da
andlise, a malha regular produziu menos oscilagdes na velocidade e se manteve mais
proxima da solucdo analitica do que os mesmos resultados obtidos com a malha

distorcida.
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V1.2 - MEMBRANA

O proximo exemplo analisado ¢ o de uma membrana quadrada fixada em todo o
seu contorno e submetida a condi¢ao inicial de velocidade. As variaveis estudadas sao o
deslocamento e velocidade transversais ao longo do tempo. Para essa condicdo inicial, a
velocidade apresenta descontinuidades e variagdes rapidas de sentido, servindo dessa
forma para avaliar a formulacdo proposta. Destaca-se que o movimento transversal da
membrana ¢ descrito pela equagdo da onda acustica bidimensional e que a mesma
possui solucdes analiticas para as varidveis citadas via série de poténcias (ANEXO D),
cujos valores maximos dos somatorios foram determinados como sendo igual a 2.000
termos, acima desse valor nao se notou diferencga nas respostas obtidas, maiores detalhes

podem ser encontrados em [ 43 ] e [ 46 ].

A membrana utilizada possui comprimento, L., e largura, L, iguais a Im, e sua
velocidade de propagagdo ¢ de lm/s, sendo submetida a uma condi¢do inicial de
velocidade, de valor unitario, aplicada subitamente sobre uma area quadrada A, cujo
centro coincide com o centro da membrana, ilustrado em perspectiva na Figura VI. 13.
As bordas sdo fixas, e as variaveis observadas sdo o deslocamento e velocidade, no
centro da mesma, posic¢ao (0,5m, 0,5m), identificado pelo ponto B, ver Figura VI.14. O

tempo total de anélise ¢ de 2,0s.

A
»

5‘ L "

Figura VI. 13 — Vista em perspectiva do problema da membrana, com a regio
central de aplicacio da condicao inicial de velocidade.

106



y A
o YY) -
%
0.6 A=
B
05 i . % Ly
04 - , ; ,
L .
i | i v
777 g
0.0 04 05 006 1.0 x
[« L, >

Figura VI. 14 — Vista superior da membrana, com a regido central de aplicacdo da
condicao inicial de velocidade (dimensées em metros).

Para esse exemplo sdo feitos dois testes, o primeiro considera a influéncia do
tamanho do passo de tempo nas respostas. E o segundo, avalia o comportamento das
variaveis, em func¢do da area de aplicacdo da condi¢do inicial, o que permite verificar a

capacidade de resposta dos métodos.

VI.2.a — Discretizacdo usando Elementos Espaco-Tempo

Devido as condicdes de simetria do problema, apenas um quarto da membrana foi
discretizado por elementos finitos. A solucdo por Galerkin descontinuo ¢ feita
utilizando-se elementos hexaédricos espaco-tempo de 27 nds, similar a Figura VI. 2. A
malha que descreve a parte simétrica utiliza 40 elementos em cada direcdo, Ax = Ay =
1,25x10'2m, totalizando 1.600 elementos e 19.683 pontos nodais. Para o método semi-
discreto, foi utilizada também a condicdo de simetria em uma malha de elementos

finitos padrao, com 40x40 elementos com interpolagao quadratica.

Neste exemplo foram aplicados os métodos:

e HHT, com os parametros a,=-0,1, #=10,3025 ¢ y = 0,6;
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e TDG, ou seja, a formulacdo de Galerkin descontinua no tempo, sem o
operador de captura;

e TDG+GLS+DC, a formulagdo descontinua usando o operador de captura
DC e o termo GLS, este ultimo usado quando necessario, lembrando que o
uso do operador GLS ¢ restrito a faixa de Courant [0,2 a 0,7];

e TDG+HH, ou seja, a formulacdo descontinua, o termo de estabilizagdo

GLS, mais o operador de captura apresentado em [ 28 J e [ 29 ].

Ressalta-se que nesse exemplo, utilizou-se o operador de captura HH, com o seu
parametro 7, o qual foi aplicado em ambas as dire¢des de propagacdo, pois tal parametro
foi especificado apenas para o caso unidimensional e ndo foi apresentada, por aqueles

autores, uma expressao para esse parametro, 7 , para o caso n-dimensional.

VI.2.b — Influéncia da variacdo do intervalo de tempo

Este exemplo avalia o comportamento do deslocamento e velocidade ao longo do
tempo em func¢do da variacao do passo de tempo. Para isto, considerou-se os numeros
de Courant 0,50, 0,75, 1,00, 1,25, 1,50, 1,75 e 2,00. O tempo total de andlise ¢ de 2,0s.
Cabe destacar que as curvas analiticas foram obtidas para os valores de At associados ao

numero de Courant.
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Deslocamento ao longo do tempo
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Figura VI. 15 — Comportamento do deslocamento e velocidade para o numero de

Courant 0,50.
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Deslocamento ao longo do tempo
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Figura VI. 16 — Comportamento do deslocamento e velocidade para o numero de

Courant 0,75.
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Deslocamento ao longo do tempo
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Figura VI. 17 — Comportamento do deslocamento e velocidade para o numero de

Courant 1,00.
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Deslocamento ao longo do tempo
Courant 1,25
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Figura VI. 18 — Comportamento do deslocamento e velocidade para o numero de
Courant 1,25.
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Deslocamento ao longo do tempo
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Figura VI. 19 — Comportamento do deslocamento e velocidade para o numero de

Courant 1,50.
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Deslocamento ao longo do tempo
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Figura VI. 20 — Comportamento do deslocamento e velocidade para o numero de
Courant 1,75.
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Deslocamento ao longo do tempo
Courant 2,00
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Figura VI. 21 — Comportamento do deslocamento e velocidade para o numero de

Courant 2,00.
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VI1.2.c — Comentarios sobre a variacao do intervalo de tempo

Para os nimeros de Courant menores (0,50, 0,75 e 1,00) todos os métodos tendem
a reproduzir o deslocamento. Dentre os métodos descontinuos, o operador proposto
apresentou um amortecimento menor em relacdo ao operador HH. Ressalta-se ainda
nessa faixa, que o método semi-discreto apresenta algumas oscilagdes, influenciado
pelas variagdes na derivada temporal. A partir de Courant 1,25, a formulagdo TDG+HH
exibe um amortecimento cada vez maior, enquanto que o operador proposto tende a se
manter préximo a solucdo analitica. O método HHT apresenta mais oscilagdes e maior

defasagem na resposta.

A velocidade contem variacdes rapidas de sentido e proximas entre si,
dificultando os métodos em acompanhar tais variagdes. Diante disso, o0 método semi-
discreto ndo conseguiu reproduzir adequadamente essa varidvel, apresentando
amplitudes maiores, oscilacdes e defasagens em relacdo a solugdo analitica, para todos
os casos analisados. Ja para os métodos descontinuos, o operador proposto apresentou
melhor comportamento em relagdo ao operador HH, com menor amortecimento em

todos os casos.

VI1.2.d — Influéncia da area da condicao inicial sobre a resposta

Este exemplo considera a variacdo da area, sujeita a condicdo inicial, sobre as
respostas. Os centros de todas elas coincidem com o centro da membrana. Inicialmente,
¢ considerada uma velocidade inicial prescrita sobre toda a membrana, sendo
referenciada no texto como A, de valor 1,00m2, na seqiiéncia, as areas sdo reduzidas até
a area denominada A4 de valor 0,01m”. O objetivo é verificar a capacidade dos métodos
em responder as variagdes rapidas, principalmente na velocidade. Em todas as analises,
utilizou-se o nimero de Courant igual a 1,0. A malha adotada para representar a parte
simétrica consistiu de 50 elementos por direcdo, Ax = Ay = 0,01m, totalizando 2.500
elementos e 30.603 pontos nodais. Para o método semi-discreto, foi utilizada também a
condi¢do de simetria em uma malha de elementos finitos padrao, com 50x50 elementos

com interpolagdo quadratica.
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Figura VI. 22 — Areas de atuacio da condicao inicial de velocidade.

Os valores dos comprimentos e das respectivas areas, submetidas a condig¢do

inicial prescrita sdo apresentados na Tabela VI.1.

Tabela VI.1 — Valores para a area submetida a condicao inicial.

Denominacio | Comprimento L(m) | Area(m®)
Ay 1,00 1,00
A, 0,80 0,64
A; 0,60 0,36
Ay 0,40 0,16
As 0,20 0,04
Ae 0,10 0,01

A seguir sdo apresentados os graficos de resultados obtidos nesse teste.
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Deslocamento em func¢éo do tempo
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Figura VI. 23 — Resultados obtidos para a membrana submetida a condic2o inicial
dada pela area A;.
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Deslocamento em func¢éo do tempo
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Figura VI. 24 — Resultados obtidos para a membrana submetida a condicao inicial

dada pela area A ,.
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Deslocamento em func¢éo do tempo
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Figura VI. 25 — Resultados obtidos para a membrana submetida a condicao inicial

dada pela area A ;.
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Deslocamento em func¢éo do tempo
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Figura VI. 26 — Resultados obtidos para a membrana submetida a condicao inicial
dada pela area A 4.
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Deslocamento em func¢éo do tempo
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dada pela area A s.
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Deslocamento em func¢éo do tempo
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Figura VI. 28 — Resultados obtidos para a membrana submetida a condicao inicial

dada pela area A .
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VI1.2.e — Comentarios sobre a influéncia da condic¢ao inicial

Em todos os testes considerados, o deslocamento foi melhor representado pelos
métodos, em relagdo a velocidade, pois apresenta um comportamento mais suave.
Entretanto, a medida que a area sujeita a condicao inicial ¢ reduzida, o deslocamento
produzido pelo método semi-discreto tem dificuldade em acompanhar a solucdo

analitica, apresentando oscilagdes numéricas.

Para a velocidade, o método semi-discreto apresentou oscilagdes, amplificagao de
resultados e defasagens em relagdo a solucdo analitica, revelando a dificuldade de tais

métodos em representar solu¢des com variagdes rapidas.

Ja para os métodos descontinuos, o deslocamento ¢ bem representado por todos os
métodos, tendo o operador HH um pequeno amortecimento até A4. Para As e Ag, 0s
operadores DC ¢ HH comecam a apresentar um amortecimento maior em relagdo ao
TDG, tendo a formulagdo TDG+DC um desempenho melhor que a de HUGHES e
HULBERT.

Com relagdo a velocidade, o operador DC foi superior ao operador HH, em todos
os casos, apresentando um amortecimento menor, ¢ tendo um comportamento mais

proximo a solugdo analitica.
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CAPITULO VII
CONCLUSOES E SUGESTOES

VII.1 - CONCLUSOES

Neste trabalho foi desenvolvida uma metodologia geral para obtencdo de
operadores de captura de descontinuidade para problemas regidos pela equagdo
hiperbolica de segunda ordem no tempo, ou seja, problemas de propagacao de ondas, e
que apresentam fortes gradientes ou saltos em sua solucdo temporal. Destaca-se que a

formulagdo aqui apresentada ¢ voltada para o Método dos Elementos Finitos.

O estudo teve como ponto de partida a metodologia de obtengdo de operadores de
captura desenvolvida por DUTRA DO CARMO e GALEAO, [ 25] e [ 26 ], para
problemas convectivos. O objetivo da tese foi aplicar essa metodologia para se obter
operadores de captura para problemas elastodindmicos, sendo inspirado no operador

apresentado por HUGHES e HULBERT, [ 27 ],[ 28 ] e[ 29 ].

A metodologia desenvolvida permite obter diversas familias de operadores de
captura, e mostra-se que o operador apresentado por HUGHES e HULBERT ¢ um caso
particular da metodologia aqui desenvolvida, sendo inclusive sugerida uma extensdo

para 0 mesSmo.

A formulacdo foi aplicada a problemas uni e bidimensionais e, em ambos 0s
casos, escolheu-se operadores que dependessem do nimero de Courant. Para o caso
unidimensional, as fungdes que compdem o operador foram determinadas
numericamente para um exemplo que possui solucdo analitica e também
descontinuidade. Ainda para o caso unidimensional, cabe destacar que o operador de
HUGHES e HULBERT nao ¢ continuo em Courant igual a 1,0, sendo apresentados dois
operadores, um para valores do nimero de Courant menores do que um, denominado
operador quadratico, € um para valores maiores ou igual a um, denominado operador

linear e que nesse ponto, ndo recaem no mesmo operador. A formulagdo desenvolvida
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no trabalho, apesar de conter dois operadores, um para cada faixa de Courant, ¢ continua

e ambos recaem no mesmo operador naquele ponto.

O operador apresentado por HUGHES e HULBERT utiliza o método de
estabilizacdo do tipo minimos quadrados (GLS), sobre toda a faixa de Courant. J4 a
formulagdo desenvolvida aqui, s6 utiliza o método de estabilizagdo até o valor de
Courant igual a 0,7, a partir deste valor, ndo € necessario incluir o operador GLS, pois
notou-se que sua utilizagdo ndo produz melhoria na resposta. Isso acarreta economia no
processamento, ja que ndo € necessario calcular a matriz GLS para cada elemento.
Destaca-se ainda que o operador GLS, na faixa em que ¢ utilizado, ndo ¢ incluido

integralmente na formulagdo, ou seja, ¢ inserida apenas uma fragao desse operador.

Na formulacdo de HUGHES e HULBERT, o fator proposto 7 ¢ uma foérmula
analitica que contem cinco operagdes: uma poténcia a quarta, uma soma, uma operacao
de raiz quadrada, um produto e uma divisdo. As operagdes de radiciagdo e potenciacao,
sdo realizadas através de fungdes implicitas da linguagem e sdo implementadas através
de séries de poténcia. No presente trabalho, o operador proposto utiliza uma

interpolagio linear para obter os parametros u*'~(Cour)para qualquer valor dentro da

faixa de estudo [0,2 a 4,0]. Dessa forma, o calculo ¢ realizado de forma mais rapida do

que a fungdo analitica.

Em todas as andlises realizadas para o caso unidimensional, a formulagao
descontinua (TDG e TDG+GLS+DC) produziu resultados superiores em presenca de
descontinuidade ao longo do tempo e do espaco, em relacdo a formulagdo classica
(semi-discreta, aqui representada pelo método HHT), com pardmetros escolhidos de

modo a resultar em um método de 2% ordem de precisdo.

Com o esquema de solucao adotado, método direto com eliminacao de Gauss, a
formulagdo descontinua sem operador de captura, TDG, ¢ mais eficiente, do ponto de
vista computacional, do que a formulagdo TDG+GLS+DC, pois para aquela, pode-se
triangularizar o sistema de equac¢des uma unica vez, antes do processo de marcha,
enquanto que o mesmo nao ¢ possivel na formulagdo TDG+GLS+DC, que depende do

residuo da equacdo em cada passo de tempo. Entretanto, em termos precisdo, a
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formulag@o com captura apresenta resultados mais precisos do que a formulagcdo TDG.
Uma alternativa ao uso de métodos diretos ¢é o uso de algoritmos preditores-

multicorretores.

Do ponto de vista computacional, o operador desenvolvido no trabalho apresenta
melhor desempenho, pois nao precisa utilizar o operador GLS em todos os nimeros de
Courant. Em termos de precisd@o de resultados, nota-se que para nimeros de Courant
menores do que um, ambas as formulagdes apresentam resultados muito proximos. Para
a faixa de Courant entre um e dois, o operador desenvolvido aqui ¢ superior ao
apresentado por HUGHES e HULBERT. Acima de Courant igual a dois, os dois

operadores voltam a ficar equivalentes.

Para longos periodos de andlise, o operador DC apresentou menor amortecimento
numérico do que o operador HH, tanto para o deslocamento quanto para a velocidade,

principalmente para numeros de Courant maiores do que um.

Para a formulacdo descontinua, TDG, foram realizados testes no qual se utilizou
elementos espaco-tempo com interpolacdo linear no espaco e quadratica no tempo, com
o objetivo de reduzir o esfor¢o computacional, e manter a mesma qualidade da resposta.
Infelizmente, os testes revelaram que esse tipo de interpolacdo, apesar de apresentar
resultados melhores do que os métodos semi-discretos, também exibiu um

comportamento crescente, deteriorando a resposta.

Foi sugerida uma extensdo para o caso n-dimensional no espaco baseada nas
funcdes obtidas para o caso unidimensional. Deve-se lembrar que o fator 7, sugerido
por HUGHES e HULBERT foi proposto unicamente para o caso unidimensional, sem a

indicacdo de como obté-lo para problemas multidimensionais.

A extensdo n-dimensional foi aplicada em casos bidimensionais com
descontinuidade temporal, nesse caso a formulagdo apresentada € superior aos métodos
classicos. Ja entre os métodos descontinuos, o operador sugerido apresentou menor
amortecimento em relacdo ao operador d¢ HUGHES ¢ HULBERT em todos os casos

apresentados.
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VIL.2 - SUGESTOES

Como proposta para trabalhos futuros sao sugeridos:

e [Estudar outras familias de operadores de captura disponiveis pela

metodologia proposta;

e O estudo de detectores de descontinuidade, o que permitird ativar e
desativar o operador de captura somente nos intervalos de tempo em que se
faca necessario, permitindo assim a reducdo do tempo total gasto na

analise;

e Aplicar a formulacdo descontinua para obter as funcdes de Green do

sistema;

e Aplicar a formulagdo descontinua com a metodologia de operadores de
captura para outros tipos de problemas, como, por exemplo, a propagacao

de ondas eletromagnéticas;

e Estender a formulagdo e os operadores propostos para problemas nao-

lineares;

e Utilizar algoritmos preditores-multicorretores que permitam trabalhar com

problemas de grande porte;

e Desenvolver uma versao do programa utilizando MPI (Message Passing
Interface) que permita a execu¢do em cluster de PCs, em conjunto com
diretivas de compilacdo, do tipo OpenMP, para processadores com

multiplos nucleos.
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ANEXO A
CALCULO DAS DERIVADAS DE SEGUNDA ORDEM

Este anexo apresenta as formulas para o calculo da derivada segunda das fungdes

de forma a duas e trés varidveis, presentes no operador de captura.
A.1-FUNCAO A DUAS VARIAVEIS

A seguir sdo apresentadas as expressdes para o calculo da derivada primeira e

segunda de uma fun¢do qualquer, N(x,y), em relacdo as variaveis globais, em fungao

de suas derivadas nas coordenadas locais &,7.

Célculo das derivadas de primeira ordem:

oN] [N
ox 1 o0&
=[J] (A.1)
oN oN
K | O |
Jacobiano:
ox 0Oy ON, Z@Ni |
[J] _ o0& 0¢ _ ~ 0¢& —~ 0& _ Jn I
9x Oy ON, . O, Ty (A2)
on on ~ on ' “on
Inversa do jacobiano
J‘l_ 1 Jyn Iy _ Jn i
] d Sy U S O (A.3)
et[J] 12 1 Jou Jn

Célculo das derivadas de segunda ordem em relagdo as variaveis globais:

135



O*N | O’ N |
ox’ ON a¢g
o’ N | 0¢ 0°N
& N on o' N
| 0x0y ] 0507 ]
onde
Matriz [Ml]:
O°N, O°N,
D ERED N
O°N, O°N,
[Ml] = Z[: 6772 xl Zl: 6772 yl (A.S)
o°N, o°N,
|2 9¢0r" >ogan”
Matriz [Mz]:
jlzl j122 2j11j12
[Mz] = Ja Ja 2 )iz (A.6)

jllj21 j12j22 j11j22+j21j12

A.2 - FUNCAO A TRES VARIAVEIS

A seguir sdo apresentadas as expressdes para o calculo da derivada primeira e
segunda de uma funcdo qualquer, N(x,y,z), em relagdo as varidveis globais em fun¢ao
de suas derivadas nas coordenadas locais &,7,x . Essas expressdes foram apresentadas
por XIA e YAO [ 49 ]. Entretanto, deduzindo as expressdes, notou-se que a matriz [M 2]
apresentada no artigo continha erros em alguns coeficientes (M;[6,1], M>[6,2], M>[6,3] e

M,[4,4]). Na seqiiéncia, ¢ apresentada a matriz [M 2] com os coeficientes corretos.

136



Célculo das derivadas de primeira ordem:

.
s
ON
on
ON

o

aN|

0z
0¢ :

0z
oK

Inversa do jacobiano:

J22J33 _J32J23
J31J23 _J21J33
J21J32 _J31J22

/] = det[J]

J13J32 _J12J33
J11J33 _J13J31
J12J31 _J32J11

ON,
~ g ) 4

Y

ON,

ON,
Ox Vi

J12J23 _J13J22
J21J13 _J23J11
J11J22 _J12J21

Ju
= j21
Jai

Célculo das derivadas de segunda ordem em relagdo as variaveis globais:

*N |
ox>
o’'N
0y’
0’ N
0z*
o°N
Ox Oy
o°N
0yoz
0’ N
| 0z 0x

= -[m ]l

Fon]

0g
ON
on
ON
oK

+ [M,]

ol
o*N
on’
O*N
oK?
0’ N
o&on
o’ N
on ok
0’ N

*N |

| OK ¢ |

(A.7)
Jn I
Jzz J23 (A_S)
Jyn I
Jin Ji
Jn  Jx (A.9)
Jn I
(A.10)
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Onde a Matriz [M 1]:

1

Z

i

i

1

Matriz [M 2] :

-,
Ju
.2
Jai
.2
J31

JiiJa

JaJs

_jllj31

2ozon™
O°N

2677 61<xi

_Zaxag ’

O°N.,
Z 86321 xi

O°N,
Z 0 2 X;
n

O°N,
oK’ '

0°N.

X.

l

1

0°N.

1

X.

Ji
.2
Jn
.2
J32
JinJn
JnJan
JinJ3

O°N,
Z 852 yi

O°N,
z ok’ Vi

i

d°N, o*N,
Z Yi Z z;
T o0&on —0&on
0°N. O*N.
Z i ¥, Z i z,
— 0n Ok — 0n ok
0°N. O°N.
z =V z —Z
~ 0K O& ~ 0Kk 0& |
]123 2j11j12 2j12j13
% 2 jor ) 2y s
j323 2j31j32 2j32j33
jl3j23 j11j22+j21j12 j12j23+j13j22
j23j33 j21j32 +j22j31 j22j33 +j23j32
j13j33 jllj32 +j12j3l j12j33 +jl3j32

2j13j11
2j23j21
2j33j31

jllj23 +jl3j2l
j21j33 +j23j31
jllj33 +jl3j31_

(A.11)

(A.12)
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ANEXO B
BALANCEAMENTO DO OPERADOR DE CAPTURA

Este anexo apresenta uma forma de tornar equilibrada a ordem de grandeza das
parcelas temporal e espacial contida na soma do produto interno do operador de captura.

Este equilibrio se da pela menor dimensao entre as parcelas. Considere assim o produto

interno U(u").W(W") para o caso unidimensional:

o'u" 1 o'’ ow" B ow’
2 2 _1/2 2 A 2 2 _1/2 2 (Bl)
ox~ y'T ot ox~ y't ot

onde 4 e B sao duas constantes, que quando iguais a unidade, tem-se a expressao em sua

forma original. Expandindo o produto interno, obtem-se:

2uh aZWh B aZuh aZWh
A + — B2
{ ox* ox*  y o ot j (B.2)
Representando agora as derivadas em sua forma discreta:
4 Ax 1 N B Ax 1 (B23)
Ax* Ax* oy AP AP '

, , At
e lembrando que o niimero de Courant é expresso por y''* —.

Quando a dimensdo espacial for muito maior que a dimensdo temporal e

A =B =1, verifica-se que a soma fica desequilibrada. Entretanto, fazendo-se 4 = 1 e
B =Cour", a parcela espacial P, passa a ter a ordem de grandeza da parcela temporal

P,, ver Tabela B.1.

Agora, considerando a situagdo inversa, ou seja, a dimensao temporal muito maior

que a dimensdo espacial com 4 = 1 ¢ B=1, de novo, a soma das parcelas fica

desequilibrada. Fazendo entdo 4= Cour™ e B = 1, as parcelas P, e P, passam a ter a
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mesma ordem de grandeza. Para tanto o resumo dessa descricdo ¢ apresentado na

Tabela B.1.
Tabela B.1 — Resumo das caracteristicas numéricas.
c At << Ax c At >> Ax
Elemento
Elemento
cAf cAt
Ax
Ax

B Ax 1

Ax 1B
AX® AX® y AP A

|

B Ax 1

Ax 1B
AX* AX® y AP AL

|

Py << P Py >> Py
Fazendo A = 1 ¢ B = Cour”, Fazendo A = Cour™ e B =1,
Ax 1 yAf 1 Ax 1 AV Ax 1T 1 Ax
2 >t 4 A2 A2 4 2 st
Ax™ Ax Ax" y A" At y At AxT Ax® oy AT At
Que resulta em: Que resulta em:
( Av 1, Ax 1 ] Ax 1 Ax 1
AY AP AP AX J Ay AP AP
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ANEXO C
SOLUCAO ANALITICA PARA A BARRA HOMOGENEA

Este anexo apresenta a solu¢do analitica para o deslocamento e sua derivada
temporal de uma barra homogénea, engastada em uma extremidade e submetida a um
carregamento axial uniformemente distribuida sobre a sec¢do reta na outra extremidade.
Seja uma barra de comprimento L, modulo de elasticidade £, massa especifica p e area

da secdo transversal igual a 4. Dessa forma, a velocidade de propagacao do meio ¢ dada

por c=./E/p.

Yy A

2

A

Q)

A
v

A
h
A 4

Figura C.1 — Barra homogénea engastada e submetida a um carregamento axial.

A forca f(f) aplicada na extremidade livre ¢ do tipo Heaviside, dada por

f(@)=f,H(t), sendo fy a amplitude da fun¢do Heaviside H(f), definida como sendo

zero para t <0 e um para ¢ > 0. As expressoes para o deslocamento e a velocidade axiais
em qualquer posi¢do da barra e para qualquer instante de tempo sdo dadas pelas
equagoes (C.1) e (C.2), e a partir da expressao C3, ¢ possivel obter a tensao o, para

maiores detalhes, ver NOWACKI [ 47 ].

8L & (D) ((2n-)) X\, (2n-l) mct
u(x,t)= ey ;[(271 Ty sm( S j(l cos(—2 I jﬂ (C.1)
du(x,1) = dhes (i sin( (2n=1) ﬂj(sin[—(zn D ﬂ—ajﬂ (C.2)
dt  mEAS|(@2n-1) 2 L 2 L
du(x,t) 4 f, &) (=)™ Cn-Dzx\(, (@n-Dazxct
dx _ﬂEA;_(Zn—I)COS{ 2 L j[l COS( > L m (€3)
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ANEXOD
SOLUCAO ANALITICA PARA A MEMBRANA

Este anexo apresenta a solugdo analitica para o movimento transversal de uma
membrana retangular fixada em todo o seu perimetro. O deslocamento inicial ¢
considerado nulo em todos os pontos do dominio € a membrana apresenta uma condi¢ao
inicial de velocidade vy sobre a area Ay, Figura D.1. As expressdes foram apresentadas

em MANSUR [ 43 ], para maiores detalhes ver [ 46 ].

A A
o
b
bz [ I A
o b’ 1 Ao
by AT !
SN
7 o
! ! 2 >
R R R R i >
a] a a X

Figura D.1 — Membrana Retangular.

O deslocamento ¢ a velocidade ao longo do tempo em um ponto qualquer (x, y) da

membrana, sdo dados por:

u(x,y,t)— ZZ (n'mxjsen(ﬂ;lijmn (D.1)

m=l n=1 MNV, a

v(x,y,t) = 4VO ZZ —se ( a jsen(%) émn (D-2)

m=1 n=l mn

nub, nub, mra, mra,
G, = (cos( 5 j — cos( 5 D [cos( ; j — cos( ; Dsen(Zﬂvmn t) (D.3)
. nrb, nrb, mra, mra,
G =| cos 5 — oS b cos ; 0S ; cos(Zﬂvmn t) (D.4)
mY (nY
(;) +(ZJ (D.5)
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