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O presente trabalho apresenta uma forma combinada de solugdo de problemas de
difusdo-adveccao transiente, com o método dos elementos de contorno, utilizando
solucdes fundamentais dependentes e solu¢des fundamentais independentes do tempo.
Para avaliar a eficiéncia desta alternativa de modelagem que alia as vantagens das duas
solucdes ( precisdo em um caso e tempo de processamento computacional no outro ) sao
apresentadas comparagdes com resultados analiticos presentes na literatura, simulagdes
em problemas de transferéncia de calor em condutos e simulagdes de transporte de
efluentes em rios.

A formulacdo empregada considera que em cada elemento do contorno é
conhecido um valor de potencial, conveccdo ou de fluxo ao longo do tempo. A
aproximacdo geométrica usa elementos constantes e isoparamétricos lineares com
alternativa de nds duplos, e a discretizagdo temporal ¢ realizada por diferengas finitas
para o modelo que usa solu¢do fundamental independente do tempo. A presenga
explicita da integral de dominio ¢ mantida na equagdo tornando obrigatério a
discretizacdo do dominio em células internas. O processo de marcha no tempo, com
solugdo fundamental independente do tempo, parte de um valor inicial fornecido pelo

modelo que utiliza solugdo fundamental dependente do tempo.
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COMPUTATIONAL IMPLEMENTATION OF BOUNDARY ELEMENT
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DEPENDENT FUNDAMENTAL SOLUTION
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This work presents a combined form of problem solution of transient advection-
diffusion, with boundary element method, using dependent fundamental solutions and
independent fundamental solutions of time. In order to measure efficiency of this
modelation alternative which joins advantages of both solutions ( precision in one case
and processing time in the other ) comparisons with analytic results in literature,
simulations of heat transfer problems in ducts and pollution transport simulations in
rivers are presented.

The formulation used considers that in each boundary element is known a
potential, convection or flow value ( beyond ) time. The geometric approach uses
isoparametric linear and constant elements with double knots alternative, and time
discretization with the model use independent fundamental solutions of time is realized
by finite differences. Explicit presence of domain integral is hold in equation, making
obligatory domain discretization in internal cells. Time marching process, with
fundamental solution independent of time, start from an initial value delivered by the

model that uses time dependent fundamental solution.
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CAPITULO 1 - INTRODUCAO

A qualidade de 4gua compativel com determinados usos disponivel no planeta
torna-se cada vez mais uma preocupagao por parte de engenheiros e pesquisadores que
procuram estabelecer com determinada antecedéncia quais os tipos e conseqiiéncias de
despejos de cargas poluidoras nos rios. Existe uma forma simples e pratica de apresentar
um diagndstico inicial, que se baseia em indices ou indicadores de qualidade de agua,
necessitando nesse caso retirada de amostras de agua, analise laboratorial e uso
adequado do indice conforme a finalidade a que este se destina. Porém, todo esse
trabalho demanda um alto custo para um correto monitoramento, 0 que muitas vezes
prejudica sua utilizacdo. Uma ampla andlise sobre os mais variados tipos € usos de
indicadores de qualidade de dgua em rios foi determinado em SOUZA ¢ AZEVEDO
(2001).

Tendo por objetivo inicial apresentar uma alternativa de modelagem numérica
com base em principios fisicos que permita fornecer informagdes que seja auxiliar na
analise da situacdo que se encontra um ambiente aquatico, procurou-se desenvolver
neste trabalho uma implementacdo computacional eficiente utilizando o método dos
elementos de contorno. Contudo, sabe-se que representar a situagdo real do
comportamento do transporte de efluentes num rio ¢ um problema de dificil solugdo, e
muitas vezes isto ¢ feito de forma equivocada ou excessivamente simplificada,
considerando-se aproximacdes que levam a uma maior magnitude de erros e resultados
que nao correspondem a realidade do problema. Um caso tipico consiste na suposi¢ao
do transporte de um efluente em um rio como sendo um problema unidimensional em
toda sua extensdo, levando em consideragdo apenas as variagdes longitudinais da nuvem

poluente. Analisemos o caso mais detalhadamente:



Seja um efluente colocado em uma margem de um canal de rio. Se o lancamento
for pontual, o efluente espalha-se de forma tridimensional ( a0 menos na regido mais
proxima a fonte emissora ). Este passa a deslocar-se para jusante do ponto de
lancamento e ocupar uma maior regido, o que aos poucos faz com que o fendmeno
torne-se bidimensional devido a uniformizagdo de concentragdo na direcdo vertical
como determinado em FISCHER et al. (1979). A seqiiéncia natural é que bem mais a
jusante o efluente passe a distribuir-se de forma um pouco mais uniforme ao longo das
secdes transversais do rio, podendo entdo considerar-se com relativo grau de precisdo
um transporte unidimensional, ou seja, a equagdo unidimensional de transporte sé ¢
rigorosamente valida na fase dispersiva do transporte de um efluente, o que ocorre bem
a jusante do ponto de lancamento inicial, onde a distancia a partir da qual o modelo
unidimensional ¢ valido sera tanto maior quanto maior for a largura do rio.

As restrigdes impostas para o uso da equacdo da dispersdo longitudinal foram
determinadas por CHATWIN (1980):

e A turbuléncia seja estatisticamente estacionaria;

e O material transportado seja passivo, ou seja, que nao afete o escoamento;

e Um tempo suficientemente longo tenha decorrido apds o lancamento do
constituinte;

e O escoamento ocorre em regime permanente e uniforme.

A concentragdo de um efluente representa a quantidade de um constituinte em
um dado volume de uma regido no espago, no momento em que este volume torna-se
infinitesimal, porém deve ser suficientemente grande para que possa supor-se a
existéncia de um meio continuo que permita a defini¢do de varidaveis matematicas

continuas. O valor dessa concentracdo ao longo do tempo e espaco dependera entre



outras razoes, da forma como sera transportada, dentre as quais pode-se destacar a
difusdao molecular, a adveccao ¢ a convecgao.

A difusdao molecular ¢ o transporte devido a agitagdo térmica das particulas de
um fluido ocasionando o espalhamento das particulas dos constituintes, isto num meio
caracterizado pela velocidade média nula, processo esse que matematicamente ¢
expresso pela lei de FICK.

A advecgdo ¢ o movimento de um constituinte pelo campo de velocidades do
meio fluido que o contém. Embora ndo seja sempre verdade, ¢ usual considerar que a
velocidade do constituinte seja igual a velocidade do fluido envolvente. Esta
simplificagdo acarreta maiores erros no caso do transporte de sedimentos que se
precipitam ao longo da diregdo vertical com velocidade diferente da do fluido.

A conveccao segundo FISCHER et al. (1979) ¢ um transporte vertical induzido
por instabilidade hidrostatica, portanto decorrente de gradientes verticais de densidade,
mas ¢ comum encontrarmo-la definida como um sinénimo de advec¢ao para problemas
térmicos.

O desenvolvimento matematico relacionado a distribuicdo espacial e temporal
de um constituinte em um meio fluido deve basear-se no principio de conservagdo de
massa. Neste, o conceito de fluxo como grandeza vetorial faz-se necessario para um
correto equacionamento do fendomeno de transporte de efluentes, sendo que esse fluxo
pode ser decorrente da acdo somente de difusdo ou devido a agdo simultanea da difusao
e da adveccdo, cuja implementacdo computacional é bastante mais complexa, sendo
admitido por simplificagdo que o constituinte em estudo nao afeta as caracteristicas
hidrodinamicas do escoamento. Uma forma de equacionar o problema da difusdo-
adveccdo de forma andloga ao da difusdo pura ¢é utilizando uma transformacgao

apropriada de coordenadas como descrito por FICHER et al. (1979) que utilizou uma



mudanca de varidvel, onde esta nova varidavel contempla a incorporacao da velocidade
do meio. Problemas com a formulacdo do elemento de contorno baseando-se na
transformagao da varidvel exponencial foram avaliados por SINGH e TANAKA (2000),
convertendo a equagdo da difusdo-adveccao numa equacao modificada de Helmholtz.

Solugdes analiticas para casos simplificados encontram-se na literatura técnica
relacionada a difusdo-adveccao, porém a maioria dos problemas praticos ndo se encaixa
nestas simplificagcdes, sendo necessario o uso de solugdes numéricas e métodos
numéricos como diferencgas finitas, elementos finitos e elementos de contorno.

O objetivo principal deste trabalho é o desenvolvimento de um modelo numérico
alternativo e eficiente, utilizando o Método dos Elementos de Contorno para realizar
simulagdes com a equacdo da difusdo-advecgdo visando a analise bidimensional da
transferéncia de calor e para o transporte de efluentes em rios.

O Me¢étodo dos Elementos de Contorno (M.E.C.) ganhou popularidade no meio
cientifico com o desenvolvimento da informatica e ¢ um método que apresenta algumas
vantagens em relacdo a outros métodos numéricos para solucdo de problemas de
engenharia e desenvolvimento de pesquisas. Dentre elas pode-se salientar o fato de este
considerar que o problema pode ser representado apenas pelo seu contorno, reduzindo
assim o nimero de incognitas para sua solugdo, o que torna menor o gasto de tempo de
processamento computacional. Entretanto, o fato desse método necessitar de uma
funcdo de Green para obtencdo do potencial o torna mais restrito do que outros
métodos, tais como o método dos elementos finitos, diferengas finitas ¢ volumes finitos.

A partir da equacdo diferencial que rege o problema da difusdo-advecgdo e das
condi¢des de contorno, obtém-se a formulacdo integral de contorno onde se emprega a

funcdo de Green correspondente ao dominio infinito ( solu¢do fundamental ). Esta



formulagao complementada pela discretizagdo numérica ¢ conhecida como método dos
elementos de contorno como determinado em BREBBIA, TELLES ¢ WROBEL (1984).

A discretizacdo ¢ feita no espaco e¢ no tempo transformando a solu¢ao do
problema original em uma sucessao de solugdes de sistemas de equacdes algébricas
objetivando apresentar a formulagdo matematica, tanto no caso da solu¢ao fundamental
dependente quanto da independente do tempo.

Os primeiros trabalhos com o M.E.C. utilizavam a transformada de Laplace. A
partir destes foram desenvolvidos varios estudos utilizando solugdo fundamental
dependente do tempo que apresentaram 6timos resultados, como os obtidos por LIM,
CHAN e CHANDRA (1994). Porém, esta alternativa de solugdo apresentou como
deficiéncia um tempo de processamento computacional elevado devido a sobreposi¢ao
de matrizes ¢ memoria computacional necessaria. Foram entdo realizados estudos para
contornar essa dificuldade utilizando solugdo fundamental independente do tempo,
como foi desenvolvido por JESUS (2001) para o caso da difusdo.

Solugdes numéricas para analise linear da equagao da difusdo-advecgao tem sido
utilizadas por muitos métodos numéricos, onde a estabilidade da solucdo pode ser
obtida com o uso de métodos artificiais como determinado por BOZTOSUN e
CHARAFI (2002). Aplicacdes com o M.E.C e anélise sensitiva para solucao da equagao
da difusdo-advecgdo para processos continuos foram determinadas por CHOLEWA,
NOWAK e WROBEL (2004), cujo procedimento envolve a derivada total da
temperatura e o coeficiente de sensitividade relevante para encontrar a correta posi¢ao
da mudanga de fase, onde o problema de contorno foi formulado para liquidos e sélidos
com a separac¢ao por subdominios para mudanga de fase.

Ha alternativas como técnicas de decomposi¢do em multidomino que foram

apresentadas por SINGH e TANAKA (1999), PARTRIDGE e SENSALE (2000), e por



FLOREZ ¢ POWER (2001) utilizando reciprocidade dual para solucdo da equacao de
Navier-Stokes bidimensional. ZIENIUK (2001) apresentou uma opg¢ao de solugdo, para
problemas de potencial, com uma modificacdo do método da equacdo integral de
contorno usando fungdes lineares paramétricas. A utilizagdo da equacao da difusao
bidimensional e da modificada de Helmholtz tempo dependente para zonas
axisimétricas com reciprocidade dual foi apresentada por BENZ e RANCIS (2002).

A estabilidade da solucdo da equagdo da difusdo-advecgdo transiente
unidimensional tem sido analisada através de modelos de elementos de Green (GEM)
como determinado por TAIGBENU (1999) e para o caso da solugdo fundamental
dependente do tempo da condugao de calor ndo linear foi determinado por TAIGBENU
(2004).

O estudo de problemas de difusdo em meios homogéneos utilizando a solugdo
fundamental dependente do tempo foi apresentado por YOUNG et al. (2004) para uma,
duas e trés dimensdes, usando o método das diferencas finitas ( MDF ) através de uma
combinagdo linear da solugdo fundamental para o operador difusivo.

As fungdes de Green para a equacdo da difusdo transiente tridimensional para
meios homogéneos ¢ ndo homogéneos foram utilizadas por SUTRADHAR, PAULINO
e GRAY (2002), onde a implementagdo numérica ¢ realizada usando aproximagdes de
Galerkin e a dependéncia do tempo ¢ resolvida por inversdo numérica da transformada
de Laplace; para esta inversao foram comparados os resultados obtidos com o método
de série de Fourier ¢ os com algoritimos de Stehfest’s, onde este ultimo apresentou
maior precisao.

A andlise da equagdo da difusdo convectiva bidimensional com nimero de
Péclet grandes foi realizada por QIU, WROBEL ¢ POWER (1998) utilizando fungdes

modificadas de Bessel, ¢ em trés dimensdes por GRIGOREIEV E DARGUSH (2004)



utilizando métodos iterativos e matrizes esparsar para obter maior efici€éncia na solucao
com Péclet variando de 1000 até 10000.

O problema inverso para condugdo de calor foi abordado por HON ¢ WEI
(2004) utilizando solucao fundamental e esquemas numéricos de livre integracao,
usando técnicas de regularizagdo de Tikhonov e o método curva-L para obter
aproximacao numérica de estabilidade. A aproximagdo ¢ realizada estendendo-se a
solugdo para problemas de maior dimensao sobre dominio irregular.

As equagdes e condigdes de contorno obtidas no problema de difusdo-advecgao
tém uma forma semelhante as obtidas para varios outros fendmenos fisicos que ocorrem
freqlientemente na natureza. Isso, além de permitir diversas analogias formais,
possibilita um tratamento matematico unificado destes. O transporte de massa ¢ a
transferéncia de calor sdo alguns dos fenomenos fisicos que podem ser representados
pela teoria do potencial. Por meio deles, introduzimos os conceitos de fontes (massas no
caso gravitacional e cargas no caso eletrostatico) e de potencial (temperatura ou
concentragdo). Esses conceitos e suas generalizagdes conduzem a teoria matematica do
potencial. Na literatura técnica ¢ usual encontrarmos o termo condugdo — conveccao
para problemas de fluxo de calor e difusdo-advecg@o para simulagdes de transportes de
massa.

Este trabalho apresenta uma alternativa mais eficiente em uma forma combinada
de solug¢des fundamentais, ou do desenvolvimento e uso combinado de modelos que
utilizam diferentes tipos de solugdes fundamentais, para solugdo de problemas de
difusdo-advecgdo transiente (SCDA) com o método dos elementos de contorno,
utilizando solu¢do fundamental dependente do tempo (SFDT) e solugdo fundamental
independente do tempo (SFIT). Para avaliar as vantagens desta alternativa de

modelagem que alia as vantagens das duas solucdes, precisdo com a SFDT e reducao do



tempo de processamento computacional com a SFIT, sdo apresentadas comparagdes
com resultados analiticos presentes na literatura (nestes estudos o potencial ¢
representado pela temperatura) e sdo realizadas simulagdes, quanto a concentracdo de
efluentes, em trechos do rio Paraiba do Sul (neste caso o potencial ¢ representado pela
concentragao).

A modelagem envolvendo a equacdo da difusdo-adveccdo transiente apresenta
complexidade muito superior ao caso particular da difusdo, devido a incorporagdo dos
termos advectivos, sendo necessario uma correta e criteriosa combinagdo entre a
velocidade, a discretizacdo espacial e a discretizagdo temporal, conforme determinado
em LIM, CHAN ¢ CHANDRA (1994).

Elaborou-se um programa, em linguagem FORTRAN, para solu¢do da equagao
da difusdo-adveccdo em duas dimensdes (MDA) que gerencia trés alternativas de
modelagem desenvolvidas nesse trabalho. O modelo numérico apresenta uma avaliacdo
grafica inicial dos resultados fazendo uso de “libraries” do compilador FORTRAN
PowerStation. Um programa similar para difusdo obtém-se através da simplificagdo do
programa para difusdo-adveccdo em que a velocidade do meio seja considerada nula, o
que utilizando solugdes fundamentais e o método dos elementos de contorno ¢ obtido
anulando o nimero de Péclet, onde o problema passa a ser puramente difusivo e a
equagdo correspondente se torna parabolica. Nos casos em que o nimero de Péclet
tende ao infinito o problema passa a ser puramente advectivo e a equacdo se torna
hiperbolica.

Problemas puramente difusivos sdo facilmente solucionados com a utilizagdo de
métodos discretos como diferengas finitas. Ja nos casos advectivos, o problema torna-se
de propagacao, apresentando oscilagdes numéricas e amortecimento da frente de onda.

Nestes casos ¢ aconselhavel a observacao do tipo de solugdo fundamental a ser utilizada



como determinado em QIU, WROBEL ¢ POWER (1998) e respeitar a relacao entre a
velocidade de transporte e a discretizacdo no espaco e no tempo. Recomenda-se o uso
de fungdes de Bessel de ordem superior para os casos de singularidade forte e hiper
singular, o que esta descrito detalhadamente no APENDICE C do presente trabalho.

A metodologia utilizada e desenvolvida nesse trabalho estd descrita em quatro
capitulos:

No CAPITULO 2 a formulagdo integral de contorno ¢é revista para o caso de
Difusdo-advecgdo em regime transiente utilizando solucdo fundamental dependente do
tempo, onde o procedimento espacial ¢ descrito para elementos constantes e a
integracdo no tempo da solu¢do fundamental e da sua derivada normal s3o feitas
numericamente pelo método da quadratura de Gauss e utilizando a transformada de
Telles.

O CAPITULO 3 apresenta o desenvolvimento da formulagdo matematica para
difusdo-advec¢do com solucdo fundamental independente do tempo utilizando
elementos lineares, onde foi considerado que o potencial e o fluxo sdo constantes em
cada intervalo de tempo.

No CAPITULO 4 estd descrito o uso combinado da solu¢io fundamental
dependente do tempo com a solu¢do fundamental independente do tempo, a escolha do
ponto que pertence ao contorno ou ao dominio para avaliagdo do uso, e o estudo das
derivadas de primeira e de segunda ordem para obteng¢ao do ponto de estabilizagdo ¢ do
ponto de inflexdo, respectivamente.

O CAPITULO 5 apresenta a implementagdo computacional proposta, os
fluxogramas e a descri¢do das subrotinas referentes a cada uma das alternativas de

solugdo descritas nos capitulos 2,3 e 4.



Para avaliar o desempenho da metodologia descrita nos capitulos 2, 3, 4 e 5,
utilizaram-se quatro exemplos que estio presentes no CAPITULO 6. O primeiro
objetiva a analise da precisdo do modelo, e para isso comparou-se 0 modelo MDA
proposto, a SFDT e a SFIT com a solucdo analitica correspondente a um exemplo da
literatura. O segundo consiste numa aplicacdo em um problema de conducao de calor
(que ¢ uma simplificagdo da condugao-convecgdo de calor, anulando o numero de
Péclet). O terceiro e o quarto exemplos sdo estudos de transporte de efluente em trechos
do rio Paraiba do Sul, sendo que para estes dois tltimos realizou-se comparagdes com o
Método das Diferencas Finitas e a solug¢do analitica apresentada no APENDICE D.

A metodologia implementada e os resultados obtidos no CAPITULO 6
permitem efetuar as conclusdes e sugestdes para futuras pesquisas descritas no
CAPITULO 7.

O modelo desenvolvido neste trabalho faz uso das “libraries” do FORTRAN
PowerStation para a determinagdo do tempo de processamento computacional em cada
alternativa de modelagem e para uma saida grafica inicial dos resultados. Este modelo
apresenta ainda trés rotinas que foram desenvolvidas e incluidas no modelo MDA,
objetivando uma alternativa de “chave de tempo” ou de monitoramento do uso de
modelos computacionais. No APENDICE A estas questdes estio apresentadas com
maiores detalhes.

As simulagdes em meios predominantemente advectivos sdo bastante complexas
e foram analisadas por QIU, WROBEL e POWER (1998) e por SAMEC e SKERGET
(2004) que analisaram o exemplo classico de problemas de transporte por difusdo-
advec¢do com velocidade constante em duas dimensdes ¢ em uma dimensao
respectivamente. Adequados equacionamentos, utilizando as fungdes de Bessel

modificadas e a série de Taylor, estdo apresentados no APENDICE C.
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CAPITULO 2- METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO
PARA PROBLEMAS DE DIFUSAO-ADVECCAO
TRANSIENTE COM SOLUCAO FUNDAMENTAL

DEPENDENTE DO TEMPO

Neste capitulo, apresenta-se o Método dos Elementos de Contorno para solugao
da equagdo da difusdo-advecgdo com solucdo fundamental dependente do tempo, onde a
equacdo integral de contorno ¢ aproximada substituindo-se a geometria real por
segmentos de reta (elementos de contorno) e a variacdo das fungdes ¢ governada
localmente em termos de valores nodais em cada elemento.

Na Se¢ao (2.1) o M.E.C. ¢ aplicado para solucao da equacdo da difusdo-
advec¢do em regime transiente, considerando que em cada trecho do contorno a
variagdo no tempo do potencial ou de sua derivada normal ¢ conhecida a priori. A
equacdo diferencial parcial ¢ transformada numa equacdo integral de contorno com o
uso da solugdo fundamental dependente do tempo.

Na Sec¢do (2.2) sdo apresentadas as condi¢des de contorno e ¢ realizada a
discretiza¢dao no tempo, que considera que o potencial e sua derivada sdo constantes em
cada intervalo dentro de cada elemento. Como a expressdo integral para cada tempo
depende de todos os valores obtidos em tempos anteriores, faz-se necessario um
processo de marcha no tempo.

Na Secdo (2.3) ¢ apresentada a equagdo fundamental da difusdo-adveccdo e a
solugdo correspondente para o regime transiente, onde deve-se levar em consideragdo
que o primeiro intervalo de tempo contém uma singularidade quando o ponto fonte

coincide com o elemento campo. Essa singularidade ¢ retirada com uma divisdo do
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primeiro intervalo de tempo e o auxilio da transformada de Telles no primeiro trecho
deste intervalo. O sistema de equagdes ¢ resolvido para cada intervalo de tempo,
levando em consideracdo a influéncia dos valores obtidos nos passos de tempo
anteriores.

A equacdao integral de contorno para difusdo-advecg¢do transiente, a
implementagdo numérica, a equacdo integral de contorno para pontos internos e a
relacdo entre o nimero de Péclet com as discretizagdes estdo descritas da se¢ao (2.4) a
(2.7) com as devidas consideragdes adotadas no programa MDASFDT ( Modelo de

Difusdo-advecgdo com Solu¢ao Fundamental Dependente do Tempo ).

2.1 FORMULACAO DO ELEMENTO DE CONTORNO

A formulag¢do do método do elemento de contorno para problemas no plano ¢é
apresentada nessa se¢do em regime permanente e transiente, sendo que uma técnica
similar pode ser usada para obter uma formulagdo do M.E.C. em trés dimensdes. Dentro
da presente aplicagdo, a velocidade convectiva ¢ assumida constante no tempo e no
espago.

No escoamento em regime permanente com velocidade ndo nula e constante, a
equacdo governante ndo sera a de Laplace, como ¢ no caso da difusdo em regime

permanente, mas sim:

pColv, Epy, M =3(Ka—“j+i KM (1)
OX oy ) ox\' ox) oy\ oy
onde v,,V, sdo as componentes das velocidades nas dire¢des x e y respectivamente, K €

a difusividade e U ¢ o potencial.
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Considerando uma substancia incompressivel e pela equacao da continuidade

obtém-se a equacao governante da difusdo-advecgao representada pela equagdo (2).

ou ou K (6*u d&%u
Vy—+V, — |= ~t+— (2)
x Yoy) pC, o oy

Considerando como propriedades constantes do meio: p ,C e K, que c =a=ke
P

substituindo estas igualdades na equacao (2) chega-se a seguinte expressao:
an_u+vy8_u:kvzu (3)

OX oy

A equacgdo da Difusdo — Adveccao em regime permanente ¢ dada por:
Uy vy &)
OX;

onde V, ¢ a velocidade convectiva, e kK é ocoeficiente de difusividade.
Sendo que na camada limite cinética: v, >>Vv, e introduzindo estas considera¢des na

equacao governante temos:

2 2

A admensionalizacdo ¢ feita com o uso de um comprimento caracterisctico ou de

referéncia L e que leva a expressao (5) a:

Lou” . ou” k o°u
V, —+V, — |= (6)
ox" 7 oy V L oy?
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Sendo a admensionalizagao:

e u = § (7)

Portanto temos para camada limite térmica:

Lou” .ou 1 &%u
VX W‘FVY y = FW (8)

A equacgdo da difusdo-Adveccdo em regime permanente admensionalizada fica sendo:

vi*glzpivzu* 9)
X.

1 e

A equacao que governa problemas de difusdo-adveccdo em regime transiente,

segundo LIM, CHAN ¢ CHANDRA (1994), pode ser expressa como:

axy A azu(x,t):

a Xi &2

0 emQ (10)

Onde V; ¢ a velocidade convectiva e k € o coeficiente de difusividade.

Para velocidade constante de adveccdo, pode-se introduzir um sistema de
coordenadas com eixos orientados perpendiculares a dire¢do normal para o vetor
velocidade. Fazendo o desenvolvimento das equagdes, a equagdo governante pode ser

exXpressa Como:

la’lj(x,t)+ﬁdj(x,t)_o”2u(x,t) B
k & k i i

0 (11)
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v, Aa(xt) vk Aai(xt)
k = & k = &

(12)

Respeitando a igualdade acima, observando que foi admitido uma mudancga de

A(x,t)  Lau(x,t)
=5

b

escala e introduzindo um comprimento caracteristico L, tornando

0 que nos permite escrever a equacao governante da difusdo-advecgao transiente como:

. —Peéu(x’t)+LV2u(x,t):0 em Q) (13)
kK a |

Sendo que a direcdo de X, ¢ a mesma da resultante da velocidade de advecgdo.
Pe ¢ o niimero de Peclet, que relaciona a velocidade convectiva na direcdo de X, o

comprimento caracteristico ou de referéncia (L) e o termo difusivo (k).

2.2 CONDICOES DE CONTORNO

As condi¢des de contorno implementadas no modelo MDA sao as de Dirichlet,
Neumann e Robin.

Condicdes de contorno essenciais ou de Dirichlet,

u(x,t) =T(x,t) em T, (14)
Condi¢des de contorno naturais ou de Neumann

p(x.t) = p(x.t) em T, (15)

Condigdes de contorno de convecgao ou de Robin
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p=h@-u,) (16)

onde as barras nestas expressdes indicam que esses valores sdo conhecidos, h ¢ o

coeficiente de conveccdo e U, ¢ a temperatura do fluido;

A condicao de contorno de convecgdo ¢ representada por uma relagdo entre o
potencial e a sua derivada normal, denominada condicdo mista ou de Robin. Esta
condi¢do possui utilidade em problemas envolvendo a condugdao térmica ou na
transferéncia de calor nas faces de condutos aquecidos em seu interior, conforme sera
apresentado na se¢do (6.3) desse trabalho.

Na implementacdo computacional esta condi¢do de contorno causa influéncia na
montagem das colunas da matriz formada pela integral da solu¢do fundamental [G],
onde o coeficiente do primeiro termo da equagdo (17) multiplica a coluna j desta matriz
e ¢ adicionada a coluna j da matriz que contém as incognitas do problema [A]. J& o
coeficiente do segundo termo multiplica a coluna j da matriz [G] e sera adicionado ao
vetor de termos independentes {f}. Maiores detalhes sobre essas matrizes estdo

descritos nas demais se¢des deste capitulo.
. . ou .
Sabendo pela lei de Fourier que: q. =h(u-u,) e q. =k e kp, onde u, ¢é
n

conhecido, igualando essas expressodes temos:

_h.

_ ij ij
pconvectivo - k Uj + ?UCJ- . (17)

Segundo LIM, CHAN ¢ CHANDRA (1994), o fluxo na superficie (p) inclui a
contribui¢do das perdas convectivas p° e pode ser escrita em relagdo ao nimero de

Nusselt da seguinte forma:
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p°(X,t) = Nu[u(x,t) —u,] (18)

Onde u,_ representa a temperatura ambiente ¢ Nu é o nimero de Nusselt (hL/k), sendo
h o coeficiente de transferéncia de calor convectivo, com L e k os mesmos descritos
anteriormente.

No modelo com solugdo fundamental dependente do tempo estd sendo
considerado que as condigdes iniciais sio nulas no dominio Q, u(x,0) = 6(5,0) emQ, e
as condi¢des de contorno nao variam com o tempo.

O caso de condi¢Oes iniciais ndo nulas (U,#0) ndo apresenta nenhuma
dificuldade pratica, podendo sempre ser considerado através de uma subdivisdo do
dominio em células e integragdo de fungdes conhecidas nestas células. Isto estd
implementado no modelo que utiliza solu¢do fundamental independente do tempo e que
sera apresentado no CAPITULO 3 deste trabalho, estando em maiores detalhes em
WROBEL (1981).

Mesmo que tenhamos (U, #0), a integral de dominio das condicdes iniciais pode
ser reduzida a uma integral de contorno desde que U, seja uma fung¢do harmonica; se U,

¢ uniforme no dominio, a integral de temperatura ou concentragdo pode ser eliminada

tomando-se U, como origem de medigao.

2.3 EQUACAO FUNDAMENTAL

Para determinar a equagdo fundamental pode-se partir da equagdo governante da

difusdo-advecc¢ao transiente:
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LAY ()
ot oX,

=V (LD +S(x=&)(t-t,) em Q* (19)

Onde £ e x sd3o os pontos fonte e campo, respectivamente, no dominio,

7 =1, —t ¢é o tempo final de aplica¢do da fonte menos o tempo transcorrido. Sendo (2*

o dominio estando-se trabalhando com solug¢ao fundamental.
Aqui u’(x,t) representa o aumento de potencial sobre o corpo. Caso a

distribuicao inicial de potencial ndo seja uniforme, necessita-se de uma integral de
dominio.
Aplicando o teorema da divergéncia obtemos a equacdo governante para

difusdo-advecgao apresentada pela expressao (23).

Assumindo que u*(é,tf ;X,t) =0 1isso nos possibilita a obten¢do da solugdo

fundamental u*(ﬁ,'[f ; X, 1) representada pela equagdo (20), como foi calculado em LIM,

CHAN e CHANDRA (1994).

1 [l 0 - %0 + Pe)i? + (%, 0 - x,(£)*]
exp

u“ (&t xt) =
©txh 4rr 4t

(20)

Desenvolvendo os trindmios quadrados perfeitos obtém-se a solugdo

fundamental no plano:

2

U sxt) = %mexp{— ﬂ exp{—%(xl (X) =X, @)} exp{— Pj (r)} 1)

Onde r ¢ a distancia euclidiana entre o ponto fonte (&) e o ponto campo( X ). Em

(21) a primeira exponencial representa o efeito condutivo, a segunda e a terceira
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exponenciais representam o efeito devido a conveccdo no espaco € no tempo,

respectivamente.

De posse da solugdo fundamental u’, pode-se obter a derivada normal desta:

3D

—-r— 2 2
P’ (&t %0 = 2.exp[ ; }exp{—?(xl(@—xl@) }exp{‘ Pj T} (22)

T T

Onde: - r.%z—% rn=[x (0 -x,&]n, 0+ [x,(0 - %, &) n,(x) ¢ a projegio

da distancia r sobre a normal ao contorno.

2.4 EQUACAO INTEGRAL DE CONTORNO

A equagdo integral de contorno para problemas de difusdo-adveccdo transiente
pode ser obtida aplicando-se uma sentenca de residuos ponderados, integrando por

partes e aproximando o ponto & sobre o contorno, chegando a seguinte expressao:

C(Eu( L) = j{j[u*(i,tf XD PO = P&t ;z,t>u(z,t)]ﬂr}dt

—Pe[{u (&, :x HuCLH N, (x DTt (23)

t, T

O coeficiente C(¢), depende da geometria na vizinhanga de &; se o contorno €
suave junto a &, entdo C(&)=1/2 para problemas em duas ou trés dimensdes. Para os

pontos pertencentes ao dominio C($) =1. Anulando o nimero de Pe na equagédo (23),

obtém-se a formulacao correspondente ao fendmeno fisico de difusao pura.
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2.5 IMPLEMENTACAO NUMERICA

A implementacdo numérica da equagdo do método dos elementos de contorno
para problemas de difusdo-adveccdo transiente ¢ discutida nessa secdo. O primeiro
passo ¢ a discretizacdo do contorno para o dominio bidimensional em elementos de
contorno. Neste caso a discretizagdo no tempo € no espaco sao necessarias. O contorno
¢ discretizado em NE elementos de contorno espaciais ¢ a dimensdo do tempo ¢
subdividida em NT passos de tempo.

E importante relatar que esta discretizagio esta sendo feita para situagio em que

o ponto fonte pertence ao contorno que ¢ suave (§ € I'), sendo assim o coeficiente

c(g)=0s.

No caso transiente, utilizando elementos constantes no tempo, a Equagdo
Integral de Contorno discretizada em forma matricial fica representada pela equacao
(24), onde U" e P" sdo a intregral no tempo da solugdo fundamental e da sua derivada

normal respectivamente.

NT [ NE NE
050 =31 > pl [U" (&) dr; (0 - ut [P(E, ) dr, (9
k=1{ j=1 r, =T
NT
+>| -

1

k=

I N

>-uf [UT (€0 dr; (0 (24)

]

NT
k=1

NE . NE ~ K )
0,5uM =>1 > Gi.p; — D Hiu! (25)
j=1 j=1

A k
. Kk ~
Onde as matrizes G;; € Hjj sdo expressas por:
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Gj = [U™(&0dr; (%) 26)

Hy = [P*xdr;(0+ [U"Exdr; (0 27)

Nestas matrizes a integral JU *(é, x)dl;(X) e a integral jP*(éx)dFj (X)
T T,

] ]

r*
sdo formadas devido a influéncia da difusdo, ao passo que a I U (£.%) dr;(x) ¢

T

formada a partir da influéncia da advecgao.

K iy I
Hij :{Hij+0,5 se k=1 e i=j (28)
Hi = {Hi'j( nos demais casos (29)
Aqui:
t
Up (&0 = [u' (&t x bt (30)
to
te
P& = [ p7(& 1.t 31)
)
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0" (.00 = [Pew” &8, 1, 0n, (x (32)

No caso transiente, ha uma integracao singular quando o ponto fonte pertence ao
elemento campo para o primeiro intervalo de tempo. Escrevendo a equacao (24) para

cada ponto fonte, obtém-se o seguinte sistema de equagdes:

=
=
z

T

Y IHIU ™ =S 6] {p) (33)

=~
1l
—_
=
1

Para obter os valores de {u} e {p} no tempo NT faz-se necessario um esquema

de marcha no tempo a partir de NT=1, uma vez que nao conhecemos a priori os valores

de u; e p; em todos os tempos:

Assim, particularizando-se a equacao (33) para NT=1.
1
[HT{u}" =[G]'{p] (34)

Impondo-se as condi¢des de contorno na equacdo (34) de maneira analoga ao

caso permanente, obtém-se o seguinte sistema de equagdes:

[Al'{x}' ={f} (35)

~ . ~ 1 1
A solugdo deste sistema de equagdes, nos fornece U; e p; em todo contorno

discretizado.
Apo6s seja determinado os valores de u‘j e plj, pode-se avangar no tempo e

calcular [A]1 (X} = { f }1 e p? usando a expressao (33) particularizada para NT=2:
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S [ =Y (6] (p) (36)

[H]'{u}® +[HT{u}' =[G]'{p}" +[G] {p}' (37)

Escrevendo a equagdo (37) de outra forma temos:
2
[H]'{u}* =[G]'{p} +1{h}’ (38)
onde: {h}2 contém as contribui¢des do passado, isto é:

{h}* =[cT{p} ~[HT {u}' (39)

Aplicando as condi¢des de contorno na expressdo (38) obtém-se um sistema de

equacgoes:
[A1{X}" = {f}" +{h)’ (40)

: 2 2
que resolvido fornece os valores de U; e pj em todo o contorno.

O processo continua até atingir o nivel de tempo desejado NT:
[HT {u}"" =[6T {p}" +{n}" O

Onde: {h} N representa a contribui¢do da historia anterior de u; ¢ p; em todo o

contorno:
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NT

=3 ([e] e} —[H] u ) (42)

k=2

NT . .
No processo de marcha no tempo; {h}" possui apenas termos conhecidos dos

coeficientes de influéncia e dos valores de {u} e {p} em tempos anteriores, isto €, de 1

até (NT -1).
O sistema de equacdes algébricas ¢ obtido aplicando-se as condigdes de

contorno em NT, o que leva a:

(AN = () 4+ (T 43)

2.6 EQUACAO INTEGRAL DE CONTORNO PARA PONTOS INTERNOS

E analoga a equagio (23), porém nesse caso o coeficiente C(g) =1, ou seja:

u@t) = [ ([l &t senpoch - p &t x buee b et
0 r (44)

- Pej{ju*(é‘,tf ;X DU, b, (1) dr}dt

Para determinacdo dos potenciais em pontos internos, faz-se uso da forma

discreta da equagao (44):

NT NE NE A k
T 3D Y ST )
j=1

k=1 \ j=I
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Os valores de U;, p; no contorno sdo obtidos a cada passo de tempo, no nivel de
tempo atual. Os coeficientes G; e H;; sdo determinados para cada ponto interno por

expressoes analogas a (26) e (27).

2.7 RELACAO ENTRE NUMERO DE PECLET E AS DISCRETIZACOES

A discretizagdo do espaco e do tempo sdo fundamentais para se obter bons
resultados, utilizando a solucdo fundamental dependente e independente do tempo da
equacdo da difusdo-adveccdo transiente, porém para difusdo ha uma menor preocupagao
com estas discretizagdes devido a menor complexidade de seu equacionamento, uma
vez que esta ¢ uma situacao particular ou simplificada da equagdo da difusdo-adveccao .

LIM, CHAN e CHANDRA (1994) determinaram que deve-se obedecer uma
relacdo entre o intervalo de tempo At e o0 mdximo valor para o nimero de Péclet para
uma discretizacdo do espago de AX=0,1 ( conforme estd apresentado na Tabela 1 ),

cujas varidveis estdo todas adimensionalizadas.

Tabela 1 - Ordem de grandeza de At e 0 maximo valor para o numero de Péclet.

At Maximo Pe
10 100
107 300
10 1000
10° 2100
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Na formulagao incondicional estavel do M.E.C. foi calculado por LIM, CHAN e
CHANDRA (1994), que o termo (P82 /4)n(r)n nas equacoes (21) e (22) tem uma

tendéncia de criar oscilagdes para numero de Péclet grandes. Isto pode ser evitado
escolhendo um incremento de tempo adequado conforme a tabela 1.

LIM, CHAN ¢ CHANDRA (1994) calcularam que o incremento de tempo ¢
limitado por um critério de estabilidade definido pelo Numero de Nusselt, sendo este o

produto do numero de Péclet pela razao entre o intervalo de tempo e de espago.

At
Nu=Pe.— (46)
AX
Quando Pe aumenta, o tamanho da malha correspondente a discretizagdo no
espaco terd que ser reduzido para se obter gradientes altos. Consequentemente, o
incremento de tempo deve ser limitado e relacionado com uma relagdo inicial de

possiveis  discretizagdes do tempo, conforme as seguintes expressoes

admensionalizadas.
At = +/Pe ou At = Pe™ (47)

A fim de comparar a precisao do modelo de difusdo-advecc¢ao proposto com os
obtidos na literatura, onde LIM, CHAN ¢ CHANDRA (1994) definiram o desvio do

modelo atravéz da raiz quadrada do erro médio quadratico de cada passo de tempo por:

E_ /;w (48)

onde U ¢ a solugdo analitica, U, ¢ a solucdo aproximadae N ¢ o numero de nos.
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CAPITULO 3- METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO
PARA PROBLEMAS DE DIFUSAO-ADVECCAO
TRANSIENTE COM SOLUCAO FUNDAMENTAL

INDEPENDENTE DO TEMPO

3.1 METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO PARA EQUAGCAO DA

DIFUSAO-ADVECCAO EM REGIME PERMANENTE

Para obter a equacdo da difusdo-adveccdo em regime permanente pode-se partir

da equagdo de conservag@o de massa relacionada ao fluxo f;.

o,
—=0 49
x (49)
Sabendo que a equacdo do fluxo total como foi determinado em GRIGOR’EV
(2001) ¢ dada por:
fi:—ka—u+viu (50)

X.

onde k ¢ a difusividade, U ¢ a concentragdo e Vv, ¢ a velocidade convectiva, logo

substituindo (50) em (49) temos:

i(—ka—u+v.uJ:0 (51)
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Desenvolvendo a derivada em (51) ficamos para fungao do fluxo total F(u) com:

2
S‘jwia%u (52)
X .

F(u)=—k

Na expressao (52) a difusividade escalar depende da coordenada X, e ndo da

velocidade convectiva. Multiplicando a equacdo (52) por (— &j em ambos os lados da

igualdade temos:

o*u v, ou
Ko (>3)

Considerando que a difusividade k do meio é constante num comprimento

caracteristico |, e recordando a relagdo entre o numero adimensional de Péclet e a

velocidade.

VI v
Pp——"=" 54
e T Tk (54)

Seja uma diregdo de fluxo X;, com velocidade convectiva v; e difusividade k, a

equacdo da difusdo-adveccdo unidimensional substituindo a equagdo (54) em (53) ¢

representada por:
vu-P, M0 emo (55)
OX.
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A solucao fundamental unidimensional e sua derivada normal foram calculadas
por GRIGOR’EV (2001) e s3o representadas pelas equagdes (56) e (57)

respectivamente.

0 ﬁ exp{_ { Pe(& - X) ; |Pefé — xq} (56)

(57)

P& x>=—[L2(f—X>jexp Hpe@— X);L|Pe||§—xq}

O caso bidimensional pode ser determinado de forma analoga, porém levando

em consideracdo a componente da velocidade na dire¢do y, o que torna a equagao (55)

cm:

y—=2x-——__2 - = em Q (58)
k ox k oy

Para a equacdo (58) a solugcdo fundamental e derivada normal ¢ apresentada

pelas sentengas a seguir e que estio descritas mais detalhadamente no APENDICE C

deste trabalho.
0 (6,%) =5 (exp(-vR /2K, ar) (59)
(60~ 3 R 120 sk + ek, o) )
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Onde k,ek, sdo as fun¢des de Bessel de segunda classe de ordens 0 e 1
respectivamente, sendo y = |V| /(2k)e r = |R| a distancia vetorial entre os pontos campo e

fonte.
Nas equacdes (59) e (60) aparece uma exponencial que para facilitar a
implementa¢do computacional recomenda-se expandir em séries de Taylor lembrando

que:

2 X3 Xn

X X
exp(x)—l+1—!+7!+§+...+7!+... (61)

Na formulag¢do do Método dos Elementos de Contorno a equagdo diferencial e
condi¢cdes de contorno que regem o fendmeno de distribui¢do de potenciais, em regime
permanente, podem ser transformadas em uma equacdo integral de contorno
estabelecendo uma sentenga de residuos ponderados. Essa formulagdo serd restrita a
duas dimensdes, com condi¢des de contorno analogas ao descrito no CAPITULO 2.

3.2 EQUACAO INTEGRAL DE CONTORNO

A equacao integral de contorno correspondente a expressao (58) é:

COUE) =k {[Ju" (X P) ~ P (£ 0UO I (0}~ [u” (£0u(KV, (AT ()  (62)

Considerando a velocidade constante na direcdo do fluxo ¢ em fungdo do

numero de Péclet temos:
COUE) = [0 (€ 0P00 ~ P’ (€0 HT(0)~Pe [u" (£, 0)u(dr(x) (63)
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As solucdes da equagdo (58) podem ser obtidas através de métodos
aproximados. Para problemas bidimensionais temos para solugdo fundamental e sua
derivada normal, utilizando como base as determinacdes por QIU, WROBEL e

POWER (1998), e por SAMEC e SKERGET (2004), as seguintes expressoes:

(—VR) [—VR]Z (—VRJ3

. 1 2k 2k 2k

u' (&, X):_zﬂk' 1+ A In(ur/2) (64)
(—VRJ (—VRJZ (—VRJ3

* _ 1 2k 2k 2k v, 1 or

P(e:x)= %Y A TR T 'szln( ”2)} (r ﬁnﬂ (62)

Sendo Kk, e Kk, fungdes de Bessel de grau 0 e 1 respectivamente, V, o vetor velocidade

na direcdo normal e r ¢ a distancia entre o ponto fonte £ e o ponto campo X.

c(£ J'p "(&x)dT = [u(x) p*(&x)dT(x) Peju & xu(x)dr(x)

=\ 1, T,

(66)

A equagdo (66) ainda pode ser escrita como:

+Zju(x)p (&x)d1(x) jp(x)u EX dr(x)+z Peju & X)u(x)r(x)

j=lr, =l 1,

(67)

Desse modo a equagdo (67) também pode ser escrita para pontos internos como:
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0(6)=~Ju) " (£ [ pou (o)A ()-Pefu (coxp(atroo (e

A expressao (68) permite que se calcule o valor de u(é) em um ponto interno
&, desde que os valores das incognitas no contorno U ¢ p sejam conhecidos. O calculo

destas incognitas ¢ feito a partir da equacdo integral para pontos fontes localizados no

contorno.
As velocidades nos pontos internos nas diregcdes dos eixos x € y também podem

ser obtidas a partir da lei de Fourier, supondo que o meio ¢ homogéneo ¢ isotrdpico.

Q=K (69)
0
q, =K % (70)

r

qx——Ki(j p(x)u”(&x)dT (0 - [u(x) p"(&x)dT(x) Peju & X x)dr(x>] (71)

0 *
qy——Kg[l p(x)u (S;X)dF(X)—l u(x)p"(&;x)dT(x) Peju (&% x)dr<x>] (72)

Levando em consideracdo que o ponto ¢ interno, os valores de U* e p* ndo sdo

singulares e portanto pode-se inverter a ordem de diferenciagdo e integra¢do nestas

expressoes obtendo:
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q =K[1 o925 ar0 - u) P E X ar-pe rju*(ax)u(x)dﬂx)} 73)

og

y r y

q, :K[l p(x)%dr(x)—ju( )Mdr Peju Ex x)dl"(x)J (74)

A solugdo para os pontos pertencentes ao contorno ¢ obtida tomando-se o limite

quando o ponto £ tende ao contorno /.

c(€)u(¢)= [ p(x) u”(&x)dT(x)- fulx) p*(&x)dT(x) Peju (&xu(xHre) (75

r r

Esta equagdo ¢ vélida para pontos & internos ou pertencentes ao contorno /7~

desde que se observe que, para o espaco bidimensional:

0seé ¢(Q+T)
cle)=ipramrsecer (76)
1 seg € Q

Onde S ¢ o angulo interno no ponto &.

Quando o contorno é suave em &, f =7 e portanto C(f) =0,5.

3.3 DISCRETIZACAO LINEAR UTILIZANDO ELEMENTOS LINEARES

MANSUR et al.(1996) determinaram que para se obter a solu¢do numérica da
equagao integral de contorno ¢ necessario que se discretize o contorno /7 em

elementos, que sejam capazes de aproximar bem a geometria, U ¢ p ao longo do
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contorno. Diferentes tipos de elementos podem ser utilizados, tais como elementos
constantes, lineares ou quadraticos como calculado por BREBBIA, TELLES e
WROBEL (1984). Na formulacdo que se apresenta para solucdo fundamental
independente do tempo empregam-se os elementos lineares.

Neste caso o contorno real ¢ aproximado por uma série de segmentos de linha
reta, denominados elementos, sendo estes definidos por dois nds geométricos.

No caso de elementos lineares a discretizagdo ¢ feita dividindo o contorno em
NE segmentos retos. As incognitas sdo avaliadas nos pontos de interse¢do entre dois
elementos consecutivos, isto €, em suas extremidades.

O ponto fonte &, agora denominado ponto de colocacdo ¢ o ponto de intersecdo
entre dois elementos consecutivos, que € simultaneamente n6 geométrico e funcional.

E importante observar que em problemas bidimensionais um “observador”
percorrendo o contorno /- no sentido de integragdo deve deixar o dominio (2 a sua

esquerda conforme mostra a Figura 1.

Dominio fechado Cavidade

Figura 1 Sentido de Integracao.

A orientagdo quando da numeragao dos nés em problemas envolvendo condutos

vazados ¢ na face externa no sentido anti-horario e na face interna no sentido horario,
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formando assim uma regido de integracao entre estas faces do conduto, como calculado
por SOUZA e AZEVEDO (2003).

Efetuada a discretizagdo pode-se substituir a integral de contorno por uma soma
de integrais sobre elementos. Assim, introduzindo—se a aproximacdo geométrica na

equacdo integral de contorno para um ponto de colocacdo & coincidente com um noé

funcional tem-se:

jp (&%) dT0 - [u(x) p*(&x)dT(x) Peju Exu(xr(x) | (77)

=T, I

onde NE ¢é o nimero de elementos.

Agrupando os termos de interesse pode-se escrever a equagao (77) como:

NE

+Zju(x) p"(&x)d(x z Jp(x) u'(&x)dr Peju Exu(x)r(x) (78)
=T, =

A variagdo das fungdes U e p ao longo do contorno ¢ aproximada por um

numero finito de valores nodais usando-se fun¢des de interpolacdo em cada elemento.

No elemento linear os valores de U e p variam linearmente ao longo do elemento
como mostra a Figura 2. Os valores de U ¢ p em qualquer ponto do elemento podem
ser definidos em termos de seus valores nodais e duas fung¢des de interpolagdo N, e N,

na coordenada homogénea local 7 tal que:

35



Figura2  Elemento Linear.

U(U)ZN1U1+N2UZZ[N1 N2]{31} (79)

p(r) =N, p, +N, pzz[N1 N, ]{pl} (30)

As fungdes N, e N, sdo dadas por

1
N, _5(1—77) (81)

N, =%(1+77) (82)

A integral ao longo do elemento j no lado esquerdo da equagdo (78) fica:
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Jub)p(Ear( =[5, N.Jp e jarto- [y h;]{jl} 53)

T, 2 2

N

Onde:
hj = [N, p"(&x)dr(x) (84)
hy = [N, p*(&x)dT(x) (85)

1

. . A . K . . ~ -
O coeficiente de influéncia h;; ¢ definido como a interagdo entre o ponto i sob
consideragdo e um particular nd6 k no elemento j.

Para as integrais de contorno do lado direito da equagdo (78) pode-se escrever:

I 2 2

[otc caro= v w.l el Plarco-loy ail{P L o

Juteu Eo0art)= v Wl borto-lay i)l [ @)

T, 2

e

onde
gj = [N, u*(&x)dr(x) (88)
g; = [N, u"(&x)dr(x) (89)

J
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Para escrever a equacdo correspondente ao n6 i na forma discreta precisa-se
adicionar a contribuigio de dois elementos adjacentes (j—1) e (j) num unico termo,

definindo o coeficiente nodal. Isto resultara na seguinte equagao:

U, Py
A s u
Ci ui +[Hil Hi2... HiN } ’ = [Gil Giz...GiN pz (90)
uN pN

Onde cada termo ¢ igual ao termo h* do elemento (j—1) mais o termo h' do
elemento (j) para um sistema de numeragio no sentido anti-horario. O mesmo aplica-
se para G;; .

A equacgdo (90) pode ser escrita na forma compacta da seguinte maneira

NE ~ NE

CiUi+ZlHij uj:Z}Gij p; 91)
1= J

ou mais simplesmente

NE NE
2 Hiu =Gy p, 92)
i=1 i=1

onde
H; =Hj para i=#j, (93)
H; =Hi+c parai=]j. (94)
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Quando se escreve a equacgdo (92) para cada n6 funcional, obtém-se um sistema
de equacdes de ordem (NE x NE) o qual pode ser representado na forma matricial

[H]uj=[c]{P] (95)

Se a superficie ndo ¢ suave no ponto i, o valor ¢, =0,5 ndo ¢ mais valido, mas

pode-se calcular os termos da diagonal de H usando o fato que quando um potencial

uniforme ¢ aplicado no corpo inteiro os valores de p devem ser zero. Sob esta condi¢do

a equacao (95) produz para dominios fechados:
[H]{I}=0 (96)

A equagdo (96) indica que a soma de todos os elementos de H numa linha deve
ser zero, conseqiientemente os valores dos coeficientes da diagonal podem ser
facilmente calculados uma vez que todos os coeficientes ndo pertencentes a diagonal

sdo conhecidos, isto é:

Hi = _i H ij O7)
=1

i#]

Em dominios infinitos temos:

N
H, Z_;HUH, i=12,..,N. (98)

i#]
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O Sistema de equacdes dado pela expressao (99) deve ser reordenado de tal
forma a se ter os coeficientes que multiplicam as incognitas do lado esquerdo e apds a

aplicacdo das condi¢des de contorno, pode ser escrito como:

[AliX}={F} (99)

onde
{X} Contém as incognitas nos nos funcionais.
{F} Vetor de termos independentes que contém as contribuigdes dos valores

conhecidos do contorno.

As condigdes de contorno sdo impostas da seguinte maneira: quando U; €

conhecido, a coluna j da matriz [A] é igual a menos a coluna j da matriz [G] e o
vetor {F} recebe uma contribuicio igual a —u ; multiplicado pela coluna j da matriz
[H]; quando p ; € conhecido, a coluna jda matriz [A] ¢ igual a coluna j da matriz
[H] e o vetor [F] recebe uma contribui¢do igual a p; multiplicado pela coluna j da

matriz [G].

3.4 INTEGRACAO NUMERICA

O céleulo dos coeficientes H; e G; quando os pontos fonte e campo ndo sdo

coincidentes, isto €, fora da diagonal principal (i # j), envolvem integragdes regulares e
pode-se usar quadratura de Gauss. A integragcdo de uma fungdo f(X) em um intervalo
[a,b] ¢ feita usando-se coordenadas naturais 77, conforme indicado na expressdo a

seguir:

40



L= [t ()ax = [ £[x()][3]d7 (100)

Pode-se escrever em relagdo aos limites de integragdo e a coordenada de Gauss a

seguinte expressao:
x=a+b_Ta(n+1) (101)

Sendo o Jacobiano |J| em (100) dado por:

dx=|J|d77=b;2""dn (102)

Escolhido o numero de pontos de Gauss “NG’ que vai ser utilizado na

integracao, “| ” pode ser calculado por:
NG
I ZZf(X(m))WkJ(m) (103)
k=1
b —a NG
=== flxmlw, (104)
k=1

Para integragdes dentro de um elemento reto linear de comprimento I; pode-se
escrever a equagao (104) da seguinte forma, como determinado em BREBBIA et al.

(1984).

I =25 f[x(m )w, (105)
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Sendo: NG — Numero de pontos de Gauss

l.
J - Jacobiano de transformagio de varidveis = — = =

dn 2

1., W, - coordenadas e pesos de Gauss tabelados.

Os coeficientes da diagonal de [H] e [G] envolvem nucleos singulares e podem

ser calculados analiticamente:
H, =c(g) pois Hi=0 (106)

or : . A . . . .
Uma vez que o 0 nas integragdes que contém a singularidade pois r ¢é
n

perpendicular a normal .
O calculo dos coeficientes de influéncia da matriz [G] quando o ponto de
colocagdo &; situa-se sobre um dos nds do elemento I';, serd apresentado na sec¢do

seguinte.

3.5 CALCULO ANALITICO E NUMERICO DOS COEFICIENTES DE

INFLUENCIA DA MATRIZ [G] PARA ELEMENTOS LINEARES

Apresenta-se nessa se¢do o calculo analitico dos coeficientes de influéncia da

matriz G, para o caso do ponto de colocagdo &, coincidir com um dos nds do elemento
[';. Esses coeficientes compdem a diagonal principal da referida matriz. Serdo

analisados os casos unidimensional e bidimensional.
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O numero de Peclet pode ser calculado de forma global, onde o comprimento
caracteristico sera a maior dimensao da geometria em estudo. Num rio, por exemplo,
seria o comprimento longitudinal do mesmo, ou pode ser local e nesse caso o
comprimento de referéncia ¢ o tamanho do elemento da malha discretizada. Neste caso
particular em que Pe(x) = Pe = Constante, a solucao da equacao da difusdo-adveccao
unidimensional determinada por GRIGOR’EV (1994) é:

(Pe.x) _
u(x):ee?1 (107)

-1
Nas equacdes abaixo apresentadas os indices 1 e 2 representam,

respectivamente, o no inicial e final do elemento T';.

A sub-matriz abaixo identificada como g;; ¢ de ordem (1 x 2), e pode ser

representada como (o indice i se refere ao n6 &, ; o indice J, ao elemento I'; ):

J r

gijz[glij gzijj| = IU*[Nl Nz]dr (108)

O célculo ¢ desenvolvido na coordenada natural 7 e o Jacobiano da

|
J|=5’

transformagao ¢ igual a metade do elemento, isto &,

! 2 [
93 =[gij gu} = - _[U [Nl Nz]dn (109)
R 5

Desse modo:
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1 |. 1 .
Qij =t IN1 udn=
2

I_j
2

e PE.X) _ 1

j(l—n) (pe

’ e -1

dn (110)

| =

A funcdo de interpolagdo N, e a distancia r entre o ponto fonte € o ponto

campo sao eXpressos por:

)
Nl_—2 (111)

x:%(lm) (112)

Substituindo (112 e 111) em (110), obtém-se:

e(Pe.Ij(1+n)/2) -1

ginZIij.( (epe_l) J(l_ﬂ)dﬂ (113)

gilj _ |J- { j‘(e(Pe.Ij(Hn)/Z)_l)dn + j‘ (e(Pe.Ij(Hn)/z)_l)(_?]) d77 (114)
-1

Integrando por partes e efetuando uma mudanca de varidvel (1+7=<¢), nos

termos entre colchetes na equagdo (114) separadamente e posteriormente adicionando-

os determina-se para o primeiro coeficiente de influéncia a seguinte expressao:

gl _ 2 —2eP) 1 [j.Pe(2+1j.Pe)
. 2(-1+e™ )Ij.Pe?

(115)
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1
_0 “dp= L
9= _lezu dn =" £N2 47 (116)
Sendo:
szw (117)
2
Ij
x=3(l+77) (118)

Substituindo (117) e (118) em (116) encontra-se a seguinte expressao:

1

| ! Pex l. ) 1 )
—JJ. e - 1 (1 + ﬂ)df] _ epej — J'e(Pe.IJ(l+n)/2) 1 d?] n J' (e(Pe.Ij(l+n)/2) _ 1)(77) d?]
el el

(119)

Os termos entre colchetes da equacao (119) podem ser integrados separadamente
e posteriormente adicionados, o que nos permite escrever para o segundo coeficiente de

influéncia a seguinte expressao:

> 4-21j%Pe? + 4e™)(—1+1j.Pe)
9= 4(-1+e™ )Ij.Pe

(120)

Para o caso unidimensional, com nimero de Péclet variavel, recomenda-se fazer
o mesmo desenvolvimento para determinacdo dos coeficientes de influéncia, porém
fazendo uso da solucdo fundamental unidimensional da equagdo da difusdo-advecgdo
calculada por GRIGOR’EV (1994) e representada pela expressao (56).

O procedimento para determinagdo dos coeficientes de influéncia para o caso
bidimensional ¢ andlogo ao caso unidimensional, porém utilizando a solucdo
fundamental correspondente dada pela expressdo (59). Neste caso, assim como para

solugdo fundamental dependente do tempo, uma alternativa ¢ expandir em série de
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Taylor o termo exponencial, utilizar a quadratura de Gauss e transformada de Telles

para o célculo da integracdo numérica da solu¢ao fundamental devido a complexidade

desta.

(_VRT

2k
+ In(pr/2) dn (121
27K 1! 2! 3 n(,u ) 7 (121)

i (1) — | 1+(_2\/"Rj+(_2v"Rjz

3.6 ACOPLAMENTO DO METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

COM O METODO DAS DIFERENCAS FINITAS

O tratamento das derivadas no tempo serd feito pelo Método das Diferengas
Finitas. Supode-se que a derivada no tempo, possa ser aproximada pelo quociente da

variagdo dos potenciais pelo intervalo de tempo correspondente, admitindo um At

suficientemente pequeno. Como os valores dos potenciais no tempo inicial sdo
conhecidos, os valores finais, quando ndo prescritos, passam a ser incognitas do

problema.
Procedendo de forma andloga ao desenvolvimento para a equagdo de Laplace

calculado por JESUS (2001), obtém-se a seguinte equagdo integral de contorno para

pontos de colocagao situados no contorno.

c(&0u(&,)+ [u(kt)p'(&x)dr(x)=
_f p(x,t)u”(&x)dr(x) - pe.[u*(g; Xu(x)r(x) - Pej ou(x,t)

! (&x)dQ (122)

ou(x,t) u(x,t+At)—u(x,t)
ot At

(123)
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Substituindo (123) em (122) obtemos:

c(E)U(&,t+At)+ Ju(x,t +At) p*(&x)dI(x) = j p(x,t +At)u"(&;x)d(x)

- Peju*(§;x)u(x)ir(x) - Pej‘{u(x’t - AAtz — U(X’t)}u*(é; X)dQ (124)

Desenvolvendo o termo da integral de dominio chegamos a:

c(E)u (&, t+ At)+ju(x,t +At) p’(&;x)dT(x) = _[ p (x,t+At)u"(&x)d(x)

r

" Pe o Pe "
—Pef[u (& x)u(xr(x) X E[u(x,t+At) u*(&;x) dQ + v E[u(x,t) u”(&;x)dQ

(125)

Agrupando-se convenientemente os termos obtém-se:

c(f)u(@’,t+At)+Iu(x,t+At) p*(é;x)dr(x)+%fu(x,t+m) u*(&;x) dQ =

—Pe [u" (&x)u(dre) + [ p (x,t+At) u” (& x)d T (x) + % [utot) u™(&x)de

(126)

3.7 DISCRETIZACAO DA EQUACAO INTEGRAL COM ELEMENTOS
LINEARES NO CONTORNO E CELULAS TRIANGULARES NO

DOMINIO

Para se obter a solucdo numérica da equacdo integral de contorno ¢ necessario
que se discretize o contorno /° em elementos que sejam capazes de aproximar bem a

geometria U ¢ p ao longo do contorno. Diferentes tipos de elementos podem ser
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utilizados, tais como elementos constantes, lineares ou quadraticos, sendo que na
formulacao que se apresenta emprega-se os elementos lineares.

Na discretizagdo com elementos lineares o contorno ¢ dividido em NE
segmentos retos. As incognitas sdo avaliadas nos pontos de interse¢do entre dois
elementos consecutivos, isto €, em suas extremidades.

A equacdo integral (122) apos discretizagdo do contorno pode ser escrita como

0+ 3 Jub)p (60093 [ et (sx)art
S R (127)
[0, g

ZE: e.[u & x)u(x)r(x) - (Pe+k)j

j=1
J

Introduzindo na equagdo (127) a aproximacgao funcional na qual os valores de u
¢ p variam linearmente dentro de cada elemento I';, utilizando as fungdes de
interpolagdo N, e N, na forma matricial como definidas e implementadas no

CAPITULO 2 tem-se:

p=4

E

SN Wl | art-S i Nl Y] art

2 ji=lr 2

1l
—_

NZE: —Pe[N, Nz]u*(g;x){ul} dr(x)-(Pe + ija“(Xt) (&x)dQ (128)

2 r=1Q,

Conforme foi descrito, a solu¢gdo numérica da equagdo integral parte da
aplicacdo de uma aproximag¢do geométrica e funcional no contorno, a qual foi feita com
elementos lineares. Todavia, a presenca da integral de dominio na equagdo (127) torna
imperativo a necessidade de discretizagdo do dominio, o qual foi feito com células
triangulares lineares internas, onde o potencial ¢ interpolado linearmente.

A equacgdo (128) na forma discreta se escreve do seguinte modo:
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cu 3 [IN NZ]u*(ﬁ;X){ul}Mt ar(x)

U,

+
o
D
e—,
| |
=
=
)
| )
[
*
—_
M
>
—
—
[
-
T
>4
o
ﬂ
—_
>
N—"

i

+ PZ:k)NZC:_fu(x,HAt) u*(&x) szNE N, Nz]u*(g;x){pl} dr(x)+
(PeAJtr k) rNCleu(x,t) u"(&;x) dQ (129)

Onde NC ¢ o numero total de células no qual foi discretizado o dominio, r ¢ o
indice que se refere a célula que esta sendo integrada. Admitindo que dentro de cada

célula U varie linearmente com a coordenada intrinseca triangular m.
u=¢{u} (130)
Utilizando fung¢des de interpolagdo ¢ = [¢1 0, ¢3], cujo detalhamento se faz

na secao seguinte , obtem-se para a equagao (129)

U,

UZ} ar(x)
AP g i) ) 0= Sl wluten P ortas

T 3| [N NER g

i=lr 2

} dr<x>+j”zfperjj[wl Nz]u*@;x){

At r=1 j=lT; 2
(Pe + k)< . .
¢ u(&x) {u) do (131)
At r=1o ~

Onde {uc} ¢ o vetor contendo os valores de potenciais nodais na célula.

Aplicando-se a equacdo discretizada na forma da equagdo (131) para todos os
ndés do contorno e dos pontos internos, pode-se escrever um sistema de equagdes com

representacao matricial do tipo:

(Pe+k) B (Pe+k)
[H]{U }t+At + T[M]{U }t+At _[G] {P}H—At +T[M]{U }t (132)
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A equacdo (132) pode ainda ser escrita da seguinte forma:

HIUL =[6lPL, + P ) (133

3.8 EQUACAO INTEGRAL EM FORMA MATRICIAL

Tendo em vista que em razdo da proposta de solu¢ao da equagdo, os potenciais
nos pontos internos sao calculados simultaneamente com as incognitas do contorno, €
objetivando melhor ilustrar a composi¢ao das matrizes que sdo termos da equagao
(133), esta também sera obtida a partir da representagdo matricial.

Escrevendo-se a equacao discretizada na forma da equagdo (133) para todos os

no6s do contorno e dos pontos internos, obtém-se:
M)V} =[6) P ~IM){U 34

A equagdo integral pode ser representada por uma equagao matricial do tipo:

v T
38

v T
=)
c
(¢]
@
3
O
o
<
38
<
=)
c

v T
C_
@
1O
o
<
<
c

Tendo em vista que a derivada temporal ¢ aproximada por diferencas finitas

tem-se:
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u ! u u
=— - 136
N At i ui ( )
EI ~ J t+At ~ Jt
Substituindo (136) em (135) obtém-se
H ¢ H e u c G cc 0 pC
H" I | |u' G" 0|0
- - - t+At - - = Jt+At
cc ci u c cc M Ci u o
(Pe+k) | - L L ek | e 137
At ic i i At ic ii i
M M u M M u
~ ~ ~ t+At ~ ~ ~ t
Reordenando os termos obtém-se um sistema de equagdes do tipo:
_H cc H Cl c cc M Cl UC
- ik (Pe+k) | - e
_+_ =
ic i At ic ii i
H I u M M u
L~ ~ ~ t+At ~ ~ ~ t+At
_G cc 0 ¢ ; y cc M ci u c
L (Petk) (138)
ic At ic ii i
G 0[]0 M M u
L~ ~ ~ At ~ ~ ot

Os superindices C e | designam , respectivamente, o contorno ¢ o dominio.
Onde o primeiro superindice corresponde a posicdo do ponto fonte e o segundo a

posic¢do do ponto campo.
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Pode-se observar na equagdo acima que a matriz [H] ¢ formada a partir das

. cc ci ic . . A . ~
sub-matrizes H™, H™, H™, | . Por sua vez, os coeficientes de influéncia destas sdo

obtidos da interagdo entre os pontos de colocacdo situados sobre o contorno e o

dominio.

A sub-matriz identidade | representa os coeficientes ¢(£)=1 associados aos

pontos internos.

A matriz [M] ¢ formada pelas sub-matrizes M®, M®, M*® ¢ M". E uma

matriz cheia cujos coeficientes de influéncia resultam da interagdao entre os pontos de

colocacao situados no contorno € os pontos internos pertencentes ao dominio.

O calculo dos coeficientes de influéncia das matrizes [H] e [G] se faz da
mesma maneira analoga ao descrito no item (3.5) do CAPITULO 3. O calculo dos
coeficientes de influéncia da matriz [M ] se faz como descrito na se¢do a seguir.

A equagdo matricial dada por (138) pode ainda ser escrita como

« (Pe+k) o i (Pe+k)
AT e G*  o||F
= +
H.c+(Pe+k)M.C I+(Pe+k)M.. UI G'C 0 0
~ At ~ ~ At ~ ~ t+At ~ ~ ~ Jt+At
cc MCl uC
(P‘;k) N N (139)

O sistema de equagdo dado por (139) pode ser escrito de forma mais compacta como:

U}, = [61Ph + 2 (140
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Ao impormos as condigdes de contorno do problema, as colunas
correspondentes das matrizes [H] e [G] podem trocar de posi¢do como descrito no

CAPITULO 2.
Observa-se que o segundo termo do lado direito da equagdo (140) ¢ conhecido

uma vez que o vetor condigdo inicial {U}, ¢ prescrito e resulta num vetor ora
denominado {F2},. Apés a aplicagio das condi¢des de contorno, o primeiro termo
também ¢é conhecido e gera o vetor {Fl},,,,. A soma de {Fl},,, +{F2}, produz o

vetor {F},,, . A equagdo (140) se escreve entdo da seguinte forma:

[Ally} a0 ={F1} 0 +1F2) = {F), (141)

onde: {y} contém as incognitas nos nds funcionais.

{F} ¢ o vetor de termos independentes, contém as contribuigdes dos valores
conhecidos do contorno.

As condigdes de contorno sdo impostas da seguinte maneira: quando u; €
conhecido, a coluna j da matriz [A] ¢ igual a menos a coluna j da matriz [G] e o
vetor {F} recebe uma contribuicio igual a —u ; multiplicado pela coluna j da matriz
[H ]; quando p; € conhecido, a coluna jda matriz [A] ¢ igual a coluna j da matriz
[H] e o vetor [F] recebe uma contribui¢do igual a p; multiplicado pela coluna j da
matriz [G].

Para a solu¢do do sistema de equagdes, o nivel de tempo ou periodo de interesse
¢ dividido em intervalos, e a equagdo da difusdo-advecc¢do ¢ resolvida sucessivamente

para cada intervalo de tempo discreto, determinando os potenciais finais do intervalo, os

quais corresponderdo aos valores iniciais na analise do intervalo seguinte.
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Desse modo, o sistema de equagdes representado pela equacao (141) ¢ resolvido
para as incognitas do problema : potencial e derivada normal no contorno I', e

potencial em Q, no instante (t+At). A solucdo para o instante seguinte ¢ obtida

atualizando-se o vetor condi¢do inicial, ao qual ¢ atribuido aos potenciais do tempo

atual, e efetuando a mesma seqiiéncia de operagdes.

3.9 INTEGRACAO DA SOLUCAO FUNDAMENTAL NO DOMINIO

Para o célculo da integral presente na equacdo (131), adotou-se o procedimento

da Quadratura de Hammer.

[utx,t+a0) u'(gx) do (142)

Definindo um sistema de coordenadas intrinseco (771‘772) no subdominio Q,

constituido por uma célula triangular como apresentado na Figura 3. Os potenciais em

Q; sdo calculados em fung@o dos valores nodais correspondentes.

m

N
>

(0;0) Ui

Figura3  Célula triangular e sistema de coordenadas intrinseco.
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Designando os eixos coordenados cartesianos por (x,y), as coordenadas
intrinsecas sdo definidas pela expressdo (143), onde a representa o ponto ao qual se

refere a funcdo de interpolacao:

1, =5 A +b,x+a,y) (143)
a, =X, —X,
b, =Y,-V,
AL =X,y =X, Y, (144)

A= (b1 a, —b, a )/ 2 ¢ a 4rea da célula

com o =123 para f=231¢ y =312
Admitindo que o potencial U varie linearmente dentro do dominio Q;, pode-se

escrever:
u=¢ {uc} (145)
Em que (1)2[(])1 0, ¢3] e {uc} sao as funcdes de interpolacdo na forma

matricial e o vetor contendo os valores de potenciais nodais na célula respectivamente.
Tendo em vista que a soma das coordenadas triangulares soma 1, a terceira

coordenada intrinseca sera dada por 7, =1-73, —n,.
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Substituindo (145) em (142) obtém-se:

[o u(&x) {u}do (146)

Q;

Para a formac¢do da matriz [I\/I], equagdo (146), cada c¢lula Q; contribui com
uma sub-matriz m (o indice i refere-se ao ponto fonte ; o indice j, a célula ) dada
~i
por:

rpij = Hm u'm,u’ n3U*] dQ (147)
O

]

A integral dada por (147) pode ser calculada numericamente utilizando a
Quadratura de Hammer, procedimento este adotado nesta implementacdo conforme a

seguir:
m = [¢ u'(&x) d9=2(¢ u*(a;x))KwKAj (148)

Onde K ¢ o numero de pontos de integragdo, W, ¢ o peso associado a cada
ponto, A; € a drea da célula.

As coordenadas intrinsecas ou triangulares que correspondem aos pontos de

Hammer e seus respectivos pesos foram determinados por BREBBIA et al. (1984).
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CAPITULO4- USO COMBINADO DE  SOLUCOES

FUNDAMENTAIS

A linearidade da equagdo diferencial e das condi¢des de contorno faz com que o
historico de temperaturas nos nds do contorno e do dominio seja igual ao historico
correspondente a um choque térmico unitario multiplicado pelo valor do choque térmico
e comecando no instante em que este ocorre.

A Figura 4 representa a distribuicdo de potencial na face interna e na face
externa de um conduto ( correspondente ao exemplo de transferéncia de calor por
convecgdo em conduto, descrito na se¢do (6.3) ). Esta apresenta dois pontos de interesse
para fonte concentrada: o ponto de inflexdo e o ponto de estabilizagdo. O critério que
define o ponto de inflexdo ¢ a mudanga de sentido da reta tangente a curva, o que
numericamente ¢ determinado pela derivada segunda nula. J4 o ponto de estabilizacdo ¢
o inicio do patamar em que o regime permanente foi alcangado, ou seja, que o potencial
deixou de variar ao longo do tempo. Este ¢ definido numericamente quando em todos os
no6s do contorno € do dominio o potencial num tempo t apresenta a derivada primeira
nula.

O ponto pertencente ao dominio ou ao contorno no qual sdo efetuados os testes
de derivada primeira e segunda ¢ uma questio que merece destaque devido sua
influéncia direta no nimero de intervalos de tempo gastos até que os pontos de inflexao
e de estabilizacdo sejam alcancados. Estes pontos serdo determinados tdo mais cedo
quanto mais proximo estiver o ponto de analise do ponto de langamento da fonte ou de
maior potencial. No modelo ora proposto este ponto de analise das derivadas esté livre

para escolha do usuério ( dado de entrada do modelo ), porém os resultados dos
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exemplos deste trabalho foram obtidos escolhendo o ponto central da geometria em

estudo.
TRANSFERENCIA DE CALOR NAS FACES DE CONDUTOS.
200 —
1907 e T ponto de estabilizagio
= 120 —| e
< | o
E 80 ,
[} /
= = ;
/Qﬁ
7 < ponto de inflexdo
B ) J
0 \ \ \ \ \
0 1 2 3 4 5
Tempo (s)
- - -<>--- face externa do conduto
+ face interna do conduto

Figura4  Distribui¢do de potencial para um choque térmico unitério.

Com essas informagdes e devido a solucdo fundamental dependente do tempo
apresentar maior precisdo € um maior consumo de tempo computacional, como
determinado em SOUZA (1999), principalmente quando utilizamos solu¢do numérica
da equagdo da difusdo-advecgdo ( substituindo o resultado da integral analitica no tempo
da solugdo fundamental e da sua derivada normal pela 4rea correspondente ) e que a
solugdo fundamental independente do tempo possui menor precisdo € menor consumo
de tempo de processamento computacional, parece dbvio que uma forma eficaz de
resolver problemas de difusdo e de difusdo-adveccdo ¢ desenvolver um modelo que

contemple estas duas solugdes ( esses dois modelos ) e as utilize com critério nos
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periodos de tempo onde cada uma demonstra ser melhor quanto a precisao ou ao tempo

de processamento.

Dessa forma foi desenvolvido um modelo, o ( MDASFDT ), objetivando a
solucdo da equagdo da difusdo-adveccdo transiente bidimensional com solugdo
fundamental dependente do tempo, que serd utilizado até que se atinja o ponto de
inflexdo da distribui¢do de potenciais; e outro utilizando solucdo fundamental
independente do tempo denominado ( MDASFIT ), aplicavel do ponto de inflexao até o
ponto de estabilizacdo que caracteriza o regime permanente. Apos atingido esse patamar
a execu¢do do programa ¢ interrompida, cujo critério de “parada” é a determinagdo da
derivada primeira nula. De forma analoga se obtém um modelo apenas para estudos de
difusdo anulando as variaveis correspondentes a velocidade.

Num primeiro momento poderia-se pensar que o modelo MDA apresenta valores
idénticos aos do modelo com solug¢do fundamental independente do tempo no periodo
entre o ponto de inflexdo até o ponto que caracteriza que o regime permanente foi
alcangado, porém isso ndo ocorre, pois a implementagdo foi desenvolvida de forma que
o calculo dos potenciais e derivadas normais, no intervalo de tempo apos ser atingido o
ponto de inflexdo, utilize como dados de entrada os potenciais e suas derivadas normais
obtidas pelo modelo com solucdo fundamental dependente do tempo, o MDASFDT.
Isto se justifica devido ao MDASFIT nao necessitar o calculo dos potenciais até o ponto
de inflexdo, o que ja resulta em economia de tempo de processamento computacional e
devido este passar a utilizar como dados de entrada a saida do modelo MDASFDT que
apresenta resultados mais proximos da solucdo analitica, o que resultard em uma maior

precisdo nos resultados do ponto de inflexdo até o ponto de estabilizagao.
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CAPITULOS - IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL E

DESCRICAO DAS SUBROTINAS

O programa para solu¢do de problemas de difusdo-adveccdo transiente MDA foi
elaborado em linguagem computacional FORTRAN 90 com o compilador PowerStation
e consiste no gerenciamento de trés alternativas de modelagem. A primeira utiliza
somente solu¢do fundamental dependente do tempo, a segunda utiliza apenas solucdo
fundamental independente do tempo e a terceira possibilita 0 uso combinado das duas
anteriores, aproveitando as melhores caracteristicas de cada uma, de forma a se obter
boa precisdo e menor consumo de tempo de processamento computacional, ou seja, o
programa principal gerencia dois modelos, a saber:

O MDASFDT que foi desenvolvido por SOUZA (1999) e o MDASFIT foi
desenvolvido por SOUZA (2005), tendo para este ultimo como referéncia o estudo da
difusdo determinado por JESUS (2001). A Figura 5 apresenta o fluxograma da estrutura
de programagao do programa principal e na seqiiéncia esta a descricao das subrotinas

correspondentes.

O modelo ora desenvolvido apresenta trés alternativas de calculo:

e Resolver a equagdo da difusdo e da difusdo-advec¢do transiente utilizando
apenas a solugdo fundamental dependente do tempo;

e Resolver a equacao da difusdo e da difusdo-advecgao transiente usando apenas a
solugdo fundamental independente do tempo;

e Resolver a equacdo da difusdo e da difusdo-advecgdo transiente através do uso
combinado da solucdo fundamental dependente e independente do tempo

objetivando uma maior eficiéncia.
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As trés alternativas e¢ a escolha desta ¢ realizada através da definicdo de uma
variavel denominada ( iflag ), que pode ser 1, 2 ou 3 respectivamente. O modelo MDA
ainda possui uma alternativa ( iflag = 4 ) para comparar todas as alternativas de
modelagens ja descritas através de uma saida grafica simplificada com o uso das
“libraries” do compilador FORTRAN PowerStation.

Uma preocupacgdo de engenheiros e pesquisadores é estabelecer mecanismos de
prote¢do quanto ao uso de modelos computacionais, o prazo de validade de uma
determinada versdo ¢ o numero de instalagdes permitidas, dessa forma foram
implementadas subrotinas no modelo ora proposto, com uma forma alternativa de
“chave de tempo” que atenda a todas essas necessidades simultaneamente. Detalhes e

implementagdes dessa proposta estdo discutidas no APENDICE A.
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INICIO

’

USE PORTLIB
USE MSFLIB

’

<>

|

CALL MDASFDT

CALL MDASFIT

CALL PGOPT
CALL PLOTP

FIM

Figura5 Fluxograma do programa principal.
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PORTLIB — “Library” do FORTRAN PowerStation utilizada na avaliagdo do tempo de

processamento do modelo e leitura da data do computador.

MSFLIB - “Library” do FORTRAN PowerStation necessaria para elaboragido da saida

grafica do modelo.

SUBROTINA TRAVA — E a responsavel pelo gerenciamento da permissdo de uso do
modelo (chave de tempo). Consiste em testes verificando a data de instalacdo ou
execucdo do modelo ¢ a data atual do computador, conferindo estes valores com os
previamente gravados no arquivo bindrio cripitografado ‘“‘chave.tmp” presente no

diretdrio onde esta o arquivo executavel do modelo.

SUBROTINA MDASFDT - Esta sub-rotina apresenta a solugao da equagdo da difusdo-

adveccao transiente com solu¢ao fundamental dependente do tempo.

SUBROTINA MDASFIT — Esta contempla a solugdo da equagdo da difusdo-adveccao

transiente com soluc¢do fundamental independente do tempo.

SUBROTINA PGOPT — Esta sub-rotina intrinseca do FORTRAN PowerStation ¢
utilizada para elaboragdo do grafico. Nela sdo especificados as dimensdes e os limites

dos eixos cartesianos.

SUBROTINA PLOTP — Esta sub-rotina intrinseca do FORTRAN PowerStation ¢
utilizada para armazenamento dos dados de entrada (resultados do programa MDA) e

para construcao da saida grafica.
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5.1 IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL DA SOLUCAO
FUNDAMENTAL DEPENDENTE DO TEMPO, FLUXOGRAMA E

DESCRICAO DAS SUBROTINAS

Na implementacdo computacional do modelo MDASFDT sao considerados
elementos constantes tanto no espaco quanto no tempo.

No arquivo de dados, todos os valores prescritos (potencial, a derivada normal
do potencial e convecgdo) sdo lidos e armazenados temporariamente num vetor
denominado “{valor}”.

O tipo de condi¢des de contorno em cada elemento ¢ dado pelo vetor “{kode}”,
que permite formar uma matriz [Fi] com valores de potencial e [Dfi] com valores de
fluxo em todos os intervalos de tempo.

A condicdo de contorno de convec¢do ¢ mais usual em problemas envolvendo
transferéncia de calor, como no caso de aquecimento em interior de condutos, sendo que
em problemas de avaliacio de concentracdo de efluentes em rios esta condi¢do de
contorno geralmente ndo ¢ utilizada.

As matrizes sdo preenchidas de acordo com o seguinte codigo:

(0) para potencial prescrito
(1) para fluxo prescrito.

(2) para convecgdo prescrita

As matrizes [Fi] e [Dfi] sdo preenchidas apenas com os valores prescritos e
posteriormente receberdo os valores calculados pelo programa.

Os coeficientes das matrizes [G] e [H] sdo calculados em todos os intervalos de
tempo antes do calculo das incdgnitas para um passo de tempo constante, pois

independem dos valores de potencial ou fluxo. Porém, os coeficientes de [G] e [H] do
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primeiro intervalo de tempo, que multiplicam as incognitas, sdo armazenados numa
matriz intermedidria [C] que possui uma cépia da matriz do sistema em todos os
intervalos de tempo. J& os coeficientes que multiplicam valores prescritos sao

armazenados na matriz [B].

Os coeficientes Hi‘j( sdo obtidos a partir das derivadas normais da solugdes

fundamentais integradas no tempo p;, P,, Ps»-..» Py -

No primeiro intervalo de tempo o problema ¢ resolvido como regime
permanente, ocorrendo a troca das fungdes utilizadas devido a integra¢do no tempo. Ja
nos demais passos de tempo, hd necessidade de acrescentar os valores obtidos
anteriormente no vetor de termos independentes. Os produtos [H]{U} e [G]{P} em toda
a historia do tempo sdo acrescidos, fazendo assim a convolugao.

Para a resolucdo do sistema de equacdes, os valores da matriz [C] que
multiplicam as incégnitas sdo transferidos para a matriz [A] e os valores prescritos de
potencial e fluxo daquele intervalo de tempo sdo transferidos para um vetor de
condicdes de contorno prescritas [ Vpr].

O método de Gauss-Jordan desenvolvido (BREBBIA e DOMINGUEZ, 1989) ¢
utilizado como solver para solu¢do do sistema de equagdes e considera a matriz de
coeficientes [A] e o vetor de termos independentes [F] como dados de entrada.

Os valores prescritos no nivel de tempo em considerac¢do sao multiplicados pelos
coeficientes da matriz [B], gerando o termo correspondente a influéncia do tempo atual
do vetor de termos independentes [F], o qual serd acrescido de toda a “historia” passada
da andlise. Esta contribuicdo ¢ calculada com os passos de tempo anteriores,
multiplicando-se respectivamente os coeficientes de [H] e [G] pelos valores de potencial

e fluxo ja obtidos.
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Apos a solugdo do sistema de equagdes, o vetor [F] passa a conter os valores das
incognitas calculados para o intervalo de tempo. De acordo com o cddigo de cada
elemento (0,1 ou 2) estes valores serdo armazenados nas matrizes de potencial [Fi] e de
fluxo [Dfi].

O programa MDASFDT tem por objetivo inicial a resolucao de problemas com
a equagdo integral de contorno da difusdo-advecgdo “numericamente”. Devido as
dificuldades para se obter uma solucdo analitica geral desta equagdo, foi determinado
por SOUZA (1999) um método mais adequado para substitui¢do da integral no tempo
da solugdo fundamental dependente do tempo pelo calculo de areas sob a curva
representativa desta equagdo, sendo escolhido devido sua precisio o método da
quadratura de Gauss.

A singularidade logaritmica existente em problemas de difusdo e de difusdo-
adveccdo transiente, no primeiro intervalo de tempo, foi resolvida atravéz de uma
criteriosa divisao do primeiro intervalo de tempo e o uso da transformada cubica de
Telles, conforme descrito no APENDICE B e determinado em SOUZA (1999).

A Figura 6 apresenta o fluxograma do programa MDASFDT e em seguida estao

descritas as subrotinas correspondentes.
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Figura 6  Fluxograma do programa MDASFDT.
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SUBROTINA LER - tem a fungao de ler e carregar os dados gerais do problema para o

programa MDASFDT.

SUBROTINA GAUSS40 — Esta sub-rotina inicializa coordenadas e pesos de Gauss que
irdo ser utilizados nas sub-rotinas MATGH, SOLNUM, DERNUM e SOLNUMI1 tendo

opcao de até 40 pontos de Gauss.

SUBROTINA MATGH - Esta sub-rotina tem por finalidade gerar os coeficientes de
influéncia das Matrizes [H] e [G], fazendo uso das sub-rotinas “solnum”, “dernum” e

“solnum1”.

SUBROTINA SOLNUM - Esta sub-rotina resolve numericamente a solugdo
fundamental dependente do tempo em substituicao a integracdo analitica desta no tempo
através do cdlculo de area sob a curva da equacdo correspondente pelo método de
Gauss, em trechos posteriores a primeira parte da divisdo do primeiro intervalo de

tempo.

SUBROTINA SOLNUMI1 — Apresenta implementacdo similar a sub-rotina SOLNUM,
porém na primeira parte da divisdo do primeiro intervalo de tempo faz uso da

transformada de Telles para solucionar a questdo da singularidade logaritmica.

SUBROTINA DERNUM - Esta sub-rotina resolve numericamente a derivada da
solu¢do fundamental dependente do tempo em substituicdo a integragdo analitica desta
no tempo através do calculo de area sob a curva da equacao correspondente pelo método

de Gauss.
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SUBROTINA SLNPD — Esta ¢ utilizada para resolucao do sistema de equagoes.

SUBROTINA PTINT — Esta sub-rotina gera os coeficientes de influéncia das Matrizes
[H] e [G] para pontos de colocagdo situados em pontos internos utilizando para tal fim

as sub-rotinas “solnum” e “dernum”.

SUBROTINA RESULT — Grava os resultados nos arquivos de saida e armazena as

informagdes de potencial e de fluxo que serdo transferidos para o MDASFIT.

5.2 IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL DA SOLUCAO
FUNDAMENTAL INDEPENDENTE DO TEMPO, FLUXOGRAMA E

DESCRICAO DAS SUBROTINAS

A implementagdo computacional do Método dos Elementos de Contorno para
solucdo da equacdao da difusdo-adveccdo transiente utilizando solu¢ao fundamental
independente do tempo faz uso do M¢étodo das Diferencas Finitas para o
estabelecimento de um processo de marcha no tempo.

Partindo-se de um valor de potencial conhecido no instante inicial, o avango no
tempo ¢ obtido resolvendo numericamente a equacdo da solucdo fundamental
independente do tempo. Valores de potencial no instante seguinte sdo entdo calculados
num numero suficiente de pontos internos, que sdo fornecidos como condi¢do inicial
para analise do tempo seguinte.

Sendo um processo dindmico a idéia principal € calcular as incognitas de
contorno ( potencial e derivada normal no contorno ) e potencial em pontos internos

simultaneamente.
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O programa contempla as solugcdes em regime permanente € em regime
transiente.

O codigo do programa escrito utiliza alocagdo dinamica de arrays, o que permite
que estes sejam alocados em tempo real de execugdo, evitando seus prévios sub e
superdimensionamentos. As matrizes com as integrais de contorno ¢ dominio sdo
calculadas uma unica vez e armazenadas para serem utilizadas em todos os niveis de
tempo da analise.

Considere a equagdo integral da difusdo representada na forma matricial e aqui

repetida por conveniéncia.

—H cc H ci uc cc M ci uc
, (Pe+k) _
ic i At ic il i
H I u M M u
L~ ~ ~ t+At ~ ~ ~ t+At
_G cc 0 ¢ ; ) cc M ci UC
L (Petk) (149)
ic At ic i i
G 0[]0 M M u
-~ - T ) tHAt - - -t

sendo que os superindices C e i designam , respectivamente, o contorno € o
dominio. A utilizacdo de duplo superindice pode ser interpretada do seguinte modo: O
primeiro superindice corresponde a posi¢ao do ponto fonte, o segundo, a posi¢do do

ponto campo. A equacao (149) em forma matricial pode ser escrita da seguinte forma:

(Pe+k) (Pe+k)
[H]{U }t+At + T [M]{U }t+At = [G] {P}HAI +A—t[M]{U }t (150)
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A matriz [H] ¢ formada a partir das submatrizes H, He , H ic, l. Os

. . A . . ci ~ .
coeficientes de influéncia da submatriz H~ sdo todos nulos. Os coeficientes de

. ~ . . ic ~ . ey . . ~
influéncia da submatriz H"™ sdo obtidos utilizando-se a mesma subrotina de integracao

g , . cc
no contorno, utilizada para célculo da submatriz H ™, permutando-se apenas o ponto
fonte que agora ¢ o ponto interno. A sub-matriz identidade | representa os coeficientes

c(£)=1 associados aos pontos internos.

A matriz [M] ¢ formada das submatrizes M“, M M"* M". Cada célula que

¢ integrada contribui com uma submatriz m  que entra na formagdo da matriz [M ] O
~ij

“espalhamento” dos elementos da submatriz m na matriz [M] se faz pelas
i

conectividades, que sdo dados de entrada do programa, cujo detalhamento se faz em

seguida.

rpij = J.[nl u m,u n3u*] dQ (151)
Q;

Para um ponto de colocagdo sobre o no i, a contribui¢do para a i-€sima linha da
matriz [M], de uma j-ésima célula pertencente ao dominio discretizado Q, quando

integrada, com as concetividades descritas pela Figura 8, seria como mostrado pela

Figura 7.
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Figura7  Ponto de colocacdo nos nés do contorno e pontos internos.

Figura8  Conectividades numa célula individual do dominio.

Naturalmente que quando se integra todas as células tem-se o preenchimento de
toda i-ésima linha de [M ]. Fazendo-se variar o ponto de colocagdo para os demais nos,

obtém-se o preenchimento total da matriz.

72



Utilizaram-se os identificadores NNOG, NH, A, NPI, NECEL, NOC1, NOC2 ¢
NOC3 para designar, respectivamente, o namero de nds geométricos do contorno,
numero de pontos de integragao de Hammer, area da célula, nimero de pontos internos,
numero de elementos de células internas, conectividade do primeiro né da célula,
conectividade do segundo no da célula e conectividade do terceiro né da célula.

Pode-se ter uma idéia de como gerar a matriz [M] escrevendo-se um loop
triplo conforme a seguir, onde estdo escritos apenas os comandos mais importantes, de

como distribuir os elementos das submatrizes m na matriz [M ]
~ij

DO | =1,(NNOG + NPI)
DO J=1,NECEL
DOK=1,NH
(—VRJ (—VRJ2 (—VRJ3
. 1 2k 2k 2k
u (&, x)y=- 1+ + + 1 r/2
()= K T 2l 3) n{sr/2)

(152)

M (i,nocl) = M (i,nocl) + n1(k,1)*u” * pesoha(k) * A
M (i,noc2) = M (i,noc2) + n2(k,2) *u” * pesoha(k) * A
M (i,noc3) = M (i,noc3) + 73(k,3) *u™ * pesoha(k) * A
END DO
END DO
END DO

Aqui como no Método dos FElementos Finitos estabelece-se uma
correspondéncia entre a numeracao local e global em cada elemento de célula. Desse
modo, obtém-se para [M ] uma matriz cheia quadrada de ordem (NNOG+NPI).

A Figura 9 apresenta o fluxograma para o MDASFIT e posteriormente estdo

descritas as subrotinas deste modelo.
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Figura9  Fluxograma do programa MDASFIT.



SUBROTINA ARQES — Possui a finalidade de abrir os arquivos de entrada e saida de
dados do programa, que por sua vez sao escritos num outro arquivo previamente aberto
denominado “INICIO2.DAT” que os armazena. Utilizando este procedimento ¢
reduzido o numero de intervengdes no programa fonte MDASFIT que resultam em

compilagdes desnecessarias.

SUBROTINA DATGER — Esta tem a fun¢do de ler e carregar o programa principal
com os dados gerais do programa que servirdo de indexadores para os comandos

subseqiientes.

SUBROTINA DATGEO — Tem a funcao de ler e carregar o programa principal com os
dados do contorno tais como: coordenadas e incidéncias dos ndés, KODE ( vetor que
armazena o codigo 0, 1 ou 2, conforme seja potencial, derivada normal ou convecgao
prescrito ), valor de condi¢do de contorno. Também as coordenadas dos pontos internos,

e os dados das células tais como: coordenadas dos nos e conectividades. Ainda neste

procedimento ¢ lido o vetor condigo inicial {B}.

SUBROTINA GEOMET — Calcula e armazena os parametros da geometria tais como
comprimento dos elementos e vetor normal. Também ¢ feita a transposicao da condi¢do

de contorno de elementos para nos, apenas para o instante inicial.

SUBROTINA CELULAS — Gera a Matriz [M] a partir de integracdes de Hammer em

células triangulares lineares no dominio.

SUBROTINA GAUSSIT - Esta sub-rotina incorpora as coordenadas e pesos de Gauss

que irdo ser utilizados na sub-rotina SISTEMA.
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SUBROTINA SISTEMA - Esta tem por finalidade gerar os coeficientes de influéncia

das Matrizes [H] e [G] e posiciond-los na matriz T do sistema. Para atingir este

objetivo chamara a sub-rotina “INTCONTORNO”, quando da integragao dos elementos

de contorno. Neste procedimento ainda é calculado os valores de ¢(&) pela soma dos

demais elementos nao pertencentes ao nucleo singular da linha da matriz.

SUBROTINA LUDCMP — E uma sub-rotina integrante do solver que faz a

decomposigao triangulacdo da matriz T do sistema.

SUBROTINA LUBKSB — Faz a retro-substitui¢do do vetor {F}.

SUBROTINA PUINT - Esta sub-rotina gera os coeficientes de influéncia das Matrizes

[H ] e [G] para pontos de colocagdo situados em pontos internos, e aloca-os diretamente

na Matriz [T ] do sistema.

SUBROTINA TRANSIENTE — Consiste de um loop transiente para a solu¢do numérica
do sistema de equagdes em cada intervalo de tempo discreto. Faz-se a reordenagdo do
sistema a partir das condi¢des de contorno que podem variar com o tempo. Em seguida,
as sub-rotinas “LUDCMP” e “LUBKSB” para solu¢do do tempo atual. Redistribui o
vetor solugio {F} conforme a condi¢do de contorno prescritas dos nés que estdo
armazenados no vetor “KODEF”. Desse modo os potenciais do tempo atual dado pelo
vetor {U} sdo copiados para o vetor condigdo inicial {B} para o proximo intervalo de
tempo. Ainda nesta sub-rotina chama-se o procedimento PINT que calcula os fluxos nos

pontos internos.
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CAPITULO 6 - SIMULACOES

As formulagdes e implementagdes apresentadas nos capitulos 2, 3, 4 e 5 foram
utilizadas em alguns exemplos de difusdao e de difusdo-advecgdo, onde a solucao
numérica por elementos de contorno € comparada com a solucdo analitica
correspondente ou com as encontradas na literatura através de graficos e tabelas.
Foi utilizado para todas as aplicagdes deste trabalho um computador PENTIUM(R) 1V

CPU 2.66 GHz com 512 MB de memoria RAM.

As segoes (6.1) e (6.2) apresentam a simulacao da difusdo-adveccao transiente
unidimensional considerando apenas SFDT, SFIT e a solugdo combinada, com variaveis
adimensionalizadas, efetuando-se comparagdes com a solugdo analitica referente a
equagao (152) apresentada por LIM, CHAN e CHANDRA (1994), com a finalidade de

determinar a precisao dos modelos.

Objetivando avaliar a potencialidade e utilidade do modelo desenvolvido nesse
trabalho em problemas térmicos, apresenta-se nas secoes (6.3) e (6.4) a simulacao da
transferéncia de calor com condi¢do de contorno de convec¢ao em um conduto aquecido
no seu interior e considerado perfeitamente isolado externamente. Sao realizadas
comparagoes entre os resultados obtidos pelo modelo MDA e os calculados pelo modelo

de difusdo MD determinado em SOUZA ¢ AZEVEDO (2003).

O uso do modelo MDA para simulagdes de transporte de efluente conservativo ¢
apresentado nas secoes (6.5) a (6.8), para o Rio Paraiba do Sul no trecho situado entre
Volta Redonda e Barra do Pirai , e entre Volta Redonda e Santa Cecilia. Os resultados

do modelo sdo comparados com a solugio analitica e os obtidos por BUGE (1990).
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6.1 DIFUSAO-ADVECCAO TRANSIENTE UNIDIMENSIONAL

Nesta secao estuda-se a difusdo-adveccdo térmica, cujos dados estdo

adimensionalizados, para uma regido quadrada de lado igual a 1.0, onde as condi¢des de

contorno e a discretizagdo espacial para 40 elementos de contorno igualmente espacados

sdo mostradas na Figura 10.

+ u=0

DIFUSAO-ADVECGAO UNIDIMENSIONAL
p=0
1.0 e
09 ¢ 23 23 23 23 23 23 23 23 23 +
0.8 ¢ . . . . . . . . . +
0.7 ¢ . . . . . . . . . +
0.6 ¢ . . . . . . . . . +
u=1
05 ¢ . . . . . . . . .
04 ¢ . . . . . . . . . *+
03 ¢ 23 23 23 23 23 23 23 23 23 +
0.2 ¢ . . . . . . . . . *+
0.1 ¢ . . . . . . . . . +
0.0 + + + + + + + + +
00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10
p=0
+ NOS geométricos

X2
x1

Figura 10 condi¢des de contorno e informagdes geométricas.

Para discretizagdo espacial, utilizou-se uma malha uniforme e para discretizagao

temporal utilizou-se intervalo de tempo constante de 0,01 ( para Pe=0 e 5 ) e 0,005 (

para Pe=20 ), onde o arquivo de dados de entrada para o modelo que utiliza solu¢do
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fundamental dependente do tempo apresenta 40 elementos de contorno igualmente
distribuidos e 81 pontos internos. J4 no arquivo de dados de entrada para o modelo que
utiliza solucao fundamental independente do tempo tém-se 44 elementos de contorno
igualmente distribuidos ( dos quais 4 sao nos duplos ), 81 pontos internos, 125 nés de
células, 200 elementos de células com discretizagdo espacial de 0,1 e sendo considerado
que a condi¢do inicial ¢ nula, embora este modelo permita a utilizagdo de condig¢do

inicial ndo nula.
Sdo analisadas trés situagoes:

e Pe=0; At=0,01; AX=0,1;
e Pe=5;At=0,01; AX=0,1;

e Pe=20; At=0,005; AX=0,1.

Os resultados do MDA sdo comparados com os obtidos analiticamente pela
equacdo (153), cujas varidveis estdo todas adimensionalizadas, que corresponde a
solucdo analitica deste exemplo apresentada por LIM, CHAN e CHANDRA (1994). As

figuras 12, 13, 14, 15, 16 e 17 apresentam estas comparacdes.

' _22.01 nﬂ(l_e(—(Pe2/4)+n27rz )t)e(Pe x/2) sen (N7 X)
w—t (Pe’/4)+n’x’

(153)

Objetivando avaliar a performance do modelo MDA com um menor refinamento
utilizou-se também uma discretizacdo espacial com 24 elementos lineares, com
intervalos de tempo de 0.01, tendo sido dividido o dominio em 72 células triangulares

lineares, conforme esta apresentado na Figura 11.
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Figura 11  Discretizagdo com 24 elementos de contorno.

6.2 RESULTADOS DA ANALISE UNIDIMENSIONAL

Para avaliar os resultados obtidos com o modelo MDA, utilizando 40 pontos de
Gauss no MDASFDT e com 7 pontos de Hammer no MDASFIT, foi analisada a
distribuicdo de potencial em alguns pontos pertencentes ao dominio € proéximos aos
pontos de maior potencial ou de aplicacdo do choque térmico. As figuras 12 a 20
apresentam estes resultados variando o numero de Péclet de zero (0) até vinte (20).

Os resultados com nimero de Péclet igual a 5 foram utilizados para avaliar o
erro do modelo MDA, ¢ estdo apresentados na Tabela 2, através do desvio ou raiz
quadrada do erro médio quadratico dado pela equacdo (48), sendo feito também uma
analise na direcdo X e ao longo do tempo, cujos resultados sdo apresentados na Tabela 3
para Pe=5, nas figuras 18, 19 e 20 para Pe=20, e nas figuras 21, 22 e 23 para Pe=0.
Estes resultados permitem concluir que deve-se passar a utilizar a forma combinada de

solucdes fundamentais nas demais analises deste trabalho.
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TEMPERATURA

OPCOES DE MODELAGEM PARA O PONTO P1(0,1;0,1)
(Pe=0, 40 elementos de contorno, deltat=0,01 , ninter=10)

1.0
0.9 -
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1

0.0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.10

TEMPO

——— SOL. ANALITICA —&—— MDASFDT - --e®--- MDASFIT —A— MDA

Figura 12 Anélise para nimero de Péclet nulo no ponto P1(0,1;0,1).

TEMPERATURA

OPCOES DE MODELAGEM PARA O PONTO P2(0,3;0,1)
(Pe=0, 40 elementos de contorno, deltat=0,01 , ninter=10)

0.6 -

0.5 -

0.4

0.3

0.2 4

0.1 -

0.0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.10

TEMPO

——— SOL. ANALITICA —&— MDASFDT - - -e®--- MDASFIT —aA— MDA

Figura 13  Anélise para nimero de Péclet nulo no ponto P2(0,3;0,1).
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TEMPERATURA

OPCOES DE MODELAGEM PARA O PONTO P1(0,1;0,1)

(Pe=5, 40 elementos de contorno, deltat=0,01 , ninter=10)
1.0 -
0.9 4
0.8 A

g

0.7 4
0.6
0.5 -
0.4 4
0.3 -
0.2 4
0.1 /

0.0
0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.10

TEMPO

—o—— SOL. ANALITICA —&—MDASFDT ---e--- MDASFIT —A— MDA

Figura 14  Analise para numero de Péclet igual a 5 no ponto P1(0,1;0,1).

TEMPERATURA

OPCOES DE MODELAGEM PARA O PONTO P2(0,3;0,1)
(Pe=5, 40 elementos de contorno, deltat=0,01 , ninter=10)

1.0 4
0.9 1
0.8 |
0.7 1
0.6 -
0.5 1
0.4 |
0.3 1

0.2 1
0.1 1
0.0

000 001 002 003 004 005 006 007 008 009 0.10

TEMPO

—6— SOL. ANALITICA —&8— MDASFDT - - -e@--- MDASFIT —A— MDA

Figura 15 Anadlise para nimero de Péclet igual a 5 no ponto P2(0,3;0,1).
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Tabela 2 - Desvio entre 0 MDA e o analitico a cada passo de tempo para Pe = 5.

Numero de Péclet tempo Desvio
5 0,01 0,0208
5 0,03 0,0123
5 0,05 0,0086
5 0,07 0,0076
5 0,09 0,0072

Tabela 3 - Comparagao entre os resultados analiticos e os obtidos pelo MDA Para Pe=5.

X T=001 T=0,01 T=003 T=0,03 T=005 T=0,05 T=007 T=0,07 T=009 T=0,09
analitico (MpA) analitico (\pA) analitico (\MpA) analitico  (MpA) analitico  (MDA)
0,05 0800 0,745 0919 0911 0952 0,952 0,967 0,970 0,976 0,980
0,15 0400 0333 0,730 0,705 0,840 0,829 0,893 0,889 0924 0,923
0,25 0,136 0,103 0510 0487 0,697 0,680 0,793 0,784 0,852 0,847
035 0,028 0,021 0321 029 0,540 0,520 0,675 0,662 0,762 0,754
045 0,003 0,003 0171 0,157 0389 0,369 0,547 0,532 0,659 0,648
0,55 0 0 0,083 0,072 0,259 0,242 0,421 0,405 0,548 0,536
0,65 0 0 0,033 0,029 0,158 0,146 0,306 0,291 0,435 0,422
0,75 0 0 0,011 0,010 0,088 0,080 0,207 0,195 0,325 0,312
0,85 0 0 0,003 0,003 0,044 0,038 0,124 0,114 0,213 0,200
0,95 0 0 0 0 0,014 0,010 0,046 0,037 0,083 0,071
1,00 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
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OPCOES DE MODELAGEM PARA O PONTO P3(0,3;0,3)
(Pe=20, 24 elementos de contorno, deltat=0,01 , ninter=10)

0.1 /

0.0

%
:
m
H
0.0 T T T T T T T T T 1
0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.10
TEMPO
———SOL. ANALITICA —8— MDASFDT - --e®--- MDASFIT —aA— MDA
Figura 16  Analise para nimero de Péclet igual a 20 no ponto P3(0,3;0,3).
OPCOES DE MODELAGEM PARA O PONTO P2(0,3;0,1)
(Pe=20, 40 elementos de contorno, deltat=0,005 , ninter=20)
1.0 - g = - - -
0.9 -
0.8 -
é 0.7 |
5 06
§ 0.5 -
>
S 04
[8a)
B 0.3
0.2 1

0.00 0.01 0.02 003 004 005 0.06 0.07 0.08 0.09 0.10

TEMPO

—— SOL. ANALITICA —&— MDASFDT - - -@--- MDASFIT —aA— MDA

Figura 17 Anélise para nimero de Péclet igual a 20 no ponto P2(0,3;0,1).
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t=0,01 e 40 elementos de contorno.

1 com Pe=20;

1a

de potenci
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Figura 18 Analise com Péclet igual a 20
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Potencral

TRANSFERENCIA DE POTENCIAL (Pe=20; t=0,03; 40 elementos de contorno)

Figura 19 Analise com Péclet igual a 20, ap6s t=0,03.
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<.

Porezz

TRANSFERENCIA DE POTENCIAL (Pe=20; t=0,1; 40 elementos de contorno)

Figura 20  Anadlise com Péclet igual a 20, apos t=0,1.
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A

TRANSFERENCIA DE POTENCIAL COM Pe=0, t=0,01 E 40 ELEMENTOS DE CONTORNO

IVIONAILOI

=0,01.
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Andlise com Péclet igual a 0

Figura 21
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A

TRANSFERENCIA DE POTENCIAL COM Pe=0, t=0,03 E 40 ELEMENTOS DE CONTORNO
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Figura 22 Andlise com Péclet igual a 0
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0, t=0,1 E 40 ELEMENTOS DE CONTORNO

A

TRANSFERENCIA DE POTENCIAL COM Pe

i
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Figura 23  Analise com Péclet igual a 0
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6.3 TRANSFERENCIA DE CALOR COM CONDICAO DE CONTORNO DE

CONVECCAO EM CONDUTO

Nesta se¢do avalia-se a transferéncia de calor por condi¢do de contorno de
convecgdao em um conduto aquecido em seu interior e isolado termicamente na face
externa. A velocidade de fluxo no dominio ( entre as faces da tubulagdo ) ¢ considerada
nula, portanto tem-se um problema puramente difusivo e para a correta utilizagdo do
modelo de difusdo-advecgdo transiente € necessario e suficiente atribuir zero (0) ao
numero de Péclet.

O modelo computacional MDA utilizado nesta simulacdo teve seus resultados
comparados com os calculados por SOUZA e AZEVEDO (2003) com o modelo
computacional MD (modelo de difusdo transiente bidimensional, com solugdo

fundamental dependente e independente do tempo).

e Caracteristicas fisicas:
Coeficiente de convecgao: hc = 43,50 kw/m? °K
Choque térmico: Uc = 170,0 °K

Coeficiente de difusividade: k = 0,02077 kw/(m °K)

e Dados Geométricos:
Diametro interno: 4” = 101,6 mm;
Espessura: 0,53” = 13,5 mm;

Espessura do isolamento: 2 2” = 63,5 mm.
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e Hipdteses basicas para modelagem de conducédo de calor transiente

unidimensional na tubulacéo:

Nao hé estratificacdo térmica;
Isolamento externo considerado perfeito;
Perfil de temperaturas invariante ao longo do eixo da tubulacdo;

Geometria considerada bidimensional.

e Condic6es de contorno:

As discretizagdes espaciais foram realizadas utilizando 16 e 80 elementos de
contorno igualmente espacados € em ambos 0s casos no interior da tubulagdo,
representada pela Figura 24, foi imposta a condi¢cao de contorno de convecgdo, também
denominada condi¢do mista, enquanto que na face externa admite-se isolamento

perfeito.

Isolado (g=0)

Convecgdo (g=h{u-u.))

Figura 24 Secdo transversal com isolamento externo perfeito.
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6.4 RESULTADOS DA ANALISE NAS FACES DO CONDUTO

As figuras 25, 26 e 27 apresentam a comparagdo dos resultados obtidos,
utilizando 40 pontos de Gauss, com o modelo MDA e o modelo de difusdo pura MD
para os nos pertencentes as faces interna e externa do conduto, com discretizagao
espacial de 16 e 80 elementos de contorno. As figuras 28 e 29 apresentam uma analise

da transferéncia de calor entre as faces do conduto em t=0,25s e t=5,0s.

TRANSFERENCIA DE CALOR POR CONVECCAO
NAS FACES DO CONDUTO PELOS MODELOS
(MDA) E (MD) - (80 ELEMENTOS DE CONTORNO)

200 —

Tanperaura(on)

0 —{m
\ \ \ \ \

o 1 2 4 5
tempo (s)
<P FACE EXTERNA (MD)
FACE EXTERNA (MDA)
-—— I - AcCE INTERNA (MD)
-——f ] -- FAcE INTERNA (MDA)

Figura 25 Temperatura nas faces do conduto ( 80 elementos ).
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Teneraura(oR)

TRANSFERENCIA DE CALOR POR CONVECCAO
NAS FACES DO CONDUTO PELOS MODELOS
(MDA) E (MD) - (16 ELEMENTOS DE CONTORNO)

200 —

2
tempo (s)

- FACE EXTERNA (MD)
FACE EXTERNA (MDA)

- - - — FACE INTERNA (MD)
_ E— I FACE INTERNA (MDA)

Figura 26 Temperatura nas faces do conduto (16 elementos ).

DERIVADA NORMAIL NAS FACES DO
CONDUTO PELOS MODELOS (MDA) E (MD)
(80 ELEMENTOS DE CONTORNO)

2000 —,

— (]
\
\
1600 — \
\
\
— \
\
\
1200 — \
\
\
- \
\
\
800 — \
— N
N
N
N
400 — =
=~ ~
| I
PO - s - S
(o] 1 2 3 a4
tempo (s)
<9» FACE EXTERNA (MD)
FACE EXTERNA (MDA)
--- I - - FACE INTERNA (MD)
-——+-]--- FACE INTERNA (MDA)

Figura 27 Derivada nas faces do conduto (80 elementos ).
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TRANSFERENCIA DE CALOR NO CONDUT O
{ tempo = 0,255)

180 00

15000

FL[] ]]}0 12000
( tenmperatwra =170 K ) o

000

Figura 28 Transferéncia de calor no conduto para t=0,25 segundos.

TRANSFERENCIA DE CALORNO CONDUT O
{tempo=5035)

FLUIDO

( tenperatura=17 K )

Figura 29 Transferéncia de calor no conduto para t=5,0 segundos.
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6.5 TRANSPORTE DE EFLUENTE EM TRECHO DO RIO PARAIBA DO SUL

Com o intuito de mostrar a potencialidade do modelo para simulagao de
transporte de efluentes conservativos em rios, serdo apresentadas neste exemplo
aplicagoes realizadas com dados obtidos no rio Paraiba do Sul nas campanhas de campo
realizadas por ROLDAO e SOARES (1988), no trecho situado entre Volta Redonda e
Barra do Pirai, comparando os resultados do modelo proposto MDA com a solugdo
analitica e os obtidos pelo Método das Diferengas Finitas (diferenca regressiva, com
modelagem unidimensional) determinado por BUGE (1990).

A discretizacdo espacial apresenta uma malha de 20.000 metros de comprimento
por 500 metros de largura, divididos em 82 trechos (elementos de contorno) de 500
metros e a discretizagdo temporal ¢ de 60 passos de tempo de 240 segundos cada um.
Serdo analisados trés casos particulares com variacdes da velocidade e do coeficiente de
difusdo. As condigdes iniciais e de contorno estdo enumeradas e descritas a seguir:

1. Concentragdo inicial = 0,0 mg/l em todo trecho;

2. Injecdo continua a montante com concentragdo igual a 7,0 mg/l;
3. Duracdo da inje¢do = 60 At;

4. Condigdo inicial u(x,0)=0 ,0<x <40 Ax;

5. Condicao de contorno de montante;

7 0 <t <60At
u(o,t)=
0 t > 60At

6. Condicao de contorno de jusante (infinito desta simulagao).

g—i(mm,t): 0 , t>0.
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Serdo analisados tres casos em que esta ocorrendo a variagdo da velocidade

do meio e do coeficiente de difusdo, conforme descrito a seguir.

Caso 1 - A velocidade do meio ¢ 0,50 m/s, com coeficiente de difusdo K igual a 25
m?/s. Com os dados fornecidos pode-se calcular o niimero de Péclet da seguinte

forma:

Pe=V.L/K = (0,50m/s) x (500m) / 25m> /s = 10

Caso 2 - A velocidade do meio é 0,40 m/s, com coeficiente de difusdo 10 m?/s.

Pe = V.L/K = (0,40m/s) x (500m) / 10m? /s = 20

Caso 3 - A velocidade do meio é 1,0 m/s, com coeficiente de difusdo 10 m*/s.

Pe=V.L/K=(1,0m/s) x (500m)/10m>/s = 50

6.6 RESULTADOS DO TRANSPORTE DE EFLUENTE NO PARAIBA DO SUL

Os resultados para as simula¢des de transporte de efluente no rio Paraiba do Sul,
utilizando 40 pontos de Gauss no MDASFDT, com 80 elementos de células e 7 pontos
de Hammer no MDASFIT, para os casos 1, 2 e 3 descritos na se¢do (6.5) estdo

apresentados nas figuras 30, 31 e 32 respectivamente.
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Concentragdo (mg/1)

TRANSPORTE DE EFLUENTE CONSERVATIVO
(Pe=10; tempo=14400s)

0 4

— @ MpF
— — ©— — Solugio Analitica
———— MDA
|
12 16

8
Distéancia (km)

Figura 30  Transporte de efluente conservativo com Pe = 10 (caso 1).

Concentragdo (mg/1)

TRANSPORTE DE EFLUENTE CONSERVATIVO
(Pe=20; temp0=14400s)

— @ MoF
— — ©— — Solugio Analitica
——— MDA

.
=4 ?—Q—Q—Q—.—.—T-o%—‘
8 12 16

Distancia (km)

Figura 31 Transporte de efluente conservativo com Pe = 20 (caso 2).
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TRANSPORTE DE EFLUENTE CONSERVATIVO
(Pe=50; tempo=14400s)

=
)
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Q
o}
g — @ w™oF
J‘é‘ — — ©— — Solugdo Analitica
§ ———— MDA
Q
@)
0] \ \ T T
0 4 8 12 16 20
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Figura 32 Transporte de efluente conservativo com Pe = 50 (caso 3).

Os resultados obtidos por BUGE (1990), com o método das Diferencas Finitas,

foram inferiores aos do modelo MDA com relacdo a solucdo analitica descrita no

APENDICE D, isso ocorre devido a pequena discretizagio espacial adotada com o

M.D.F. e ser utilizado uma modelagem unidimensional em toda sua extensdo o que nao

corresponde a realidade do problema, conforme foi descrito no CAPITULO 1. Porém

cabe destacar que com uma maior discretizag@o espacial e temporal o M.D.F. apresenta

bons resultados, como determinado por .
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6.7 COMPARACAO ENTRE O ESQUEMA DE DIFERENCA CENTRAL E O

MODELO MDA NO RIO PARAIBA DO SUL

Esta simulagdo compara as solugdes numéricas determinadas com o modelo
MDA ( para o uso combinado de solugdes fundamentais ) com as aproximacdes de
diferencas finitas ( diferenca central, com modelagem unidimensional ) e com a solugao
analitica descrita no APENDICE D, utilizando dados obtidos das campanhas de campo
realizadas por ROLDAO e SOARES (1988), entre Volta Redonda e Santa Cecilia no rio

Paraiba do Sul e descritos a seguir.

[u—

. Concentragao inicial = 0,0 mg/l em todo trecho;
2. Injecdo continua a montante com concentragdo igual a 7,0 mg/l;
3. Velocidade do meio v = 0,80 m/s;
4. Intervalos de espago na direcao principal do rio de Ax = 500 m;
5. Difusividade k=40 m’/s;

6. Intervalos de tempo At=240 s;

7. Duragao da injecdo = 60 At;
8. Condigdo inicial u(x,0)=0 ,0<x <80 Ax;

9. Condig¢ao de contorno de montante;

7 0 <t < 60At
u(0,t)=
0 t > 60At

10. Condicao de contorno de jusante (infinito desta simulagao).

Z—U(SOAx,t)zo , t>0.
X

A discretizagdo espacial apresenta uma malha de 40.000 metros de

comprimento por 500 metros de largura, divididos em 162 trechos (elementos de
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contorno) de 500 metros e a discretizagao temporal ¢ de 20, 40 e 60 passos de tempo de
240 segundos cada um.
Com estas informagdes pode-se calcular o namero de Péclet por:

Pe = 0,8x500/40 = 10.

6.8 RESULTADOS PARA 20, 40 E 60 PASSOS DE TEMPO

Os resultados para as simulagdes, utilizando 40 pontos de Gauss no MDASFDT
e com 7 pontos de Hammer no MDASFIT, com os dados obtidos nas campanhas de
campo utilizando o modelo MDA, os obtidos por BUGE (1990) e a solugio analitica
presente no APENDICE D estdo apresentados, nesta se¢do, para trés passos de tempo:
20, 40 e 60.

A Figura 33, a Figura 34 e a Figura 35 contém os valores encontrados para esses
trés passos de tempo respectivamente, cuja precisdo inferior ( no inicio da simulagdo )

obtida pelo M.D.F. se explica pelas mesmas razdes descritas na se¢do (6.6).

TRANSPORTE DE EFLUENTE CONSERVATIVO
(Pe=10; passos de tempo=20)

(o)

l@ — @— MDF
— — ©— — Solucdo Analitica
——k—— MDA
* \ \
20 30

Distancia (Km)

Figura 33  Transporte de efluente conservativo com Pe = 10 (20 passos).
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TRANSPORTE DE EFLUENTE CONSERVATIVO
(Pe=10; passos de tempo=40)

)
E
Q
g — @ MDF
E — — ©— — Solugdo Analitica
o ———— MDA
&)
\
30
Distancia (Km)
Figura 34 Transporte de efluente conservativo com Pe = 10 (40 passos).
TRANSPORTE DE EFLUENTE CONSERVATIVO
(Pe=10; passos de tempo=60)
10 — *®
| . | \
I t
8 — .
] . N ’/ \
g . o
Q
S - , \ — @ w™oF
% ‘ — — ©— — Solugdo Analitica
§ 4 ———— MDA
2 |
o \ \ i
(o] 10 20 30

Distancia (Km)

Figura 35 Transporte de efluente conservativo com Pe = 10 (60 passos).
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CAPITULO 7 - CONCLUSOES E SUGESTOES

O método dos elementos de contorno fazendo uso da solu¢do fundamental
dependente do tempo e da solugdo fundamental independente do tempo mostrou-se
eficiente para simulagdes de transporte de efluentes em rios € na transferéncia de calor
em condutos.

A integragdo numérica da solucdo fundamental dependente do tempo e da sua
derivada normal apresentou bons resultados, sendo utilizado a quadratura de Gauss ¢ a
transformada de Telles para o célculo de dreas em substituicdo a integracao no tempo,
no modelo que utiliza solu¢do fundamental dependente do tempo.

A implementacdo e o uso da condicdo de contorno de convecg¢dao permitiu
avaliar a transferéncia de calor nas faces de condutos vazados sujeitos a presenca de
fluido aquecido no seu interior e sendo considerados isolados externamente.

A transformada de Telles (1987) mostrou-se util para problemas envolvendo
singularidade logaritmica e um recurso capaz de reduzir o nimero de pontos de Gauss
necessarios nas integragdes numeéricas, o que a torna uma opg¢ao que diminui o tempo de
processamento computacional e melhora os resultados das andlises numéricas.

A utilizagdo da correta relagao entre nimero de Péclet e a discretizagdo espacial
e principalmente temporal conforme determinado em LIM, CHAN e CHANDRA
(1994) ¢ sempre necessaria objetivando evitar a ocorréncia de oscilacdes numéricas,
assim como o tipo de fun¢do de Bessel utilizado deve estar de acordo com a velocidade
do meio e a singularidade existente como calculado por QIU, WROBEL ¢ POWER
(1998).

O uso combinado de solugdes fundamentais para problemas de difusdo-advecgao

transiente propiciou uma reducdo no tempo de processamento computacional em torno
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de 70% ( para discretizacdo da secdo (6.1) deste trabalho com 24 elementos de contorno
e apresentada no APENDICE A ) em relagdo ao modelo que utiliza apenas solugdo
fundamental dependente do tempo. Ja a precisao da alternativa com o uso combinado de
solucdes fundamentais, no trecho em que o modelo MDA utiliza solu¢ao fundamental
independente do tempo, foi superior a alternativa do modelo que considera apenas
solugdo fundamental independente do tempo em todo o processamento.

O tempo de processamento computacional serd proporcional as discretizagdes do
tempo e o numero de elementos utilizados. Porém, estas discretizagdes estao vinculadas
as caracteristicas do meio: como a difusividade, a velocidade e por conseqiiéncia o
numero de Péclet, o que torna invidvel utilizar grandes discretiza¢des para melhorar os
resultados do modelo que utiliza apenas solugdes fundamentais independentes do
tempo. Essa e a 6tima precisdo sdo as principais razdes que aferem a utilizagdo da
solugdo fundamental dependente do tempo ao menos nos primeiros intervalos de tempo
(até o ponto de inflexdo ).

As analises para o trecho entre Volta Redonda e Barra do Pirai e entre Volta
Redonda e Santa Cecilia, no rio Paraiba do Sul, demonstram a viabilidade da elaboragao
de um modelo numérico, utilizando o Método dos Elementos de Contorno, € de uma
alternativa mais eficaz de resolver problemas de difusdo-adveccao transiente, desde que
sejam respeitadas as simplificagdes ou condi¢des pré-estabelecidas descritas no
CAPITULO 1.

A escolha empirica do ndé geométrico central para transferéncia de potenciais do
modelo com solu¢do fundamental dependente do tempo para o modelo com solugdo
fundamental independente do tempo apresentou bons resultados, objetivando ndo

utilizar a maior parte do tempo o MDASFIT (para nés préximos a fonte concentrada) ou
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utilizar a maior parte do tempo o MDASFDT (para no6s muito afastados da fonte
concentrada), mas a implementagao permite que o usuario do modelo escolha este no.

A transferéncia de potenciais e derivadas normais do modelo MDASFDT para o
MDASFIT ocorrera em instantes menores de tempo quanto mais préximo do ponto de
lancamento da fonte estiver o ponto ou nd escolhido, para avaliagdo das derivadas de
primeira e de segunda ordem.

A solucdo fundamental independente do tempo apresentou resultados ndo
satisfatorios para os primeiros intervalos de tempo quando a discretizagdo temporal é
pouco refinada, atestando a viabilidade da utilizacdo da solu¢do fundamental
dependente do tempo nesta etapa da solu¢ao do problema.

Ap6s ter sido determinado ( na execucdo do modelo ) o ponto de inflexdo, o
modelo que utiliza solugcdo fundamental independente do tempo apresentou bons
resultados, o que torna desnecessario a utilizagao da solucdo fundamental dependente do
tempo neste trecho, sendo essa uma das razdes para o uso combinado de solugdes
fundamentais.

A metodologia e o equacionamento do modelo proposto apresentaram resultados
satisfatorios para as simulagdes realizadas como nimeros de Péclet menores ou iguais a
50, desde que sejam obedecidas as discretizagdes dos intervalos de tempo da Tabela 1.

As “libraries” do FORTRAN PowerStation foram de grande utilidade no
calculo do tempo de processamento, nos testes quanto ao prazo de validade ou
monitoramento de execucdo do modelo e na saida grafica inicial dos resultados, sendo
uma “ferramenta” de grande valor para reduzir e facilitar as implementagdes

computacionais.
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As principais sugestdes para futuras pesquisas estao descritas a seguir:

Incluir o termo do decaimento no equacionamento do modelo para simulac¢des

com efluentes ndo conservativos;
Implementar velocidade varidvel no equacionamento da difusdo-advecgao;

Implementar condi¢des iniciais ndo nulas no modelo que considera apenas

solugdo fundamental dependente do tempo com utilizagdo de células;
Testar outras possibilidades de truncamento;
Procurar estimativas para passos de tempo 6timo;

Implementar a analise inversa no modelo MDA para determinar o local de

lancamento de um efluente que tenha causado poluicao em rios;
Ampliar as implementacdes para modelagem em trés dimensoes;

Inclusdo da Anisotropia (kx # ky # kz);

Desenvolver estudos determinando o “n¢ ideal” para transferéncia de potencial
da solugdo fundamental dependente para solucdo fundamental independente do

tempo;
Inclusdo de condic¢des de contorno nao lineares;
Inclusdo de propriedades fisicas dependentes da temperatura;

Implementar fungdes de Bessel de ordem superior como as descritas no

APENDICE C para os casos de singularidade forte e hiper singular;

Utilizar a metodologia ora desenvolvida para implementacdes computacionais

com o Método dos Elementos Finitos;

Inclusdo de elementos de ordem superior.
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APENDICEA- TEMPO DE PROCESSAMENTO, SAIDA
GRAFICA E MONITORAMENTO DOS

MODELOS COMPUTACIONAIS

Neste trabalho o célculo do tempo de processamento ¢ efetuado utilizando a
“library” PORTLIB do compilador FORTRAN PowerStation. Esta colocada no inicio
do programa principal e fazendo um contador para o tempo de processamento permite a
leitura e impressao do tempo computacional gasto ao término da execugdo do programa
ou a cada etapa que seja desejada a informagdo do tempo transcorrido. No modelo
MDA apos cada tipo de alternativa ( MDASFDT, MDASFIT e uso combinado de
solugdes fundamentais ) € apresentado o tempo transcorrido.

Para a elaboracdo de uma saida grafica dos resultados, o modelo proposto faz
uso da “library” MSFLIB e das fung¢des externas CONST, PGOPT e PLOTP
pertencentes ao FORTRAN PowerStation, onde os resultados das trés diferentes
alternativas de modelagem sdo armazenados em vetores que transferidos para a
“library” em questdo fornecem um grafico em “DOS” para avaliagdo preliminar dos
resultados do modelo. A elaboragdo dos graficos apresentados nas simulagdes
computacionais do CAPITULO 6 foi realizada com os softwares EXCEL, GRAPHER e
SURFER, devido as suas boas apresentacdes.

As figuras A.1, A.2, A3, A4 e A.5 apresentam a execucdo do modelo MDA ¢ a
saida grafica (onde “M” corresponde a coincidéncia de resultados) para a se¢do (6.1)
deste trabalho. Foram utilizados 40 elementos de contorno, 200 elementos de células, 50
“passos de tempo” intervalados a cada 0,01 segundo e com niimero de Péclet igual a

cinco. A discretizacdo utilizada nesta secdo, com o uso combinado de solugdes
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fundamentais, apresentou uma redu¢do do tempo de processamento de

aproximadamente 66 %.

= B3

Intervaleo de tempo
Intervalo de tempo
Intervalo de tempo
Intervalo de tempo
Intervalo de tempo
Intervalo de tempo
Intervalo de tempo
Intervale de tempo
Intervalo de tempo
Intervalo de tempo
Intervalo de tempo
Intervalo de tempo 507 50
TEMFO DE PROCESSAMENTD (MDASFDT)= 3271.630 segundos

HODELOD DE DIFUSAD - ADVECCAOD COM SOLUCAOD FUMDAMEWTAL THDEPEMDEHTE DO TEMPO

Intervalo de tempo
Intervalo de tempo
Intervalo de tempo
Intervalo de tempo
Intervalo de tempo

Figura A.2 Execucio com solu¢do fundamental dependente do tempo.
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Intervalo de tempo
Intervalo de tempo
Intervalo de tempo
Intervalo de tempo
Intervalo de tempo
Intervalo de tempo
Intervalo de tempo
Intervalo de tempo
Intervalo de tempo
Intervalo de tempo
Intervalo de tempo
Intervalo de tempo
Intervalo de tempo
Intervalo de tempo
Intervalo de tempo
Intervalo de tempo
Intervalo de tempo
Intervalo de tempo
Intervalo de tempo
Intervalo de tempo
Intervalo de tempo 505 50
TEMFD DE PROCESSAMENHTO (HMDASFIT)= 200.810 segundos

Figura A.3 Execucio com solucdo fundamental independente do tempo.

"5 Mda =] B3

Intervalo de tempo

Intervalo de tempo B
Intervalo de tempo s
Intervalo de tempo 32/
Intervalo de tempo 33/
Intervalo de tempo LT
Intervalo de tempo 57
Intervalo de tempo IS
Intervalo de tempo EXrd
Intervalo de tempo 307
Intervalo de tempo 387
Intervalo de tempo L11FS
Intervalo de tempo W1/
Intervalo de tempo W15
Intervalo de tempo h3f
Intervalo de tempo 1T
Intervalo de tempo 5s
Intervalo de tempo LTiYS
Intervalo de tempo hif
Intervalo de tempo s
Intervalo de tempo W3/
Intervalo de tempo 505 50

TEMPD DE PROCESSAMENTO (ACOPLAMEMTO)= 1185.680 sequndos

Figura A.4 Execugio com uso combinado de solugdes fundamentais.

116



POTEHCIAL CTEMPERATURA OU COHCEHTRACAOD) HO POHTO CEHTRAL
CDY=HMDASFDT , CIX=MDASFIT, CAY=ACOPLAMEHTO

P
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IHTERUVALD DE TEMPD

Figura A.5 Saida grafica inicial do MDA.

Objetivando o controle e o monitoramento do uso dos modelos computacionais,
foram analisadas algumas técnicas que permitissem um gerenciamento da utilizagdo
destes, onde dois sdo os aspectos a serem considerados: o tempo de validade do uso da
versdo do modelo computacional e o nimero de instalagdes realizadas.

Para solucionar a questdo tempo de validade do uso de uma versdo, ¢ suficiente
a criagdo de um arquivo bindrio cripitografado que contenha um namero,
correspondente ao resultado de uma equagdo, utilizando as informacdes de uma
determinada data limite até¢ quando o modelo poder ser utilizado.

Todas as vezes que executar o modelo, este através de uma rotina ( PORTLIB ),
faz a leitura da data e hora do reldgio do computador, e compara-se com o valor que
estd gravado no arquivo binario, sendo que este arquivo ¢ automaticamente atualizado
ou apagado no caso de ter sido expirado o prazo de validade, a cada execu¢do do

programa. Com isso garante-se que, mesmo o usuario retrocedendo a data do
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computador, ndo possa mais utilizar o modelo, uma vez que a data limite de uso
permitido tenha sido ultrapassada.

Deve-se observar que esta rotina efetua um teste para saber se a data da primeira
execu¢ao do modelo ndo estd menor do que a data em que foi gerado a instalacao ou o
arquivo executavel, impedindo assim que o usuario retroceda a data do computador,
antes da primeira instalagdo, para ter uso do modelo por um periodo maior de tempo.

Porém nada impede o usuario de desinstalar o modelo, apagar todos os arquivos
gerados com a instalagdo, principalmente o arquivo bindrio, e retroceder a data do
computador para uma data posterior e proxima a data que foi gerada a instalagdo do
modelo. Com isso torna-se possivel novamente a instalacio e o uso do modelo até
superar o prazo de validade.

O segundo problema a resolver é o controle do nimero de instalagdes de um
modelo computacional, onde recomenda-se a utilizagdo de senha no processo de
instalagdo do programa. Fazendo uso de uma funcdo intrinseca, que faz um sorteio de
numeros aleatorios ( URAND(SEED) ) tendo como “semente” o valor resultante do
equacionamento com os valores de data e hora do computador. Com esse valor, que
sempre ¢ diferente, utiliza-se uma formula de conhecimento apenas do proprietario do
modelo computacional que ird calcular uma senha tendo como valor de entrada o
resultado do sorteio gerado pela subrotina ( GERA ) e fornecido pelo usuario do
modelo. Dessa forma em cada nova instalagdo necessita-se uma nova senha.

A seguir apresenta-se o codigo fonte para gerar nimero aleatério e conferir a
senha utilizando a data e hora do computador com as “libraries” do FORTRAN
PowerStation. Estas subrotinas devem ser chamadas no programa principal ou no

processo de gerar a instalagdo de modelos computacionais.
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C!

C!

C!

C!

101

2201

MODELO DE DIFUSAO-ADVECCAO TRANSIENTE

.PROGRAM MDA

CALL SENHA
CALL MDASFDT

CALL MDASFIT.

STOP

END

SUBPROGRAMA PARA GERAR NUMERO ALEATORIO

E CALCULAR SENHA DE INSTALACAO DE PROGRAMAS
APARTIR DA DATA E HORA ATUAL DO COMPUTADOR
SUBROUTINE SENHA

USE MSFLIB

USE PORTLIB

INTEGER*4 ANO,MES,DIA,HORA,MINUTO,SEG,anol
CHARACTER*8 dmae,horal

REAL NUMALE,SENHAATUAL . NOVASENHA
EXTERNAL RNEXP, RNSET, UMACH

COMMON /DADOS/ HORA,MINUTO,SEG,MES,DIA,ANO1

DMAE = DATE()
horal = clock ()
read(dmae,2201)mes,dia,anol

format(i2,1x,12,1x,i2)
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if (anol.eq.00) then
ano=2000

elseif (ano1.gt.00) then
ano=ano1+2000

end if

read(horal,3301)hora,minuto,seg
3301 format(i2,1x,i2,1x,i2)

CALL GERA(NUMALE)

WRITE(*,511) NUMALE

511  FORMAT(9X, NUMERO ALEATORIO ="F20.10,/)

C! Teste para dar continuidade na instalagao ou execuc¢ao do modelo
SENHAATUAL=INT(3*NUMALE**5+6*NUMALE**4+2*NUMALE**3
#+4*NU MALE**2+33)
WRITE(*,*)QUAL A SENHA PARA ESTA INSTALACAQ?'
READ(*,*)NOVASENHA
[F(NOVASENHA.NE.SENHAATUAL)THEN
WRITE(*,*)'A SENHA INFORMADA NAO CONFERE
# INSTALACAO INTERROMPIDA'
STOP
ELSE IF(NOVASENHA.EQ.SENHAATUAL)THEN
WRITE(*,*)'SENHA INFORMADA CONFERE'
END IF
C! Teste para dar continuidade na instalagao ou execuc¢ao do modelo
RETURN

END
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SUBROUTINE GERA(NUMALE)

INTEGER*4 MES,DIA,HORA ,MINUTO,SEG,ano1,X
INTEGER ISEED, NOUT, NR
REAL  R(2),NUMALE
EXTERNAL RNEXP, RNSET, UMACH
COMMON /DADOS/ HORA,MINUTO,SEG,MES,DIA,ANO1
CALL UMACH (2, NOUT)
X=INT((1*MES+2*DIA+3*HORA+4*MINUTO+5*SEG+6*ano1)/7)
NR =2
ISEED = X
CALL RNSET (ISEED)
CALL RNEXP (NR, R)

NUMALE=(R(1)+R(2))/2

RETURN

END
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APENDICE B - INTEGRACAO QUASE-SINGULAR COM
TRANSFORMACAO CUBICA PARA

ELEMENTOS CONSTANTES

Com o intuito de obter maior exatiddo em integragdes quase-singulares, usando
o mesmo numero de pontos na quadratura de Gauss, bem como resolver o problema de
singularidade logaritmica existente em problemas de difusdo e de difusdo-adveccao
transiente, utilizou-se o esquema de integracdo proposto por Telles (1987).

Neste esquema, a quadratura de Gauss ¢ feita numa coordenada y que se
relaciona com a coordenada natural usual n pela transformagdo ctbica que concentra
mais pontos de integracdo na regido proxima ao ponto fonte. Este apéndice ¢ baseado na

implementag¢do computacional do esquema de Telles (1987).

n(»)|=ay’ +by* +cy+d (B.1)

O jacobiano da transformacao ¢ dado por:

G(y)| =Z—;7: 3ay® +2by +c¢ (B.2)

As integragdes numéricas dos coeficientes H; e G; do elemento constante sdo

feitas por quadratura de Gauss na variavel y por mudanga da variavel original I" por n e

em seguida por v:

Hi = [ p"(&xdr; = [ p*(£,03]dn

> petrl, et o, ®3
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Gy = [u'(£.x)dr; = [u'(&x|]dn

= [l X6 dr =2 3w (e xlalr, DS o, (B4)

Para o elemento constante o jacobiano da transformagao de I" por 1 do elemento
de geometria reta € constante ¢ iguala |; /2.

Onde y, sdo as coordenadas de Gauss e @, 0s pesos correspondentes para NG
pontos de Gauss; a tabela pode ser vista em BREBBIA (1989). A distdncia minima

normalizada D ¢ determinada em fun¢do da distancia minima (do ponto fonte &ao

ponto campo x(ﬁ)) R.in € do comprimento do elemento L=1,.
D=—mn (B.5)

r & um parametro livre determinado em Telles (1987) que depende da distancia
minima normalizada D, objetivando minimizar o erro no método dos minimos
quadrados.

r=0

se 0,0<D <0,05

r=0,85 + 0,24In (D) se 0,05<D<13
(B.6)

r=0,893 + 0,0832In (D) se ,3< D <3,618

r=1 se D>3,618
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Convém observar que quando se I =

1, ouseja D >3,618, as coordenadas 7 e y

sdo idénticas e o jacobiano G=1, ou seja, a transformada se degenera e recai-se no

procedimento usual; quando r=0o ponto fonte est4 sobre o elemento sendo integrado.

A coordenada y = 7_/ do ponto do elemento campo mais préximo do ponto fonte

¢ calculada em funcdo de re Ecomo:

7 =Aaela o)l a—yla+ )+

Os coeficientes do polindmio sdo

solugdo da equacao cubica:

Q=1+3)

a=(1-1)/Q

b=-3(1-r)/Q
~[r+3)qQ

(B.7)

(B.8)

(B.9)

determinados em funcdo de r e ;_/ pela

(B.10.a)

(B.10.b)

(B.10.c)

(B.10.d)
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d=-b (B.10.¢)

Isto nos permite calcular 7 em fun¢do de y .
Resumidamente:

Da geometria do elemento campo e fonte, calculamos 7 ¢ D...-

As expressoes (B.6) fornecem r em funcdo de D.

De posse de re 5 pode-se calcular q e p pelas expressdes (B.8) e (B.9) que
substituindo em (B.7) fornecem 7_/

Os parmetros a,b,c ¢ d sdo calculados em fungdo de y pelas expressdes

(B.10.a) — (B.10.¢)

Nas integragdes numeéricas, cada ponto de Gauss ¢ tabelado no intervalo [-1, 1].

De posse de y, calculamos ‘G (791 pela equacao (B.2) e todas as fungdes de 7

sdo calculadas a partir da equacao (B.1).

Se (S, <0) e (S, <0)entdo {para& e &}

Ruin = ‘r_z‘ (B.11)

= E‘ (B.12)

Se (S, >0) e (S, <0)entdo {paral,}
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0 0 1

1 X, — X.»; Y — yg
R, = HEK(rIXg)( =det|X, —X, Y, -y, O=detix,—x, y,-V, (B.13)
X, =X Y =Y 0 ” L L ”
L L
onde K : vetor unitario na diregdo z; e L é o comprimento do elemento
1
Rmin = HI [(yz - Y )(Xl - X;)_ (Xz - Xl)(Y1 - y§ )1 (B-14)
5:1_‘12_221_ (X —X)* X=X +(y _y)* Yo=Y )[4 2 (B.15)
L/2 2o L 2o L L

onde:

X, € Y, sdo as coordenadas do né geométrico inicial;

X, e Y, sdo as coordenadas do né geométrico final;

X: € Y, sdo as coordenadas do ponto fonte;

C vetor unitario tangente ao elemento no sentido positivo de percurso do
contorno;

r, vetor que liga o ponto fonte ao né geométrico final;

[

vetor que liga o ponto fonte ao n6 geométrico inicial;
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APENDICE C- SOLUCOES FUNDAMENTAIS UTILIZANDO
ELEMENTOS DE CONTORNO PARA MEIOS

PREDOMINANTEMENTE ADVECTIVOS

A equacdo da difusdo-advecgdo apresenta um componente ndo dissipativo
(advectivo) e outro dissipativo (difusivo). A relacdo entre os efeitos destes componentes
¢ representado pelo nimero adimensional de Péclet, cujo valor numérico define quantas

vezes 0 meio ¢ mais advectivo do que difusivo, sendo matematicamente definido pela

expressdo (C.1), onde V é a velocidade em M /S, | é um comprimento de referéncia

em metros ¢ K é a difusividade em M~ /S . Outras unidades podem ser utilizadas

desde que a substituicdo das mesmas, na equagdo (C.1), torne o nimero de Péclet

adimensional.
v.l
P =— C.1
€ k ( . )

A solucdo fundamental da equacdo da difusdo-adveccao utilizando o método dos
elementos de contorno apresenta singularidade logaritmica quando o ponto fonte
coincide com o ponto campo. Para resolver este problema foi utilizado a transformada
de Telles (1987) como descrito no APENDICE B. Porém, essa ndo ¢ a tnica dificuldade
para a implementacdo computacional desta solucdo; ha também o problema de
oscilagdes numéricas geradas pela componente da velocidade do meio.

A equagdo da difusdo-advecgdao bidimensional, considerando por simplicidade

os coeficientes constantes, pode ser apresentada pela equacao (C.2).

Viu-X*—- 21— =0 (C.2)
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Onde v, e v, sdo as componentes do vetor velocidade, k ¢ o coeficiente de

difusividade ( considerando o meio isotropico ¢ homogéneo ) e U ¢é o potencial
(temperatura ou concentragao).

A equagdo integral equivalente que representa a equacao diferencial (C.2) pode
ser determinada utilizando a solu¢dao fundamental e as identidades de Green, sendo a

expressao final para pontos internos representada pela equacao (C.3).
. ou(x ou” (&, x .
u(é)= kju &, x)#dF(x)—kju(x)%dl‘(x)—ju(x)u (&, x)v,dl'(x) (C.3)
r z r z r

As duas primeiras integrais da equacao (C.3) representam o efeito difusivo e a
terceira integral ¢ referente ao efeito advectivo, onde Vv, é o produto escalar entre o
vetor velocidade e o vetor normal ao contorno.

Em meios predominantemente advectivos, o que numericamente ¢ representado
por um grande nimero de Péclet, temos presente o problema das oscilagdes numéricas,
em que QIU, WROBEL ¢ POWER (1998) e também SAMEC e SKERGET (2004)
sugerem a utilizacdo da solugdo fundamental correspondente a cada tipo de
singularidade, podendo esta ser fraca, forte ou hiper singular. As expressoes (C.4), (C.5)

e (C.6) apresentam respectivamente as trés solugdes fundamentais.

U (EX) = ﬁexpt“J Ko (4ar) (C.4)

u’(&£,%) =—exp[“] [ukl(ur)r—*} (C5)
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u’ (€, %) =ﬁexp(”j {ﬂk (ur)ﬂ (C.6)

Nestas expressdes K, ek, sdo as fungdes de Bessel de segunda classe de ordens
0 e 1 respectivamente, sendo i = |V| /(2k) a velocidade média e r = |R| a distancia

vetorial entre os pontos campo e fonte.

A implementacdo computacional destas trés solugdes fundamentais nao € trivial
devido as singularidades e quando se tem grandes nimeros de Péclet. Este problema
pode ser minimizado expandindo a func¢do exponencial em séries de Taylor conforme a
igualdade da expressdo (C.7) e desenvolvendo as fungdes de Bessel correspondentes.

2 3 n
exp(x)=1+1+x—+x—+...+x—+... (C.7)

no2r 3 n!

O ntmero de termos quando do truncamento da série de Taylor para solucdo
fundamental dependente do tempo da equacdo da difusdo-advecgdo transiente
bidimensional (SOUZA, 1999), tendo-se concluido que ¢ necessario e suficiente
considerar os trés primeiros termos da expansao, conforme esta apresentado na Tabela 4

enaFiguraC1 .
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C.1 — TRUNCAMENTO DA EXPANSAO EM SERIE DE TAYLOR PARA
SOLUCAO FUNDAMENTAL DEPENDENTE DO TEMPO DA

EQUACAO DA DIFUSAO-ADVECCAO TRANSIENTE

Devido a dificuldade de se obter a integral analitica no tempo da solucao
fundamental da equacao da difusdo-advecg¢ao transiente, expandiu-se em série de Taylor
a terceira exponencial da solugdo fundamental, a correspondente a convecgdo no tempo
ou a advecgao transiente, truncando no terceiro termo devido a influéncia dos termos
seguintes ser muito pequena.

Posteriormente dividiu-se o primeiro intervalo de tempo em dois trechos, onde
no primeiro trecho utilizou-se a transformada cubica de Telles (1987) para retirar a
singularidade logaritmica e no segundo foi calculada a solu¢cdo fundamental como nos
demais niveis de tempo.

Denominou-se por SOLFUNDT a solu¢do fundamental dependente do tempo

que foi utilizada para fins de implementacdo computacional ( subrotina solnuml ) na

primeira parte do primeiro intervalo de tempo, sendo r a distancia euclidiana.

SOLFUNDT=— exp{_ ~ }exp[— Pe(x, (x)- x, ()] 1+ z@(r)” (C8)

4t 47 = r) n!
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Tabela 4 - Truncamento da solu¢ao fundamental dependente do tempo.

r SOLFUNDT SOLFUNDT  SOLFUNDT SOLFUNDT SOLFUNDT
(1 termo) (2 termos) (3 termos) (4 termos) (5 termos)
0,001 0,789388 0,71062064 0,69092423 0,6909215 0,69010079
0,011 0,37254235 0,30222156 0,28440044  0,28439796 0,28365388
0,021 0,254235 0,19181862 0,17570127 0,17569902 0,17502214
0,031 0,1853306 0,12999811 0,11543767 0,1151264 0,11481779
0,041 0,1390985 0,08986581 0,07673631 0,07615321 0,07616863
0,051 0,10607282 0,06197376 0,050165578  0,04963112 0,04964417
0,061 0,0816592 0,04180177 0,03121859 0,0342513 0,0373774
0,071 0,06323276 0,02682313 0,01737776 0,0171354 0,0169331
0,081 0,04913818 0,01548744 0,00710068 0,0068581 0,00668825

SOLFUNDT

Truncamento da Série de Taylor para Exponencial Advectiva

0

0,04

—+— SOLFUNDT (1 termo)
—-2a—- SOLFUNDT (3 termos)
- x—- SOLFUNDT (5termos)

0,06

0,08

0,1

—=— SOLFUNDT (2 termos)
--x-- SOLFUNDT (4 termos)

Figura C 1
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QIU, WROBEL e POWER (1998) determinaram através do uso da expansao em
série de Taylor e do desenvolvimento das funcdes de Bessel, solugdes fundamentais
para equacao da difusdo-adveccdo independente do tempo, estabelecendo uma forma
diferente e de implementa¢ao computacional mais viavel, a qual leva as equagdes (C.9),
(C.10) e (C.11) correspondentes respectivamente as expressoes (C.4) , (C.5) e (C.6),
sendo estas expressdes as solucdes fundamentais para o caso bidimensional para

diferentes tipos de singularidade.

(—ij [—vR] (—vRJ
TR 5 R PR N, SVAPRNE IPARNE. P YW

27K 1! 2! 3! uri2) (C9)

(C.10)

(—vRJ [—vR) (—ij
u*(éx):_zl | L2k ) Lok ) L 2k (r}

7K I! 2! 3!

r

(—ij (—ij (—ij
u*(§,x)=—21 |1 2k s 2k . 2k (1

—V.r
& I 2 3 (2 p +Infyr /2)j (€11
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APENDICE D- SOLUCAO ANALITICA DAS SIMULACOES

EM TRECHOS DO RIO PARAIBA DO SUL

Com o objetivo de testar o modelo MDA em simulagdes em rios, analisou-se um
problema com solugdo analitica determinada por VAN GENUCHTEN e ALVES (
1982), e que foi utilizada na se¢do (6.5) e (6.7).

Seja a equacdo da difusdo-advecgdo unidimensional apresentada pela expressao

(D.1).

—V—-—puu (D.1)

com condi¢cdes de contorno e iniciais definidas pelas equagdes (D.3) e (D.2)

respectivamente.

u (X,O) =U; condigdo inicial. (D.2)

O0<t<t
U(O’t):{zo < 0}

t>t,

condigdes de contorno. (D.3)

ou(L,t) _ 0
OX

onde a solu¢do analitica ¢ dada por:
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u(xjt):{uiA(x,t)JruoB(x,t) 0<t sto}

u, A(x,t)+u,B(x,t)-u,B(x,t-t,)  t>t, D-4)
sendo U, € U; constantes, e:
X u’t Amkt
A(X, 1) = Z ,&ﬂxexp{i—,ut—m— E } (D.5)
onde
. E(Am, X)VKLzeXp{wli}
B (x,t)=1-) ; 2 (D.6)
m=1 ﬂmz_’_(ULj +U|_2
2k K
E(Am, x) An’ +( Lj exp{w(—yt—ﬁ—ﬁmzm}
2k 2k 4k L’ (D.7)
B,(x,t)= Z :
m=1 ﬂm2+(ULJ +UL2
2k K
] .
E(AM, X) = 2 -
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1
4k )
v:u(l ;i j ’ (D.9)
u
sendo os valores caracteristicos Am sdo raizes positivas de
vL
ﬂmcot(ﬂm)+i=0 (D.10)

De uma forma alternativa, mais facilmente determinada, pode-se expressar o termo

B, (X) por:

) (s hf

B, (x)= uv " D.11)
{1 + ( — J exp{— H
u+v k
Alternativamente, pode-se empregar a seguinte solugao aproximada:
X —ut X —ut
1——exp(ux/K)e f{ (Kt)l/z} eXp(UX/K)e ft{ ( )1/2}
A(X,t) = exp(- 2t} 1 2+M+“—2t exp(uL/ K erf @L—x)+ut +
o 2 K K |7 2(Kt)"? (D.12)
2 1/2
(UR'[] ex u—KL—ﬁQL X+ ut)’ }
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B(x,t) = B,(x,t)/B,(x) (D.13)

onde:

B,(x,t)= %exp{(u;;)x}erfc{zaé;t/z }
Lo oMo ot |
(

v—u) (u—v)x—2vL} (2L —x)+vt |
+2(V+u)exp{ K erfc;_—z(Kt)l/2 _ (D.14)
(v+u) [(u—v)x—ZvL} (2L —x)+ vt |
+2(v—u)eXp 2K erfc_ 2(Kt)"*?
+ ﬂexp{ﬁ — ,ut}erfc —(2L —X)+vt
2uK K 2(Kt)"?
=)
B4(X)—1+(V+u)exp( vL/K) (D.15)

Funcédo EXF(A,B):

Esta fung¢do ¢ definida como o produto de uma func¢ao exponencial (exp) e uma

funcao erro complementar (erfc) como a seguir:

EXF(A,B) = exp(A)erfc(B) (D.16)

onde:

erfc(B) = %Texp(— 2 hr (D.17)
78
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Duas aproximacoes diferentes sao usadas para EXF(A,B).

Para 0 <B<3
EXF(A,B)~ exp(A—B?)alr +a2¢” + a3 + a4r* +as7’) (D.18)
onde:

1
T =
1+0,3275911B

(D.19)

al=  0,2548296

a2=—0,2844967

a3=1,421414 (D.20)
a4=1,453152

a5=1,061405

ParaB>3

EXF(AB)= ——exp(A—B2)/[(B+0,5(B+1)(B+15)B + 2B +2.5)] (D.21)

N
Para valores negativos de B, a seguinte relacdo adicional ¢ utilizada:
EXF(A,B)=2exp(A)- EXF(A,-B) (D.22)

A funcao EXF(A,B) ndo pode ser usada para valores muito pequenos ou muito

grandes dos argumentos A e B. A fung¢ao retorna zero para duas condigdes:

|A[>170 B<0
ou (D.23)
\A—Bz\>170 B>0
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