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Introducao

A levitacdo de um magneto sobre um supercondutor tornou-se uma das imagens
mais fortemente associadas a supercondutividade, sobretudo apGs a descoberta, em
1986, dos supercondutores de ata temperatura critica. Com esta descoberta o0 interesse
pelas aplicacbes da supercondutividade foi reacendido, dando novo impulso a varias
linhas de pesquisa aplicadas em propriedades eetromagnéticas. Dentro destas linhas de
pesquisas podem-se destacar armazenadores de energia (Flywheel), tomdgrafos, cabos
de transmissdo, motores e meios de transportes que € objeto deste trabalho. Entretanto,

algumas destas aplicagtes ainda estdo em fase de prototipos.

Muitos dos trabahos redizados tratam o0s supercondutores de forma
experimental, como medidas de corrente, mapeamento do campo magnético (B) ou
medidas da densidade de corrente critica. Isto € decorrente da dificuldade da construcéo
de amostras supercondutoras em grandes escalas, acarretando uma ndo homogeneidade
da amostra. Pode-se citar o seguinte trabaho nesta linha [1]. Devido & dificuldade de
homogeneizacdo do campo magnético produzido pela amodtra, faz-se necessaio a
utilizacdo de smulagBes computacionais, para as gplicagdes tecnoldgicas citadas acima
As smulagbes objetivam a criar protétipos virtuais para que se possa conhecer em um
tempo menor a mehor configuragdo do mancal (geometria) a ser desenvolvido. Com
IS0, buscase reduzir o gasto financeiro bem com o tempo de implementacdo do
mesmo. Existemn poucos trabahos redizados neste sentido, entre os quals pode-se citar

0S seguintes trabal hos [2-4].

A vantagem do uso dos mancais magneticos supercondutores é a diminacdo do
arito de sugtentacdo, pois nd ha contato mecanico entre as partes, o que permite

maiores vel ocidades.



As dmulagbes computecionais envolvendo o0  detromagnetismo S0
desenvolvidas pelo grupo do Laboratorio de Magnetismo (LMAG) da Escola
Politécnica da Universdade de S& Paulo [5], GRUCAD (Grupo de Concepcéo e
Andise de Dispostivos Eletromagnéticos) da Universdede Federal de Santa Catarina
[6] e o Laboratdrio de Aplicagbes de Supercondutores (LASUP) da Universidade
Federd do Rio de Janeiro [7] desenvolve a inser¢do de materials supercondutores nesses
sgemas. Como exemplo desenvolve-se um protétipo de um armazenador de energia,

um trem de levitaggo supercondutora e simulagdes computacionals.

Egte trabaho agpresenta técnicas para a solucéo de problemas numéricos (via
Méodo dos Elementos Finitos - MEF) deromagnéicos que envolvam maerias
supercondutores. De forma especifica esta pesquisa € parte integrante dos projetos
LEVMAG [8] (Levitacdo Magnética) e TRACLEV | e Il (Tragdo Linear e Levitagdo
Magnética), desenvolvidos em parceria peda COPPE e a Escola Politécnica, visando
desenvolvimento de um protétipo trilho — veiculo levitado magneticamente empregando
circuitos magnéticos e supercondutores texturizados.

Foi possivedl com os resultados do presente trabaho, determinar a mehor
configuracdo do circuito magnético que compde o trilho citado, de td forma que a
denddade de fluxo magnético (B) e seu gradiente (NB) maximizassem a forca de

levitacdo dos supercondutores.

Para tanto foi tratado o estado Meissner Tota (exclusdo tota do fluxo magnético
do interior de uma amostra supercondutora) bem como o estado Misto (estado Meissner
Pacid, em que h4d excusio pacid do fluxo magnético do interior da amostra
supercondutora).

A motivacdo desta pesquisa advém do fato de o MEF sar uma ferramenta
largamente utilizada na &ea de Engenharia, para a smulacdo de maquinas eétricas,
motores, dém de mancais magnéticos, contudo, softwares disponiveis para edta
findidade, trabdham com as Equaghes de Maxwel, o que imposshilita que um
material supercondutor sga tratado corretamente, pois 0 seu comportamento ndo esta

previsto pelo Eletromagnetismo Cléssico.



Exisem ainda outros problemas para a representacdo de tais materiais nesses
programas. no estado Meissner a permesbilidade do materid é nula (m= 0); o que leva a
sngularidade no processo do cdculo numérico. O etado Misto € descrito
(macroscopicamente) levando em consideragdo a sua dependéncia do campo magnético
aplicado com a geometria da amostra supercondutora e 0s processos de resfriamento
destes materias. O estado supercondutor pode ser obtido resfriando esse maerid
utilizando dois processos digtintos. No processo ZFC (Zero Field Cooling), o materid
supercondutor € resfriado na auséncia de um campo magnético gplicado (H); e no
processo FC field Cooling) o materia supercondutor é resfriado na presenca de um
canpo magnético aplicado. Tendo - s em conta estes fatos, buscou - s uma
formulacdo para a resposta magnética de materiais supercondutores de maneira ta que
fossem representadas de forma andoga a um materid convencional em programas cuja

solucéo envolvao MEF.

Para 0 caso de um supercondutor, no estado Meissner Totd, ou sga, para a
permesbilidade com vador nulo, a solugdo encontrada foi tratar a mesma (Im) como um
materia linear, e com um vaor bem pegueno. No caso presente deste trabaho foi
utilizado o valor m = 10°, representando um zero numérico. Para 0 estado Meissner
Parcial, foram congtruidos modelos para que levasse em consideracdo o gprisionamento

do campo magnético no interior da amostra supercondutora.

Tas moddos foram utilizados para a smulagdo utilizando o MEF, em mancas
cujas geometrias eram compostas de um materia supercondutor de forma cilindrica,
bem como o magneto permanente (ima permanente) de NdFeB (Neodimio — Ferro —
Boro) e / ou Ferrita, como também em mancais lineares magnéticos formados por imas

de mesmas propriedades.

Numa primeira etapa foram redizadas smulagbes com geometrias cilindricas de
supercondutor e magneto permanente, para comparagdes com medidas experimentais
redizadas no LASUP (Laboratdrio de Aplicagbes em Supercondutores) do DEE
(Depatamento de Engenharia Elétrica) da UFRJ (Universidade Federd do Rio de
Janeiro). Isto foi ocasionado pelo smples fato de que o aparelho de medida de forca



supercondutora, ndo ter capacidade de fazer medidas em geometrias de maiores

tamanhos, como € o caso dos trilhos de NdFeB e de Ferrita (iméa permanente).

O capitulo 7 deste trabaho merece especid aencdo, pois descreve uma
metodologia para a estimativa da corrente critica (J), uma das dificuldades apresentadas
paa a smulacdo de materials supercondutores. A metodologia gpresentada leva em
consideracéo a ndo destruicdo da amostra supercondutora, fato este de grande interesse

para 0 desenvolvimento de amostras supercondutoras.

Alguns dos modelos apresentados neste trabaho foram também utilizados nas
smulagbes do protétipo trilho — veiculo (Anexo A), do trem de levitagdo utilizando
materiais supercondutores, proposto peo LASUP. Os modeos utilizados nas
amulagdes para os trilhos foram: a Ferrita como ima permanente, utilizada no primeiro
protétipo, bem com o NdFeB, que é imd permanente utilizado no trilho para 0 segundo
protétipo.

Diversas modificacbes na geometria dos trilhos foram redizadas e também
smuladas, para que = estabelecesse a mehor configuragdo do campo magnético, bem

como a melhor relacdo forca x disténcia, entre o trilho e a amostra supercondutora.

Os resultados obtidos foram um sucesso, permitindo a construcéo do protétipo,

gue estd em fase operaciondl.



Capitulo 1 — Tipos de Levitacdo
Magnetica

1.1 - Introducao

Uma das aplicagdes praticas dos materiais supercondutores ¢ o efeito da
levitagdo magnética [9]. Neste capitulo serdo apresentados alguns dos principais tipos
de levitacdo magnética, bem como, algumas das principais aplicagdes na area de
Engenharia, em especial os tipos de levitacdo que sdo utilizados nos meios de

transportes atualmente [10].

1.2 - Repulsao entre imas permanentes

Este fendmeno ocorre entre imas permanentes devido a repulsdo de polos [11]
de mesma natureza (figura 1.1), gerando assim a levitacdo. Neste sistema, torna-se
necessario a utilizagdo de vinculos mecanicos para que impeg¢a o giro do sistema
(figura 1.2), cuja instabilidade ¢ conhecida como Teorema de Earnshaw [12]. Com a
introducdo de vinculos mecanicos, ha uma recuperacdo de parte do atrito que foi

eliminado pela levitacao.

ZJJJ |
Ima Ima
Permanente Permanente

Figura 1.1 — Repulsio entre imis permanentes de mesmo poélo.
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Figura 1.2 — Diagrama de um levitador com imis permanentes.

1.3 - Levitacdo Eletromagnética

Também denominada de levitagdo por atracdo, a levitagdo eletromagnética ou EML
(Eletromagnetic Levitation) [9-10], ¢ aquela em que um corpo ferromagnético ¢
mantido suspenso pela forga atrativa de um eletroima. Na figura 1.3 ¢ apresentado o
diagrama de uma esfera levitando sob a acdo de um campo magnético. Nesta esfera
atuam a forga peso e a for¢a magnética, resultante da atracdo da esfera pelo eletroima
em fun¢do da distancia entre a esfera e o eletroima e da corrente que circula na bobina.
Este equilibrio ¢ instdvel uma vez que qualquer variagdo minima que seja na corrente

ou na distancia causara a queda ou atracao da esfera.
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Figura 1.3 — Diagrama da levitacdo eletromagnética.

Na figura 1.3 a fonte fornece uma corrente, que alimenta o eletroimad gerando
assim um campo magnético. Esse campo atrai a esfera (figura 1.4) [13] que fica em
equilibrio em uma posicdo pré - determinada. Qualquer afastamento do equilibrio
causard a queda ou a atracdo da esfera para a bobina. Logo, sem a realimentacdo ndo ¢
possivel obter a levitagdo. O processo EML ¢ dependente da eficiéncia do sistema de
sensores, do gap e do controle da corrente do eletroima. Portanto para que esse sistema
de levitagao possa ser utilizado € necessario ter todo um aparato para que possa manter

o sistema estavel.

Figura 1.4 — Demonstracio da levitacdo magnética. Kit desenvolvido pelo LASUP.



A figura 1.5 ilustra o uso da levitagdo eletromagnética em um veiculo de
transporte e a figura 1.6 apresenta o trem Tramsrapid, que vem a ser um projeto

desenvolvido pela Transrapid International S. A. [14], na Alemanha, que utiliza este

processo para a sua levitacao.

S —.
System Components Transrapid Interational

Levitacao eletromagnética

Eletroima
Freio Magnético

Trilho

Motor Linear

TH e 1 1T0

Figura 1.5 — Veiculo de transporte utilizando a levitacido eletromagnética.

Figura modificada de [14].

Figura 1.6 — Trem Transrapid.



Este trem, Transrapid, é o primeiro trem que se utiliza a levitagdo
eletromagnética, comercializado no mundo. A sua versdo comercial foi inaugurada em
dezembro de 2002, na China, para percorrer o trajeto entre o aeroporto de Pudong e
Shangai. Veiculos utilizando este tipo de levitagdo [15] alcancam uma velocidade de

até 430 Km/h.

1.4 - Levitacao Eletrodinamica

A levitagdo eletrodinamica (EDL — Eletrodinamic Levitation) ou levitagdo por
repulsdo [9-10] emprega um condutor na presenca de um fluxo magnético variavel,
criando assim uma corrente elétrica induzida no condutor. Com isso, pela Lei de
Faraday — Lenz [16-17], a corrente devera possuir sentido contrario ao sentido da
bobina indutora. Como estas correntes estdo em sentidos contrarios ocorrera uma
repulsdo entre a bobina indutora e o condutor. A repulsio EDL ¢ baseada neste

fendmeno.

Neste sistema, a for¢ca de levitagdo ¢ crescente com a sua velocidade, atingindo
uma saturacdo para altas velocidades (figura 1.7). Assim como ocorre com a forga de
levitagdo, a forga de arraste aparece em virtude do deslocamento da fonte de campo [16-

17].
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Figura 1.7 - Comportamento da for¢ca magnética na levitacio eletrodinimica

Em um sistema de transporte que se utilize a EDL, as bobinas existentes no

trilho (figura 1.8) e no trem geram fortes campos magnéticos, podendo o trilho ser de

aluminio ou outro metal. Na figura (1.9) ¢ apresentado o trem do projeto Japonés

utilizando a levitagao EDL.

Boblnas de LeVltagéo e Gula Trilho Lateral Trilho Lateral

Figura 1.8 — Bobinas no trilho.
Figura modificada de [18].

Este tipo de levitagdo ¢ utilizado no projeto japonés, desenvolvido pela
Japonese Railways [18], cujo prototipo, em escala real, tem uma extensdo de 18 km.
Até a presente conclusdo deste trabalho, o trem japonés ¢ o detentor da fita azul,

prémio dado ao trem que atinge a maior velocidade que foi estabelecida em 2004

atingindo 581 km/h [19].
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Figura 1.9 — Maglev Japonés. a) MLX01 b)MLX01-901

Este tipo de levitagdo € mais eficaz para velocidades elevadas e como a fonte de
campo ¢ movel e deve ser poderosa, o uso de bobinas supercondutoras ¢ o mais
indicado. Mas como os sistemas anteriores, a levitacdo eletrodinamica, também

necessita de um sistema auxiliar para manter a sua estabilidade.

1.5 - Levitacdo ou Sustentacdo de um supercondutor devido a

expulsiao total ou parcial do fluxo magnético (SQL).

O fendmeno de exclusdo total ou parcial do fluxo magnético do interior de um
supercondutor [9, 20] sera apresentado no capitulo 2. Este fendmeno permite fazer uma
analogia com um sistema ima - imd, ou seja, se for usado um sistema ima -
supercondutor, a for¢a de repulsdo serd a mesma que o de um sistema ima - ima de
mesma magnitude e dipolos opostos. Esta analogia é valida somente quando o sistema ¢

estatico, pois o momento de dipolo do supercondutor ¢ uma fun¢do do campo aplicado,

11



enquanto que o momento associado a um imd permanente independe dos fatores

externos.

O termo SQL (Superconducting Quantum Levitation), visa distinguir a levitagao
obtida por bobinas supercondutoras, que atuam apenas como geradoras de campo
magnético, daquelas geradas pela exclusdo parcial do fluxo magnético. Este fendmeno
ndo pode ser explicado apenas pelas equagdes de Maxwell, pois trata - se de um
fendomeno quantico. O uso da levitagdo SQL em trens foi concebido por H. Weh [8-21]
e baseia-se em uma nova concepgao de trens de levitacdo, e € este tipo de levitagdao que

esta sendo proposto pelo LASUP.

12



Capitulo 2 — Conceltos de
Supercondutividade

2.1 - Historico

Com a realizagdo da liquefacdo do hélio (4,2K) [20,21-27], em 1908, Heike
Kamerlingh Onnes pdde realizar medidas experimentais da resistividade nos metais em
baixas temperaturas. Em 1911, H. K. Onnes, medindo a resistividade do mercurio
verificou que a mesma cai a zero abruptamente quando a temperatura apresenta-se

inferior a um determinado valor, como pode ser visto na figura 2.1.

0.5

010

R

0.05

o

Temperatura (K)

Figura 2.1 — Comportamento de um Supercondutor em funcdo da temperatura.
Figura modificada de [31].

O fendmeno da resistividade nula ¢ chamado de Supercondutividade, e a
temperatura, na qual a resisténcia do metal cai a zero ¢ chamada de Temperatura Critica

(T,). Tendo em vista isto, uma das primeiras sugestoes para aplica¢do tecnologica, de

H. K. Onnes ¢ a constru¢dao de eletroimds mais poderosos utilizando materiais
13



supercondutores. Entretanto, H. K. Onnes descobre que o estado supercondutor
desaparecia ao serem ultrapassados certos valores criticos, além da temperatura critica,
como o campo magnético (H) e a densidade de corrente (J) [22-27], desta forma, os

parametros que caracterizam o estado supercondutor sdo a temperatura critica (T, ), o

campo magnético critico (H.) e a densidade de corrente critica (J.), que sao

propriedades intrinsecas de cada material.

Atualmente aplicacdes tecnologicas que envolvam materiais supercondutores,
procuram desenvolver armazenadores de energia (Flywheel), limitadores de corrente,
cabos de transmissdo, tomografia computadorizada, veiculos de levitacdo magnética
(trens MAGLEV — Magnetic Levitation) entre outras aplicagdes [27-30]. A figura 2.2
apresenta algumas dessas aplicagdes tecnologicas que utilizam materiais
supercondutores.
liquid

. nitrogen
cryostat

iron core

primary
’ copper
0.02m ! winding

b) Limitador de Corrente

d) Tomografia Computadorizada

¢) Cabo de Transmissao

Figura 2.2 — Aplicacdes Tecnoldgicas da Supercondutividade [31].

A primeira tentativa de entender o fendomeno da supercondutividade foi basear-

se nas equagdes de Maxwell para descrever um condutor ideal:
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[k H= J (2.1)

0.B= 0 (2.2)
JB
Ox E= - Z—
o (2.3)
0.D= p (2.4)

Com as seguintes relacdes constitutivas:

B=pH (2.5)
D=¢E (2.6)

Onde, H ¢ o vetor de intensidade magnética; B é o vetor de fluxo magnético; E ¢é o
vetor campo elétrico; J ¢ vetor densidade de corrente; D ¢ o vetor da indugdo elétrica; p

¢ a resistividade; € ¢ a permissividade elétrica e [ ¢ a permeabilidade magnética.

As primeiras tentativas de se explicar a supercondutividade consideram os
supercondutores como um condutor ideal, ou seja, como um metal com resistividade

nula. Segundo a lei de Ohm,
E=pJ (2.7)
Como o valor de p tende a zero, o que representa a resistividade nula, o campo

elétrico dado pela equacdo (2.4) deve ser nulo. O que implica em E = 0 na equacgao (2.3)

obtendo-se,

0B
ot (2.8)

Integrando a equag@o acima, obtém-se:
B =B, =Cte (2.9)

15



A equacdo (2.9) mostra que, quando um condutor ideal ¢ submetido a um campo
magnético externo, o fluxo penetra no condutor. A constante indicada na equagao (2.9)
pode ser zero ou entdo diferente de zero. Para um condutor ideal, a condi¢ao de
contorno de (2.9) mostra que quando a indugcdo magnética for igual a zero, ela deve

permanecer nula e o condutor ideal exclui o fluxo magnético de seu interior.

Agora, supondo que a constante B, da equacao (2.9) seja diferente de zero, entao
ela deve permanecer com o mesmo valor quando a temperatura for proxima a 0K, ou

seja, ndo ocorrera exclusdo de fluxo de interior do condutor ideal.

Conforme pode se observar apenas com as equacgdes de Maxwell ndo € possivel

descrever o fendomeno da supercondutividade.

2.2 - Efeito M eissner

Em 1933, W. Meissner e R Ochsenfeld [20,22-27] demonstram
experimentalmente, que um condutor perfeito ndo representa as condi¢des de um
supercondutor. Assim, descobre-se que o fluxo de campo magnético B ¢ expulso do
interior de um supercondutor, ou seja, o fluxo magnético ¢ nulo em seu interior,

comportando-se como se fosse um diamagnético perfeito (figura 2.3).

Material
Supercondutor

Magneto
Permanente

Figura 2.3 — Efeito Diamagnético no Super condutor

Este efeito diamagnético ¢ conhecido na literatura como Efeito Meissner. E ¢ ele

que distingue o supercondutor de um condutor perfeito, ou seja, a exclusdo total do
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campo magnético de seu interior. A figura (2.4) mostra a diferenga entre um condutor

perfeito e um supercondutor.

a) Condutor Ideal

Transigdo para (LR |
resisténcia zero VRS e

¥ f 1 ; 1'!
B#0 i : I‘ [ Transi¢do para I. j
' £ resisténcia zero ) %
TYTYTVYTY TYTYTTYTYEY
b) Diamagneto Perfeito
[1) | |
<15 | g, |
o 1| % W
B0 |/ |11 I [
\d i | ;
w |
N j

R ||
rYVYETTwYTW YYTYT YYY

Figura 2.4 — Diferenca do Comportamento entre um Condutor Perfeito e um Super condutor

2.3 - Teoria de London e Profundidade de Penetracéo

Como as equacdes de Maxwell ndo sdo suficientes para descrever o fendmeno
da supercondutividade, os irmdos F. ¢ H. London, em 1934, apresentam duas equagoes
que mostram a diferenga entre o diamagnetismo perfeito e a resistividade nula de um
condutor ideal. Estas equacdes sdo obtidas a partir das equacdes de Maxwell como

apresentado a seguir.

Como os elétrons, (ou superelétrons, assim chamados antes da teoria BCS), em
movimento no supercondutor ndo encontram resisténcia, entdo se mantido um campo

elétrico E constante no material, a aceleragdo dos elétrons por acao deste campo é:

mv, =eE (2.10)
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onde, V; ¢ a velocidade dos elétrons; e ¢ a carga do elétron e m € a massa do elétron.

Se existem ng elétron se movendo, por unidade de volume, com uma vy

velocidade, entdo pode se ter uma densidade de corrente,

=nev, (2.11)

Substituindo (2.10) em (2.11), tem-se:

J =—"F (2.12)

Podendo ser reescrita da seguinte forma:

oB .
OxE=-—=-B 2.13
x (2.13)
Substituindo (2.12) em (2.13), tem-se:
Om O .
GO J= (2.14)
(ne” U

Usando a equacao (2.1) da seguinte forma:

| .
J=—1I[k B (2.15)
M,
e substituindo em (2.14) obtém-se:
S0 o 8- 2.16)
Duonse
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Usando a seguinte relacdo vetorial:
xx FEO(=E) °F (2.17)

e lembrando que [1.B = 0, a equacao (2.16) pode entdo ser reescrita da seguinte forma:

.U 0.
0B = € (2.18)
U m [
Simplificando, tem se:
DB =18 (2.19)
. .
onde
m
a= 5 (2.20)
y.ne

A equacdo (2.19) descreve o comportamento de um condutor com resisténcia
zero, mas ndo € o suficiente para descrever um supercondutor, pois a sua solucao recai

na solu¢ao de um condutor ideal.

A equacdo (2.19) impde que o valor do campo magnético seja uma constante,
mas o efeito Meissner exige que esta constante seja obrigatoriamente igual a zero. Entdo
usando o efeito Meissner, os irmaos London propuseram que o comportamento de um

supercondutor deveria ser escrito por:

g-lp 2.21)
a

Com isso, junto com a equagdo (2.21), ¢ possivel conhecer as chamadas

equagoes de London, onde a equagao (2.12) descreve o efeito Meissner.
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No Anexo B para um entendimento das equagdes de London, apresenta-se um

exemplo unidimensional [20].

2.4 - Teoriade Ginzburg — Landau

Em 1950 Vitaly Ginzburg e Lev Landau propuseram uma teoria fenomenologica
para a supercondutividade [32] que integra eletrodindmica, mecanica quantica e

propriedades termodinamicas dos supercondutores.
Esta teoria ¢ baseada em trés suposic¢oes:

1) Existe um parametro de ordem W que vai a zero na transicao
2) A energia livre pode ser expandida em poténcias de W

3) Os coeficientes da expansado sdo funcdes da temperatura T.

Seguindo estas trés suposigdes, a energia por unidade de volume ¢ escrita da

seguinte forma:
E =F, +a(T)|¥| +@|w|“ +.. (2.22)

onde

W =n (2.23)

¢ a densidade de portadores de cargas no estado supercondutor;
F, ¢ a energia no estado supercondutor;

F, ¢ a energia no estado normal.

Os coeficientes a e [, de acordo com a hipdtese 3, tem as seguintes

propriedades:
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a(T)<0,para T < T, (2.24 a)

a(T)=0,paraT =T, (2.24b)

Nas proximidades de T, a(T) pode ser escrito da seguinte forma:
a
a(T) = (T - T,)E0% [ (2.25)
CAT Oy
onde

T) = =2 2.26
B(T) élj—T@mC (2.26)

A equacao (2.26) ¢ positiva e nas proximidades de T, pode ser escrita da

seguinte forma:
B(T) Op(T,) (2.27)

Para T < T, a equagdo (2.27) apresenta um minimo absoluto para
o
¢ = — (2.28)

E é essa equagdo (2.28) que garante que |4 seja nula para T = T..

A energia livre correspondente para a equagdo (2.22) é:

F=fF -2 (2.29)

Pode se mostrar que:
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_H(T)

F, -F, (2.30)

8n

e da equacao (2.29) para regiodes perto de T.:

2
H2(T) = 2% (2.31)

B
As equagodes (2.25) e (2.26) mostram que:

F -F =(T-T,) (232)

que ¢ o resultado geral da teoria de Landau.

2.5 - Comprimento de Coeréncia

Na equacdao (2.22) acrescenta-se um termo de energia cinética devido ao
movimento dos portadores de cargas na presenca de um campo magnético.

Representando este termo em fun¢do do momento linear P :

cin = Pz* (233)
2m
onde
P = (-ind+q,A)¥(r) (2.34)

¢ o momento candnico da carga gs = -2e que se move um campo magnético. Com isso a

energia cinética fica da seguinte forma:

B, = [(in0 - 2eA )W () (2.35)

2m
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Onde, A ¢ o potencial elétrico; # ¢ a constante de Planck; m’ é a massa efetiva dos

portadores de cargas supercondutoras.

Levando em conta a equagdo (2.35) e somando a energia cinética, a equagao

(2.22) fica da seguinte forma:
F, =F, +a(T)|¥| + (T) P2 + [( in0 - 2eA () (2.36)
2m’

Como o campo magnético aplicado contribui para a magnetizagdao, ¢ também

somada sua contribui¢do através da densidade volumétrica de energia magnética.
u=—p,b3(r) (2.37)

onde, b’(r) ¢ inducdo magnética microscopica.

Somando a equagdo (2.37) a (2.36) obtém-se a densidade de energia livre do

estado supercondutor na aproximacao de Ginzburg - Landau.
E, =F, +a(D|¥’ +B(T)|w| s L [~ino-2e) + 2u0b (r) (2.38)
2m”

e a energia total do estado supercondutor ¢:

e

O 2 2 O
. =F, [ W ihll-2 LP \% b2 V 9
' \A QX( )| | IIl [( ' © (r)] Hl + 5 'J'O (r)g (23 )

sendo que Vi € o volume da regido supercondutora.

Agora para o calculo da equagdo diferencial de Ginzburg - Landau para o

parametro de ordem Y)(r), € imposta uma variagao da seguinte forma:
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W(r) - W(r) +0¥(r) (2.40)

e substituindo na expressao (2.39) para F; e conservando apenas os termos de primeira

ordem em OYxr), tem - se que:

F +8F =F + I%a(T)W +2B(T W[+ L r(-ino - Ze)W(r)]de§W (2.41)
¥, m

Como a condigdo de minimo ¢ para OF = 0, entdo:

L r(-in0 - 260w ENES‘P (2.42)
m

5F. = I%a(T)W + 2B(T)| W] +

Para que a equagao (2.42) seja verdade a integral serd nula somente quando:

a(TYP(e)+ BN () +— [(~in0 - 2e)e () =0 (2.43)

m

Colocando a equagdo (2.43) na forma unidimensional tem-se:

a(T¥(x)+p(T)¥(x)+ ni %r in (;ix -2e @P(X)E =0 (2.44)

Pode-se simplifica - 14, colocando em uma regido de baixos campos, nesse caso o

campo A serd desprezado, ficando a equacdo da seguinte forma:

1

. d o 2.45
- %mag l4J(x)5_o (2.45)

A contribui¢do do campo magnético para diminui¢do da ordem supercondutora ¢

a(MW(x)+B(T)¥(x) +

levada através da seguinte variavel:
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Y(x)

<1 (2.46)

Onde, Y(x) indica a presenca de baixos campos e correntes € Yo, € a ordem em toda

extensdo do supercondutor devida a presenca de cargas supercondutoras.

Com isso a equacao (2.46) fica da seguinte forma:

2 2
g oo’ =0 (2.47)
m’ |of Hdx?

Fazendo
2
g =M (2.48)
2m (x|
Tem-se
d’g
—§2—2+g—g3:0 (2.49)
dx
lembrando que g <1, entdo
g=1-q (2.50)
substituindo (2.50) em (2.49), obtém-se
d’q = 2.51
&5 +(-a)-(1-9 =0 2.51)

fazendo uma expansdo em (1-q)’ e conservando apenas os termos de primeira ordem em

g, obtém-se :
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d_‘zl _ ?q =0 (2.52)
X
A solucdo da equagdo (2.52) é:
A2
a(x)=q.e ° 2.53)

Na proxima secao serd mostrado que existem dois tipos de supercondutores e
uma das maneiras de caracteriza - los ¢ através do Comprimento de Profundidade de
London e do Comprimento de Coeréncia (§). O parametro & ¢ o comprimento

caracteristico da variagdo do pardmetro de ordem do supercondutor.

2.6 - Tipos de Supercondutor es

Uma das maneiras mais simples de explicar a diferenga entre um supercondutor
do Tipo I e um supercondutor do Tipo II consiste na comparacdo da ordem de grandeza

do Comprimento de Penetra¢ao de London e do Comprimento de Coeréncia.

Para um supercondutor do Tipo I a profundidade de penetragdo de London Ay ¢é
muito menor que do que comprimento de coeréncia §. O comprimento de coeréncia (&)
para os supercondutores do tipo I ¢ da ordem de 10™* cm. Isso faz com que o campo H

va a zero muito mais rapidamente do que o crescimento de .

Para um supercondutor do Tipo II ocorre o contrario, isto €, a profundidade de

penetragdo A ¢ muito maior do que o comprimento de coeréncia &.

O efeito Meissner Total ¢ obedecido somente no supercondutor do Tipo I, no do
Tipo II o campo magnético B ndao se anula rapidamente a medida que penetra no
supercondutor, podendo com isso suportar um campo critico mais elevado, como

também ter uma temperatura critica maior do que o do Tipo L.
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Conforme apresentado no grafico da figura 2.5 o supercondutor do Tipo I tem
apenas um Campo Magnético Critico (H,), mas para o do Tipo II existem dois valores, o

Campo Magnético Critico Superior (H¢;) € 0 Campo Magnético Critico Inferior (H;).

=}

=

]

-]

b=

£

=]

= -

L= -

1 -

£ L

m e

X 3T

n -

E _»7 Estado

[ L Supercondutor Estado
i Mormal

H L3

Campo Magnético Aplicado

Figura 2.5 - Comparacéo entre o Supercondutor do Tipo | eTipo 1.

Até o Campo Magnético Critico Inferior (H,, ) o fluxo é expulso completamente
do supercondutor, na regido maior que o Campo Magnético Critico Superior (H_,) o
supercondutor transforma - se em um condutor normal, e entre (H_,) e (H_,) o fluxo

ndo ¢ expulso completamente, esta regido ¢ chamada Estado Misto.

Todas as teorias existentes até entdo ndo eram suficientes para explicar os
principais fenomenos associados a supercondutividade. A seguir sera realizado breve
comentario sobre a mais importante teoria sobre a descrigdo fenomenologica da

supercondutividade, a teoria BCS.

2.7-TeoriaBCS

Esta teoria ¢ a primeira formulag@o quéntica para explicar a supercondutividade.
Ela é assim chamada, em referéncia a seus trés autores: John Bardeen, Leon Cooper e

Robert Schrieffer [33].
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O principio bésico desta teoria ¢ a existéncia de uma atracdo entre pares de
elétrons, através da rede cristalina. Com esta interagdo sera gerado um estado mais

estavel que os estados fundamentais do metal, que ¢ o estado de pares de Cooper.

Ao passar pela rede cristalina (figura 2.6), o elétron causa polarizagdes locais,
transferindo assim um momento linear para a rede, pois este elétron € retardado por uma

regido da rede.

Figura 2.6 - Comportamento da rede cristalina na amostra super condutora

Um segundo elétron passando pela regido serd atraido pelas cargas induzidas
pelo primeiro elétron, recebendo da rede um acréscimo do momento. Observa - se na

figura 2.6, o deslocamento do centro dos circulos em relagdo as posi¢des de equilibrio.

Com isso, existe uma transferéncia de momento, que ocorre, através da rede
cristalina. Este processo ¢ maximo quando os elétrons emparelhados tém momentos
opostos ¢ de mesmo mddulo. Os pares de elétrons que participam desta interagao sao
denominados pares de Cooper. Os pares de Cooper sdo portadores de carga do estado
supercondutor, qs = 2e. A teoria BCS ¢ valida para metais, pois para os novos materiais,
que sdo ceramicos, ndo ha teoria definitiva, sendo que a pesquisa de sua natureza e a sua

aplicagdo constitui hoje um atrativo para pesquisa.

As propriedades magnéticas de um supercondutor podem ser descritas
macroscopicamente pela lei de quantizagdo do fluxo magnético. De acordo com a

referéncia [24] esta lei pode ser escrita, na forma:

Li+d=nd, (2.54)

Onde i ¢ a corrente elétrica, L é a auto-indutancia, ¢ é o fluxo magnético externo e
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¢, = (2.55)

¢ o fluxdide (fluxo magnético elementar). Ou seja, o fluxo magnético total através de
um supercondutor permanece constante para um estado quantico caracterizado pelo

nimero quantico n.
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Capitulo 3 — Magnetizacéo de
Supercondutores

3.1 —Introducéo

Como apresentado no capitulo anterior, os supercondutores do tipo Il exibem
uma resposta magnética em duas fases. para campos aplicados inferiores a Hey, 0
material encontra-se no estado Meissner total e apresenta diamagnetismo perfeito (U =
0, para o comportamento de um supercondutor do tipo I); mas quando o valor do campo
magnético aplicado ultrapassar este valor (Hci), inicia-se a entrada quantizada de fluxo
magnético, passando o supercondutor para o estado Meissner parcial ou estado misto,

que acontece até o campo aplicado atingir o valor de H_,, quando o material

supercondutor retorna ao seu estado normal.

Em amostras supercondutoras sem impurezas ou defeitos, os vortices podem
entrar ou sair livremente, sem que haja nenhuma consequiéncia para a historia magnética
da amostra supercondutora. No caso de amostras supercondutoras com impurezas ou
defeitos, os vortices podem ser aprisionados nestas regides, que nao Sdo
supercondutoras, porém sdo regides energeticamente mais favoraveis a permanéncia do
nicleo norma e que se constituem em centros de aprisionamento para os vortices
(figura 3.1). Havendo aprisionamento de vortices, o comportamento magnético da
amostra passa a depender da histéria magnética, ou seja, passa a existir histerese. O

aprisionamento de vortices esta relacionado a densidade de corrente critica.
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Figura 3.1 - vértice aprisionado numa impur eza

Esta relacdo manifesta-se da seguinte forma: os vortices aprisionados em uma
amostra supercondutora, que transporta uma densidade de corrente J, estdo sujeitos a

uma densidade de forca de Lorentz:

f=JIxd, (3.1)

gue tende a arrancé-los do centro de aprisionamento.

Enquanto a forca de Lorentz equilibrar a forca de aprisionamento fi. < fp, ndo
haverd deslocamento de voértices através da regido supercondutora. Quando este
equilibrio for rompido (f. = fp), os voértices serdo arrancados do centro de
aprisonamento e se deslocaréo através do supercondutor sob a agdo da forca de

Lorentz.

Este movimento das linhas de fluxo magnético cria, entdo, campos elétricos
induzidos que causardo dissipagao, destruindo o estado de resistividade nula; isso ocorre

quando a corrente J atinge 0 seu valor critico J..
Quanto mais intenso for o aprisionamento, maior sera a corrente necessaria para

arrancar o Vvortice e causar a dissipacdo, definindo assim a relacdo entre o

aprisionamento e a corrente critica, como:
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f=Jexq (3.2)

Os processos para aumentar o valor da corrente critica pela criacdo de impurezas
e defeitos vao desde a dopagem da amostra a suairradiacéo por feixe de néutrons [33].
A quantizacdo de fluxo no supercondutor do tipo Il e o aprisonamento de vortices

implicam numa dependéncia funcional entre sua magnetizacdo e o campo aplicado, ou
sgja, M = M(H).

Como o raio de cada vortice, R, ~10°m, € muito menor do que o raio das

vort

amostras supercondutoras (R, ~10™"m), ndo é possivel descrever o processo de

magnetizacdo de uma amostra macroscopica por meio da contagem de vortices.

A diferenca de tamanho permite entdo desprezar as dimensdes do vortice frente
as dimensdes da amostra e utilizar um modelo continuo para a magnetizacdo média

gerada pela entrada de vértices no supercondutor.

O modelo mais utilizado e bem sucedido na descricdo do comportamento
magnético de supercondutores do tipo Il em temperatura constante € o modelo de Bean
[34 - 36].

3.2- Modelo de Bean

Este modelo considera um cilindro supercondutor infinito de raio R, densidade
de corrente critica J. € Hgy nulo, imerso em campo magnético uniforme H, paralelo ao
seu eixo de simetria. Ele descreve as respostas magnéticas do cilindro, supondo que ao

se aplicar o campo externo, uma corrente de blindagem de densidade J,, flui na
superficie cilindrica até uma profundidade:

-H
X, = 3. (3.3
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Magnetizando parcialmente a regido interna. A magnetizac&o parcial prossegue até que
a corrente de magnetizagdo atinja uma profundidade x, = R. Isto ocorre quando o campo
aplicado atingir o valor Hp = J.R, chamado campo de penetracdo, pois ai ocorre a
penetracéo total do cilindro pelo campo, estando o cilindro totalmente magnetizado
(figura3.2).
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Figura 3.2 - processo de magnetizacdo ZFC sob campo crescente, no modelo de Bean.

Nota-se que Hp é diferente de Hcp, pois enquanto Hc, depende apenas da
natureza do material supercondutor, Hp depende da natureza do material (por meio de
Jo) e também das dimensdes do cilindro, por meio de R, sendo uma propriedade de cada

amostraem particular.

A partir de Hp, qualquer aumento no valor do campo aplicado ndo causara
nenhuma modificagdo na magnetizacdo do cilindro, pois 0 material ndo pode admitir

mai's correntes em seu interior e se produz uma saturacao de sua resposta magnética.

Quando o campo atingir um valor maximo, qualquer decréscimo induz correntes
de magnetizacdo de sinal contrério aquelas geradas quando o campo estava crescendo.
Nota-se que o cilindro ja estava no estado supercondutor quando o campo foi aplicado,
correspondendo a situacdo em que uma amostra é resfriada na auséncia do campo

magnético aplicado, processo ZFC (Zero Field Cooling).
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Figura 3.3 - Processo de magnetizacdo ZFC sob campo decr escente, no modelo de Bean.

Agora como o0 modelo de Bean sendo tratado na Situacdo em que o
supercondutor € resfriado em presenca de um campo magnético aplicado processo FC,
(Field Cooling), da mesma forma como na descricdo anterior, as correntes de
magnetizacdo fluem com densidade Jc, mas seu comportamento € oposto ao do caso
ZFC, pois agora as correntes tendem areter o fluxo magnético na amostra.

p L

Je

T>T.

-Jc

M-
]

Figura 3.4: Processo de magnetizacdo FC no modelo de Bean.

3.3 — Supercondutor como Ima

O conceito de supercondutor como sendo um material capaz de expulsar
completamente o fluxo magnético de seu interior, ndo é incompativel com a capacidade
de reter fluxo magnético.
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Verificase experimentalmente que uma amostra supercondutora pode-se tornar
um verdadeiro imd, apresentando densidades de fluxo magnético da ordem de 14T [37],

dependendo do processo utilizado (ZFC ou FC) e da temperatura de operagéo.

Levando-se em conta que os melhores imas permanentes cilindricos disponiveis
atualmente (NdFeB), fornecem densidades de fluxo da ordem de 1T, fica evidenciada a
imensa superioridade e as potencialidades do uso de supercondutores como fonte de

fluxo magnético.

Em toda a tecnologia que emprega supercondutores, € necessario um gasto com
a refrigeracdo das amostras supercondutoras, mas ainda assim 0 processo € vantaj0so,
pois para se conseguir um fluxo magnético de mesma intensidade seria necessario

recorrer ap uso de el etroimas cujo consumo de energia el étrica é bastante alto.

Uma técnica que se beneficiaria imediatamente com a utilizacdo de iméas
permanentes supercondutores seria a tomografia por ressonancia magnética, pois os
tomografos utilizam eletroimads supercondutores (bobinas de fios supercondutores
metalicos) refrigerados a hélio liquido, e com a utilizacdo de blocos supercondutores
magnetizados, aumentariam seu rendimento e diminuiriam os custos pois a refrigeracéo

é realizada com nitrogénio liquido.

A imantacdo do supercondutor € consequiéncia do aprisionamento de vortices,
pois, conforme 0 modelo de Bean existem correntes persistentes no interior da amostra

supercondutora mesmo depois de 0 campo externo ser desligado.

Assim sendo, os melhores supercondutores candidatos a funcionarem como imas

S80 0s que possuem maior valor de J..

Trabalhos anteriores [35-36, 38-40] mostraram que 0 modelo de Bean, em
conjunto com um método numeérico, da bons resultados para o calculo das forgas de
interacdo entre imas permanentes e amostras supercondutoras resfriadas em campo
magnético nulo (ZFC) [35], apesar disto, a aplicacdo do modelo de Bean ao calculo da
forca de levitag&o no caso FC néo apresenta 0 mesmo sucesso [ 36].
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Com isso buscou-se na literatura, model os de magnetizagdo para o caso FC que
se adequassem mais aos resultados experimentais. Os dois model os encontrados foram:

0 model o das imagens congeladas [41] e 0 modelo de correntes Js + Jy [42)].

O modelo das imagens congeladas emprega dois dipolos-imagens para
reproduzir a resposta magnética de um supercondutor imantado, enquanto uma imagem
da a resposta diamagnética, o outro reproduz o fluxo aprisionado. Este modelo supde
que os dipolos envolvidos na interacdo (o ima permanente, a imagem diamagnética e a

imagem congelada), possuem 0 mesmo modulo.

No modelo Js + Jy, uma densidade superficial de corrente Js e uma densidade

volumar de corrente Jy, sdo empregadas para reproduzir o perfil de densidade de fluxo
B,, que pode ser obtido experimentalmente, permitindo calcular o médulo do dipolo

aprisionado no supercondutor e também o valor de sua corrente critica.
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Capitulo 4 — Método dos Elementos
Finitos Aplicado ao
Eletromagnetismo

4.1 - Histérico

O Método dos Elementos Finitos (MEF) foi desenvolvido na década de 1950
para solucionar problemas inerentes a Engenharia de Estruturas. Estendendo-se a outros
campos, como: a difusdo de calor, o escoamento dos fluidos, eletromagnetismo, etc. O
primeiro artigo no qual o MEF foi apresentado, no Journal of Aeronautical Science, no
ano de 1956 ¢ o “Siffnes and Deflection Analysis of Sructures”, de M.J. Turner, R.W.
Clough, H.C. Martin e L.J. Topp. Mas mesmo antes, o conceito matematico do

elemento finito, ja era conhecido. Ele foi apresentado por Courant [43] em 1943.

O primeiro trabalho propondo a utilizagdo do MEF em problemas de
eletromagnetismo foi o artigo “Finite Element Solution of Saturable Magnetic Fields
Problems” dos autores P.P. Silvester ¢ M.V. K. Chari, publicado na IEEE Transaction
on PAS, em 1969. No Brasil, o primeiro trabalho sobre aplicacdo do MEF aplicado a
Engenharia Elétrica foi desenvolvido por Janiszewscki [44], na Escola Politécnica da

USP, no ano de 1978.

Sua popularizagdo no meio cientifico e na industria nacional ocorreu na década
de 80, em virtude da reducao dos custos computacionais. Com isso varios setores
comegaram a implementar pesquisas e desenvolvimentos com esta ferramenta, com o

objetivo de atingir um maior grau de precisdo em seus projetos.

Atualmente existem algumas instituicdes que desenvolvem softwares com a

aplicacdo do MEF para eletromagnetismo tais como: o LMAG [5] da Escola Politécnica
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da USP (Universidade de Sao Paulo), que desenvolve um software de mesmo nome; o
EFCAD [6] desenvolvido pela Universidade de Santa Catarina ¢ o GRUCAD da

Universidade Federal de Minas Gerais.

Os softwares comerciais que utilizam o MEF em suas solugdes, como por
exemplo, o Ansys [45], FEMM [46], EFCAD, entre outros, trabalham com as equagdes
de Maxwell. Para esse trabalho isso ndo sera suficiente, pois como visto no capitulo
anterior, apenas com as equacdes de Maxwell ndo € possivel descrever o fenomeno da

supercondutividade.

Nas proximas sec¢des sera apresentado o MEF apenas para problemas
magnetostaticos bidimensionais, em virtude das geometrias utilizadas nas simulagdes do

presente trabalho.

4.2 - Descricao do M étodo dos Elementos Finitos

O MEF ¢ um método que permite avaliar de forma aproximada, a solucao de
problemas continuos governados por equagdes diferenciais parciais. Este método
consiste em dividir a regido em estudo em pequenas sub-regides, chamados elementos
finitos. Esta subdivisdo resulta em uma malha de elementos finitos, sendo que no caso
de problema bidimensional, ela pode ser constituida por elementos triangulares ou

quadrilateros. Os vértices dos elementos sdo denominados nds ou pontos nodais [37,52]

(figura 4.1)
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Figura 4.1 — Dominio de estudo [47]
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Os elementos finitos podem ser de diferentes tamanhos, ou formas, assim como
disposta com mais densidade nas regides de maior interesse, onde se deseja uma solugcao
mais detalhada e precisa. E através desta estrutura de dados, elemento, malha, pontos
nodais, que se ¢ possivel avaliar aproximadamente as grandezas de interesse nos

fendmenos analisados.

4.3 - Método dos Elementos Finitos Aplicado a M agnetostatica

Como os campos magnéticos ndo variam ao longo das segdes transversais dos
dispositivos a serem analisados, utiliza-se uma formulacdo matemadtica baseada em
elementos triangulares e lineares, onde sera calculado o potencial magnético nos seus

vértices, em regime estacionario [47,48].

A aplicacdo do MEF na magnetostatica ¢ baseada na Lei de Ampere:

ﬁ:H.dI :ISJ.dS 4.1)

Onde, H ¢ o vetor de intensidade magnética e J € o vetor densidade de corrente.

O vetor de intensidade magnética (H) e o vetor campo magnético (B) estdo

relacionados através da seguinte relacdo constitutiva:

H=vB (4.2)
onde
1
v== 4.3)
u

¢ a relutividade.

A partir da equacdo de Maxwell [1.B = 0 define - se o vetor potencial A tal que:
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B=0OxA (4.4)
impondo que
OA=0 (4.5)
Para campos bidimensionais planos na magnetostatica, admite-se que as
correntes fluem na direcdo normal ao dominio em estudo. Supondo que este dominio
esta definido no plano (X, y), entdo o vetor densidade de corrente devera ser:
J=1], (4.6)
com J, constante no elemento.
Como as dire¢des de J e A sdo idénticas, temos:

A = AX)y) (4.7)

Com isso a equacao pode ser descrita da seguinte forma:

_ _[PA _ A
B—DXA—%E QZ_X@ (4.8)

A figura (4.2) apresenta um elemento triangular genérico de um dominio
discretizado, onde A;, A, e A; sdo os valores da componente Z do vetor potencial

magnético nos vértices 1, 2 e 3 do referido elemento.
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Figura 4.2 — Elemento Genérico [47].
Face ao fato de que uma fungdo potencial ¢ continua, pode-se aproximar o

potencial magnético em um ponto (x, y) qualquer no interior do elemento, através de

uma interpolacao linear dos potenciais de seus vértices.

Com isso, o0 potencial em ponto (x, y) podera ser representado por uma fungao

linear do tipo:
AX,y)=a; + o,Xx + oy (4.9)
onde os a;, 0, € 03 sdo fungdo de Ay, Ay e As

Para determina-los basta aplicar a equagdo (4.9) nos vértices do elemento

considerado (figura 4.2), resultando o seguinte sistema de equagdes:

Ai(X, Y1) = o + X, + 0y, (4.10-a)
Ax(Xa, ¥2) = oy + 00X, T 0Y, (4.10-b)
As(Xs, y3) = 0y + 00X+ 05Y; (4.10-c)

A solucao do sistema (4.10) fornece os valores dos coeficientes de (4.9),

resultando em:
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a, :i(alAl +a,A, +33A3) (4.11-2)

1

a, :_(blAl +byA, +b3A3) (4.11-b)

2A

1
as :_(CIAI +c,A, +C3A3) (4.11-c)

20

onde

4, =X,¥; TX3Y, (4.12-a)
bl =y, -y, (4.12-b)
C, =X; X, (4.12-¢)

Os outros coeficientes sao obtidos por uma permutagao ciclica e o A € numericamente a

area do triangulo.

Substituindo o conjunto de equagdes (4.11) em (4.9), obtém-se a expressdo do
potencial num ponto qualquer no interior do elemento, através de uma interpolagao
linear dos potenciais em seus vértices:

Alx,y)=N,A, +N,A, +N,A, (4.13)

onde
1 .
N, :Z(ai +bx+c,y) =123 (4.14)

As fungdes N;j sao denominadas funcgdes de interpolagdo ou fungdes de forma do

elemento e observam a seguinte propriedade:

Ni(xi, Yj) = 6ij (4.15)
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sendo &; delta de Kronecker que ¢ definido da seguinte forma:

5 =2 171 (4.16)
! 8) i#]

5

Pelas equagoes (4.2) e (4.4) o vetor intensidade magnética (H) pode ser escrito

da seguinte forma:

0A v

H, = Yoy =£(01A1 +¢,A, +C,A,) (4.17)
0A v

H, =v_" =E(b1Al +b,A, +b,A,) (4.18)

Aplicando a Lei de Ampére em contornos fechados, como mostrado na figura
(4.3), que envolve os nds do dominio e tomando a orientagao no sentido anti - horario,

tem-se:

Idj} -

Figura 4.3 — Parte dasregifes de controle interna ao elemento [47].

R = [H.dl = -H Ax -H Ay (4.19)

POS
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sendo H = H, i + Hyi e dl=-Axi -Ayi
Substituindo Hy e Hy por seus valores obtidos pela expressdo (4.17) na (4.18),

resultard em:

R} = ﬁ[(blbl + CICI)A1+ (blbz + ClCZ)A2+ (b1b3 + Clc3)A3] (4.20)

Para o no6 2, pode-se escrever:

RS = H,Ax+H, Ay (4.21)
com
Ax =x, —x, = %
(4.22)
_ _b,
By =y, ~y, = >
substituindo as equacdes (4.17) e (4.18) em (4.14), obtemos:
eV
R; = E[(bzbl +CZCI)A1 + (bzbz + Czcz)Az + (b2b3 +Czc3)A3] (4.23)
De forma analoga procede-se no no 3, resultando em:
eV
RS = E[(b3b1 + C3C1)A1 + (b3b2 + C3C2)A2 + (b3b3 + C3C3)A3] (4.24)

As equagoes (4.20, 4.23 e 4.24) podem ser escritas na forma matricial da seguinte

forma:
b,b, +c,c, bb,+ccc, bb,+cec,OTA O
O

(1, O
4A 0 b,b, +epe,  byby+ese s g
Hsimétrica b;b; +cyc, HALH

(4.25)
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A matriz quadrada de (4.25) ¢ dita matriz de coeficientes do elemento, tendo

como caracteristica a simetria e a singularidade.
Como em cada elemento existem contribuicdes para correntes ligadas a trés

pontos diferentes e admitindo que a densidade de corrente ¢ uniforme no interior do

elemento, essas contribuicdes sdo tais que:
;0 g
0.0
(P30= %ABD (4.26)
e[
50 B

Em vista disto a Lei de Ampere aplicada a um contorno fechado envolvendo um

no (i) resultard em:

NE NE
YR{=%® i=12,..NN (4.27)
e=1 e=l

Onde, NE ¢ o niamero total de elementos e NN é o numero total de ndés no dominio.

Expressando matricialmente,

[S][A]=[R] (4.28)

Todo esse procedimento até entdo realizado foi considerando apenas um Unico
elemento. Este processo ¢ repetido para todos os elementos da malha que depois irdo ser

somados para a geracao da matriz global

4.4 - Geracao da Matriz Global

Uma vez obtidas as matrizes de cada elemento finito, deve-se soma - las
criteriosamente para estabelecer as relacdes entre os elementos para gerar a matriz

global. No anexo C ¢ apresentado um exemplo de constru¢ao da matriz global.
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4.5 - Introducéo das Condicdes de Contorno

Na solucdo de problemas de campo pelo MEF, o dominio em estudo deve ser
fechado, em alguns casos os campos sao confinados em regides bem definidas, de modo
que as condi¢des de contorno sdo evidentes.

Com a introdu¢do das condigdes de contorno remove se a singularidade da

matriz global, permitindo a soluc¢do do sistema de equagdes lineares.

Para a introdug¢do das condi¢des de contorno, devem ser efetuadas algumas
alteracdes no sistema original, de modo que apds a solugdo, nos nds situados nas regides

de contorno, seja obtido o potencial imposto.

Seja (m) um no, cujo potencial € conhecido e de valor . Para que apos a solugdo

do sistema tenha V,, =@, basta fazer na matriz global e no vetor das a¢des o seguinte:

mm = 1;

S
Smj=0parai=] e
Fn=0@

Com o procedimento anterior ¢ eliminada a simetria global, que pode ser
recuperada da seguinte forma:
Rjnovo = Rjantigo — Sjm @
Sim=0 para j #m

Com isso sdo introduzidas as condi¢des de contorno e elimina-se a singularidade

da matriz global [S].
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Capitulo 5 — Modelos Desenvolvidos
para a Smulacao
Computacional de
Supercondutores de Alta
Temperatura Critica com
MEF

5.1 —Introducao

Neste capitulo serdo apresentados os modelos desenvolvidos para a representacao
de materiais supercondutores para a utilizagdo nos programas de elementos finitos, sdo
apresentados: o modelo de Bean, o modelo tipo Bean, onde a corrente critica ¢
representada como uma fung¢do exponencial e por fim modelo de fixacdo do potencial
vetor, que foram desenvolvidos e utilizados nas simulagdes para amostras

supercondutoras no MEF.

5.2 - Calculo por Elementos Finitos da Forca de I nteracéo entre
uma Amostra Ceramica Supercondutora e um Magneto

Permanente.

Para o calculo utilizando o MEF, da for¢a de levitagdo da interacdo entre uma

amostra supercondutora € um ima permanente ¢ necessario levar em consideragao o fato
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de que a amostra estara no estado Meissner Parcial (estado misto) e haver uma

magnetizacdo M(H) devida a penetracao de vortices no seu interior.

Como o didmetro do vortice (da ordem de 1nm) ¢ desprezivel quando comparado
com as dimensdes da amostra, a sua magnetizacdo pode ser tratada como um processo
continuo. A continuidade ¢ descrita pelo modelo de Bean, e com esse formalismo ¢
possivel construir as curvas de magnetizacdo de uma amostra supercondutora de forma

que a caracteriza¢cao da amostra possa ser representada nos programa de MEF.

O modelo de Bean [34], conforme apresentado no capitulo 3, considera uma

corrente de blindagem de densidade J. que flui pela superficie da amostra

supercondutora cilindrica exposta a um campo aplicado H até uma profundidade:

o

< =1 (5.1)
JC

Partindo desta suposicao ¢ possivel calcular o momento de dipolo magnético

(T,¢) induzido na amostra, e conseqiientemente, sua magnetizagdo M = M(H)

R
I_ind = nJch J.dex - 1—‘ind = n‘;Ch [(R _X0)3 _R3] (52)

R-x

o

Resolvendo a equagao (5.2), obtém se:

Moo = ”J;h R -x,) -r?] (53)

onde R e h slo, respectivamente, o raio e a altura da amostra supercondutora e x ¢ a
variavel radial de integracdo. Substituindo a equagdo (5.1) na equagdo (5.2), e usando a
defini¢do de momento de dipolo magnético, pode-se calcular a magnetizagao média da

amostra supercondutora como:
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r

M(H) = % = e (5.4)
que da a seguinte expressao para a magnetizacdo meédia em fungao de H:
M(H)=-H + JH; 3 (JH;)Z (5.5)
c c
que inserida na relagdo constitutiva dos meios magnéticos
B = u,[H + M(H)] (5.6)
tem como resultado
OH’ H® O (5.7)

B =G R T30 R

que ¢ a equagdo da curva de magnetizagdo da amostra supercondutora, no processo de
resfriamento em auséncia de campo. Pode-se notar que a altura da amostra

supercondutora ¢ cancelada quando do calculo da magnetizacdo média.

Como H, =J.R, aequagdo (5.7) € reescrita da seguinte forma:

(> H’ O (5.8)
B(H) = -
(H) Ho%g 3HPZS

A figura 5.1 ilustra a curva BxH que ¢ o grafico desta equacgdo para o caso em que

a amostra possui R =23 mm, h=20mme J_. 6,5%10” A/m? [42].
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Uma saturagdo foi imposta artificialmente em B = 0,99 T, a partir de H =1,5%10°

A/m, para satisfazer o requisito de convergéncia do programa de calculo.

Caso esta saturagdo artificial ndo fosse introduzida, ndo haveria convergéncia do
calculo. O valor do ponto de saturagdo deve ser escolhido bem longe do maior valor de
campo aplicado no problema para garantir que nao surjam resultados imprecisos € pouco
confidveis, que possam comprometer a validade da aproximacao, devido a dificuldades

de convergéncia.

Para demonstrar a validade da técnica, foi reproduzida numericamente, a
experiéncia realizada em [53]. A figura 5.2 representa a comparagdo dos resultados
numéricos obtidos por meio do MEF, utilizando o FEMM com uma malha contendo
aproximadamente 5000 nds e 9000 elementos, com os valores experimentais e a figura
5.3 apresenta a comparagdo do estado Meissner Total com o estado Meissner Parcial.

Pode-se observar o excelente acordo obtido, entre os valores numéricos e experimentais.

1.0 - Curva BxH da Amostra Teshima -
YBRaCud
1 J =B 510 Aim ™
oA - R=23mm

B(T)

1] : ; . ; . T : ; : \
0.0 3.0x10 6 .0x10 9.0x10 1.2=10 15«10

H(A/m)

Figura 5.1 - Curva B(H) construida com modelo de Bean para uma amostra de YBaCuO [53]
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Figura 5.2 - Gréfico da for ¢ca supercondutor a entre experiéncia e calculo por MEF no
processo ZFC [53].

=00 4
i *  Experimental
+50
_ +— MEF
oot * PMEF Meissner
350
=00 — -
FAN) -

T—T——T T 1T T
] = + =] -] 1 12 1+ 16 15 Z0 ZZ 2+ 26 Z8 30 32

z[mm)

Figura 5.3 - Gréfico da for ca supercondutora entre experiéncia e calculo por MEF no processo ZFC
parao estado Meissner Total [53].
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Ima
g Permanente

' . . Amostra
Eixo de simetria @----------- | “-----------oo-oo- » Supercondutora

Figura 5.4 - Distribuigéo daslinhas de campo na interacgdo entreo imd e a

amostra super condutora no estado misto (Estado M eissner Par cial)[53].

As figuras 5.4 e 5.5 apresentam o comportamento das linhas de campo na amostra

supercondutora para o estado Meissner Parcial e para o estado Meissner Total.

Magneto
Permanente

. . . Amostra
Eixo de simetria @----------= | “------ooooooooooo » Supercondutora

Figura 5.5 - Distribuicéo daslinhas de campo na interacdo entre o ima e
a amostra supercondutora no estado Meissner Total[53].
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5.3- Célculo da Forca de Interacéo entre uma Amostra Super condutor a

com J. dependente do Campo Aplicado

As ceramicas supercondutoras de alta T, podem apresentar dependéncia com o
campo aplicado, exibindo uma curva funcional conhecida como “rabo-de-peixe” (fishtail
effect) [54]. A ocorréncia deste efeito evidencia a necessidade de se levar em conta a

dependéncia da corrente com o campo aplicado, fugindo do modelo de Bean.

Nesta se¢do, sera apresentado, um modelo para utilizacdo no MEF que permite
calcular as forcas de interacdo magnética na aproximacao entre um ima permanente de
NdFeB e uma amostra cilindrica de YBaCuO. A dependéncia J.(H) ¢ suposta

exponencial, de forma a ter um bom ajuste com os dados experimentais obtidos para
YBaCuO dopada com 10% de BaSnO; (YBaCuO-(10% BaSnOs)) fabricada no ISTEC
[55].

A curva B(H) por meio de um modelo de Bean modificado para a magnetizacao
de uma amostra com raio R =23mm e altura h=20mm, e¢ também foi obtida uma
expressdo para o campo de penetragdo (H,) de amostras cuja corrente critica decai

exponencialmente com o campo aplicado.

A curva J. (H) obtida experimentalmente para uma amostra de YBaCuO - (10%
BaSnQO;) ajusta-se muito bem a uma exponencial J.= Jcoe'aH, com Jc0=1,15><109A.rn'2 e
a=10°m.A"". Esta dependéncia é muito diferente daquela aceita no modelo de Bean,

onde:

J. = constante (5.9)

Apesar de o modelo de Bean propiciar boas aproximagdes para a resposta
magnética de um supercondutor, ¢ fato amplamente conhecido que supercondutores reais

possuem densidades de corrente critica que variam em fun¢do do campo aplicado. Com o
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intuito de descrever a resposta exponencialmente decadente apresentada pelo YBaCuO -

(10% BaSnOs3), o comportamento exponencial deve ser explicitamente levado em conta.

Pela combinagdo da equagdo de Ampere-Maxwell unidimensional, |3 H| = J,
com a suposi¢do de um comportamento “tipo-Bean” [56] para a magnetizacdo com

densidade de corrente exponencial, pode se obter:

dH — —-aH H (Xﬁ Y —_ R
o e o [ledH = dx (5.10)

que leva a uma profundidade de penetragdo x,:

e™ -1

X, = (5.11)

o

ol

co

A profundidade de penetracao do campo X, ¢ a largura do anel sobre o qual flui a
corrente de blindagem. O momento de dipolo magnético (I") das correntes de blindagem

induzidas que fluem da superficie até a profundidade R-x, ¢ dada por:

M= mth’R x2dx - = mcoh[(R—Xoy _R3] (5.12)
R-X, 3

onde h ¢ a altura da amostra. Procedendo como na se¢do 5.2, substituimos a expressao de
X, ha expressdo de [, e obtemos a densidade volumar média de dipolo magnético, o que
nos dd a magnetizacio(M(H)) para o caso ZFC recorrendo novamente a relagao

constitutiva para meios magnéticos equagao (5.6).

B =, [H+M(H) (5.13)
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A equagdo (5.14) representa a curva B(H) relativa ao processo ZFC para a

diminui¢do de distancias entre uma amostra supercondutora ¢ o imd permanente. Esta

curva B(H) permite calcular os valores numéricos da forga entre a amostra de raio R = 23

mm e altura h = 20mm e um ima de NdFeB de raio Ry, = 25 mm e altura hp,, = 20 mm.

A curva B(H) da amostra e calculo da forga supercondutora por MEF, com este modelo,

estdo nas figura 5.6 € 5.7:

0
| ||
"Lk

(T

i1

BT}

i

N

0] -mel I —r—————r—1—
1 il i i fid ¥l 1310

HikAfm)

Figura 5.6 - Curva B(H) para o caso de densidade de corrente critica decaindo
exponencialmente com o campo aplicado.
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Figura 5.7 - Forca de levitacdo supercondutora, por MEF, para o caso de densidade de corrente

critica decaindo exponencialmente com o campo aplicado.

A distancia em que o imi fica em equilibrio estatico sobre o ima pode ser obtida
no grafico da forga ao se verificar a distancia em que a forca de repulsdao ao peso do ima.
Como o NdFeB tem densidade de 7.5g/cm’, o imd permanente pesa 2.9N a levitaco

ocorre a 40 mm sobre a face plana do cilindro de YBaCuO.

O campo de penetracdo (Hp) calculado quando X, = R, na expressdo da

profundidade de penetragdo, tem o seguinte valor:

1
H, =Eln(l+GJCOR) (5.15)
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Resultado ja conhecido, obtido em [57]. No presente caso, Hp = 3.3x10°A/m. Este

valor de Hp € menor que o obtido pelo modelo de Bean.

H¥" =J_R (5.16)

co

(com J; constante medida em campo nulo, J. = J,).

Para a amostra supercondutora:

HE" =2.6%107A/m = 8H, (5.17)

Este resultado mostra que, ao se desprezar a dependéncia da corrente com o

campo, o campo H ¢ superestimado.

No limite em que 0 - 0, as quantidades J., X,, Hp € também a curva B(H) tendem

aos resultados dados pelo modelo de Bean.

5.4 —Metodologia de Calculo das For cas de I nteracéo entre uma
Amostra Super condutor a Resfriada em Presenca de um Campo
Aplicado

Todo o trabalho realizado até entdo, foi apenas envolvendo o processo ZFC. Tal
fato se justifica porque o processo da excelentes acordos entre os resultados numéricos e

experimentais.

Entretanto, o processo FC ¢ o mais importante, para as aplicagdes na area de
engenharia porque, embora fornecendo menores forcas de levitagdo se comparado com o
ZFC, a grande quantidade de fluxo magnético aprisionado, cria uma grande estabilidade

mecanica que se manifesta por meio de intensas forcas restauradoras que surgem quando
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o ima ¢ solicitado a afastar-se de sua posicdo de equilibrio. Em que pese sua maior
importancia do ponto de vista técnico, sua simulagdo computacional apresenta
dificuldades pela necessidade de se estimar o valor do fluxo magnético aprisionado na
amostra [35]. Nesta se¢do ¢ proposta uma metodologia para o céalculo de forcas de
levitagdo supercondutora levando em consideragdo a presenga de fluxo magnético

aprisionado pela amostra.

A abordagem para a descricdo do aprisionamento de fluxo na amostra
supercondutora foi a fixacdo dos valores do potencial vetor magnético sobre pontos na

fronteira do material supercondutor.

Na abordagem que propde a fixagdo dos valores do potencial vetor, o problema ¢

resolvido em duas fases:

a) Primeira fase: calculo dos valores de A (gerado pelo imd) sobre pontos na
fronteira da regido que delimita o supercondutor de alta temperatura critica
assinalada com [ =1, representando o estado normal (antes do resfriamento). O

conjunto de bvalores de A mudard a cada distancia de resfriamento.

b) Segunda fase: aplicacdo dos valores de A calculados no item anterior sobre a
fronteira da regido que delimita o supercondutor, agora assinalada com p =107,
representando o intenso diamagnetismo do estado supercondutor, apds o

resfriamento.

A amostra supercondutora com fluxo aprisionado ¢ uma fonte de campo, mas
continua possuindo regides diamagnéticas. Esta situacdo fica representada pela
sobreposi¢do de pontos com potencial vetor constante a uma regido macica, preenchida

com um material de baixissima permeabilidade magnética (u =10").

Este modelo, embora este modelo ndo seja sofisticado, permite obter resultados

que se revelam interessantes por reproduzir fatos experimentais, que até entdo nao
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haviam sido reproduzidos numericamente: célculo de perfis de fluxo aprisionado
diferentes sobre cada face da amostra, estimativa da distribuicdo do fluxo magnético no
interior e ao redor da amostra, a distor¢do das linhas de campo, que origina as forcas
restauradoras quando o ima ¢ deslocado da posi¢do de equilibrio, e finalmente valores
para a forca de levitagdo. Deve-se observar que a simplicidade do modelo proposto nao
permite distinguir entre aproximagdes ¢ afastamentos entre o ima e a amostra, ou seja,

nao da conta da histerese da forga.

Mesmo ndo contemplando a histerese, os valores de forga obtidos e o
comportamento da curva representam um progresso em relacdo ao que existe na

literatura.

5.5 - Calculo de Forcas de Interacéo utilizando Diamagnetismo Perfeito

e Fixacéo de Valores do Potencial Vetor Magnético.

O gréfico exibido na figuras 5.8 ilustra as comparagdes entre as forgas calculadas
pelo método dos elementos finitos, para o processo FC, para a distancia de resfriamento
igual a 3mm (distdncia entre o ima e a amostra supercondutora, no instante de

resfriamento).
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Figura 5.8 - Comparacao entre calculo numérico e experiéncia no processo FC,
para esfriamento a 3,0 mm.

Pode-se observar que os valores tedricos e experimentais atingem muito bons
acordos qualitativos, reproduzindo o formato da curva experimental, mesmo nao
atingindo nunca o mesmo nivel de aproximacdo que foi conseguido na simulagdo do
processo ZFC, embora a amostra supercondutora € o ima sejam 0s mesmos que nas

simulagdes nos calculo ZFC na se¢do 5.2.
Uma diferenca basica entre os dois calculos, ¢ que, no ZFC, levou-se em
consideragdo a ndo linearidade do comportamento magnético do material, enquanto nesta

representacdo do processo FC, foi utilizado um modelo muito simples.

Observa-se, que a qualidade da aproximacgao piora, com o aumento da distancia de

resfriamento. Apesar desta simplicidade, o nivel de aproximacdo obtido, ja permite
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utilizar este modelo na estimativa das forgas e distancias de levitagdao para aplicacdo em

maquinas elétricas, principalmente mancais magnéticos.

Outro aspecto explorado neste calculo ¢ o da configuragdo do fluxo aprisionado,
ou seja, como ele se distribui no espago, € como prever seu mapeamento pelo calculo

numérico.

Optou-se por construir um modelo com simetria de translacdo, embora todas as
forcas aqui calculadas referem-se a afastamentos axiais. As dimensdes do novo modelo
foram calculadas para conservar o volume da amostra ¢ do ima. A figura 5.9 abaixo

ilustra a configuracdo das linhas de campo no instante do resfriamento.

(i

71N

Figura 5.9 — Configuracédo das linhas de campo no supercondutor apos o resfriamento.

A amostra ja esta resfriada, mas as linhas de campo permanecem dispostas como

se ela ainda estivesse no estado normal, pois o bloco ndo foi solicitado a mover-se. Foi
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usado P =107 para caracterizar a blindagem magnética, e as linhas de fluxo aprisionado
resultam da manutencdo das condi¢des de contorno sobre o potencial vetor magnético,

sobre o contorno do supercondutor.

A figura 5.10, abaixo, ilustra o supercondutor com seu fluxo aprisionado, apds a
retirada do ima, e as figuras 5.11 e 5.12 mostram os perfis de campo B, obtidos para cada
face da amostra, pode se observar a diferenca de forma e intensidade na distribuicao do

fluxo magnético aprisionado.

Figura 5.10 — Fluxo aprisionado na amostr a super condutora
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Figura 5.12 — Perfil do campo aprisionado na faceinferior da amostra super condutora.



A figura 5.13 mostra a distor¢do introduzida na configuragdo das linhas de

campo ao se retirar o supercondutor da posi¢ao de equilibrio.

Como as forcas restauradoras tém origem microscopica, surgem como
conseqiiéncia do aprisionamento de vortices em defeitos e impurezas do supercondutor,
mas na representagdo macroscopica elas surgem em conseqiiéncia da constancia do

potencial vetor ao longo do contorno da amostra.

Portanto, a representacdo do problema microscopico do conjunto de vortices, ¢

representada por uma condi¢ao de contorno sobre o potencial vetor magnético.

/@l 'wffm

Figura 5.13 — Distribuicéo das linhas de campo quando o super condutor é deslocado.

As trés figuras seguintes, figuras 5.14, 5.15 e 5.16 ilustram o mapeamento

numérico da distribuicdo do fluxo magnético resultante do processo FC.
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Figura 5.15 — Fluxo aprisionado na amostr a super condutor a quando deslocada da posi¢éo de equilibrio.
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Figura 5.16 — Fluxo aprisionado na amostra super condutor a.
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Capitulo 6— Aplicacao de Modelos para
a Smulacao de Mancais
Magneto-Super condutor es

6.1 —Introducao

Neste capitulo serdo apresentadas as simulagdes realizadas nos prototipos do
trilho — veiculo (Anexo A) desenvolvidos no LASUP, utilizando alguns modelos
apresentados anteriormente, bem como serdo realizadas comparagOes entre geometrias
[67] de diferentes tamanhos, com dois tipos de magnetos permanentes, Ferrita e
NdFeB, sendo possivel assim encontrar a melhor configuracéo para o prototipo.

6.2— Representacédo do Campo Magnético no MEF

Para a simulag&o dos trilhos, foram utilizados alguns dos modelos apresentados
anteriormente, mas para tal foi necessario antes, verificar se o perfil do campo
magnético (B) do ima permanente estava representando perfeitamente o que era medido

experimentalmente (figuras 6.1).

Isto torna-se necessario, porque diferentemente das geometrias anteriores, para
as quais o perfil do campo magnético era calculado no centro do ima permanente a uma
distancia de 0.5 mm de sua face superior, mas nos mancais lineares, deve-se levar em

consideracdo a distribui¢éo do campo ao longo de toda a geometria.
Para esse procedimento foram realizadas medidas experimentais ao longo da

secdo do trilho e depois comparadas com as simulagbes numéricas, as medidas

experimentais foram realizadas a diversas distancias dos mancais lineares. Caso néo
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ocorresse uma concordancia entre os valores numericos e experimentais, modificacdes

no modelo a ser simulado deveriam ser realizadas. Essas modificagbes eram de

natureza das condi¢gGes de contorno, que deveriam ser aproximadas ou afastadas da

geometria do trilho de acordo com os valores cal culados.

Os materiais utilizados na construcéo do trilho-veiculo como a Ferrita, o NdFeB

e 0 aco 1010/10120, foram representados pelos valores e curvas apresentados abai xo:

a) Ferrita

Foi representada de formalinear com os valores da permeabilidade relativa e

0 Seu campo coercitivo, cujos valores foram:
p=11
Hc = 240 KA/m

b) NdFeB

Representado pela curva BxH (figura6.1)

0,10+

0,08 -

0,06 -

B(T)

0,04 4

0,02 -

0,00

- = NdFeB

200 400 600 800 1000 1200 1400

H(kA/m)

Figura 6.1 — Grafico da curva BxH do NdFeB
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¢) Aco1010/1020
Representado pelas curvas BxH (figuras 6.2 € 6.3)
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Figura 6.2 — Grafico da curva BxH do Aco 1010
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Figura 6.3 — Grafico da curva BxH do Ac¢o 1020
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Figura 6.4 — M edidas experimentais do campo magnético na superficie do trilho.

70



06{ © NdFeB Rail
v  Ferrite Rail

0.2- ]
-0 mW |

0 5 10 "1"5+2EJ'2% 30 35 40 45 50
d(10 * m)
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Figura 6.6 — Comparacgédo do campo magnético entre as medidas experimentaise o MEF
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Figura 6.7 — Comportamento do campo magnético do trilho de NdFeB.

6.3 — Compar acdo da Forca Supercondutora dos Mancais Linearesde
Ferritae NdFeB

Utilizando o modelo de Bean [34], foram realizadas simulacbes para a
comparacdo entre as forgas supercondutoras com oS mancais lineares do primeiro
prototipo construido com a Ferrita e com o segundo protétipo, construido com NdFeB
(Anexo A).

O gréfico (figura 6.8) apresenta a diferenca de comportamento da forca de
supercondutora entre 0os mancais do primeiro prototipo (Ferrita) e do segundo protétipo
(NdFeB). No gréfico nota-se que a forca supercondutora gerada pelo trilho de NdFeB é

aproximada 20 vezes maior em comparacdo com a criada pela Ferrita.
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Figura 6.8 — Comparacao da for ca super condutor a dos mancais lineares com Ferrita e NdFeB.

Tendo em vistatal fato, procurou-se variagOes de geometrias para que pudesse

25

20

15

10

ser aumentada a forca de levitagdo supercondutora do mancal que utiliza a Ferritacomo

Ima permanente. Uma das primeiras tentativas foi aumentando o tamanho das medidas

originais, no comprimento e na altura (figuras 6.9 e 6.10).

Tais variagfes também foram realizadas no trilho de NdFeB.
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As simulagdes nos tamanhos dos trilhos apresentaram uma saturacéo da forca
supercondutora, quando o tamanho é trés vezes o valor do tamanho original. Tal
comportamento é apresentado no grafico abaixo (Figura 6.11), conforme ja obtido e

pode ser visto naliteratura [58].
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Figura 6.11 — Saturacao da for ca super condutora com a variagédo do tamanho da geometria para o
trilho de Ferrita e do NdFeB.

6.4 — Compar acOes entre Diferentes Geometrias

Tendo em vista a diferenca entre os valores das forcas de levitacdo
supercondutoras entre os trilhos de Ferrita e NdFeB, procurou-se, entéo, variacoes
no mancal trilho — veiculo, para que se pudesse ter um ganho na forga de levitagdo
para o trilho de Ferrita Para tanto foram realizadas simulagbes para diversas
geometrias com a Ferrita e também comparadas com o NdFeB. Algumas dessas
simulagdes sdo apresentadas nas figuras (6.12, 6.13, 6.16 e 6.18) bem como o perfil

do campo magnético das respectivas alteraces (figuras 6.14, 6.15 € 6.17).
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Figura 6.12 — Variacéo da geometria original

Figura 6.13 — Variacéo da geometria original
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Figura 6.15 — Comportamento do fluxo magnético para a figura 6.13
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Figura 6.16 — Variacdo da geometria original

1
PO3TL
ITEF=1
B =1

AN

My 2 inog
10:27:45

[x10%%-13

TIME=1
FATH FLOT

5.

L'

7.

L0673 |

.786

L3097

228

.949 |

B0 -

Jal

[x10#%a=-0%

1
o .2 1.8 2.4 2.2 4 4.2 5.4
.32

Figura 6.17 — Compor tamento do fluxo magnético para a figura 6.16
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Figura 6.18 — Variacéo da geometria original

6.5 —Arranjo Halbach

Tendo em vista que a variagdo do tamanho da geometria, ndo deu um ganho
significativo, na forga supercondutora para 0 mancal que utiliza a Ferrita como ima
permanente, uma outra alternativa encontrada foi fazer um arranjo Halbach [60-63].
Nesse tipo de geometria os imas séo dispostos de forma que ha uma concentracdo do

campo magnético apenas no lado de interesse (Figura 6.19).

O gréfico Forca x Distancia (figura 6.20), apresenta-se 0 comportamento da
linha de campo para o trilho de Ferrita e no grafico da figura 6.21 o comportamento da
forca supercondutora. Em todas essas simulagdes o comportamento do supercondutor
foi descrito pelo modelo de Bean. No grafico da figura 6.22 apresenta-se 0

comportamento da forca supercondutora para os trilhos de Ferrita e NdFeB. Verifica-se
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no grafico (figura 6.22) que mesmo com a o arranjo Halbach ndo se tem um ganho

significativo daforca supercondutora para o trilho de Ferrita.
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Figura 6.19 — Arranjo Halbach

Figura 6.20 — Exemplo de uma simulagéo com o Arranjo Halbach para o trilho de NdFeB.
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Figura 6.21 — Comportamento da for ¢ca supercondutora para o arranjo
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Figura 6.22 — Comparacao da forca de levitacdo do arranjo Halbach para a Ferritae o NdFeB.

6.6 — Simulagbes dos Trilhos para o processo Field Cooling

Como a secao anterior mostra que o trilho de NdFeB fornece um maior campo
para a forca de levitagdo supercondutora, ele foi, entdo, utilizado para a smulagéo no
processo FC (Field Cooling), usando o processo de fixagdo do potencial vetor,
apresentado no capitulo anterior. O comportamento das linhas de campo do trilho
formado pelo NdFeB é apresentado nas figuras 6.23.
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Figura 6.23 — Linhas do campo magnético do trilho formado por NdFeB.

Para a smulagéo da forga supercondutora para o processo FC, foram utilizados
guarenta pontos (no6s — figura 6.25) fixados na fronteira do supercondutor representado
no seu estado normal (ar). Depois de calculados os valores do potencial vetor para cada
no6 na fronteira do supercondutor, esses valores depois foram inseridos nos respectivos,
nés e juntamente com a parte diamagnética, onde o valor de p = 10°. Todo esse

processo é 0 mesmo que o apresentado no capitulo 5.

Nas figuras 6.24 e 6.25 sdo apresentadas umas das malhas utilizadas nas

simulagdes para o processo FC para o trilho de NdFeB.
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campo magnético na parte de baixo no supercondutor, regido proxima do ima

permanente (figura 6.26 e 6.27).

Figura 6.26 — Compor tamento do super condutor no processo FC para o trilho de NdFeB.
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Figura 6.27 — M apa de cor es do super condutor no processo FC, para o trilho de NdFeB.
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A figura 6.28 apresenta o perfil do campo magnético para 0 supercondutor no
processo FC e o grafico da figura 6.29 apresenta 0 comportamento da forca de levitagdo

supercondutora quando a amostra é resfriada na presenca do trilho de NdFeB.
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Figura 6.28 — Perfil do campo magnético do supercondutor quando resfriado na presenca do trilho

de NdFeB.
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Figura 6.29 — Comportamento da for ¢ca super condutor quando resfriado na presenca do trilho de
NdFeB.
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As figuras abaixo 6.30 e 6.31 apresentam o0 comportamento das linhas de fluxo
magnético para pequenos deslocamentos do supercondutor de sua posicao original de

resfriamento. As constantes el asticas so dadas por:

oF,
K,=-2=
z az (6'1)

gue por ser linear, significa apenas calcular o coeficiente angular dareta (figura 6.31).
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Figura 6.30 — Comportamento do fluxo magnético quando retirado de sua posicao

original.

87



Forca (N/m)

0,0

-5,0x10°

-1,0x10°

@ Deslocamento Lateral
Linear Fit of ResfO5_For

T
06 08 1,0

T T
12 14 16 18 20 22

d(mm)

Figura 6.31 — Estimativa da constante elastica no FC para o super condutor quando resfriado no

trilho de NdFeB.

Lembrando o fato de que o método de fixagdo do potencia vetor ndo levou em

consideracdo a histerese, ndo se pode entdo emprega-lo no calculo para se estudar o

ciclo de aproximacdo e afastamento, apesar de simulacdes realizadas anteriormente

terem uma boa concordancia com medidas experimentais [64].
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Capitulo 7 — Proposicao de Método de
Estimativa Nao-Destrutiva
da Corrente Critica de
Amostras Ceramicas.

Os blocos ceramicos fabricados por fusdo texturizada sdo extremamente
importantes para 0 desenvolvimento de dispositivos levitantes mecanicamente
estaveis, como, por exemplo, mancais magnéticos. O projeto de sistemas levitantes
(lineares ou rotativos) contendo supercondutores de alta temperatura critica exige
amostras grandes com gréos atamente ainhados e bem conectados. Estas
caracteristicas sdo obtidas por meio de processo de crescimento por fusao texturizada,
usualmente recorrendo ao método de sementes [65]. As amostras fabricadas por este
processo apresentam grandes valores de J.. O método dos el ementos finitos (MEF) é
uma poderosa ferramenta para 0 projeto de maquinas de levitagdo magnética, mas
para reaizar clculos usando um programa comercial, a resposta magnética do
supercondutor de ata temperatura critica deve ser informada pelo usuario. Tal
resposta € representada pela curva B = B(H) para cada amostra considerada.

Até onde se sabe ndo ha nenhum programa de célculo por MEF que tenha sido
escrito  especificamente para tratar de materials supercondutores, entretanto
conhecendo o valor globa da densidade de corrente critica J;, € possivel construir a
curva de magnetizacdo da amostra supercondutora e inseri-la no programa de célculo.
Desta forma, o projeto de dispositivos de levitagcdo magnética supercondutora pelo
MEF requer o conhecimento do valor de J.. O vaor real de J. é um pardmetro que

depende das caracteristicas estruturais da amostra como um todo.

Para se calcular o valor efetivo de J., normalmente € utilizado um pequeno

pedaco da amostra supercondutora, cujo momento magnético é medido por
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magnetometria de amostra vibrante [66]. De posse do momento magnético pode-se
calcular a densidade de corrente critica J. pelo modelo de Bean. Ta procedimento
experimental tem o inconveniente de danificar a amostra que deve ser utilizada como
parte de um dispositivo, além de fornecer um resultado que depende fortemente das
caracteristicas da regiio de onde foi extraido. E necess&rio que se tenha uma
estimativa de J. por uma técnica ndo-destrutiva e que forneca um valor que
corresponda a uma resposta global da amostra, e ndo sga apenas uma resposta
localizada.

Uma metodologia esta sendo proposta para calcular um valor global de J.
utilizando o modelo de Bean e 0 MEF para obter um valor de J. que € adequado para
os caculos de forgas de levitacdo magnética [68]. A resposta global, ou efetiva, usada
para gustar o valor de J, vem da curva de forca de levitagcdo obtida

experimentalmente para a amostra.

A forca de interagdo magneto-supercondutor envolve o comportamento global
da amostra e o do magneto permanente, de forma que o conhecimento desta grandeza
pode apresentar uma informagdo mais precisa sobre a corrente critica da amostra
como um todo, e ndo apenas de uma regido. Lancando méo da técnica de simulagdo
da interacdo magneto-supercondutor (ZFC) pelo MEF, faz-se uma comparacéo das
curvas obtidas numericamente com a curva experimental de forca de levitagdo, a fim
de gjustar o valor de J. que traz a melhor aproximagdo entre os valores numéricos e
experimentais. Esta técnica funciona como uma resolugdo de problema inverso, pois
de posse dos dados “finais’ (forga deinteracéo), busca-se determinar o dado inicial (J)

[67].
7.1 - Metodologia utilizada.

Com o objetivo de empregar o MEF e 0 modelo de Bean para estimar o valor
de J, vé&rias curvas de magnetizacdo (curvas B(H)) sdo utilizadas como tentativa até

gue se possa adotar aguela que apresenta o0 melhor acordo entre os valores de forga

calculados e medidos.
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A densidade de fluxo devida a magnetizagdo M da amostra em resposta ao
campo H aplicado € expressa pela relacdo B = o(H + M), onde M depende da
geometria da amostra. Aplicando o modelo de Bean para simetria cilindrica com raio

R, temos a seguinte expressdo para o caso da aproximagdo ZFC:

B(H) = uo$ - E (7.)

onde H, = JR, 0 que da a dependéncia da magnetizagdo com a corrente critica; como

0 raio da amostra € conhecido, J; € o unico parametro livre. O valor de J. pode ser
gjustado de modo a gerar a curva B(H) da amostra que permita ao programa de MEF
reproduzir a curva de forca de interagdo medida entre o0 magneto e a amostra
supercondutora.

O fluxograma abaixo descreve a sequiéncia de calculo utilizada.

s N

Vaorincia de
NG

'

Céculo da
forcapelo MEF

Comparacéo
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Insatisfatéria

Satisfatoria

I

Figura 7.1 - Fluxograma da determinacéo numérica de J. [68].
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O programa usado foi o Ansys Multiphysics 5.7 e a forca de interacéo foi
calculada pelo método do tensor de Maxwell [48].

As forgas de interagdo foram medidas com um sistema de aquisi¢éo de dados
controlado por computador construido no LASUP (Laboratorio de Aplicacdes de
Supercondutores) pelo Dr. Marcelo Azevedo Neves, em cooperacdo com o ICMAB
(Instituto de Ciéncia dos Materiais de Barcelona), no qual um magneto permanente
cilindrico de SmCo (Samario Cobalto - @ = 19,00 mm, h = 6,4 mm e inducéo no
centro da face B = -0,169 T) esta acoplado a uma célula de carga (UTILCELL mod
120). As medidas foram realizadas de forma quasi-estética (passo de 0,2 mm,
velocidade de 2,5 mm/min) enquanto o ima de SmCo aproximava-se verticalmente da
amostra supercondutora imersa em nitrogénio liquido a temperatura de 77,4 K
(processo ZFC). Um conjunto de 8 amostras fabricadas pelo mesmo processo foi
analisado, e uma vez que elas foram fabricadas pelo mesmo processo e possuem as
mesmas dimensdes (¢ = 26mm e h = 17 mm), esperava-se que o valor de J. , acurva
B(H) e aforca de reacdo a aproximagdo do iméa de SmCo , fossem essencialmente os

mesmos para todas elas.

A curva B(H) do SmCo (Samario - Cobalto) encontra-se disponivel no banco
de materiais do Ansys Multiphysics e a curva B(H) das amostras supercondutoras foi
construida variando-se os valores de J. até que se encontrasse o melhor gjuste com as

curvas experimentais de forga de interacéo (levitacdo).

As amostras dos supercondutores de alta temperatura critica também foram
caracterizadas por mapeamento 2D do campo nelas aprisionado, quando expostas a
umainducdo aplicada B = 0,5 T. Um eletromagneto BRUCKER foi usado como fonte
do campo homogéneo, e o mapeamento foi feito por meio de um sensor Hall
(TOSHIBA mod THS 118) acoplado a uma mesa de varredura x-e construida no
LASUP (passo de 0,4 mm, velocidade de varredura = 1mm/s e tempo total de

varredura da érea [130 min).
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O melhor valor global encontrado para J. foi 7x10” A/m?, que esta na mesma
ordem de grandeza do encontrado para amostras deste tipo pelo método de amostra
vibrante (VSM).

A melhor curva B(H) encontrada esta nafigura 7.2 abaixo:

Curva B(H) da amostra de YBaCuO
0,84 A :7)(107 A/m2 R=13mm o

0,64

B(T)
0,4-

0,2

T T T T T T T T T
2,0x10°  4,0x10°  §,0x10° 8,0x10°  1,0x10°
H(A/m)

Figura 7.2 - Curva B(H) que melhor se ajusta aos resultados das medicdes de
forca de levitacdo, para amostras supercondutoras cilindricas de
mesmas dimensdes. O valor de J. que gera esta curva é considerado
o melhor valor global de densidade de corrente critica para as
amostras estudadas[68].

A curva B(H) da figura acima é o grafico da equacéo B("'F%% - 3:2 E :
p P

que expressa a magnetizacdo ZFC de uma amostra cilindrica pelo modelo de Bean
para J. = 7x10" A/m? eraio R = 13 mm. A figura 7.3 ilustra um instante do célculo

computacional e afigura 7.4 mostra o excelente gjuste entre as curvas medidas para

as diferentes amostras e a curva cal culada por elementos finitos.
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Figura 7.3 - Simulacgéo da interacdo entre o magneto de SmCo e a amostra de super condutor as [68].
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Figura 7.4 - Forcas de interacéo (“levitagédo”), medidas e smuladas, como fungfes da separ acéo
(“ogap”) entre MP e o Supercondutor (escalas linear es). Figura modificada de [68].
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Figura 7.5 - Mapeamento 2D do campo magnético aprisionado de todas as
amostras (B em kG) [68].

Apesar de muito préximos, os comportamentos das amostras ndo sao
idénticos, como se poderia esperar de amostras idénticas fabricadas pelo mesmo
processo (figura 7.5). Em vez disso, cada amostra tem sua resposta magnética
intrinseca (sampl e dependent), figura 7.6.
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simulada), escalas logar itmicas: (a) pequenos gaps (b) grandes gaps [68].
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Conclusoes

Neste trabalho realizou-se um estudo da aplicacéo do Método de Elementos
Finitos (MEF), para simulagdes nas quais sdo utilizados materiais supercondutores de
ata temperatura critica. Esse estudo deve-se a busca de um modelo computacional de

simples implementagdo para aplicagdes tecnol dgicas utilizando tais materiais.

Alguns dos modelos analiticos de supercondutores de alta temperatura critica
mostram algumas dificuldades de implementacdes em softwares de cal culos numéricos,

onde n&o considera a densidade a permeabilidade igual a zero.

Este trabalho apresentou a metodologia simples desenvolvida, para o calculo no
processo FC (Field Cooling) que € muito utilizado nas aplicagbes na engenharia
utilizando supercondutores, devido ao fato de tais materiais gerarem uma auto -
estabilidade. Neste sentido foi desenvolvida uma metodologia utilizando o MEF,
segundo 0 qual sdo fixados ndés na fronteira do supercondutor para 0s quais S80
atribuidos os valores do potencial vetor no instante de resfriamento da amostra. O MEF,
juntamente com essa metodologia, foi possivel entdo visualizar as linhas de fluxo
magnético no supercondutor no instante do resfriamento. A importancia dessa
visualizagdo torna-se necessaria para pequenos deslocamentos da amostra de sua
posicdo de resfriamento, podendo, portanto calcular o coeficiente de elasticidade da
amostra. Alguns dos trabalhos desenvolvidos calculam a constante elastica com o

processo ZFC ou o FC, sem levar em consideragdo o momento do resfriamento.

1 - O MEF foi aplicado com sucesso para selecionar a 6tima configuracdo de circuito
magnético (materiais e dimensdo) para a constru¢cdo de um trilho levitador. Com
este procedimento, foram poupados recursos financeiros na construcdo de

prototipos.
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2 — A simulagdo de supercondutores com o propésito de desenvolver um trem levitado

magneticamente pode ser feita sem explicito uso de formula quantica.

3 — O modelo de Bean tem desempenho satisfatorio para a simulacdo dos trilhos para o
processo ZFC.

4 — Com metodologia numeérica experimental foi possivel estimar a corrente critica de

amostras supercondutoras sem a necessidade de fragmentacao.

5 — Com a realizacdo dos calculos para o processo FC no trilho, usando a fixagéo do
potencial vetor antes da fase de transicéo, foi possivel verificar o comportamento da
amostra e o comportamento das linhas de fluxo, mesmo néo tendo um bom acordo
com relagéo ao modelo de Bean.

6 — Também pelo processo de fixagdo do potencial vetor, é possivel verificar o
comportamento das linhas de fluxo aprisionado no supercondutor para pequenos
deslocamentos.

Sugestbes Futuras

1 — O mancal trilho — veiculo tem de ser simulados simultaneamente, pois no presente
trabalho ndo foi possivel verificar se ha a influéncia do campo magnético gerado

pelo trilho no motor ou vice-versa.

2 — O modelo de estimativa de corrente critica deve ser testado com outros tipos de
metodologias, como por exemplo, inteligéncia artificial, onde um banco de

informagdes poderia ser montado com dados experimentais e sSimulagdes por MEF.
3 — O modelo de fixagao do potencial vetor precisa ser aperfeicoado, apesar dos avancos

em relacdo a trabalhos anteriores, os resultados ainda ndo permitem um gjuste

satisfatorio com os dados experimentais.
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Anexo A — Dimensodes dos Trilhos

Trilho composto de Ferrita:

Figura A.1 - Cortetransversal do protétipo trilho-veiculo utilizando Ferrita

Figura A.2 — Protétipo trilho-veiculo utilizando Ferrita
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Trilho de NdFeB

e 112" Ry

Aco 1010/1202

Figura A.4 — DimensBes do trilho-veiculo utilizando NdFeB
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Figura A.5—Protétipo do trilho-veiculo utilizando NdFeB
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Anexo B — Exemplo Uni Dimensional

Para facilitar o entendimento dos calculos, o modelo sera reduzido a um caso

unidimensional.
Considere uma placa plana semi - infinita imersa no vacuo, suponhamos que

exista um campo magnético uniforme aplicado paralelo a superficie plana que separa

o supercondutor do vacuo (figura 2.4).

Figura B.1 - Placa Supercondutora [24].

Como o problema ¢ unidimensional a equag¢do de London fica da seguinte

forma:

0B*(x) _ 1

= B.1
ox? aB(X) Bl

A solugdo para a equacao (B.1), é:
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B(x)=B,e™" 0+ B,e

sendo que, para x > 0.

80, 5

O campo na regido onde x <0 ¢é:

e para a regiao x > 0,

A solugdo geral é:

onde

e o valor

B»(0) = Bq

Bi(®0) =0

_ m
o= 2
n,nge
m
XL =
2
n,nge

(B.2)

(B.3)

(B.4)

(B.5)

(B.6)

(B.7)
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¢ chamado de Profundidade de Penetracdo de London. Este valor ¢ a distancia que o
campo magnético penetra no supercondutor. Como o decaimento de B ¢ exponencial,

o comprimento de London (Ar), é a distancia no interior do supercondutor em que

B
B(x) atinge o valor de —, ou seja, cerca de 37% do seu valor de interface (figura
e

.

Super

condutor

. ,

4 //////

Figura B.2 - Comprimento de Penetracao[24].

B.2).

o

\\\\\\\\\\\\\\\‘“
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Anexo C — Geracao da Matriz Global

Uma vez que sgja obtida a matriz para elemento cada elemento conforme o
item 4.3, estas devem se somadas criteriosamente para estabelecer as relagdes entre os

elementos para gerar uma matriz global.

O exemplo que sera apresentado [47], pretende dar uma melhor visualizagéo
do processo de montagem de uma matriz global, paraisso considere a malha da figura

(C.1), constituida de quatro elemento triangul ares.

2 4 6

Figura C.1 - Dominio em Estudo [47]

Para cada elemento genérico (indice sobrescrito) do dominio, os vértices sdo
numerados comegando por qualquer no6 e percorrendo no sentido anti - horério, como
mostrado nafigura (C.1).
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A correspondéncia entre as numeragoes local e global no elemento 2 esta na
tabelaC.1

NumeracdoLoca | 1| 2| 3
Numeracdo Global | 3| 1| 4

Tabela C.1 - Relagdo entre os nds do elemento 2

A numeragao paraamatriz local do elemento 2 é dadas por:

2 2 Sz 0. O DTZD
Dzl 522 fD ' 0_ Dl2D
P2 Sz Sx[] 2[]” 0, O (C.1)
% 2 2@ Gl

enguanto que, na numeracdo global, as mesmas matrizes s&o escritas como abaixo:

2 0 2 2 0 OO0 OO0

DZZ 21 23 D%l[| 2|:|

00 0 0 0 0 ogfh.p O

5, 0 sy sy 0 0OIAD 4 c2)
@22 0 Sgl S§3 0 Ogr.0 |]32 B

0 OCh O

S0 0 0o o0 o oBfA 90

50 0 0 0 0 OFRAL BF
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de maneira andloga, para o elemento 4, temos.

&

Figura C.2 - Elemento 4 [47]

Numeragdo Local | 1| 2

Numeracéo Global | 5 | 3

Tabela C.2 - Relagdo entre os nés do elemento 4

na numeracdo local amatriz do elemento 4 é dada por:

s s SLOA, 0

0_
@gl ng 533 D[%z -
B0 Sp SwHEH

enguanto que na numeracao global é dada por:

MO0 0 0 0 00RO
D000 0 08@,
m O ng O Sgl 8335%352
0 0 0 0 0n.p
|1) O SfZ O Sfl 43D%\5E
D O 4 O 4 4|:|

@ S32 S31 5335@65

EalwTmlr=tm e =

1

(C.3)

(C4)
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Da mesma forma obtemos as matrizes globais dos elementos 1 e 3, como

mostradas abaixo:

Matriz do Elemento 1 inserida na matriz global:

%, S 0, 00
Eﬁz S}l 0 is 0 OD
BO 0O 0 0 O OB
@2 %1 0 %3 0 Og (C9)
O O
DO 0O 0 0 O OD
O 0 O 0 0 0F
Matriz do Elemento 3 inserida na Matriz Global:
MO0 O O 0 O0noO
%) 00 0O og
0 0 s, s 0 s,0
00 S S 0 s (8
0 0O 0 O OB
%’ 0 %32 3331 0 %33D

Assim procedendo para todos os elementos do dominio, a matriz globa de
toda a malha de elementos finitos € obtida a partir da soma da matriz do elemento
inserida namatriz global, como mostrado na matriz abaixo:

E‘éz tSp Sy S Ss*ts, 00 .
O 51‘12 51‘11 0 és 0 0 U]
S 0 Srgrd 09 < S
@2 + éz il él +%31 S1§3 +é3 +S:131 0 333 U (€.7)
Do o0 < o & g O
g 0 0 %32 +%42 %31 %41 533 + 43 8
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Observa - se que o problema agora é resolver um sistema do tipo

[SI [A] = [R] (C.8)

mas vale lembra que a matriz S é uma matriz simétrica e singular, logo ndo possui

umainversa. Este problema € contornado introduzindo as condigdes de contorno.
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