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        O objetivo deste trabalho é apresentar uma metodologia para a formulação de 

problemas eletromagnéticos envolvendo materiais supercondutores, para o estado 

Meissner total e parcial, utilizando Métodos dos Elementos Finitos (MEF). Os cálculos 

foram realizados, partindo com base no modelo de Bean, onde houve uma ótima 

concordância para o processo ZFC (Zero Field Cooling), o que permitiu a construção de 

mancais magnéticos supercondutores no LASUP. Para o processo FC (Field Cooling), 

buscou se levar em consideração o aprisionamento do campo pelo supercondutor, pela 

proposta de fixação do potencial vetor na fronteira da região do supercondutor. 
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The objective of this work is to present a methodology for the formulation of 

electromagnetic problems involving materials superconductors, for the state total and 

partial Meissner, using Method of the Finite Element (FEM). The calculations were 

accomplished, leaving with base in the model of Bean, where there was a great 

agreement for the process ZFC (Zero Field Cooling), what allowed the construction of 

you limp magnetic superconductors in LASUP. For the process FC (Field Cooling), it 

looked for if it takes in consideration the imprisonment of the field for the 

superconductor, for the proposal of fixation of the vector potential in the border of the 

area of the superconductor. 
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Introdução 
 
 
 
 
 
 A levitação de um magneto sobre um supercondutor tornou-se uma das imagens 

mais fortemente associadas à supercondutividade, sobretudo após a descoberta, em 

1986, dos supercondutores de alta temperatura crítica. Com esta descoberta o interesse 

pelas aplicações da supercondutividade foi reacendido, dando novo impulso a várias 

linhas de pesquisa aplicadas em propriedades eletromagnéticas. Dentro destas linhas de 

pesquisas podem-se destacar armazenadores de energia (Flywheel), tomógrafos, cabos 

de transmissão, motores e meios de transportes que é objeto deste trabalho. Entretanto, 

algumas destas aplicações ainda estão em fase de protótipos.  

 

 Muitos dos trabalhos realizados tratam os supercondutores de forma 

experimental, como medidas de corrente, mapeamento do campo magnético (B) ou 

medidas da densidade de corrente crítica. Isto é decorrente da dificuldade da construção 

de amostras supercondutoras em grandes escalas, acarretando uma não homogeneidade 

da amostra. Pode-se citar o seguinte trabalho nesta linha [1]. Devido à dificuldade de 

homogeneização do campo magnético produzido pela amostra, faz-se necessário a 

utilização de simulações computacionais, para as aplicações tecnológicas citadas acima. 

As simulações objetivam a criar protótipos virtuais para que se possa conhecer em um 

tempo menor a melhor configuração do mancal (geometria) a ser desenvolvido. Com 

isso, busca-se reduzir o gasto financeiro bem com o tempo de implementação do 

mesmo. Existem poucos trabalhos realizados neste sentido, entre os quais pode-se citar 

os seguintes trabalhos [2-4].  

 

 A vantagem do uso dos mancais magnéticos supercondutores é a eliminação do 

atrito de sustentação, pois não há contato mecânico entre as partes, o que permite 

maiores velocidades. 
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 As simulações computacionais envolvendo o eletromagnetismo são 

desenvolvidas pelo grupo do Laboratório de Magnetismo (LMAG) da Escola 

Politécnica da Universidade de São Paulo [5], GRUCAD (Grupo de Concepção e 

Análise de Dispositivos Eletromagnéticos) da Universidade Federal de Santa Catarina 

[6] e o Laboratório de Aplicações de Supercondutores (LASUP) da Universidade 

Federal do Rio de Janeiro [7] desenvolve a inserção de materiais supercondutores nesses 

sistemas. Como exemplo desenvolve-se um protótipo de um armazenador de energia, 

um trem de levitação supercondutora e simulações computacionais. 

  

Este trabalho apresenta técnicas para a solução de problemas numéricos (via 

Método dos Elementos Finitos - MEF) eletromagnéticos que envolvam materiais 

supercondutores. De forma específica esta pesquisa é parte integrante dos projetos 

LEVMAG [8] (Levitação Magnética) e TRACLEV I e II (Tração Linear e Levitação 

Magnética), desenvolvidos em parceria pela COPPE e a Escola Politécnica, visando 

desenvolvimento de um protótipo trilho – veículo levitado magneticamente empregando 

circuitos magnéticos e supercondutores texturizados. 

 

Foi possível com os resultados do presente trabalho, determinar a melhor 

configuração do circuito magnético que compõe o trilho citado, de tal forma que a 

densidade de fluxo magnético (B) e seu gradiente (∇B) maximizassem a força de 

levitação dos supercondutores. 

 
Para tanto foi tratado o estado Meissner Total (exclusão total do fluxo magnético 

do interior de uma amostra supercondutora) bem como o estado Misto (estado Meissner 

Parcial, em que há exclusão parcial do fluxo magnético do interior da amostra 

supercondutora). 

 

 A motivação desta pesquisa advém do fato de o MEF ser uma ferramenta 

largamente utilizada na área de Engenharia, para a simulação de máquinas elétricas, 

motores, além de mancais magnéticos, contudo, softwares disponíveis para esta 

finalidade, trabalham com as Equações de Maxwell, o que impossibilita que um 

material supercondutor seja tratado corretamente, pois o seu comportamento não está 

previsto pelo Eletromagnetismo Clássico. 
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 Existem ainda outros problemas para a representação de tais materiais nesses 

programas: no estado Meissner a permeabilidade do material é nula (µ = 0); o que leva a 

singularidade no processo do cálculo numérico. O estado Misto é descrito 

(macroscopicamente) levando em consideração a sua dependência do campo magnético 

aplicado com a geometria da amostra supercondutora e os processos de resfriamento 

destes materiais. O estado supercondutor pode ser obtido resfriando esse material 

utilizando dois processos distintos. No processo ZFC (Zero Field Cooling), o material 

supercondutor é resfriado na ausência de um campo magnético aplicado (H); e no 

processo FC (Field Cooling) o material supercondutor é resfriado na presença de um 

campo magnético aplicado. Tendo - se em conta estes fatos, buscou - se uma 

formulação para a resposta magnética de materiais supercondutores de maneira tal que 

fossem representadas de forma análoga a um material convencional em programas cuja 

solução envolva o MEF. 

 

 Para o caso de um supercondutor, no estado Meissner Total, ou seja, para a 

permeabilidade com valor nulo, a solução encontrada foi tratar a mesma (µ) como um 

material linear, e com um valor bem pequeno. No caso presente deste trabalho foi 

utilizado o valor µ = 10-6, representando um zero numérico. Para o estado Meissner 

Parcial, foram construídos modelos para que levasse em consideração o aprisionamento 

do campo magnético no interior da amostra supercondutora. 

 

 Tais modelos foram utilizados para a simulação utilizando o MEF, em mancais 

cujas geometrias eram compostas de um material supercondutor de forma cilíndrica, 

bem como o magneto permanente (imã permanente) de NdFeB (Neodímio – Ferro – 

Boro) e / ou Ferrita, como também em mancais lineares magnéticos formados por imãs 

de mesmas propriedades. 

  

 Numa primeira etapa foram realizadas simulações com geometrias cilíndricas de 

supercondutor e magneto permanente, para comparações com medidas experimentais 

realizadas no LASUP (Laboratório de Aplicações em Supercondutores) do DEE 

(Departamento de Engenharia Elétrica) da UFRJ (Universidade Federal do Rio de 

Janeiro). Isto foi ocasionado pelo simples fato de que o aparelho de medida de força 
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supercondutora, não ter capacidade de fazer medidas em geometrias de maiores 

tamanhos, como é o caso dos trilhos de NdFeB e de Ferrita (imã permanente). 

 

 O capitulo 7 deste trabalho merece especial atenção, pois descreve uma 

metodologia para a estimativa da corrente crítica (Jc), uma das dificuldades apresentadas 

para a simulação de materiais supercondutores. A metodologia apresentada leva em 

consideração a não destruição da amostra supercondutora, fato este de grande interesse 

para o desenvolvimento de amostras supercondutoras. 

 

 Alguns dos modelos apresentados neste trabalho foram também utilizados nas 

simulações do protótipo trilho – veículo (Anexo A), do trem de levitação utilizando 

materiais supercondutores, proposto pelo LASUP. Os modelos utilizados nas 

simulações para os trilhos foram: a Ferrita como imã permanente, utilizada no primeiro 

protótipo, bem com o NdFeB, que é imã permanente utilizado no trilho para o segundo 

protótipo. 

 

 Diversas modificações na geometria dos trilhos foram realizadas e também 

simuladas, para que se estabelecesse a melhor configuração do campo magnético, bem 

como a melhor relação força × distância, entre o trilho e a amostra supercondutora. 

 

 Os resultados obtidos foram um sucesso, permitindo a construção do protótipo, 

que está em fase operacional. 



Capítulo 1 – Tipos de Levitação          
Magnética

1.1 - Introdução

Uma  das  aplicações  práticas  dos  materiais  supercondutores  é  o  efeito  da

levitação magnética [9]. Neste capítulo serão apresentados alguns dos principais tipos

de  levitação  magnética,  bem  como,  algumas  das  principais  aplicações  na  área  de

Engenharia,  em  especial  os  tipos  de  levitação  que  são  utilizados  nos  meios  de

transportes atualmente [10].

1.2 - Repulsão entre imãs permanentes

Este fenômeno ocorre entre imãs permanentes devido à repulsão de pólos [11]

de  mesma natureza  (figura  1.1),  gerando assim a  levitação.  Neste  sistema,  torna-se

necessário  a  utilização  de  vínculos  mecânicos  para  que  impeça  o   giro do  sistema

(figura 1.2), cuja instabilidade é conhecida como Teorema de Earnshaw [12]. Com a

introdução  de  vínculos  mecânicos,  há  uma  recuperação  de  parte  do  atrito  que  foi

eliminado pela levitação. 

Figura 1.1 – Repulsão entre imãs permanentes de mesmo pólo.
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Figura 1.2 – Diagrama de um levitador com imãs permanentes.

1.3 - Levitação Eletromagnética

Também denominada de levitação por atração,  a levitação eletromagnética ou EML

(Eletromagnetic  Levitation)  [9-10],  é  aquela  em  que  um  corpo  ferromagnético  é

mantido suspenso pela força atrativa de um eletroímã. Na figura 1.3 é apresentado o

diagrama de uma esfera levitando sob a ação de um campo magnético.  Nesta esfera

atuam a força peso e a força magnética, resultante da atração da esfera pelo eletroímã

em função da distância entre a esfera e o eletroímã e da corrente que circula na bobina.

Este equilíbrio é instável uma vez que qualquer variação mínima que seja na corrente

ou na distância causará a queda ou atração da esfera.
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P = Mg
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REFERÊNCIA

+ -

Figura 1.3 – Diagrama da levitação eletromagnética.

Na figura 1.3 a fonte fornece uma corrente, que alimenta o eletroímã gerando

assim um campo magnético. Esse campo atrai a esfera (figura 1.4) [13] que fica em

equilíbrio  em  uma  posição  pré  -  determinada.  Qualquer  afastamento  do  equilíbrio

causará a queda ou a atração da esfera para a bobina. Logo, sem a realimentação não é

possível obter a levitação.  O processo EML é dependente da eficiência do sistema de

sensores, do gap e do controle da corrente do eletroímã. Portanto para que esse sistema

de levitação possa ser utilizado é necessário ter todo um aparato para que possa manter

o sistema estável.

Figura 1.4 – Demonstração da levitação magnética. Kit desenvolvido pelo LASUP.
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A  figura  1.5  ilustra  o  uso  da  levitação  eletromagnética  em  um  veículo  de

transporte  e  a  figura  1.6  apresenta  o  trem  Transrapid,  que  vem  a  ser  um projeto

desenvolvido pela  Transrapid International S. A. [14], na Alemanha, que utiliza este

processo para a sua levitação. 

Figura 1.5 – Veículo de transporte utilizando a levitação eletromagnética.

                                           Figura modificada de [14].

Figura 1.6 – Trem Transrapid.
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Este  trem,  Transrapid,  é  o  primeiro  trem  que  se  utiliza  a  levitação

eletromagnética, comercializado no mundo. A sua versão comercial foi inaugurada em

dezembro de 2002, na China, para percorrer o trajeto entre o aeroporto de  Pudong e

Shangai. Veículos utilizando este tipo de levitação [15] alcançam uma velocidade de

até 430 Km/h.

1.4 - Levitação Eletrodinâmica

A levitação eletrodinâmica (EDL –  Eletrodinamic Levitation) ou levitação por

repulsão [9-10]  emprega um condutor  na presença de um fluxo magnético variável,

criando  assim  uma  corrente  elétrica  induzida  no  condutor.  Com  isso,  pela  Lei  de

Faraday –  Lenz  [16-17],  a  corrente  deverá  possuir  sentido  contrário  ao  sentido  da

bobina  indutora.  Como  estas  correntes  estão  em  sentidos  contrários  ocorrerá  uma

repulsão  entre  a  bobina  indutora  e  o  condutor.  A  repulsão  EDL  é  baseada  neste

fenômeno.

Neste sistema, a força de levitação é crescente com a sua velocidade, atingindo

uma saturação para altas velocidades (figura 1.7). Assim como ocorre com a força de

levitação, a força de arraste aparece em virtude do deslocamento da fonte de campo [16-

17].
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Figura 1.7 - Comportamento da força magnética na levitação eletrodinâmica

Em um sistema de transporte que se utilize  a EDL, as bobinas existentes no

trilho (figura 1.8) e no trem geram fortes campos magnéticos, podendo o trilho ser de

alumínio  ou  outro  metal.  Na figura  (1.9)  é  apresentado o  trem do projeto  Japonês

utilizando a levitação EDL.

Figura 1.8 – Bobinas no trilho.
                                   Figura modificada de [18].

Este  tipo  de  levitação  é  utilizado  no  projeto  japonês,  desenvolvido  pela

Japonese Railways [18], cujo protótipo, em escala real, tem uma extensão de 18 km.

Até a presente conclusão deste trabalho, o trem japonês é o detentor da fita azul,

prêmio dado ao trem que atinge a maior velocidade que foi estabelecida em 2004

atingindo 581 km/h [19].
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Figura 1.9 – Maglev Japonês. a) MLX01 b)MLX01-901

Este tipo de levitação é mais eficaz para velocidades elevadas e como a fonte de

campo  é  móvel  e  deve  ser  poderosa,  o  uso  de  bobinas  supercondutoras  é  o  mais

indicado.  Mas  como  os  sistemas  anteriores,  a  levitação  eletrodinâmica,  também

necessita de um sistema auxiliar para manter a sua estabilidade.

1.5  -  Levitação ou  Sustentação  de  um  supercondutor  devido  à

expulsão total ou parcial do fluxo magnético (SQL).

O fenômeno de exclusão total ou parcial do fluxo magnético do interior de um

supercondutor [9, 20] será apresentado no capítulo 2. Este fenômeno permite fazer uma

analogia  com  um  sistema  imã  -  imã,  ou  seja,  se  for  usado  um  sistema  imã  -

supercondutor, a força de repulsão será a mesma que o de um sistema imã - imã de

mesma magnitude e dipolos opostos. Esta analogia é válida somente quando o sistema é

estático, pois o momento de dipolo do supercondutor é uma função do campo aplicado,

11

b)

a)



enquanto  que  o  momento  associado  a  um  imã  permanente  independe  dos  fatores

externos.

O termo SQL (Superconducting Quantum Levitation), visa distinguir a levitação

obtida  por  bobinas  supercondutoras,  que  atuam  apenas  como  geradoras  de  campo

magnético, daquelas geradas pela exclusão parcial do fluxo magnético. Este fenômeno

não  pode  ser  explicado  apenas  pelas  equações  de  Maxwell,  pois  trata  -  se  de  um

fenômeno quântico. O uso da levitação SQL em trens foi concebido por H. Weh [8-21]

e baseia-se em uma nova concepção de trens de levitação, e é este tipo de levitação que

está sendo proposto pelo LASUP.

12



 

 
13 

 
 
 

Capítulo 2 � Conceitos de 
Supercondutividade 

 
 
  

 

 

2.1 - Histórico 
 

 Com a realização da liquefação do hélio (4,2K) [20,21-27], em 1908, Heike 

Kamerlingh Onnes pôde realizar medidas experimentais da resistividade nos metais em 

baixas temperaturas. Em 1911, H. K. Onnes, medindo a resistividade do mercúrio 

verificou que a mesma cai a zero abruptamente quando a temperatura apresenta-se 

inferior a um determinado valor, como pode ser visto na figura 2.1. 

 

 
Figura 2.1 – Comportamento de um Supercondutor em função da temperatura. 

                                       Figura modificada de [31]. 
 

 O fenômeno da resistividade nula é chamado de Supercondutividade, e a 

temperatura, na qual a resistência do metal cai a zero é chamada de Temperatura Crítica 

( cT ). Tendo em vista isto, uma das primeiras sugestões para aplicação tecnológica, de 

H. K. Onnes é a construção de eletroímãs mais poderosos utilizando materiais 
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supercondutores. Entretanto, H. K. Onnes descobre que o estado supercondutor 

desaparecia ao serem ultrapassados certos valores críticos, além da temperatura crítica, 

como o campo magnético (H) e a densidade de corrente (J) [22-27], desta forma, os 

parâmetros que caracterizam o estado supercondutor são a temperatura crítica ( cT ), o 

campo magnético crítico (Hc) e a densidade de corrente crítica (Jc), que são 

propriedades intrínsecas de cada material. 

 

 Atualmente aplicações tecnológicas que envolvam materiais supercondutores, 

procuram desenvolver armazenadores de energia (Flywheel), limitadores de corrente, 

cabos de transmissão, tomografia computadorizada, veículos de levitação magnética 

(trens MAGLEV � Magnetic Levitation) entre outras aplicações [27-30]. A figura 2.2 

apresenta algumas dessas aplicações tecnológicas que utilizam materiais 

supercondutores. 

  

 
a) Armazenador de Energia (Flywheel) 

 
b) Limitador de Corrente 

 
c) Cabo de Transmissão 

 
d) Tomografia Computadorizada 

Figura 2.2 – Aplicações Tecnológicas da Supercondutividade [31]. 

 

A primeira tentativa de entender o fenômeno da supercondutividade foi basear-

se nas equações de Maxwell para descrever um condutor ideal: 
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∇ × =H J  (2.1) 

∇ =.B 0  (2.2) 

∇ × = −E B∂
∂ t

 
 

 

(2.3) 

∇ =.D ρ  (2.4) 

 

Com as seguintes relações constitutivas: 

 

B = µ H (2.5) 

D = ε E (2.6) 

 

Onde,  H é o vetor de intensidade magnética; B é o vetor de fluxo magnético; E é o 

vetor campo elétrico;  J é vetor densidade de corrente; D é o vetor da indução elétrica; ρ 

é a resistividade; ε é a permissividade elétrica e µ é a permeabilidade magnética. 

  

 As primeiras tentativas de se explicar à supercondutividade consideram os 

supercondutores como um condutor ideal, ou seja, como um metal com resistividade 

nula. Segundo a lei de Ohm, 

 

 E = ρJ (2.7) 

 

 Como o valor de ρ tende a zero, o que representa a resistividade nula, o campo 

elétrico dado pela equação (2.4) deve ser nulo. O que implica em E = 0 na equação (2.3) 

obtendo-se, 

 

0=
∂
∂

t
B  

 

(2.8) 

 

Integrando a equação acima, obtém-se: 

 

B = Bo = Cte (2.9) 
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 A equação (2.9) mostra que, quando um condutor ideal é submetido a um campo 

magnético externo, o fluxo penetra no condutor. A constante indicada na equação (2.9) 

pode ser zero ou então diferente de zero. Para um condutor ideal, a condição de 

contorno de (2.9) mostra que quando a indução magnética for igual a zero, ela deve 

permanecer nula e o condutor ideal exclui o fluxo magnético de seu interior. 

 

 Agora, supondo que a constante Bo da equação (2.9) seja diferente de zero, então 

ela deve permanecer com o mesmo valor quando a temperatura for próxima a 0K, ou 

seja, não ocorrerá exclusão de fluxo de interior do condutor ideal.  

 

 Conforme pode se observar apenas com as equações de Maxwell não é possível 

descrever o fenômeno da supercondutividade. 

 

2.2 - Efeito Meissner 

 

 Em 1933, W. Meissner e R. Ochsenfeld [20,22-27] demonstram 

experimentalmente, que um condutor perfeito não representa as condições de um 

supercondutor. Assim, descobre-se que o fluxo de campo magnético B é expulso do 

interior de um supercondutor, ou seja, o fluxo magnético é nulo em seu interior, 

comportando-se como se fosse um diamagnético perfeito (figura 2.3). 

 

 
Figura 2.3 – Efeito Diamagnético no Supercondutor 

 

 Este efeito diamagnético é conhecido na literatura como Efeito Meissner. E é ele 

que distingue o supercondutor de um condutor perfeito, ou seja, a exclusão total do 

Material 
Supercondutor 

Magneto 
Permanente 
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campo magnético de seu interior. A figura (2.4) mostra a diferença entre um condutor 

perfeito e um supercondutor. 

 

 
Figura 2.4 – Diferença do Comportamento entre um Condutor Perfeito e um Supercondutor 

 

2.3 - Teoria de London e Profundidade de Penetração 

 
 Como as equações de Maxwell não são suficientes para descrever o fenômeno 

da supercondutividade, os irmãos F. e H. London, em 1934, apresentam duas equações 

que mostram a diferença entre o diamagnetismo perfeito e a resistividade nula de um 

condutor ideal. Estas equações são obtidas a partir das equações de Maxwell como 

apresentado a seguir. 

 

 Como os elétrons, (ou superelétrons, assim chamados antes da teoria BCS), em 

movimento no supercondutor não encontram resistência, então se mantido um campo 

elétrico E constante no material, a aceleração dos elétrons por ação deste campo é: 

 

Evs e=m&  (2.10) 

B ≠ 0  

B ≠ 0  

Transição para 
resistência zero 

Transição para 
resistência zero 
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onde, vs é a velocidade dos elétrons; e é a carga do elétron e m é a massa do elétron. 

 

 Se existem ns elétron se movendo, por unidade de volume, com uma vs 

velocidade, então pode se ter uma densidade de corrente, 

 

& &J vs s= n es  (2.11) 

 

Substituindo (2.10) em (2.11), tem-se: 

 

EJ
m
en 2

s
s =&  

 

(2.12) 

  

Podendo ser reescrita da seguinte forma: 

 

BB-=E &−=×∇
t∂

∂  
 

(2.13) 

 

Substituindo (2.12) em (2.13), tem-se: 

 

m
n es

2







 ∇ × & &J = -B  

 

(2.14) 

  

Usando a equação (2.1) da seguinte forma: 

 

& &J = B1
µ o

∇ ×  
 

(2.15) 

 

e substituindo em (2.14) obtém-se: 

 

[ ]m
n eo sµ 2







 ∇ × ∇ × = −& &B B  

 

(2.16) 
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Usando a seguinte relação vetorial: 

 

( )∇ × ∇ × ∇ ∇ − ∇F = .F F2  (2.17) 

 

e lembrando que 0. =∇ B , a equação (2.16) pode então ser reescrita da seguinte forma: 

 

∇






2

2
& &B = Bµ o sn e

m
 

 

(2.18) 

 

Simplificando, tem se: 

 

∇ 2 1& &B = B
α

 
 

(2.19) 

 

onde 

 

α
µ

= m
n eo s

2  
 

(2.20) 

 

 A equação (2.19) descreve o comportamento de um condutor com resistência 

zero, mas não é o suficiente para descrever um supercondutor, pois a sua solução recai 

na solução de um condutor ideal. 

 

 A equação (2.19) impõe que o valor do campo magnético seja uma constante, 

mas o efeito Meissner exige que esta constante seja obrigatoriamente igual a zero. Então 

usando o efeito Meissner, os irmãos London propuseram que o comportamento de um 

supercondutor deveria ser escrito por: 

 

∇ 2 1B = B
α

 
(2.21) 

  

 Com isso, junto com a equação (2.21), é possível conhecer as chamadas 

equações de London, onde a equação (2.12) descreve o efeito Meissner. 
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 No Anexo B para um entendimento das equações de London, apresenta-se um 

exemplo unidimensional [20]. 

 

2.4 - Teoria de Ginzburg – Landau 

 

 Em 1950 Vitaly Ginzburg e Lev Landau propuseram uma teoria fenomenológica 

para a supercondutividade [32] que integra eletrodinâmica, mecânica quântica e 

propriedades termodinâmicas dos supercondutores. 

 

 Esta teoria é baseada em três suposições: 

 

1) Existe um parâmetro de ordem Ψ que vai a zero na transição 

2) A energia livre pode ser expandida em potências de Ψ 

3) Os coeficientes da expansão são funções da temperatura T. 

 

 Seguindo estas três suposições, a energia por unidade de volume é escrita da 

seguinte forma: 

 

F F T T
s n= + + +α β( ) ( )Ψ Ψ2 4

2
K  

 

(2.22) 

 

onde 

 

Ψ 2 = ns  (2.23) 

 

é a densidade de portadores de cargas no estado supercondutor; 

Fs  é a energia no estado supercondutor; 

Fn   é a energia no estado normal. 

 

 Os coeficientes α e β, de acordo com a hipótese 3, tem as seguintes 

propriedades: 
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( ) cTT para 0,Tα <<  (2.24 a) 

( ) cTT para ,0T ==α  (2.24 b) 

 

Nas proximidades de Tc, α(T) pode ser escrito da seguinte forma: 

 

cTT
c dT

dα)T(Tα(T)
=






−=  

 

(2.25) 

 

onde 

 

cTTdT
dαβ(T)

=





=  

 

(2.26) 

 

 A equação (2.26) é positiva e nas proximidades de Tc pode ser escrita da 

seguinte forma: 

 

( ) ( )cTβTβ ≅  (2.27) 

  

Para T < Tc a equação (2.27) apresenta um mínimo absoluto para 

 

β
α

=Ψ 2  
 

(2.28) 

 

E é essa equação (2.28) que garante que Ψ  seja nula para T = Tc. 

 

 A energia livre correspondente para a equação (2.22) é: 

 

2β
αFF

2

ns −=  
 

(2.29) 

  

Pode se mostrar que: 
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π8
)T(H

FF
2
c

sn =−  
 

(2.30) 

 

e da equação (2.29) para regiões perto de Tc: 

 

β
4π(T)H

2
2
c =  

 

(2.31) 

  

As equações (2.25) e (2.26) mostram que: 

 

( )2
cns TTFF −≈−  (2.32) 

 

que é o resultado geral da teoria de Landau. 

 

2.5 - Comprimento de Coerência 

 
 Na equação (2.22) acrescenta-se um termo de energia cinética devido ao 

movimento dos portadores de cargas na presença de um campo magnético. 

Representando este termo em função do momento linear P : 

 

E
mcin = P2

2 *  
 

(2.33) 

 

onde  

 

( ) ( )rAqiP s Ψ+∇−= h  (2.34) 

 

é o momento canônico da carga qs = -2e que se move um campo magnético. Com isso a 

energia cinética fica da seguinte forma: 

 

( ) ( )[ ]2
*cin rAe2i

m2
1E Ψ−∇−= h  

 

(2.35) 
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Onde,  A é o potencial elétrico; h  é a constante de Planck; m* é a massa efetiva dos 

portadores de cargas supercondutoras. 

  

 Levando em conta a equação (2.35) e somando a energia cinética, a equação 

(2.22) fica da seguinte forma: 

 

( ) ( )[ ]2
*

42
ns rΨ2eAi

2m
1Ψ

2
β(T)Ψα(T)FF −∇−+++= h  

 

(2.36) 

 

 Como o campo magnético aplicado contribui para a magnetização, é também 

somada sua contribuição através da densidade volumétrica de energia magnética. 

 

( )u bo= 1
2

µ 2 r  
 

(2.37) 

                     

onde, b2(r) é indução magnética microscópica. 

 

 Somando a equação (2.37) a (2.36) obtém-se a densidade de energia livre do 

estado supercondutor na aproximação de Ginzburg - Landau. 

 

( )[ ] +−∇−+Ψ+Ψ+= 2
*

42
ns e2i

2m
1

2
β(T)α(T)FF h ( )rbµ

2
1 2

o  
 

(2.38) 

 

e a energia total do estado supercondutor é: 

 

( )[ ]∫ ∫ 



 µ+



 Ψ−∇−+Ψβ+Ψα+=

s sV V

2
o

2
*

42
ns dV)r(b

2
1dV)r(e2i

m2
1

2
)T(

)T(FF h  
 

(2.39) 

 

sendo que Vs é o volume da região supercondutora. 

 

 Agora para o cálculo da equação diferencial de Ginzburg - Landau para o 

parâmetro de ordem ψ(r), é imposta uma variação da seguinte forma: 
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)r()r()r( Ψδ+Ψ→Ψ  (2.40) 

 

e substituindo na expressão (2.39) para Fs e conservando apenas os termos de primeira 

ordem em δψ(r), tem - se que: 

 

∫ Ψδ



 Ψ−∇−+Ψβ+Ψα+=δ+

sV

2
*

2
sss dV)]r()e2i[(

m
1)T(2)T(2FFF h  

 

(2.41) 

 

Como a condição de mínimo é para δFs = 0, então: 

 

∫ Ψδ



 Ψ−∇−+Ψβ+Ψα=δ

sV

2
*

2
s dV)]r()e2i[(

m
1)T(2)T(2F h  

 

(2.42) 

 

 Para que a equação (2.42) seja verdade a integral será nula somente quando: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] 0rΨe2i
m
1rΨTβrα(T)Ψ 2

* =−∇−++ h  
 

(2.43) 

 

 Colocando a equação (2.43) na forma unidimensional tem-se: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) 0xΨ2e
dx
di

m
1xΨTβxα(T)Ψ

2

* =












 −−++ h  

 

(2.44) 

  

Pode-se simplifica - lá, colocando em uma região de baixos campos, nesse caso o 

campo A será desprezado, ficando a equação da seguinte forma: 

 

( ) ( ) ( ) ( )α β( ) *T x T x
m

i d
dx

xΨ Ψ Ψ+ + −

















=1 0
2

h  
 

(2.45) 

                

 A contribuição do campo magnético para diminuição da ordem supercondutora é 

levada através da seguinte variável: 
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g x= <
∞

Ψ
Ψ
( ) 1  

 

(2.46) 

 

Onde, ψ(x) indica a presença de baixos campos e correntes e ψ∞ é a ordem em toda 

extensão do supercondutor devida a presença de cargas supercondutoras. 

 

 Com isso a equação (2.46) fica da seguinte forma: 

 

0gg
dx

gd
α2m

3
2

2

*

2

=−+









− h  

 

(2.47) 

 

Fazendo 

 

α2m
ξ *

2
2 h=  

 

(2.48) 

 

Tem-se 

 

0gg
dx

gdξ 3
2

2
2 =−+−  

 

(2.49) 

                                

lembrando que g <1, então 

 

g = 1 - q (2.50) 

 

substituindo (2.50) em (2.49), obtém-se 

 

( ) 0q)(1q1
dx

qdξ 3
2

2
2 =−−−+−  

 

(2.51) 

                                       

fazendo uma expansão em (1-q)3 e conservando apenas os termos de primeira ordem em 

q, obtém-se : 
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0q
ξ
2

dx
qd

22

2

=−  
 

(2.52) 

 

 A solução da equação (2.52) é: 

 

( )
x

ξ
2

oeqxq
−

=  

 

(2.53) 

 

 Na próxima seção será mostrado que existem dois tipos de supercondutores e 

uma das maneiras de caracteriza - los é através do Comprimento de Profundidade de 

London e do Comprimento de Coerência (ξ). O parâmetro ξ é o comprimento 

característico da variação do parâmetro de ordem do supercondutor. 

 

2.6 - Tipos de Supercondutores 

 
 Uma das maneiras mais simples de explicar a diferença entre um supercondutor 

do Tipo I e um supercondutor do Tipo II consiste na comparação da ordem de grandeza 

do Comprimento de Penetração de London e do Comprimento de Coerência. 

 

 Para um supercondutor do Tipo I a profundidade de penetração de London λL é 

muito menor que do que comprimento de coerência ξ. O comprimento de coerência (ξ) 

para os supercondutores do tipo I é da ordem de 10-4 cm. Isso faz com que o campo H  

vá a zero muito mais rapidamente do que o crescimento de ψ. 

 

 Para um supercondutor do Tipo II ocorre o contrário, isto é, a profundidade de 

penetração λL é muito maior do que o comprimento de coerência ξ. 

 

 O efeito Meissner Total é obedecido somente no supercondutor do Tipo I, no do 

Tipo II o campo magnético B não se anula rapidamente à medida que penetra no 

supercondutor, podendo com isso suportar um campo crítico mais elevado, como 

também ter uma temperatura crítica maior do que o do Tipo I. 
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 Conforme apresentado no gráfico da figura 2.5 o supercondutor do Tipo I tem 

apenas um Campo Magnético Crítico (Hc), mas para o do Tipo II existem dois valores, o 

Campo Magnético Crítico Superior (Hc2) e o Campo Magnético Crítico Inferior (Hc1). 

 

 

Figura 2.5 - Comparação entre o Supercondutor do Tipo I e Tipo II. 

 

 Até o Campo Magnético Crítico Inferior ( 1cH ) o fluxo é expulso completamente 

do supercondutor, na região maior que o Campo Magnético Crítico Superior ( 2cH ) o 

supercondutor transforma - se em um condutor normal, e entre ( 1cH ) e ( 2cH ) o fluxo 

não é expulso completamente, esta região é chamada Estado Misto.  

 

 Todas as teorias existentes até então não eram suficientes para explicar os 

principais fenômenos associados à supercondutividade. A seguir será realizado breve 

comentário sobre a mais importante teoria sobre a descrição fenomenológica da 

supercondutividade, a teoria BCS. 

 

2.7 - Teoria BCS 

 
 Esta teoria é a primeira formulação quântica para explicar a supercondutividade. 

Ela é assim chamada, em referência a seus três autores: John Bardeen, Leon Cooper e 

Robert Schrieffer [33]. 
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 O princípio básico desta teoria é a existência de uma atração entre pares de 

elétrons, através da rede cristalina. Com esta interação será gerado um estado mais 

estável que os estados fundamentais do metal, que é o estado de pares de Cooper. 

 

 Ao passar pela rede cristalina (figura 2.6), o elétron causa polarizações locais, 

transferindo assim um momento linear para a rede, pois este elétron é retardado por uma 

região da rede. 

 

 

Figura 2.6 - Comportamento da rede cristalina na amostra supercondutora 

  

 

Um segundo elétron passando pela região será atraído pelas cargas induzidas 

pelo primeiro elétron, recebendo da rede um acréscimo do momento. Observa - se na 

figura 2.6, o deslocamento do centro dos círculos em relação às posições de equilíbrio. 

 

 Com isso, existe uma transferência de momento, que ocorre, através da rede 

cristalina.  Este processo é máximo quando os elétrons emparelhados têm momentos 

opostos e de mesmo módulo. Os pares de elétrons que participam desta interação são 

denominados pares de Cooper. Os pares de Cooper são portadores de carga do estado 

supercondutor, qs = 2e. A teoria BCS é válida para metais, pois para os novos materiais, 

que são cerâmicos, não há teoria definitiva, sendo que a pesquisa de sua natureza e a sua 

aplicação constitui hoje um atrativo para pesquisa. 

 

 As propriedades magnéticas de um supercondutor podem ser descritas 

macroscopicamente pela lei de quantização do fluxo magnético. De acordo com a 

referência [24] esta lei pode ser escrita, na forma: 

 

L i + ϕ = n ϕo (2.54) 

Onde i é a corrente elétrica, L é a auto-indutância, ϕ é o fluxo magnético externo e  
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e2
h

o =ϕ  
 

(2.55) 

 

é o fluxóide (fluxo magnético elementar). Ou seja, o fluxo magnético total através de 

um supercondutor permanece constante para um estado quântico caracterizado pelo 

número quântico n. 
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Capítulo 3 – Magnetização de 
Supercondutores 

 

  

 

 

3.1 – Introdução 
 

Como apresentado no capítulo anterior, os supercondutores do tipo II exibem 

uma resposta magnética em duas fases: para campos aplicados inferiores a HC1, o 

material encontra-se no estado Meissner total e apresenta diamagnetismo perfeito (µ = 

0, para o comportamento de um supercondutor do tipo I); mas quando o valor do campo 

magnético aplicado ultrapassar este  valor (Hc1), inicia-se a entrada quantizada de fluxo 

magnético, passando o supercondutor para o estado Meissner parcial ou estado misto, 

que acontece até o campo aplicado atingir o valor de 2cH , quando o material 

supercondutor  retorna ao seu estado normal.  

 

Em amostras supercondutoras sem impurezas ou defeitos, os vórtices podem 

entrar ou sair livremente, sem que haja nenhuma conseqüência para a história magnética 

da amostra supercondutora. No caso de amostras supercondutoras com impurezas ou 

defeitos, os vórtices podem ser aprisionados nestas regiões, que não são 

supercondutoras, porém são regiões energeticamente mais favoráveis à permanência do 

núcleo normal e que se constituem em centros de aprisionamento para os vórtices 

(figura 3.1). Havendo aprisionamento de vórtices, o comportamento magnético da 

amostra passa a depender da história magnética, ou seja, passa a existir histerese. O 

aprisionamento de vórtices está relacionado à densidade de corrente crítica.  
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Figura 3.1 - vórtice aprisionado numa impureza 

 

Esta relação manifesta-se da seguinte forma: os vórtices aprisionados em uma 

amostra supercondutora, que transporta uma densidade de corrente J , estão sujeitos a 

uma densidade de força de Lorentz: 

 

0L Jf Φ×=  (3.1) 

 

que tende a arrancá-los do centro de aprisionamento.  

 

Enquanto a força de Lorentz equilibrar a força de aprisionamento fL < fP, não 

haverá deslocamento de vórtices através da região supercondutora. Quando este 

equilíbrio for rompido (fL = fP), os vórtices serão arrancados do centro de 

aprisionamento e se deslocarão através do supercondutor sob a ação da força de 

Lorentz. 

 

 Este movimento das linhas de fluxo magnético cria, então, campos elétricos 

induzidos que causarão dissipação, destruindo o estado de resistividade nula; isso ocorre 

quando a corrente J atinge o seu valor crítico Jc.  

 

Quanto mais intenso for o aprisionamento, maior será a corrente necessária para 

arrancar o vórtice e causar a dissipação, definindo assim a relação entre o 

aprisionamento e a corrente crítica, como: 
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f = Jc × φφφφo (3.2) 

 

Os processos para aumentar o valor da corrente crítica pela criação de impurezas 

e defeitos vão desde a dopagem da amostra à sua irradiação por feixe de nêutrons [33]. 

A quantização de fluxo no supercondutor do tipo II e o aprisionamento de vórtices 

implicam numa dependência funcional entre sua magnetização e o campo aplicado, ou 

seja, ( )HMM = .  

 

Como o raio de cada vórtice, 9
vort 10~R − m, é muito menor do que o raio das 

amostras supercondutoras ( 1
am 10~R − m), não é possível descrever o processo de 

magnetização de uma amostra macroscópica por meio da contagem de vórtices.  

 

A diferença de tamanho permite então desprezar as dimensões do vórtice frente 

às dimensões da amostra e utilizar um modelo contínuo para a magnetização média 

gerada pela entrada de vórtices no supercondutor.  

 

O modelo mais utilizado e bem sucedido na descrição do comportamento 

magnético de supercondutores do tipo II em temperatura constante é o modelo de Bean 

[34 - 36]. 

 

3.2 - Modelo de Bean 
 

 Este modelo considera um cilindro supercondutor infinito de raio R, densidade 

de corrente crítica Jc e Hc1 nulo, imerso em campo magnético uniforme H, paralelo ao 

seu eixo de simetria. Ele descreve as respostas magnéticas do cilindro, supondo que ao 

se aplicar o campo externo, uma corrente de blindagem de densidade Jc, flui na 

superfície cilíndrica até uma profundidade: 

 

C
o J

Hx =  
 

(3.3) 
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Magnetizando parcialmente a região interna. A magnetização parcial prossegue até que 

a corrente de magnetização atinja uma profundidade xo = R. Isto ocorre quando o campo 

aplicado atingir o valor HP = JcR, chamado campo de penetração, pois aí ocorre a 

penetração total do cilindro pelo campo, estando o cilindro totalmente magnetizado 

(figura 3.2). 

 

 

    

 

 

 

 

 

Figura 3.2 - processo de magnetização ZFC sob campo crescente, no modelo de Bean. 

 

 

Nota-se que HP é diferente de HC2, pois enquanto HC2 depende apenas da 

natureza do material supercondutor, HP depende da natureza do material (por meio de 

Jc) e também das dimensões do cilindro, por meio de R, sendo uma propriedade de cada 

amostra em particular. 

 

  A partir de HP, qualquer aumento no valor do campo aplicado não causará 

nenhuma modificação na magnetização do cilindro, pois o material não pode admitir 

mais correntes em seu interior e se produz uma saturação de sua resposta magnética.  

 

Quando o campo atingir um valor máximo, qualquer decréscimo induz correntes 

de magnetização de sinal contrário àquelas geradas quando o campo estava crescendo. 

Nota-se que o cilindro já estava no estado supercondutor quando o campo foi aplicado, 

correspondendo à situação em que uma amostra é resfriada na ausência do campo 

magnético aplicado, processo ZFC (Zero Field Cooling). 
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Figura 3.3 - Processo de magnetização ZFC sob campo decrescente, no modelo de Bean. 

 

 

 Agora como o modelo de Bean sendo tratado na situação em que o 

supercondutor é resfriado em presença de um campo magnético aplicado processo FC, 

(Field Cooling), da mesma forma como na descrição anterior, as correntes de 

magnetização fluem com densidade JC, mas seu comportamento é oposto ao do caso 

ZFC, pois agora as correntes tendem a reter o fluxo magnético na amostra. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Figura 3.4: Processo de magnetização FC no modelo de Bean. 

 

 

3.3 – Supercondutor como Imã 
 

O conceito de supercondutor como sendo um material capaz de expulsar 

completamente o fluxo magnético de seu interior, não é incompatível com a capacidade 

de reter fluxo magnético. 
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Verifica-se experimentalmente que uma amostra supercondutora pode-se tornar 

um verdadeiro ímã, apresentando densidades de fluxo magnético da ordem de 14T [37], 

dependendo do processo utilizado (ZFC ou FC) e da temperatura de operação.  

 

Levando-se em conta que os melhores imãs permanentes cilíndricos disponíveis 

atualmente (NdFeB), fornecem densidades de fluxo da ordem de 1T, fica evidenciada a 

imensa superioridade e as potencialidades do uso de supercondutores como fonte de 

fluxo magnético.  

 

Em toda a tecnologia que emprega supercondutores, é necessário um gasto com 

a refrigeração das amostras supercondutoras, mas ainda assim o processo é vantajoso, 

pois para se conseguir um fluxo magnético de mesma intensidade seria necessário 

recorrer ao uso de eletroímãs cujo consumo de energia elétrica é bastante alto. 

 

Uma técnica que se beneficiaria imediatamente com a utilização de imãs 

permanentes supercondutores seria a tomografia por ressonância magnética, pois os 

tomógrafos utilizam eletroímãs supercondutores (bobinas de fios supercondutores 

metálicos) refrigerados a hélio líquido, e com a utilização de blocos supercondutores 

magnetizados, aumentariam seu rendimento e diminuiriam os custos pois a  refrigeração 

é realizada com nitrogênio liquido. 

 

A imantação do supercondutor é conseqüência do aprisionamento de vórtices, 

pois, conforme o modelo de Bean existem correntes persistentes no interior da amostra 

supercondutora mesmo depois de o campo externo ser desligado. 

 

Assim sendo, os melhores supercondutores candidatos a funcionarem como imãs 

são os que possuem maior valor de Jc. 

 

Trabalhos anteriores [35-36, 38-40] mostraram que o modelo de Bean, em 

conjunto com um método numérico, dá bons resultados para o cálculo das forças de 

interação entre imãs permanentes e amostras supercondutoras resfriadas em campo 

magnético nulo (ZFC) [35], apesar disto, a aplicação do modelo de Bean ao cálculo da 

força de levitação no caso FC não apresenta o mesmo sucesso [36].  



 

 
36 

Com isso buscou-se na literatura, modelos de magnetização para o caso FC que 

se adequassem mais aos resultados experimentais. Os dois modelos encontrados foram: 

o modelo das imagens congeladas [41] e o modelo de correntes JS + JV [42]. 

 

O modelo das imagens congeladas emprega dois dipolos-imagens para 

reproduzir a resposta magnética de um supercondutor imantado, enquanto uma imagem 

dá a resposta diamagnética, o outro reproduz o fluxo aprisionado. Este modelo supõe 

que os dipolos envolvidos na interação (o imã permanente, a imagem diamagnética e a 

imagem congelada), possuem o mesmo módulo. 

 

No modelo JS + JV, uma  densidade superficial de corrente JS e uma densidade 

volumar de corrente JV, são empregadas para reproduzir o perfil de densidade de fluxo 

zB , que pode ser obtido experimentalmente, permitindo calcular o módulo do dipolo 

aprisionado no supercondutor e também o valor de sua corrente crítica. 
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Capítulo 4 � Método dos Elementos 
Finitos Aplicado ao 
Eletromagnetismo 

 
 
 
 
4.1 - Histórico 
  
 O Método dos Elementos Finitos (MEF) foi desenvolvido na década de 1950 

para solucionar problemas inerentes à Engenharia de Estruturas. Estendendo-se a outros 

campos, como: a difusão de calor, o escoamento dos fluidos, eletromagnetismo, etc. O 

primeiro artigo no qual o MEF foi apresentado, no Journal of Aeronautical Science, no 

ano de 1956 é o �Stiffnes and Deflection Analysis of Structures�, de M.J. Turner, R.W. 

Clough, H.C. Martin e L.J. Topp. Mas mesmo antes, o conceito matemático do 

elemento finito, já era conhecido. Ele foi apresentado por Courant [43] em 1943. 

 

 O primeiro trabalho propondo a utilização do MEF em problemas de 

eletromagnetismo foi o artigo �Finite Element Solution of Saturable Magnetic Fields 

Problems� dos autores P.P. Silvester e M.V. K. Chari, publicado na IEEE Transaction 

on PAS, em 1969. No Brasil, o primeiro trabalho sobre aplicação do MEF aplicado a 

Engenharia Elétrica foi desenvolvido por Janiszewscki [44], na Escola Politécnica da 

USP, no ano de 1978. 

 

 Sua popularização no meio científico e na indústria nacional ocorreu na década 

de 80, em virtude da redução dos custos computacionais. Com isso vários setores 

começaram a implementar pesquisas e desenvolvimentos com esta ferramenta, com o 

objetivo de atingir um maior grau de precisão em seus projetos. 

 

 Atualmente existem algumas instituições que desenvolvem softwares com a 

aplicação do MEF para eletromagnetismo tais como: o LMAG [5] da Escola Politécnica 
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da USP (Universidade de São Paulo), que desenvolve um software de mesmo nome; o 

EFCAD [6] desenvolvido pela Universidade de Santa Catarina e o GRUCAD da 

Universidade Federal de Minas Gerais.  

 

 Os softwares comerciais que utilizam o MEF em suas soluções, como por 

exemplo, o Ansys [45], FEMM [46], EFCAD, entre outros, trabalham com as equações 

de Maxwell. Para esse trabalho isso não será suficiente, pois como visto no capítulo 

anterior, apenas com as equações de Maxwell não é possível descrever o fenômeno da 

supercondutividade. 

 

 Nas próximas seções será apresentado o MEF apenas para problemas 

magnetostáticos bidimensionais, em virtude das geometrias utilizadas nas simulações do 

presente trabalho. 

 

4.2 - Descrição do Método dos Elementos Finitos 
 

 O MEF é um método que permite avaliar de forma aproximada, a solução de 

problemas contínuos governados por equações diferenciais parciais. Este método 

consiste em dividir a região em estudo em pequenas sub-regiões, chamados elementos 

finitos. Esta subdivisão resulta em uma malha de elementos finitos, sendo que no caso 

de problema bidimensional, ela pode ser constituída por elementos triangulares ou 

quadriláteros. Os vértices dos elementos são denominados nós ou pontos nodais [37,52] 

(figura 4.1) 

 

 
Figura 4.1 – Domínio de estudo [47] 
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  Os elementos finitos podem ser de diferentes tamanhos, ou formas, assim como 

disposta com mais densidade nas regiões de maior interesse, onde se deseja uma solução 

mais detalhada e precisa. É através desta estrutura de dados, elemento, malha, pontos 

nodais, que se é possível avaliar aproximadamente as grandezas de interesse nos 

fenômenos analisados. 

 

4.3 - Método dos Elementos Finitos Aplicado à Magnetostática 
 

 Como os campos magnéticos não variam ao longo das seções transversais dos 

dispositivos a serem analisados, utiliza-se uma formulação matemática baseada em 

elementos triangulares e lineares, onde será calculado o potencial magnético nos seus 

vértices, em regime estacionário [47,48]. 

 

 A aplicação do MEF na magnetostática é baseada na Lei de Ampère: 

 

∫∫ =
SC

dSJdlH ..  (4.1) 

 

Onde,  H é o vetor de intensidade magnética e J é o vetor densidade de corrente. 

 

 O vetor de intensidade magnética (H) e o vetor campo magnético (B) estão 

relacionados através da seguinte relação constitutiva: 

 

H = ν B (4.2) 

 

onde 

µ
1ν =  

 

(4.3) 

 

é a relutividade. 

 

 A partir da equação de Maxwell ∇∇∇∇ .B = 0 define - se o vetor potencial A tal que: 
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B = ∇∇∇∇  × A (4.4) 

 

impondo que  

 

∇∇∇∇ .A = 0 (4.5) 

                           

 Para campos bidimensionais planos na magnetostática, admite-se que as 

correntes fluem na direção normal ao domínio em estudo. Supondo que este domínio 

está definido no plano (x, y), então o vetor densidade de corrente deverá ser: 

 

J = Jz (4.6) 

 

com Jz constante no elemento.  

 

 Como as direções de J e A são idênticas, temos: 

 

A = Az(x,y) (4.7) 

 

 Com isso a equação pode ser descrita da seguinte forma: 

 

jiA  B �
x
A�

y
A







∂
∂−





∂
∂=×∇=  

 

(4.8) 

 

 A figura (4.2) apresenta um elemento triangular genérico de um domínio 

discretizado, onde A1, A2 e A3 são os valores da componente z�  do vetor potencial 

magnético nos vértices 1, 2 e 3 do referido elemento. 
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Figura 4.2 – Elemento Genérico [47]. 

 

 Face ao fato de que uma função potencial é contínua, pode-se aproximar o 

potencial magnético em um ponto (x, y) qualquer no interior do elemento, através de 

uma interpolação linear dos potenciais de seus vértices. 

 

 Com isso, o potencial em ponto (x, y) poderá ser representado por uma função 

linear do tipo: 

 

A(x, y) = α1 + α2x +  α3y (4.9) 

                         

onde os α1, α2 e α3 são função de A1, A2 e A3 

 

 Para determiná-los basta aplicar a equação (4.9) nos vértices do elemento 

considerado (figura 4.2), resultando o seguinte sistema de equações: 

 

A1(x1, y1) = α1 + α2x1 +  α3y1 (4.10-a) 

A2(x2, y2) = α1 + α2x2 +  α3y2 (4.10-b) 

A3(x3, y3) = α1 + α2x3 +  α3y3 (4.10-c) 

 

 A solução do sistema (4.10) fornece os valores dos coeficientes de (4.9), 

resultando em: 
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( )3322111 AaAaAa
2
1 ++
∆

=α  

 

(4.11-a) 

( )3322112 AbAbAb
2
1 ++
∆

=α  

 

(4.11-b) 

( )3322113 AcAcAc
2
1 ++
∆

=α  

 

(4.11-c) 

 

onde 

 

23321 yxyxa −=  (4.12-a) 

321 yyb −=  (4.12-b) 

231 xxc −=  (4.12-c) 

 

Os outros coeficientes são obtidos por uma permutação cíclica e o ∆  é numericamente a 

área do triângulo. 

 

 Substituindo o conjunto de equações (4.11) em (4.9), obtém-se a expressão do 

potencial num ponto qualquer no interior do elemento, através de uma interpolação 

linear dos potenciais em seus vértices: 

 

( ) 222211 ANANANyx,A ++=  (4.13) 

 

onde 

 

( ) 3,2,1iycxba
2
1N iiii =++
∆

=  
 

(4.14) 

 

 As funções Ni são denominadas funções de interpolação ou funções de forma do 

elemento e observam a seguinte propriedade: 

 

Ni(xi, yj) = δij (4.15) 
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sendo  δij delta de Kronecker que é definido da seguinte forma: 

 





≠
=

=δ
ji,0
ji,1

ij  
 

(4.16) 

 

Pelas equações (4.2) e (4.4) o vetor intensidade magnética (H) pode ser escrito 

da seguinte forma: 

 

( )332211x AcAcAc
2∆
ν

y
AνH ++=
∂
∂=  

 

(4.17) 

( )332211y AbAbAb
2∆
ν

x
AνH ++=
∂
∂=  

 

(4.18) 

 

 Aplicando a Lei de Ampère em contornos fechados, como mostrado na figura 

(4.3), que envolve os nós do domínio e tomando a orientação no sentido anti - horário, 

tem-se: 

 

 
Figura 4.3 – Parte das regiões de controle interna ao elemento [47].  

 

∆yH∆xHH.dlR yxPOS

e
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(4.19) 
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sendo H = Hx i� + Hy j�  e  dl = -∆x i�  -∆y j�   

Substituindo Hx e Hy por seus valores obtidos pela expressão (4.17) na (4.18), 

resultará em: 

 

( ) ( ) ( )[ ]331312212111111
e
1 AccbbAccbbAccbb

∆4
νR +++++=  

 

(4.20) 

 

 Para o nó 2, pode-se escrever: 

 

yx yx
e ∆+∆= HHR 2  (4.21) 

 

com 

 

2
b

yyy

2
cxxx

2
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2
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(4.22) 

. 

substituindo as equações (4.17) e (4.18) em (4.14), obtemos: 

 

( ) ( ) ( )[ ]332322222211212
e
2 AccbbAccbbAccbb

4∆
νR +++++=  

 

(4.23) 

 

 De forma análoga procede-se no nó 3, resultando em: 

 

( ) ( ) ( )[ ]333332232311313
e
3 AccbbAccbbAccbb

4∆
νR +++++=  

 

(4.24) 

 

       As equações (4.20, 4.23 e 4.24) podem ser escritas na forma matricial da seguinte 

forma: 
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 A matriz quadrada de (4.25) é dita matriz de coeficientes do elemento, tendo 

como característica a simetria e a singularidade. 

 

 Como em cada elemento existem contribuições para correntes ligadas a três 

pontos diferentes e admitindo que a densidade de corrente é uniforme no interior do 

elemento, essas contribuições são tais que: 
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(4.26) 

  

Em vista disto a Lei de Ampère aplicada a um contorno fechado envolvendo um 

nó (i) resultará em: 

 

NN1,2,...,iΦR
NE

1e

NE

1e

e
i

e
i ==∑ ∑

= =
 

 

(4.27) 

 

Onde, NE é o número total de elementos e NN é o número total de nós no domínio. 

 

Expressando matricialmente, 

 

[S] [A] = [R] (4.28) 

 

 Todo esse procedimento até então realizado foi considerando apenas um único 

elemento. Este processo é repetido para todos os elementos da malha que depois irão ser 

somados para a geração da matriz global 

 

4.4 - Geração da Matriz Global 
 

 Uma vez obtidas as matrizes de cada elemento finito, deve-se soma - las 

criteriosamente para estabelecer as relações entre os elementos para gerar a matriz 

global. No anexo C é apresentado um exemplo de construção da matriz global. 

 



 

 
46 

4.5 - Introdução das Condições de Contorno 

 
 Na solução de problemas de campo pelo MEF, o domínio em estudo deve ser 

fechado, em alguns casos os campos são confinados em regiões bem definidas, de modo 

que as condições de contorno são evidentes. 
 Com a introdução das condições de contorno remove se a singularidade da 

matriz global, permitindo a solução do sistema de equações lineares. 

 

 Para a introdução das condições de contorno, devem ser efetuadas algumas 

alterações no sistema original, de modo que após a solução, nos nós situados nas regiões 

de contorno, seja obtido o potencial imposto. 

 

 Seja (m) um nó, cujo potencial é conhecido e de valor φ. Para que após a solução 

do sistema tenha Vm =φ, basta fazer na matriz global e no vetor das ações o seguinte: 

 

Smm = 1; 

Smj = 0 para i = j         e 

Fm = φ. 

 

 Com o procedimento anterior é eliminada a simetria global, que pode ser 

recuperada da seguinte forma: 

Rjnovo = Rjantigo � Sjm φ 

Sjm = 0        para j ≠m 

 

 Com isso são introduzidas as condições de contorno e elimina-se a singularidade 

da matriz global [S]. 



 

 
47 

 

 

Capítulo 5 �  Modelos Desenvolvidos 
para a Simulação 
Computacional de 
Supercondutores de Alta 
Temperatura Crítica com 
MEF 

 

 

 

5.1 – Introdução 
 
 

Neste capítulo serão apresentados os modelos desenvolvidos para a representação 

de materiais supercondutores para a utilização nos programas de elementos finitos, são 

apresentados: o modelo de Bean, o modelo tipo Bean, onde a corrente crítica é 

representada como uma função exponencial e por fim modelo de fixação do potencial 

vetor, que foram desenvolvidos e utilizados nas simulações para amostras 

supercondutoras no MEF. 
 
 
5.2 - Cálculo por Elementos Finitos da Força de Interação entre 

uma Amostra Cerâmica Supercondutora e um Magneto 

Permanente. 
  

 Para o cálculo utilizando o MEF, da força de levitação da interação entre uma 

amostra supercondutora e um imã permanente é necessário levar em consideração o fato 
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de que a amostra estará no estado Meissner Parcial (estado misto) e haver uma 

magnetização M(H) devida à penetração de vórtices no seu interior.  

 

 Como o diâmetro do vórtice (da ordem de 1nm) é desprezível quando comparado 

com às dimensões da amostra, a sua magnetização pode ser tratada como um processo 

contínuo. A continuidade é descrita pelo modelo de Bean, e com esse formalismo é 

possível construir as curvas de magnetização de uma amostra supercondutora de forma 

que a caracterização da amostra possa ser representada nos programa de MEF. 

 

 O modelo de Bean [34], conforme apresentado no capítulo 3, considera uma 

corrente de blindagem de densidade CJ  que flui pela superfície da amostra 

supercondutora cilíndrica exposta a um campo aplicado H  até uma profundidade: 

 

c
o J

Hx =  
 

(5.1) 

 

Partindo desta suposição é possível calcular o momento de dipolo magnético 

( indΓ ) induzido na amostra, e conseqüentemente, sua magnetização ( )HMM = : 

 

( )[ ]33
0

C
ind

R

xR

2
cind RxR

3
hJ π

ΓdxxhπJ
o

−−=→=Γ ∫
−

 

 

 

(5.2) 

 

Resolvendo a equação (5.2), obtém se: 

 

( )[ ]33
o

c
ind RxR

3
hπJ −−=Γ  

 

 

(5.3) 

 

onde R  e h  são, respectivamente, o raio e a altura da amostra supercondutora e x  é a 

variável radial de integração. Substituindo a equação (5.1) na equação (5.2), e usando a 

definição de momento de dipolo magnético, pode-se calcular a magnetização média da 

amostra supercondutora como: 
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hπR
Γ

V
ΓM(H) 2==  

 

 

(5.4) 

 

que dá a seguinte expressão para a magnetização média em função de H : 

 

( ) ( )2
C

3

C

2

RJ3
H

RJ
HHHM −+−=  

 

 

(5.5) 

 

que inserida na  relação constitutiva dos meios magnéticos  

 

( )[ ]HMHµB 0 +=  
 

(5.6) 

 

tem como resultado 

 









−µ= 2

c

3

c

2

o )RJ(3
H

RJ
H)H(B  

 

(5.7) 

 

que é a equação da curva de magnetização da amostra supercondutora, no processo de 

resfriamento em ausência de campo. Pode-se notar que a altura da amostra 

supercondutora é cancelada quando do cálculo da magnetização média. 

 

 Como RJH CP = , a equação (5.7) é reescrita da seguinte forma: 

 









−µ= 2

P

3

P

2

o H3
H

H
H)H(B  

 

(5.8) 

 

 A figura 5.1 ilustra a curva B×H que é o gráfico desta equação para o caso em que 

a amostra possui R = 23 mm, h = 20mm e CJ  ≅  6,5×107 A/m2 [42].  
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 Uma saturação foi imposta artificialmente em B  = 0,99 T, a partir de H =1,5×106 

A/m, para satisfazer o requisito de convergência do programa de cálculo. 

  

 Caso esta saturação artificial não fosse introduzida, não haveria convergência do 

cálculo.  O valor do ponto de saturação deve ser escolhido bem longe do maior valor de 

campo aplicado no problema para garantir que não surjam resultados imprecisos e pouco 

confiáveis, que possam comprometer a validade da aproximação, devido a dificuldades 

de convergência. 

 

 Para demonstrar a validade da técnica, foi reproduzida numericamente, a 

experiência realizada em [53]. A figura 5.2 representa a comparação dos resultados 

numéricos obtidos por meio do MEF, utilizando o FEMM com uma malha contendo 

aproximadamente 5000 nós e 9000 elementos, com os valores experimentais e a figura 

5.3 apresenta a comparação do estado Meissner Total com o estado Meissner Parcial. 

Pode-se observar o excelente acordo obtido, entre os valores numéricos e experimentais. 

 

 
Figura 5.1 - Curva B(H) construída com modelo de Bean para uma amostra de YBaCuO [53] 
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Figura 5.2 - Gráfico da força supercondutora entre experiência e cálculo por MEF no 

 processo ZFC [53]. 
 

  
Figura 5.3 - Gráfico da força supercondutora entre experiência e cálculo por MEF no processo ZFC 

para o estado Meissner Total [53]. 
 

Fz(N) 

Fz(N) 
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Figura 5.4 - Distribuição das linhas de campo na interação entre o ímã e a  

amostra supercondutora no estado misto (Estado Meissner Parcial)[53]. 

 
 As figuras 5.4 e 5.5 apresentam o comportamento das linhas de campo na amostra 

supercondutora para o estado Meissner Parcial e para o estado Meissner Total. 

 

 

 
Figura 5.5 - Distribuição das linhas de campo na interação entre o ímã e 
                   a amostra supercondutora  no estado Meissner Total[53]. 
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5.3 – Cálculo da Força de Interação entre uma Amostra Supercondutora 

com Jc dependente do Campo Aplicado 
 

As cerâmicas supercondutoras de alta Tc podem apresentar dependência com o 

campo aplicado, exibindo uma curva funcional conhecida como �rabo-de-peixe� (fishtail 

effect) [54]. A ocorrência deste efeito evidencia a necessidade de se levar em conta a 

dependência da corrente com o campo aplicado, fugindo do modelo de Bean.  

 

Nesta seção, será apresentado, um modelo para utilização no MEF que permite 

calcular as forças de interação magnética na aproximação entre um ímã permanente de 

NdFeB e uma amostra cilíndrica de YBaCuO. A dependência Jc(H) é suposta 

exponencial, de forma a ter um bom ajuste com os dados experimentais obtidos para  

YBaCuO dopada com 10% de BaSnO3 (YBaCuO-(10% BaSnO3)) fabricada no ISTEC 

[55].  

 

A curva B(H) por meio de um modelo de Bean modificado para a magnetização 

de uma amostra com raio R =23mm e altura h =20mm, e também foi obtida uma 

expressão para o campo de penetração (Hp) de amostras cuja corrente crítica decai 

exponencialmente com o campo aplicado. 

 

A curva Jc (H) obtida experimentalmente para uma amostra de YBaCuO - (10% 

BaSnO3)  ajusta-se muito bem a  uma exponencial Jc= Jcoe-αH, com Jco=1,15×109A.m-2 e 

α=10-6m.A-1. Esta dependência é muito diferente daquela aceita no modelo de Bean, 

onde: 

 

constanteJc =  
 

(5.9) 

 

Apesar de o modelo de Bean propiciar boas aproximações para a resposta 

magnética de um supercondutor, é fato amplamente conhecido que supercondutores reais 

possuem densidades de corrente crítica que variam em função do campo aplicado. Com o 
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intuito de descrever a resposta exponencialmente decadente apresentada pelo YBaCuO -

(10% BaSnO3), o comportamento exponencial deve ser explicitamente levado em conta. 

 

Pela combinação da equação de Àmpere-Maxwell unidimensional, |∇× H| = Jc, 

com a suposição de um comportamento �tipo-Bean� [56] para a magnetização com 

densidade de corrente exponencial, pode se obter: 

 

 

 

 

(5.10) 

 

que leva a uma profundidade de penetração xo: 

 

 

 

 

(5.11) 

 

  A profundidade de penetração do campo xo é a largura do anel sobre o qual flui a 

corrente de blindagem.  O momento de dipolo magnético (ΓΓΓΓ) das correntes de blindagem 

induzidas que fluem da superfície até a profundidade R-xo é dada por: 

   

 

 

 

 

(5.12) 

                                                      

onde h é a altura da amostra. Procedendo como na seção 5.2, substituímos a expressão de 

xo na expressão de Γ, e obtemos a densidade volumar média de dipolo magnético, o que 

nos dá a magnetização(M(H)) para o caso ZFC recorrendo novamente à relação 

constitutiva para meios magnéticos equação (5.6).   
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ou, 

 

 

 

 

 

(5.14) 

 

A equação (5.14) representa a curva B(H) relativa ao processo ZFC para a 

diminuição de distâncias entre uma amostra supercondutora e o imã permanente. Esta 

curva B(H) permite calcular os valores numéricos da força entre a amostra de raio R = 23 

mm e altura h = 20mm e um imã de  NdFeB de raio Rmag = 25 mm e altura hmag = 20 mm. 

A curva  B(H) da amostra e cálculo da força supercondutora por MEF, com este modelo, 

estão nas figura 5.6 e 5.7:  

 

 
Figura 5.6 - Curva B(H) para o caso de densidade de corrente crítica decaindo 

                                        exponencialmente com o campo aplicado. 
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Figura 5.7 - Força de levitação supercondutora, por MEF, para o caso de densidade de corrente 

crítica decaindo exponencialmente com o campo aplicado. 
 

 

À distância em que o imã fica em equilíbrio estático sobre o imã pode ser obtida 

no gráfico da força ao se verificar a distância em que a força de repulsão ao peso do imã. 

Como o NdFeB tem densidade de 7.5g/cm3, o imã permanente pesa 2.9N a levitação 

ocorre a  40 mm sobre a face plana do cilindro de YBaCuO. 

 

O campo de penetração (Hp) calculado quando xo = R, na expressão da 

profundidade de penetração, tem o seguinte valor: 

 

 

 

 

(5.15) 

 
   

)RJ1ln(1H coP α+
α

=
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Resultado já conhecido, obtido em [57]. No presente caso, HP = 3.3×106A/m. Este 

valor de HP é menor que o obtido pelo modelo de Bean. 

 

 

 

(5.16) 

 

(com Jc constante medida em campo nulo, Jc = Jco).  

 

Para a amostra supercondutora: 

 

 

 

(5.17) 

 

Este resultado mostra que, ao se desprezar a dependência da corrente com o 

campo, o campo pH  é superestimado. 

 

  No limite em que α→0, as quantidades Jc, xo, HP e também a curva B(H) tendem 

aos resultados dados pelo modelo de Bean. 

 

 5.4 – Metodologia de Cálculo das Forças de Interação entre uma 

Amostra Supercondutora Resfriada em Presença de um Campo 

Aplicado 
 

Todo o trabalho realizado até então, foi apenas envolvendo o processo ZFC. Tal 

fato se justifica porque o processo dá excelentes acordos entre os resultados numéricos e 

experimentais.  

 

Entretanto, o processo FC é o mais importante, para as aplicações na área de 

engenharia porque, embora fornecendo menores forças de levitação se comparado com o 

ZFC, a grande quantidade de fluxo magnético aprisionado, cria uma grande estabilidade 

mecânica que se manifesta por meio de intensas forças restauradoras que surgem quando 

RJH co
Bean
P =

P
7Bean

P H8m/A106.2H ≈×=
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o imã é solicitado a afastar-se de sua posição de equilíbrio. Em que pese sua maior 

importância do ponto de vista técnico, sua simulação computacional apresenta 

dificuldades pela necessidade de se estimar o valor do fluxo magnético aprisionado na 

amostra [35]. Nesta seção é proposta uma metodologia para o cálculo de forças de 

levitação supercondutora levando em consideração a presença de fluxo magnético 

aprisionado pela amostra. 

 

A abordagem para a descrição do aprisionamento de fluxo na amostra 

supercondutora foi a fixação dos valores do potencial vetor magnético sobre pontos na 

fronteira do material supercondutor. 

Na abordagem que propõe a fixação dos valores do potencial vetor, o problema é 

resolvido em duas fases: 

 

a) Primeira fase: cálculo dos valores de A (gerado pelo imã) sobre pontos na 

fronteira da região que delimita o supercondutor de alta temperatura crítica 

assinalada com µ =1, representando o estado normal (antes do resfriamento). O 

conjunto de bvalores de A mudará a cada distância de resfriamento. 

 

b) Segunda fase: aplicação dos valores de A calculados no item anterior sobre a 

fronteira da região que delimita o supercondutor, agora assinalada com µ =10-6, 

representando o intenso diamagnetismo do estado supercondutor, após o 

resfriamento. 

 

A amostra supercondutora com fluxo aprisionado é uma fonte de campo, mas 

continua possuindo regiões diamagnéticas. Esta situação fica representada pela 

sobreposição de pontos com potencial vetor constante a uma região maciça, preenchida 

com um material de baixíssima permeabilidade magnética (µ =10-6).  

 

 Este modelo, embora este modelo não seja sofisticado, permite obter resultados 

que se revelam interessantes por reproduzir fatos experimentais, que até então não 
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haviam sido reproduzidos numericamente: cálculo de perfis de fluxo aprisionado 

diferentes sobre cada face da amostra, estimativa da distribuição do fluxo magnético no 

interior e ao redor da amostra, a distorção das linhas de campo, que origina as forças 

restauradoras quando o imã é deslocado da posição de equilíbrio, e finalmente valores 

para a força de levitação. Deve-se observar que a simplicidade do modelo proposto não 

permite distinguir entre aproximações e afastamentos entre o ímã e a amostra, ou seja, 

não dá conta da histerese da força. 

 

Mesmo não contemplando a histerese, os valores de força obtidos e o 

comportamento da curva representam um progresso em relação ao que existe na 

literatura. 

 

 

5.5 - Cálculo de Forças de Interação utilizando Diamagnetismo Perfeito 

e Fixação de Valores do Potencial Vetor Magnético. 

 
O gráfico exibido na figuras 5.8 ilustra as comparações entre as forças calculadas 

pelo método dos elementos finitos, para o processo FC, para a distância de resfriamento 

igual a 3mm (distância entre o imã e a amostra supercondutora, no instante de 

resfriamento). 
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Pode-se observar que os valores teóricos e experimentais atingem muito bons 

acordos qualitativos, reproduzindo o formato da curva experimental, mesmo não 

atingindo nunca o mesmo nível de aproximação que foi conseguido na simulação do 

processo ZFC, embora a amostra supercondutora e o imã sejam os mesmos que nas 

simulações nos cálculo ZFC na seção 5.2. 

 

Uma diferença básica entre os dois cálculos, é que, no ZFC, levou-se em 

consideração a não linearidade do comportamento magnético do material, enquanto nesta 

representação do processo FC, foi utilizado um modelo muito simples.  

 

Observa-se, que a qualidade da aproximação piora, com o aumento da distância de 

resfriamento. Apesar desta simplicidade, o nível de aproximação obtido, já permite 

Figura 5.8 - Comparação entre cálculo numérico e experiência no processo FC, 
                                      para  esfriamento a 3,0 mm. 

Fz(N) 



 

 
61 

utilizar este modelo na estimativa das forças e distâncias de levitação para aplicação em 

máquinas elétricas, principalmente mancais magnéticos. 

 

Outro aspecto explorado neste cálculo é o da configuração do fluxo aprisionado, 

ou seja, como ele se distribui no espaço, e como prever seu mapeamento pelo cálculo 

numérico. 

 

Optou-se por construir um modelo com simetria de translação, embora todas as 

forças aqui calculadas referem-se a afastamentos axiais.  As dimensões do novo modelo 

foram calculadas para conservar o volume da amostra e do imã. A figura 5.9 abaixo 

ilustra a configuração das linhas de campo no instante do resfriamento. 

 

 
 

 

A amostra já está resfriada, mas as linhas de campo permanecem dispostas como 

se ela ainda estivesse no estado normal, pois o bloco não foi solicitado a mover-se. Foi 

Figura 5.9 – Configuração das linhas de campo no supercondutor após o resfriamento. 



 

 

usado µ =10-6 para caracterizar a blindagem magnética, e as linhas de fluxo aprisionado 

resultam da manutenção das condições de contorno sobre o potencial vetor magnético, 

sobre o contorno do supercondutor. 

 

A figura 5.10, abaixo, ilustra o supercondutor com seu fluxo aprisionado, após a 

retirada do imã, e as figuras 5.11 e 5.12 mostram os perfis de campo Bz obtidos para cada 

face da amostra, pode se observar a diferença de forma e intensidade na distribuição do 

fluxo magnético aprisionado. 

 

 

 

 

 

 

 
 Figura 5.10 – Fluxo aprisionado na amostra supercondutora
62 
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Figura 5.11 – Perfil do campo aprisionado na face superior da amostra supercondutora. 

Figura 5.12 – Perfil do campo aprisionado na face inferior da amostra supercondutora. 



 

 
64 

    A figura 5.13 mostra a distorção introduzida na configuração das linhas de 

campo ao se retirar o supercondutor da posição de equilíbrio.  

 

 Como as forças restauradoras têm origem microscópica, surgem como 

conseqüência do aprisionamento de vórtices em defeitos e impurezas do supercondutor, 

mas na representação macroscópica elas surgem em conseqüência da constância do 

potencial vetor ao longo do contorno da amostra. 

 

 Portanto, a representação do problema microscópico do conjunto de vórtices, é 

representada por uma condição de contorno sobre o potencial vetor magnético. 

 

 
 

 

 

 

As três figuras seguintes, figuras 5.14, 5.15 e 5.16 ilustram o mapeamento 

numérico da distribuição do fluxo magnético resultante do processo FC. 

Figura 5.13 – Distribuição das linhas de campo quando o supercondutor é deslocado. 
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 Figura 5.14 – Distribuição do fluxo no instante do resfriamento 

Figura 5.15 – Fluxo aprisionado na amostra supercondutora quando deslocada da posição de equilíbrio. 
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Figura 5.16 – Fluxo aprisionado na amostra supercondutora. 
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Capítulo 6 – Aplicação de Modelos para 
a Simulação de Mancais 
Magneto-Supercondutores 

 
 
  

6.1  – Introdução 

Neste capítulo serão apresentadas as simulações realizadas nos protótipos do 

trilho – veículo (Anexo A) desenvolvidos no LASUP, utilizando alguns modelos 

apresentados anteriormente, bem como serão realizadas comparações entre geometrias 

[67] de diferentes tamanhos, com dois tipos de magnetos permanentes, Ferrita e 

NdFeB, sendo possível assim encontrar a melhor configuração para o protótipo.  

 

6.2 – Representação do Campo Magnético no MEF 
 
 
 Para a simulação dos trilhos, foram utilizados alguns dos modelos apresentados 

anteriormente, mas para tal foi necessário antes, verificar se o perfil do campo 

magnético (B) do imã permanente estava representando perfeitamente o que era medido 

experimentalmente (figuras 6.1).  

 

Isto torna-se necessário, porque diferentemente das geometrias anteriores, para 

as quais o perfil do campo magnético era calculado no centro do imã permanente a uma 

distância de 0.5 mm de sua face superior, mas nos mancais lineares, deve-se levar em 

consideração a distribuição do campo ao longo de toda a geometria. 

 

 Para esse procedimento foram realizadas medidas experimentais ao longo da 

seção do trilho e depois comparadas com as simulações numéricas, as medidas 

experimentais foram realizadas a diversas distancias dos mancais lineares.  Caso não 
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ocorresse uma concordância entre os valores numéricos e experimentais, modificações 

no modelo a ser simulado deveriam ser realizadas. Essas modificações eram de 

natureza das condições de contorno, que deveriam ser aproximadas ou afastadas da 

geometria do trilho de acordo com os valores calculados. 

 

 Os materiais utilizados na construção do trilho-veículo como a Ferrita, o NdFeB 

e o aço 1010/10120,  foram  representados pelos valores e curvas apresentados abaixo: 

 

a) Ferrita 

Foi representada de forma linear com os valores da permeabilidade relativa e 

o seu campo coercitivo, cujos valores foram: 

µ = 1.1 

Hc = 240 kA/m 

  

b) NdFeB 
Representado pela curva B×H (figura 6.1) 

 
Figura 6.1 – Gráfico da curva B×H do NdFeB 
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c) Aço 1010/1020 

Representado pelas curvas B×H (figuras 6.2 e 6.3) 

 

 
Figura 6.2 – Gráfico da curva B×H do Aço 1010 
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Figura 6.3 – Gráfico da curva B×H do Aço 1020 
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Figura 6.4 – Medidas experimentais do campo magnético na superfície do trilho. 

 



 

 
71 

 

 
Figura 6.5 – Comportamento do campo magnético da Ferrita e do NdFeB.  

 Figura 6.6 – Comparação do campo magnético entre as medidas experimentais e o MEF 
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Figura 6.7 – Comportamento do campo magnético do trilho de NdFeB. 

 
 

6.3 – Comparação da Força Supercondutora dos Mancais Lineares de 

Ferrita e NdFeB 
 
 Utilizando o modelo de Bean [34], foram realizadas simulações para a 

comparação entre as forças supercondutoras com os mancais lineares do primeiro 

protótipo construído com a Ferrita e com o segundo protótipo, construído com  NdFeB 

(Anexo A). 

 

 O gráfico (figura 6.8) apresenta a diferença de comportamento da força de 

supercondutora entre os mancais do primeiro protótipo (Ferrita) e do segundo protótipo 

(NdFeB). No gráfico nota-se que a força supercondutora gerada pelo trilho de NdFeB é 

aproximada 20 vezes maior em comparação com a criada pela Ferrita. 
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Figura 6.8 – Comparação da força supercondutora dos mancais lineares com Ferrita e NdFeB. 

 
  

Tendo em vista tal fato, procurou-se variações de geometrias para que pudesse 

ser aumentada a força de levitação supercondutora do mancal que utiliza a Ferrita como 

imã permanente. Uma das primeiras tentativas foi aumentando o tamanho das medidas 

originais, no comprimento e na altura (figuras 6.9 e 6.10). 

 

Tais variações também foram realizadas no trilho de NdFeB. 
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Figura 6.9 – Comportamento da força supercondutora com o aumento do tamanho da geometria. 

 

 

 
Figura 6.10 – Comparação da força supercondutora dos mancais lineares com Ferrita e NdFeB,  

com variações da geometria. 
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 As simulações nos tamanhos dos trilhos apresentaram uma saturação da força 

supercondutora, quando o tamanho é três vezes o valor do tamanho original. Tal 

comportamento é apresentado no gráfico abaixo (Figura 6.11), conforme já obtido e 

pode ser visto na literatura [58]. 

 

 
Figura 6.11 – Saturação da força supercondutora com a variação do tamanho da geometria para o 

trilho de Ferrita e do NdFeB. 
 
 
6.4  – Comparações entre Diferentes Geometrias 
 

Tendo em vista a diferença entre os valores das forças de levitação 

supercondutoras entre os trilhos de Ferrita e NdFeB, procurou-se, então, variações 

no mancal trilho – veículo, para que se pudesse ter um ganho na força de levitação 

para o trilho de Ferrita. Para tanto foram realizadas simulações para diversas 

geometrias com a Ferrita e também comparadas com o NdFeB. Algumas dessas 

simulações são apresentadas nas figuras (6.12, 6.13, 6.16 e 6.18) bem como o perfil 

do campo magnético das respectivas alterações (figuras 6.14, 6.15 e 6.17). 
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Figura 6.12 – Variação da geometria original 

 
 
 
 

 
Figura 6.13 – Variação da geometria original 
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Figura 6.14 – Comportamento do fluxo magnético para a figura 6.12 

 
 
 

 
Figura 6.15 – Comportamento do fluxo magnético para a figura 6.13 



 

 
78 

 
Figura 6.16 – Variação da geometria original 

 
 
 
 
 

 
Figura 6.17 – Comportamento do fluxo magnético para a figura 6.16 
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Figura 6.18 – Variação da geometria original 

 
 
 
6.5 – Arranjo Halbach 
 
 
 Tendo em vista que a variação do tamanho da geometria, não deu um ganho 

significativo, na força supercondutora para o mancal que utiliza a Ferrita como imã 

permanente, uma outra alternativa encontrada foi fazer um arranjo Halbach [60-63]. 

Nesse tipo de geometria os imãs são dispostos de forma que há uma concentração do 

campo magnético apenas no lado de interesse (Figura 6.19).  

 

O gráfico Força × Distância (figura 6.20), apresenta-se o comportamento da 

linha de campo para o trilho de Ferrita e no gráfico da figura 6.21 o comportamento da 

força supercondutora. Em todas essas simulações o comportamento do supercondutor 

foi descrito pelo modelo de Bean. No gráfico da figura 6.22 apresenta-se o 

comportamento da força supercondutora para os trilhos de Ferrita e NdFeB. Verifica-se 
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no gráfico (figura 6.22) que mesmo com a o arranjo Halbach não se tem um ganho 

significativo da força supercondutora para o trilho de Ferrita. 

 
 

 
 

 
Figura 6.19 – Arranjo Halbach 

 
 

 
Figura 6.20 – Exemplo de uma simulação com o Arranjo Halbach para o trilho de NdFeB. 
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Figura 6.21 – Comportamento da força supercondutora para o arranjo 
  Halbach para o trilho de Ferrita. 
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Figura 6.22 – Comparação da força de levitação  do arranjo Halbach para a Ferrita e o NdFeB. 
 
 
 
6.6 – Simulações dos Trilhos para o processo Field Cooling 
 
 Como a seção anterior mostra que o trilho de NdFeB fornece um maior campo 

para a força de levitação supercondutora, ele foi, então, utilizado para a simulação no 

processo FC (Field Cooling), usando o processo de fixação do potencial vetor, 

apresentado no capítulo anterior. O comportamento das linhas de campo do trilho 

formado pelo NdFeB é apresentado nas figuras 6.23. 
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Figura 6.23 – Linhas do campo magnético do trilho formado por NdFeB. 
 
 
 

 Para a simulação da força supercondutora para o processo FC, foram utilizados 

quarenta pontos (nós – figura 6.25) fixados na fronteira do supercondutor representado 

no seu estado normal (ar). Depois de calculados os valores do potencial vetor para cada 

nó na fronteira do supercondutor, esses valores depois foram inseridos nos respectivos, 

nós e juntamente com a parte diamagnética, onde o valor de µ = 10-6. Todo esse 

processo é o mesmo que o apresentado no capítulo 5. 

 

 Nas figuras 6.24 e 6.25 são apresentadas umas das malhas utilizadas nas 

simulações para o processo FC para o trilho de NdFeB.  
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Figura 6.24 – Exemplo de malha utilizada nas simulações para o processo FC.  
 
 

 
Figura 6.25 – Exemplo de malha utilizada nas simulações para o processo FC. 

 
  

Da mesma forma que no capítulo 5 a figura 6.23 apresenta o comportamento das 

linhas de campo aprisionado no supercondutor. Percebe-se que há uma concentração do 
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campo magnético na parte de baixo no supercondutor, região próxima do imã 

permanente (figura 6.26 e 6.27). 

 

 

 
Figura 6.26 – Comportamento do supercondutor no processo FC para o trilho de NdFeB. 

 
 
 

 
 

Figura 6.27 – Mapa de cores do supercondutor no processo FC, para o trilho de NdFeB. 
 



 

 A figura 6.28 apresenta o perfil do campo magnético para o supercondutor no 

processo FC e o gráfico da figura 6.29 apresenta o comportamento da força de levitação 

supercondutora quando a amostra é resfriada na presença do trilho de NdFeB. 

 

  
Figura 6.28 – Perfil do campo magnético do supercondutor quando resfriado na presença do trilho 

de NdFeB. 
 

 
 
Figura 6.29 – Comportamento da força supercondutor quando resfriado na presença do trilho de 

NdFeB. 
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 As figuras abaixo 6.30 e 6.31 apresentam o comportamento das linhas de fluxo 

magnético para pequenos deslocamentos do supercondutor de sua posição original de 

resfriamento. As constantes elásticas são dadas por: 

 

z
FK z

z ∂
∂−=  

 

(6.1) 

 

que por ser linear, significa apenas calcular o coeficiente angular da reta (figura 6.31). 
 

 

 

 

 

Figura 6.30 – Comportamento do fluxo magnético quando retirado de sua posição 

original. 
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Figura 6.31 – Estimativa da constante elástica no FC para o supercondutor quando resfriado no 

trilho de NdFeB. 

 
 
 
 Lembrando o fato de que o método de fixação do potencial vetor não levou em 

consideração a histerese, não se pode então emprega-lo no cálculo para se estudar o 

ciclo de aproximação e afastamento, apesar de simulações realizadas anteriormente 

terem uma boa concordância com medidas experimentais [64]. 
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Capítulo 7 – Proposição de Método de 

Estimativa Não-Destrutiva 
da Corrente Crítica de 
Amostras Cerâmicas. 

 
 
  

Os blocos cerâmicos fabricados por fusão texturizada são extremamente 

importantes para o desenvolvimento de dispositivos levitantes mecanicamente 

estáveis, como, por exemplo, mancais magnéticos. O projeto de sistemas levitantes 

(lineares ou rotativos) contendo supercondutores de alta temperatura crítica exige 

amostras grandes com grãos altamente alinhados e bem conectados. Estas 

características são obtidas por meio de processo de crescimento por fusão texturizada, 

usualmente recorrendo ao método de sementes [65]. As amostras fabricadas por este 

processo apresentam grandes valores de Jc. O método dos elementos finitos (MEF) é 

uma poderosa ferramenta para o projeto de máquinas de levitação magnética, mas 

para realizar cálculos usando um programa comercial, a resposta magnética do 

supercondutor de alta temperatura crítica deve ser informada pelo usuário. Tal 

resposta é representada pela curva B = B(H) para cada amostra considerada. 

 

 Até onde se sabe não há nenhum programa de cálculo por MEF que tenha sido 

escrito especificamente para tratar de materiais supercondutores, entretanto 

conhecendo o valor global da densidade de corrente crítica Jc, é possível construir a 

curva de magnetização da amostra supercondutora e inseri-la no programa de cálculo. 

Desta forma, o projeto de dispositivos de levitação magnética supercondutora pelo 

MEF requer o conhecimento do valor de Jc. O valor real de Jc é um parâmetro que 

depende das características estruturais da amostra como um todo.  

 

 Para se calcular o valor efetivo de Jc, normalmente é utilizado um pequeno 

pedaço da amostra supercondutora, cujo momento magnético é medido por 
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magnetometria de amostra vibrante [66].  De posse do momento magnético pode-se 

calcular a densidade de corrente crítica Jc pelo modelo de Bean. Tal procedimento 

experimental tem o inconveniente de danificar a amostra que deve ser utilizada como 

parte de um dispositivo, além de fornecer um resultado que depende fortemente das 

características da região de onde foi extraído. É necessário que se tenha uma 

estimativa de Jc por uma técnica não-destrutiva e que forneça um valor que 

corresponda a uma resposta global da amostra, e não seja apenas uma resposta 

localizada.  

 

 Uma metodologia está sendo proposta para calcular um valor global de Jc, 

utilizando o modelo de Bean e o MEF para obter um valor de Jc que é adequado para 

os cálculos de forças de levitação magnética [68]. A resposta global, ou efetiva, usada 

para ajustar o valor de Jc, vem da curva de força de levitação obtida 

experimentalmente para a amostra. 

 

 A força de interação magneto-supercondutor envolve o comportamento global 

da amostra e o do magneto permanente, de forma que o conhecimento desta grandeza 

pode apresentar uma informação mais precisa sobre a corrente crítica da amostra 

como um todo, e não apenas de uma região. Lançando mão da técnica de simulação 

da interação magneto-supercondutor (ZFC) pelo MEF, faz-se uma comparação das 

curvas obtidas numericamente com a curva experimental de força de levitação, a fim 

de ajustar o valor de Jc que traz a melhor aproximação entre os valores numéricos e 

experimentais. Esta técnica funciona como uma resolução de problema inverso, pois 

de posse dos dados “finais” (força de interação), busca-se determinar o dado inicial (Jc) 

[67].  

 

7.1 - Metodologia utilizada. 
 
 
 Com o objetivo de empregar o MEF e o modelo de Bean para estimar o valor 

de Jc, várias curvas de magnetização (curvas B(H)) são utilizadas como tentativa até 

que se possa adotar aquela que apresenta o melhor acordo entre os valores de força 

calculados e medidos. 
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 A densidade de fluxo devida à magnetização M da amostra em resposta ao 

campo H aplicado é expressa pela relação B = µo(H + M), onde M depende da 

geometria da amostra. Aplicando o modelo de Bean para simetria cilíndrica com raio 

R, temos a seguinte expressão para o caso da aproximação ZFC: 

 







−= 2

P

3

P

2

o 3H
H

H
HµB(H)  

 
 

(7.1) 

 

onde Hp = JcR, o que dá a dependência da magnetização com a corrente crítica; como 

o raio da amostra é conhecido, Jc é o único parâmetro livre. O valor de Jc pode ser 

ajustado de modo a gerar a curva B(H) da amostra que permita ao programa de MEF 

reproduzir a curva de força de interação medida entre o magneto e a amostra 

supercondutora. 

 

 O fluxograma abaixo descreve a seqüência de cálculo utilizada.  

 

Comparação 
entre Curvas 

Valor incial de 
Jc 

Cálculo da 
força pelo MEF 

 

Insatisfatória 

Satisfatória 

Valor de Jc 

 Figura 7.1 - Fluxograma da determinação numérica de Jc [68]. 
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O programa usado foi o Ansys Multiphysics 5.7 e a força de interação foi 

calculada pelo método do tensor de Maxwell [48].  

 

 As forças de interação foram medidas com um sistema de aquisição de dados 

controlado por computador construído no LASUP (Laboratório de Aplicações de 

Supercondutores) pelo Dr. Marcelo Azevedo Neves, em cooperação com o ICMAB 

(Instituto de Ciência dos Materiais de Barcelona), no qual um magneto permanente 

cilíndrico de SmCo (Samário Cobalto - φ = 19,00 mm, h = 6,4 mm e indução no 

centro da face B = -0,169 T) está acoplado a uma célula de carga (UTILCELL mod 

120). As medidas foram realizadas de forma quasi-estática (passo de 0,2 mm, 

velocidade de 2,5 mm/min) enquanto o ímã de SmCo aproximava-se verticalmente da 

amostra supercondutora imersa em nitrogênio líquido à temperatura de 77,4 K 

(processo ZFC). Um conjunto de 8 amostras fabricadas pelo mesmo processo foi 

analisado, e  uma vez que elas foram fabricadas pelo mesmo processo e possuem as 

mesmas dimensões (φ = 26mm e h = 17 mm), esperava-se que o valor de Jc , a curva 

B(H) e a força de reação à aproximação do ímã de SmCo , fossem essencialmente os 

mesmos para todas elas. 

 

 A curva B(H) do SmCo (Samário - Cobalto) encontra-se disponível no banco 

de materiais do Ansys Multiphysics e a curva B(H) das amostras supercondutoras foi 

construída variando-se os valores de Jc até que se encontrasse o melhor ajuste com as 

curvas experimentais de força de interação (levitação). 

 

 As amostras dos supercondutores de alta temperatura crítica também foram 

caracterizadas por mapeamento 2D do campo nelas aprisionado, quando expostas a 

uma indução aplicada B = 0,5 T. Um eletromagneto BRUCKER foi usado como fonte 

do campo homogêneo, e o mapeamento foi feito por meio de um sensor Hall 

(TOSHIBA mod THS 118) acoplado a uma mesa de varredura x-e construída no 

LASUP (passo de 0,4 mm, velocidade de varredura = 1mm/s e tempo total de 

varredura da área ≅  30 min). 
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 O melhor valor global encontrado para Jc foi 7×107 A/m2, que está na mesma 

ordem de grandeza do encontrado para amostras deste tipo pelo método de amostra 

vibrante (VSM). 

 

 A melhor curva B(H) encontrada está na figura 7.2 abaixo: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

A cur

que expressa

para Jc = 7×1

computaciona

as diferentes 
Figura 7.2 - Curva B(H) que melhor se ajusta aos resultados das medições de
força de levitação, para amostras supercondutoras cilíndricas de
mesmas dimensões. O valor de Jc que gera esta curva é considerado
o melhor valor global de densidade de corrente crítica para as
amostras estudadas [68]. 
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va B(H) da figura acima é o gráfico da equação 





−=

P
2

3

P

2

o 3H
H

H
HµB(H)  , 

 a magnetização ZFC de uma amostra cilíndrica pelo modelo de Bean 

07 A/m2 e raio R = 13 mm.  A figura 7.3 ilustra um instante do cálculo 

l  e a figura 7.4 mostra o excelente ajuste entre as curvas medidas para 

amostras e a curva calculada por elementos finitos. 
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Figura 7.4 - Forças de interação (“levitação”), medidas e simuladas, como funções da separação
(“gap”) entre MP e o Supercondutor (escalas lineares). Figura modificada de [68]. 

Figura 7.3 - Simulação da interação entre o magneto de SmCo e a amostra de supercondutoras [68]. 
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Apesar de muito próximos, os comportamentos das amostras não são 

idênticos, como se poderia esperar de amostras idênticas fabricadas pelo mesmo 

processo (figura 7.5). Em vez disso, cada amostra tem sua resposta magnética 

intrínseca (sample dependent), figura 7.6. 

 
 
 
 
 
 
 

Figura 7.5 - Mapeamento 2D do campo magnético aprisionado de todas as
amostras (B em kG) [68]. 
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 Figura 7.6 - Detalhes da curva de força de interação entre o magneto e a amostra (medida e

simulada), escalas logarítmicas: (a) pequenos gaps (b) grandes gaps [68]. 

a) 

b) 
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Conclusões 
 

 
  
  

 

Neste trabalho realizou-se um estudo da aplicação do Método de Elementos 

Finitos (MEF), para simulações nas quais são utilizados materiais supercondutores de 

alta temperatura crítica. Esse estudo deve-se à busca de um modelo computacional de 

simples implementação para aplicações tecnológicas utilizando tais materiais. 

 

 Alguns dos modelos analíticos de supercondutores de alta temperatura crítica 

mostram algumas dificuldades de implementações em softwares de cálculos numéricos, 

onde não considera a densidade a permeabilidade igual a zero.  

 

Este trabalho apresentou a metodologia simples desenvolvida, para o cálculo no 

processo FC (Field Cooling) que é muito utilizado nas aplicações na engenharia 

utilizando supercondutores, devido ao fato de tais materiais gerarem uma auto - 

estabilidade. Neste sentido foi desenvolvida uma metodologia utilizando o MEF, 

segundo o qual são fixados nós na fronteira do supercondutor para os quais são 

atribuídos os valores do potencial vetor no instante de resfriamento da amostra. O MEF, 

juntamente com essa metodologia, foi possível então visualizar as linhas de fluxo 

magnético no supercondutor no instante do resfriamento. A importância dessa 

visualização torna-se necessária para pequenos deslocamentos da amostra de sua 

posição de resfriamento, podendo, portanto calcular o coeficiente de elasticidade da 

amostra. Alguns dos trabalhos desenvolvidos calculam a constante elástica com o 

processo ZFC ou o FC, sem levar em consideração o momento do resfriamento. 

 
1 – O MEF foi aplicado com sucesso para selecionar a ótima configuração de circuito 

magnético (materiais e dimensão) para a construção de um trilho levitador. Com 

este procedimento, foram poupados recursos financeiros na construção de 

protótipos. 
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2 – A simulação de supercondutores com o propósito de desenvolver um trem levitado 

magneticamente pode ser feita sem explícito uso de fórmula quântica. 

 

3 – O modelo de Bean tem desempenho satisfatório para a simulação dos trilhos para o 

processo ZFC.  

 

4 – Com metodologia numérica experimental foi possível estimar a corrente crítica de 

amostras supercondutoras sem a necessidade de fragmentação. 

 

5 – Com a realização dos cálculos para o processo FC no trilho, usando a fixação do 

potencial vetor antes da fase de transição, foi possível verificar o comportamento da 

amostra e o comportamento das linhas de fluxo, mesmo não tendo um bom acordo 

com relação ao modelo de Bean. 

 

6 – Também pelo processo de fixação do potencial vetor, é possível verificar o 

comportamento das linhas de fluxo aprisionado no supercondutor para pequenos 

deslocamentos. 

 

Sugestões Futuras 
 

1 – O mancal trilho – veículo tem de ser simulados simultaneamente, pois no presente 

trabalho não foi possível verificar se há a influência do campo magnético gerado 

pelo trilho no motor ou vice-versa. 

 

2 – O modelo de estimativa de corrente crítica deve ser testado com outros tipos de 

metodologias, como por exemplo, inteligência artificial, onde um banco de 

informações poderia ser montado com dados experimentais e simulações por MEF. 

 

3 – O modelo de fixação do potencial vetor precisa ser aperfeiçoado, apesar dos avanços 

em relação a trabalhos anteriores, os resultados ainda não permitem um ajuste 

satisfatório com os dados experimentais. 
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 Anexo A – Dimensões dos Trilhos 
 
 
 
Trilho composto de Ferrita: 
 
 

 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

Figura A.1 – Corte transversal do protótipo trilho-veículo utilizando Ferrita 

Figura A.2 – Protótipo trilho-veículo utilizando Ferrita 
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. 

- Ferrita 

- Aço 101/ 1020 

Figura A.3 – Dimensões do trilho de Ferrita (mm) 
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Trilho de NdFeB 

Aço 1010/1202 

Figura A.4 – Dimensões do trilho-veículo utilizando NdFeB 
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Figura A.5 – Protótipo do trilho-veículo utilizando NdFeB 
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 Anexo B � Exemplo Uni Dimensional 
 
 
 
 Para facilitar o entendimento dos cálculos, o modelo será reduzido a um caso 

unidimensional. 

 

 Considere uma placa plana semi - infinita imersa no vácuo, suponhamos que 

exista um campo magnético uniforme aplicado paralelo à superfície plana que separa 

o supercondutor do vácuo (figura 2.4). 

 

 
Figura B.1 - Placa Supercondutora [24]. 

  

 Como o problema é unidimensional a equação de London fica da seguinte 

forma: 

 

)(B1)B
2

2

x
αx

(x =
∂

∂  
 

(B.1) 

 

 A solução para a equação (B.1), é: 
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(B.2) 

 

sendo que, para x > 0. 

 

 O campo na região onde x < 0 é: 

 

B2(0) = Bα (B.3) 

 

e para a região x > 0, 

 

B1(∞) = 0 (B.4) 

A solução geral é: 

 





 −

= α
x

a eB)x(B  
 

(B.5) 

 

onde 

 

2
so enµ

mα =  
 

(B.6) 

 

e o valor  

 

2
so

L enµ
mλ =  

 

(B.7) 
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é chamado de Profundidade de Penetração de London. Este valor é a distância que o 

campo magnético penetra no supercondutor. Como o decaimento de B é exponencial, 

o comprimento de London (λL), é a distância no interior do supercondutor em que 

B(x) atinge o valor de 
B
e

a , ou seja, cerca de 37% do seu valor de interface (figura 

B.2). 

 

Super
condutor

 
Figura B.2 - Comprimento de Penetração[24]. 
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Anexo C – Geração da Matriz Global 
 
 
 
 

 Uma vez que seja obtida a matriz para elemento cada elemento conforme o 

item 4.3, estas devem se somadas criteriosamente para estabelecer as relações entre os 

elementos para gerar uma matriz global.  

 

 O exemplo que será apresentado [47], pretende dar uma melhor visualização 

do processo de montagem de uma matriz global, para isso considere a malha da figura 

(C.1), constituída de quatro elemento triangulares. 

 
 

 

 

 

 

 

 

 
 

Figura C.1 - Domínio em Estudo [47] 

 

 

 Para cada elemento genérico (índice sobrescrito) do domínio, os vértices são 

numerados começando por qualquer nó e percorrendo no sentido anti - horário, como 

mostrado na figura (C.1). 

  5 3 1 

6   4 2 

2 

1 3 

4 
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 A correspondência entre as numerações local e global no elemento 2 está na 

tabela C.1 

 

Numeração Local 1 2 3 

Numeração Global 3 1 4 

Tabela C.1 - Relação entre os nós do elemento 2 

 

 A numeração para a matriz local do elemento 2 é dadas por: 
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(C.1) 

 

enquanto que, na numeração global, as mesmas matrizes são escritas como abaixo:  
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de maneira análoga, para o elemento 4, temos: 

 

 

Figura C.2 - Elemento 4 [47] 

 

 

Numeração Local 1 2 3 

Numeração Global 5 3 6 

Tabela C.2 - Relação entre os nós do elemento 4 

 

na numeração local a matriz do elemento 4 é dada por: 
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(C.3) 

 

enquanto que na numeração global é dada por: 
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 Da mesma forma obtemos as matrizes globais dos elementos 1 e 3, como 

mostradas abaixo: 

 

 Matriz do Elemento 1 inserida na matriz global: 
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 Matriz do Elemento 3 inserida na Matriz Global: 
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(C.6) 

 

 Assim procedendo para todos os elementos do domínio, a matriz global de 

toda a malha de elementos finitos é obtida a partir da soma da matriz do elemento 

inserida na matriz global, como mostrado na matriz abaixo: 
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 Observa - se que o problema agora é resolver um sistema do tipo 

 

[S] [A] = [R] (C.8) 

 
mas vale lembra que a matriz S é uma matriz simétrica e singular, logo não possui 

uma inversa. Este problema é contornado introduzindo as condições de contorno. 
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