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NOMENCLATURA

Capitulo IT

() designa uma avaliacdo realizada sobre a linha média da se¢do (“contour”)

() refere-se a um valor prescrito para for¢as ou deslocamentos generalizados

¢ - comprimento total da linha média da se¢do

m.,r. - cargas de dominio prescritas, formadoras do momento distribuido de tor¢do

m ., definidas pelas expressoes (I1.52.a) e (I1.52.b), respectivamente

n,s - sistema de coordenadas curvilineas ortogonais segundo as diregdes normal e

tangente a linha média da secao

P..D,,p. - cargas distribuidas, por unidade de érea, atuando ao longo da superficie

média da barra, segundo as diregdes x, y e z, respectivamente

q,.9.,m; - cargas de dominio, definidas pelas expressoes (11.47.a), (IL.47.b) e (IL47.c),

respectivamente

r - distancia do centro de cisalhamento E a um ponto genérico S do “contour”

ro,r

n N

- componentes nas direcdes n € s, respectivamente, do vetor ES , de mddulo »

t - espessura de um trecho genérico da secao

u - translacdo segundo a direcdo x do “contour” de uma se¢do genérica

u_,u,,u, - componentes do deslocamento de um ponto genérico da barra segundo as



diregdes x, n e s, respectivamente

u,,u, - deslocamentos de um ponto da linha média da segdo, segundo os eixos y e z,

respectivamente

v,w - deslocamentos do centro de cisalhamento de uma se¢do genérica segundo os

eixos y e gz, respectivamente

x,y,z - sistema cartesiano ortogonal de eixos com origem coincidindo com o

centréide C de uma das se¢des extremas da barra

v,,z, - coordenadas, no sistema xyz, do centro de cisalhamento E da se¢do

A - area da secdo transversal da barra

A,, - area da superficie média da barra

B - bimomento prescrito nas segdes de extremidade da barra
C - centroéide da segdo
E - centro de cisalhamento da se¢ao

E,G - moédulos de elasticidade longitudinal e transversal do material da barra,

respectivamente

F ,F, F. MM

EECEE)

M _ - forgas concentradas e momentos aplicados nas segdes de

extremidade da barra, definidos por (I11.48.a) a (I1.48.1)

I, - momento de inércia polar relativo ao centro de cisalhamento E

X1



I,,I. - momentos de inércia da darea da secdo relativos aos eixos y e gz,

respectivamente

I,. - produto de inércia da area da se¢éo em relagdo aos eixos y e z
I, - momento de inércia setorial

1, .1, _-produtos de inércia setoriais em relagdo aos eixos y e z, respectivamente

wy > wz
J, - constante de tor¢do da segdo

L - comprimento da barra

M,,R.,M ,M_ - carregamentos prescritos de carater concentrado nas se¢des de

extremidade da barra, definidos por (II.54.a) a (I1.54.d),

formadores dos momentos M., M, ¢ M

N,M, M. K,B,T o) integrais de tensdes ao longo da area da sec¢do, definidas pelas

expressoes (I11.37.a) a (IL.37.1)

0,.0., 0,,R, - propriedades da se¢do, sem denominagdo especial, definidas pelas

expressoes (11.8.a), (I1.8.b), (I1.14) e (I1.9), respectivamente

,»S. - momentos estiticos da éarea da secdo relativos aos eixos y e gz,

respectivamente

S, - momento estatico setorial

V' - volume da barra

Xii



a - angulo que mede a inclinagdo de um trecho genérico da se¢@o

a,;,0,,,0,; - parametros definidos pelas expressoes (II.18.a) a (I1.18.c)

Vs Vms Vs - deformacdes angulares (distorgoes)

ow.,,,oW.

int > ext

- trabalho virtual das forcas internas e externas, respectivamente

OWEN Wl sw VP WU - parcelas obtidas de W,

int int int int int

isolando os grupos de

termos lineares, quadraticos, cubicos e quadrticos,

respectivamente, nas derivadas dos deslocamentos

E.,8,,8,8,,&, -componentes de deformagdo

xn 2~ ns

P.»P,,p. - cargas distribuidas, por unidade de comprimento de linha média, segundo

as diregdes x, y e z respectivamente, atuando ao longo da linha média

das se¢des de extremidade

o, - componentes normal e cisalhante de tensdo, respectivamente

> ¥ xs

6,,0. - rotagdes definidas por (I1.30.b) e (I1.30.a), respectivamente

v - coeficiente de Poisson do material da barra

&,n,¢ - sistema cartesiano ortogonal, paralelo ao sistema x y z, com origem no

centro de cisalhamento E da se¢ao

XXX, - coeficientes angulares definidos pelas expressoes (I11.17.a) a (I1.17.c)

A

* *

n ,{ ,y ,z - bragos de alavanca corrigidos para o calculo de momentos, como

conseqliéncia da tor¢ao da se¢do transversal

xiii



@ - angulo de tor¢ao de uma se¢do genérica

@ - area setorial, avaliada tomando-se o centro de cisalhamento E como pdlo e, para

ponto setorial inicial, um centroide setorial S,

Capitulo 111
a,,a,,..,a,, - deslocamentos associados a u,v,w e ¢ no sistema de numeragao local
f (x) - fun¢do genérica representativa dos deslocamentos u, v, w e @
{ f } - vetor desequilibrio
i - nd genérico na barra

Jj - trecho genérico de integracao ao longo da barra

{ P } - vetor dos termos de carga

{ pe },{ p } - vetores contendo as cargas ndo incrementadas e incrementadas,

respectivamente, durante o processo de carga
{ p } - vetor de cargas de referéncia

q9,(j).q.(j),m-(j),m.(j),7-(j) - cargas de dominio associadas ao trecho de

integracdo genérico j

B"(,q),B°"(p.q,r),B®(p,q.r,s) - coeficientes associados aos termos lineares,

quadraticos e cubicos, respectivamente,

X1v



presentes na expressdo de oW, oriunda do

int

modelo de Polillo, Garcia e Villaga

C*"™(p,q) . CEN (p,q) - coeficientes associados aos termos lineares presentes na

cos,sen

parcela W™ relativa ao modelo de Attard

CQUA(p,q,r) oy C2U (p,q,r) - coeficientes associados aos termos quadraticos

sen,sen
presentes na parcela dW 2% relativa ao modelo de

int

Attard

CY(p,q.r,5) .. CS% (p,q,1,s) - coeficientes associados aos termos clbicos

cos,sen

presentes na parcela W, relativa ao modelo

int

de Attard

C2% (p,q,1,5,t) 5oy C2% (p,q,7,5,1) - coeficientes associados aos termos quarticos

Jy QUAR

presentes na parcela oW, relativa ao

modelo de Attard

GSP - parametro oriundo da técnica do GDCM, que afeta o incremento de carga
[ J ] - matriz Jacobiana

N - niimero de sub-divisdes consideradas ao longo do comprimento da barra
NN - nimero total de nos na barra

T,,T, - tolerancias associadas aos dois critérios de convergéncia adotados

u,,U,,..,U,, - graus de liberdade considerados na discretizacio da barra

XV



{ X } - vetor de deslocamentos nodais incognitos

[ - parametro de carga

{ 0X } - vetor de incremento de deslocamentos na fase iterativa

{5X ; },{ 0X 11} - vetores de incrementos de deslocamentos, definidos pelas

expressoes (I.24.a) e (I1.24.b), que se associam, conforme

(I1.25), para formar o incremento { oX }‘

{AX } - vetor de incremento de deslocamentos associado a solugdo incremental

predita

WL ()OS ()W (), oW () -

int int int int

contribuicdes para as parcelas oW -"

int

5WQUA’ SW.CUB e S QUAR

int int int >
respectivamente, coletadas num trecho

de integragdo genérico j

A - comprimento de um trecho de integragdo intermediario no dominio da barra
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CAPITULO I
INTRODUCAO

A adocdo de hastes de paredes delgadas de secdo aberta em projetos de
engenharia estrutural tem aumentado significativamente nas ultimas décadas, pois tais
elementos apresentam elevada rigidez flexional com peso proprio relativamente
pequeno. Concorreu para isso, também, o desenvolvimento ocorrido na fabricagao desse
tipo de elemento estrutural, acarretando ganhos tanto em relacgao a resisténcia estrutural,
quanto a uma maior diversidade de formas de secdo transversal. Geometricamente,
esses perfis leves, como costumam ser denominados pelos engenheiros estruturais,
caracterizam-se por apresentarem paredes com espessura pequena se comparada a uma
dimensdo caracteristica da se¢do transversal (na pratica, a relacdo entre a espessura e tal
dimensdo da secdo deve ser inferior a //10). No entanto, apesar das vantagens
ressaltadas acima, esses elementos estruturais apresentam em geral, por conta de sua
geometria, uma rigidez torsional pequena em relacdo a flexional, o que exige dos
projetistas certas precaucdes na analise e projeto de estruturas constituidas por hastes de
paredes delgadas de secdo aberta. Portanto, motivados por essas razodes, diversos
pesquisadores tém desenvolvido teorias versando sobre o comportamento a flexo-tor¢ao
de tais elementos estruturais, procurando inclusive contemplar nessas formulagdes
efeitos de ndo linearidade geométrica e/ou fisica. Historicamente, um estudo mais
abrangente do assunto surgiu somente por volta de 1935, quando Vlassov apresentou
sua teoria de flexo-tor¢ao baseada nos conceitos de area setorial ¢ bimomento, com as
pesquisas seguindo até os dias atuais, onde inclusive evoluiu para o estudo do
comportamento de perfis leves fabricados a partir de materiais compdsitos, conforme se
observa nos recentes trabalhos de LEE e KIM (2002) e SAPKAS e KOLLAR (2002).

Concentrando-se o interesse apenas nos trabalhos envolvendo o comportamento
ndo linear geométrico das estruturas constituidas de hastes de paredes delgadas de secdo
aberta, por estar assim direcionada a presente pesquisa, evidencia-se que um nimero
expressivo desses trabalhos ¢ diretamente voltado a analise linear de estabilidade, a qual
tem por caracteristica somente indicar uma carga de bifurcagdao do equilibrio (carga
critica), ndo trazendo assim nenhuma informag¢do sobre o comportamento pds-critico,
como ¢ o caso, por exemplo, dos trabalhos de BARSOUM e GALLAGHER (1970),
TRAHAIR e WOOLCOCK (1973), YOO (1980), LAUDIERO e ZACCARIA (1988),
Pl et al. (1992) e ACHOUR e ROBERTS (2000). Em um ambito mais restrito, situam-



se os autores que procedem a uma analise ndo linear completa em problemas de flexo-
tor¢cdo de hastes de paredes delgadas de secdo aberta. Focalizando mais detidamente
este ultimo grupo, percebe-se que, embora todos os autores nele enquadrados assumam,
para fins de andlise, que as rotacdes de flexao sejam moderadas, ha uma nitida distingao
quanto a ordem de grandeza das rotagdes de tor¢cdo: ou se consideram angulos de tor¢ao
no ambito de grandes rotacdes (com o argumento de que a rigidez torsional €, em geral,
bem menor do que a flexional), a exemplo de GHOBARAH e TSO (1971), TSO e
GHOBARAH (1971), WEKEZER (1985), ATTARD (1986), RONAGH et al. (2000a ¢
2000b), e MOHRI et al. (2001), ou entao admite-se que tais angulos, analogamente aos
de flexdo, sejam também moderados, como fazem RAJASEKARAN (1977),
ROBERTS e AZIZIAN (1983), MOORE (1986), POLILLO (1991), POLILLO et al.
(1998) e SILVA e SCHULZ (2002). Essa constatacao serviu entdo de motivagdo para
que se empreendesse uma investigagdo centrada na questdo da magnitude dos angulos
de tor¢ao, visando melhor caracterizar a conveniéncia de se adotar um modelo de
analise prevendo grandes rotagdes, até porque, quanto mais forte a ndo linearidade
considerada, certamente maior serd o grau de complexidade envolvido quando se pensa
em termos da aplicacdo de um tratamento numérico ao problema. Tal investigacdo, no
conhecimento do autor, constitui um primeiro aspecto inédito envolvido no presente
trabalho, pois nao foi detectada qualquer contribui¢do dessa natureza em consulta a
literatura.

Para dar inicio a pesquisa, resolveu-se selecionar dois modelos de analise para
cada um dos tipos de abordagem acima descritos. Para representar o primeiro tipo
(grandes rotacdes de tor¢do), foram escolhidos os modelos de ATTARD (1986) e de
ACHOUR e ROBERTS (2000), e, como representantes do segundo tipo (rotacdes
moderadas de tor¢do), escolheram-se os modelos de RAJASEKARAN (1977) e de
POLILLO et al. (1998). Nessa fase preliminar, constatou-se que algumas
inconsisténcias se faziam presentes na formulacdo de Rajasekaran, refletidas na
auséncia de alguns termos ndo lineares na expressdo obtida para a componente de
deformacdo longitudinal, os quais possuiam a mesma ordem de grandeza de outros
termos que nela foram mantidos (aspecto este criticado tanto por POLILLO et al.
(1998), quanto por ATTARD (1986)). Tais inconsisténcias foram entretanto
posteriormente eliminadas, conforme constatado em PI et al. (1992), dando origem a
uma nova formulagdo que, em tultima andlise, é a particularizagdo, para o caso de se¢ao

duplamente simétrica, da apresentada por POLILLO et al. (1998), sendo, em fungao



disso, descartada da presente pesquisa. Também em seguida se abandonou o modelo de
Achour e Roberts, pois ficou evidente que a presenca de termos adicionais nas relagdes
deformagdo-deslocamento, em comparagdo ao modelo de Attard, levava também a
inconsisténcias de ordem de aproximacdo. Foram retidos, portanto, apds essa analise
preliminar, apenas os modelos de ATTARD (1986) e de POLILLO et al. (1998).
Merece destaque ainda o fato de que ambos esses modelos conduzem a uma unificagdo
natural das teorias de Vlassov e de Saint-Venant, em decorréncia de ser adotada, para
fins de institui¢do do campo de deslocamentos, a hipdtese de Kirchhoff da teoria das
placas.

As formulagdes correspondentes a esses dois modelos remanescentes foram
desenvolvidas por seus autores a partir de enfoque variacional, sendo estabelecidas, em
cada caso, as equacdes diferenciais e condi¢des gerais de contorno para o problema.
Entretanto, a complexidade dos sistemas de equagdes diferenciais ndo lineares obtidos
inviabiliza, em termos gerais, a sua resolucdo por via analitica. Para contornar essa
dificuldade, tem-se que recorrer a técnicas numéricas, sendo de utilizacdo mais
freqliente o método dos elementos finitos (mef), que foi, inclusive, a op¢ao de Attard
(ATTARD e SOMERVAILLE (1987)) para o correspondente tratamento numérico de
sua formulacao analitica. Por outro lado, vem também ultimamente demonstrando a sua
potencialidade uma outra técnica, que na realidade ¢ uma vertente do método
convencional de diferencas finitas, denominada de método de diferencas finitas
energéticas (mdfe), onde os operadores de diferencas finitas, em lugar de serem
aplicados diretamente as equacdes diferenciais que governam o problema, sao
introduzidos na expressdo da energia potencial total do sistema (ou entdo na expressao
do principio dos trabalhos virtuais). Cabe destacar que esse método segue a mesma
rotina de analise empregada no mef, sendo que, em diversas situagdes, trabalha-se com
um menor numero de graus de liberdade por n6. Além disso, cita-se ainda o aspecto de
que no mdfe utilizam-se aproximagdes para as derivadas dos deslocamentos, e ndo para
os deslocamentos, como no mef, caracteristica esta que acarreta, em geral, um bom
desempenho do método no célculo de esforgos, conforme fica demonstrado em GRACA
(2000), DIAS (2001), GRACA e GARCIA (2002), e MITTELBACH (2002). O método
foi proposto originalmente por COURANT et al. (1928), sendo utilizado posteriormente
por HOUBOLT (1958) e BURAGOHAIN e PATODI (1978), este ultimo trazendo a
inovacao de eliminar os nos ficticios normalmente presentes junto ao contorno. Citam-

se ainda como exemplos de aplicacdo dessa técnica os trabalhos de BARVE e DEY



(1983), VERMA e DEY (1991) e AKSU e FELEMBAN (1992), e as varias publicacdes
recentes originadas no ambito da COPPE/UFRIJ, dentro de uma linha de pesquisa ora
em andamento no PEC (Programa de Engenharia Civil), como as de LIMA (1995),
COSTA (1998), GRACA (2000), DIAS (2001), GRACA e GARCIA (2002), LIMA et
al. (2002), MITTELBACH (2002) ¢ LIMA ¢ GARCIA (2003), onde evidencia-se a
potencialidade dessa técnica na abordagem de problemas estaticos, dinamicos, lineares e
geometricamente ndo lineares de estruturas de barras e laminares. Assim, visando
estabelecer um tratamento numérico para ambos os modelos de flexo-tor¢ao citados no
paragrafo precedente, resolveu-se, dando continuidade a citada linha de pesquisa, uma
vez mais utilizar, como técnica de abordagem, o mdfe. Em particular, ligado ao modelo
de POLILLO et al. (1998), um primeiro tratamento numérico pelo mdfe foi apresentado
no trabalho de VILLACA et al. (1993), aplicado ao seu precursor, o modelo de
POLILLO (1991). Ja& para o caso do modelo de ATTARD (1986), ao que consta, tal
tratamento também constitui um aspecto inédito do presente trabalho (pois
aparentemente existe apenas um Unico tratamento numérico associado a esse modelo,
que € o desse proprio autor, utilizando o mef).

O objetivo primordial do presente trabalho é, pois, a partir de dois programas
computacionais elaborados com base no mdfe, melhor investigar a conveniéncia de se
admitirem angulos de tor¢do no ambito de grandes rotagdes, tal como previsto pelo
modelo de ATTARD (1986), frente a premissa de considera-los no ambito de rotagdes
moderadas, conforme o modelo de POLILLO et al. (1998), estudo esse realizado a partir
da analise de diversos casos coletados na literatura.

O trabalho foi organizado da seguinte forma: no capitulo II apresentam-se, com
base no principio dos trabalhos virtuais, as formulac¢des analiticas de ATTARD (1986) e
de POLILLO et al. (1998) para o problema aqui considerado. No capitulo III, introduz-se
o tratamento numérico em termos do método das diferengas finitas energéticas as
formulagdes analiticas desenvolvidas no capitulo anterior. Posteriormente, no capitulo
IV, sdo apresentados e analisados os resultados obtidos em sete exemplos de aplica¢ao,
sendo que, nos dois ultimos, incluem-se também comparagdes com resultados obtidos
através do programa comercial ABAQUS. Por fim, no capitulo V, sdo apresentadas as

conclusdes gerais da pesquisa, além de algumas propostas para o seu prosseguimento.



CAPITULO II
FORMULACAO ANALITICA PARA O PROBLEMA PELO PTV

No presente capitulo sao focalizados os dois ja citados modelos para analise nao
linear geométrica, desenvolvidos independentemente por ATTARD (1986) e POLILLO
et al. (1998), aplicaveis ao problema de flexo-tor¢do de hastes de paredes delgadas de
secdo aberta sob solicitagdo estatica. Esses modelos diferem, essencialmente, pela
ordem de grandeza dos angulos de torcao. Na concepgdo de Attard, como as hastes de
paredes delgadas de se¢@o aberta possuem em geral baixa rigidez torsional em presenga
da flexional, sdo previstos angulos de tor¢do no ambito de grandes rotacdes e angulos de
flexdo no ambito de rotagdes moderadas, ao passo que ao modelo de POLILLO et al.
(1998) corresponde uma formulagdo inteiramente desenvolvida no ambito de rotacdes
moderadas (isto ¢é, rotacdes pequenas em presenca da unidade, porém
consideravelmente maiores do que as componentes de deformagdo). Tem-se como
objetivo neste capitulo estabelecer, para cada um dos dois modelos, a correspondente
formulacao analitica segundo o principio dos trabalhos virtuais (ptv).

O capitulo obedecerd a seguinte disposicdo: no item II.1 apresentam-se os
sistemas de referéncia adotados, bem como algumas relagdes entre coordenadas; em
seguida, no item II.2, s3o definidas as propriedades geométricas da se¢do requeridas no
desenvolvimento das formulagdes, incluindo-se aquelas ligadas ao conceito de area
setorial; no item II.3, passa-se ao modelo de ATTARD (1986), iniciando-se pelas
hipoteses assumidas por esse autor, e culminando com a instituicdo das equagdes
diferenciais e condigdes de contorno para o problema; e, finalmente, no item I1.4 ¢
apresentado, de forma mais sucinta, o correspondente desenvolvimento para o modelo

de POLILLO et al. (1998).

I1.1 SISTEMAS DE REFERENCIA

Os elementos estruturais considerados sdo hastes prismaticas de paredes
delgadas, com se¢do transversal aberta constituida por trechos retos de espessura
constante, e que fica caracterizada pela sua linha média (“contour”) e pela espessura de
cada trecho (figura II.1). Nas jungdes tem-se a aproximagao mostrada no detalhe da

figura.



Consideram-se os seguintes sistemas de referéncia: o sistema de coordenadas
cartesianas ortogonais constituido pelos eixos x, y e z, com origem coincidindo com
o centroide C de uma das secdes extremas (sendo x o eixo longitudinal e com y e z
no plano da referida secdo, formando um triedro direto com Xx); o sistema formado
pelos eixos &, 1 e £, paralelo ao primeiro, € com origem no centro de cisalhamento E
da mesma secdo; e ainda o sistema de coordenadas curvilineas ortogonais n e s,
segundo as dire¢des normal e tangente a linha média, com s medido a partir de uma
extremidade da secdo (ver ponto 1 na figura II.1), e » medido a partir da linha média,

conforme também observado na figura.

Figura II.1 — Sistemas de referéncia considerados

Na figura II.1 observa-se também que foi definido o angulo «, que mede a
inclinagdo de cada trecho da se¢do, bem como, associadas a um ponto genérico S da

linha média, as componentes r, e r,, segundo as dire¢cdes n € s respectivamente, do

vetor posi¢ao ES, de médulo .

Com base na figura I1.1, deduzem-se as seguintes relagdes entre coordenadas:

=y -y, =r,coso—r.ssena (IL.1.a)

=>

F=z2- z, =71,Seno. + r,coso (IL.1.b)



r2:r2+r2:ﬁ2+é:2:(j/—ye)2+(2—ze)2 (IL.1.¢)

onde y, e z, sdo as coordenadas, no sistema xyz, do centro de cisalhamento E, e com

A

o simbolo referindo-se a um valor de linha média.

I1.2 PROPRIEDADES GEOMETRICAS DA SECAO TRANSVERSAL
Serdo requeridas, nos desenvolvimentos subseqiientes, as seguintes propriedades

geométricas da se¢do, as quais ja trazem simplificagdes inerentes ao estudo de hastes de

paredes delgadas:

A= LdA = L;ds (11.2)

traduzindo a area da se¢do transversal, onde ¢ representa o comprimento total da linha

média da secdo, e ¢ a espessura de um trecho genérico;

S, = L ZdA = | tds =0 (I1.3.a)

S = L $dA = j rds =0 (I1.3.b)

representando os momentos estaticos da area da se¢do relativos aos eixos y e z,

respectivamente, nulos por serem estes eixos centroidais;

I, = L 22dA = j 2uds (11.4.2)

I = L $7dA = L 3 tds (IL4.b)

referindo-se aos momentos de inércia da area da segdo relativos aos eixos y e z,

respectivamente;



I, = L y2da = | yuds (IL.5)

traduzindo o produto de inércia da 4rea da secdo em relacdo aos eixos y € z, o qual se

anula se os eixos forem principais;
_ 2 . 2
I, = Lr dA = Lr tds (11.6.2)

definindo o momento de inércia polar relativo ao pdlo E, o qual guarda com os
momentos de inércia I, ¢ /I, e com as coordenadas y, e z, do centro de cisalhamento
E, arelagao

I,=1,+1, +(yj +z] )A (IL.6.b)

Além dessas propriedades usuais, definem-se ainda as seguintes propriedades,

inerentes ao problema em estudo:
t3
J, = j s (IL.7)
representando a constante de tor¢do da se¢ao;

0, = erédA = erétds (11.8.2)

0. = jAr2 $dA = er tds (IL8.b)

ambas sem denominag@o especial, tendo-se O, =0 se a se¢do transversal for simétrica

em relacdo ao eixo y, e Q. =0 caso haja simetria da mesma em relacdo a z; e

R, = jAr"dA = j rids (IL9)



também sem qualquer denominagao especial.
Insere-se, por fim, no estudo das hastes de paredes delgadas de secdo aberta, a
coordenada generalizada @, denominada area setorial, associada ao ponto genérico S

da linha média e definida por:
=" rad 110
o= rds (IL10)

a qual ¢ avaliada tomando-se o centro de cisalhamento E como pdlo e para ponto

setorial inicial S, um centréide setorial. A partir desse conceito de éarea setorial,

definem-se as ditas propriedades setoriais da sec¢do, as quais passam a ser explicitadas:
S, =LwdA=La)tds=0 (IL11)

traduzindo o momento estatico setorial, nulo por se admitir que S, ¢ um centroide

setorial;
_ 2 _ 2
I, —La) dA —La) tds (IL12)
representando o momento de inércia setorial;

I, = L widd = | wids =0 (11.13.2)

1, = wpdd= | wjds=0 (IL.13.b)

referindo-se aos produtos de inércia setoriais em relagdo aos eixos y e z,

respectivamente, nulos por se ter escolhido como polo o centro de cisalhamento E da

secdo (polo principal); e ainda

_ 2 _ 2
0, = La)r dA —J.fa)r tds (11.14)



propriedade esta que nao recebe nenhuma denominagao especial, a qual se anula quando

a secdo tem pelo menos um eixo de simetria.

I1.3 FORMULACAO PARA O PROBLEMA SEGUNDO O MODELO DE
ATTARD

No presente item, apresenta-se a formulacao analitica pelo ptv para o problema
de flexo-tor¢do com ndo linearidade geométrica de hastes de paredes delgadas de se¢do
aberta, baseada no modelo de ATTARD (1986). Inicia-se pela introducao das hipoteses

basicas assumidas pelo referido autor.

I1.3.1 HIPOTESES BASICAS

As hipdteses basicas podem ser agrupadas em geométricas € mecanicas. Quanto
a0 primeiro grupo:

1 — admite-se que as componentes de deformagdo sdo pequenas quando
comparadas com a unidade;

2 — considera-se comportamento ndo linear geométrico com angulos de flexao
no ambito da teoria de rotagdes moderadas e angulos de tor¢do no contexto de grandes
rotacoes;

3 — considera-se valida a hipotese de Kirchhoff da Teoria das Placas, pela qual
linhas inicialmente retas e normais a superficie média permanecem, na configuragdo
final, retas, normais a superficie média e indeformadas, o que implica anularem-se as

componentes de deformagdo ¢,, ¢, e &, nas relagdes deformagdo-deslocamento;

4 — supde-se que a proje¢do do “contour” sobre o plano original da secdo ¢
indeformavel;

5 — admite-se que a distor¢do y € nula na superficie média, para fins de
institui¢do do campo de deslocamentos (trata-se da denominada hipdtese de VLASSOV
(1962)).

Seguem-se as hipdteses associadas ao material, as tensdes e ao carregamento:

6 — o material da barra ¢ suposto homogéneo, isétropo e linearmente elastico, em

10



conformidade com a Lei de Hooke generalizada, significando comportamento linear do

ponto de vista fisico;
7 — admitem-se como significativas para o problema apenas as componentes de

tensdo o, € 7,,;
8 — quanto ao carregamento, consideram-se cargas distribuidas p, e p_, por

unidade de area, atuando ao longo da superficie média da haste (portanto com a

componente p  suposta nula), e cargas distribuidas p_, p, € p_, por unidade de

comprimento, atuando ao longo da linha média nas se¢des de extremidade.

11.3.2 CAMPO DE DESLOCAMENTOS

Considerando-se a hipotese 3, juntamente com as relacdes deformacgao-
deslocamento da teoria nao linear da elasticidade, no ambito geral de grandes
deformacdes e rotacdes (ver por exemplo NOVOZHILOV (1961)), escreve-se o

seguinte sistema de equagdes diferenciais:

2 2 2
PP | I 7 I L (IL15.2)
on 2|| on on on
o, 2Oy O | Oy O | O B, (IL15.b)
’ on ox ox on Ox On
6 - ou, B ou, N ou, B Ou, N Ou_ Ou,_ _0 (I.15.¢)
Os on on Os on Os

sendo u_, u, € u, as componentes do deslocamento de um ponto genérico da barra

segundo as direcdes x, n € s, respectivamente.
Conforme ja apresentado em POLILLO (1991), pode-se admitir uma solugao

desse sistema com a seguinte forma:

u (x,n,8)=1 (x,5)+ny (xs) (I.16.a)

u,(x,n,5)=10,(x,s)+ny,(xs) (II.16.b)
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u,(x,n,5) =1, (x,5)+ny,(x,s) (I.16.¢)

com u_, u, ¢ u, denotando os deslocamentos u_, u, e u, na superficie média (onde

n=0). Os coeficientes y_, y,, € x, podem ser determinados substituindo as

s

expressoes (I1.16) em (I1.15), dai resultando:

. = ] (IL.17.2)
\/&212 +d222 +d232

to = "‘222 1 (IL.17.b)
Jaﬂ 10, +0,

_ &23

A = (II.17.c)

Jaﬂ t 0, +0,
onde se tem:

g, = Oty [, Oy \OU, (IL.18.2)
Os Ox Os ) Ox

; ou ou ou. ou

G, =| 1+ | 4 D |- P s (IL18.b)

ox Os Os Ox

A ou. ou ou. |ou

G,y = e M| gy P [T (IL18.c)
Os Ox Ox | Os

Conforme ainda discutido em POLILLO (1991), a hipotese 1 acarreta a relagao

aproximada

2

~ ]

"2 A2 A
Oy 0, +ay,

0 que permite entdo escrever:

R
ISH
N

x. (I1.19.2)
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X, =6 —1 (IL.19.b)

X, =6 (11.19.c)

Introduzindo em seguida a hipdtese 2, que possibilita eliminarem-se as parcelas

contendo derivadas de #_ nas duas ultimas expressdes (I11.18), chega-se finalmente a:

= ou, Ou, (, o )i, (I1.20.a)
Y 0s Ox Os ) Ox
A (11.20.b)
Os
b= oi,, (I1.20.c)
Os

O campo de deslocamentos resultante, mediante a substituicdo dessas expressoes

em (I.16), ¢ dado entdo por:

u =i, —p S, O O, _ O, O, (IL21.2)
’ ox Ox Os Os Ox
w =i +nlls (IL21.b)
os
u =i —nh (I1.21.c)
‘ ‘ os

notando-se que sdo requeridas as expressdes de u_, #, e u, para a sua completa

n
defini¢ao.

Valendo-se da hipdtese 4, e com o auxilio da figura I1.2, podem-se deduzir as

seguintes expressdes gerais para u, € u,:

U, =vcosa+wseno — (Sen qo)rs - (I —cos go)rn (I1.22.a)

A

i, =—vsena+wcosa—(1—-cosp)r, +(seno)r, (IL.22.b)

onde v=v(x) e w=w(x) correspondem aos deslocamentos segundo y e z,
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respectivamente, do centro de cisalhamento de uma se¢do genérica de abscissa x, e

Q= (p(x) representa o angulo de tor¢ao do “contour” da referida se¢ao.

C
<
E
4
rsenp+ v (I-cosp)
@ " N n
4 S S
}/;1 ///// \
- a
I’; & v IR
g S I;zsen(p—lg(]-cosgo)
n
y

Figura I1.2 - Contribui¢do do dngulo de tor¢do ¢ para as componentes de deslocamento

u, e u,

n

A componente de deslocamento u _, por sua vez, pode ser instituida com base na
condicdo expressa pela hipotese 5, de distor¢do y =0 para n =0. Tomando-se entdo
para y_ arelacdo deformacdo-deslocamento correspondente da elasticidade nao linear,

no ambito de grandes rotagdes (note-se que, em fungdo da hipdtese 1, ¢ valida a

aproximagao ¢ =y ), qual seja,

v = ou, B ou, N Ou B Ou, N Ou, Ou, (11.23)
Os Os ox Os

uX

X

desprezando, face a hipotese 2, a derivada

em presenca da unidade, e introduzindo

em seguida o campo de deslocamentos (I1.21), obtém-se:
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7/XS

Oou, Ou, Ou,Ou, Ou, Ou, a%zn 8251” ou, Gzﬁs ou,
= + + + +2n| — - +
Os ox ox Os Ox Os OxOs OxOs Os  OxOs Os

| &%, 0%, &%, azz@} (1L.24)
ox0s Os°  OxOs 0Os’
acarretando portanto:
Visloeo =V s = ag;x + 8;: + aaﬁx” ag: + 86”;: aa? = (11.25)
ou entao,
ou, _ _aﬁs B ou, ou, B ou, ou, (11.26)

Os Oox ox Os Ox Os

Substituindo-se nessa Ultima equagdo as expressdes obtidas para u, e u , dadas em
(I1.22), resulta:

ou

X

0s

= (v’ cos @ +w'sen ¢)Sen0( - (w' cos @ —v'sen (/))cosa -7,

Finalmente, integrando-se essa expressdao em rela¢do a s, para o intervalo de S, a S,

com S,, como j4 visto, representando um centrdide setorial, escreve-se:
u, =u-— (v'cosgo + w'sengp)j/ — (W'COS(/) — v'sen(p)é —w@' (I1.27)
ou em notagdo mais compacta:

u, =u—-0.y-0z-we' (I1.28)

onde u representa uma translacao da linha média da se¢do segundo o eixo x, dada por
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u=i, +('cosp+wsenp)y+(w cosp—v'sen go)é]sﬂ (I1.29)
ecom 6, e 6, sendo definidos por:

0. =v'cosp+wseng (I1.30.a)
0, =w'cosp—v'seng (I1.30.b)
u, e u, dados por (11.27) e (11.22), constituem

As expressoes (I1.21), com #

portanto o campo de deslocamentos para o problema, segundo o modelo de Attard.

Expressdes alternativas a u, e i, em termos das componentes u, € i, SErdo

uteis nos desenvolvimentos subseqiientes. Assim, com base num esquema semelhante a

figura I1.2, deduz-se:

i, =v—(senp){ —(1—cosp)i (11.31.a)

u, :w+(sen(p)f7—(]—cosq))§: (IL.31.b)

11.3.3 RELACOES DEFORMACAO-DESLOCAMENTO

Considerando que, além de ¢,, y_ e y,, a componente de deformagdo & ¢

também ndo relevante ao problema, o interesse fica concentrado apenas nas

componentes & € y_, para as quais escrevem-se as seguintes relagdes oriundas da

elasticidade nao linear, no ambito de grandes rotacdes:

~ A 2 A 2 ~ 2
£ . ZE, :%+i ou, + o, + o, (I1.32.a)
ox 2|\ ox ox ox

y :2{_6% o’ oi, o, aa,,}nz o*a, 0%, o', 0%,
XS

— + +
Ox0s OxOs Os  OxOs Os Ox0s Os’  OxOs Os’

(I1.32.b)
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notando-se que, na primeira dessas expressdes, foi desprezada, como ¢ usual, a variacao
de &  na espessura, € que, para y_, tem-se a propria equagdo (II.24) instituida
anteriormente, onde se eliminaram, em razdo de (I1.25), as parcelas que constituem 7 _ .

Utilizando a hipdtese 2 para descartar em (I.32.a) o termo quadratico na

derivada de #_ em presenca do linear, e substituindo as componentes #_, u, ¢ u, dadas

pelas equagdes (I11.27) e (11.22), resultam para &_ e y_ as seguintes expressoes:

g, =u'—(vV'cosp+w"senp)y— (W' cos @ —v"senp)z — wp" +

X

vr2 W,Z q)rZrZ ., .
+7+7+ 2 +v(o(zecosgo+yesen¢)—w(o(yecos¢—zesen¢))
(11.33.2)
) =20 (IL33.b)

Tais expressdes constituem as relagcdes deformacao-deslocamento, de acordo com o
modelo de ATTARD (1986), para o problema considerado, destacando-se que a
expressdo (I.33.b) representa na verdade a parcela da distor¢do associada

exclusivamente a tor¢ao de Saint-Venant.

11.3.4 RELACOES TENSAO-DESLOCAMENTO

Tendo em vista as hipdteses 6 € 7, as componentes de deformacdo ¢, e y_,

acima estabelecidas, ficam assim relacionadas as tensdes:

e, =——-—lo,+0,)z— I1.34.a
= gleite)= (I1.34.2)
T
== I1.34.b
= ( )

onde E, G e v representam, respectivamente, o modulo de elasticidade longitudinal, o
modulo de elasticidade transversal e o coeficiente de Poisson do material da barra. Essas

relacdes podem ser assim reescritas explicitando-se as tensoes:
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o =FE¢ (I1.35.a)

X X

t. =Gy, (IL35.b)

Finalmente, substituindo nessas ultimas as expressoes (I1.33.a) e (I1.33.b), chega-se as

seguintes relacdes entre tensdes e deslocamentos:

o, = E{u' - (v" cos @+ w" sen (o)f/ - (w" cos @ — V" sen (/))2 —wp" +

12 w/Z (0'21"2 ., .,
+ P +7+ p +v''(z, cosp+y, sengp)=w'¢'(y, cosp -z, senp)
(I1.36.a)
1, =2Gpn (IL36.b)

11.3.5 INTEGRAIS DE TENSOES NA SECAO

Com a utilizagdo das expressoes (I1.36.a) e (I1.36.b), introduzem-se em seguida
diversas integrais de tensdes ao longo da area da sec¢do, a serem utilizadas no

desenvolvimento da formulagao:

12 12
N :_[ o.d4d=EAu' + L +(z, cosp+y, senp)h'p' —
4 2 2
El
~(y, cosp—z, sen (p)W’w’} +=me" (11.37.a)
= zdA= ! " " " EQ} 12
My = _J-AUdeA—EIyz(V cosp+w Sen(p)+EIy(w cosQ—v Sen¢)— @
(I1.37.b)
EQz 12

M. = L o ydA= —EI (w" cosp—v"sen (p)— El. (v" cos @ +w" sen (p)+ T¢)

(I1.37.¢c)

12 12
A%

K=[ orida=El|u'+ "+ (z cosp+y seng)p' -

18



—(y, cos @ -z, sen (o)w'(p'} -EQ, (W' cosp —v"sengp)—

ER
—EQ.(v'cosp+w"senp)— EQ, o" + > cp'”  (11.37.d)

B= L o.wdA=-EI "+

E
%gﬂ (11.37.¢)

T ==2[ 7,ndd=~GJ,¢p (IL37.f)

com as duas ultimas integrais traduzindo, tal como na teoria linear, as definigdes do

bimomento e do torsor de Saint-Venant, respectivamente.

I1.3.6 PRINCIPIO DOS TRABALHOS VIRTUAIS
O ptv, quando aplicado aos corpos deformaveis, estabelece que:

W, =W, ou W, oW, =0 (11.38)

ou seja, que o trabalho virtual oW,

int

das forgas internas ¢ igual ao trabalho virtual oW,

das forgas externas. O desenvolvimento das expressdes correspondentes a essas duas

parcelas € objeto dos dois proximos sub-itens.

I1.3.6.1 Trabalho Virtual das Forcas Internas

A contribui¢do das forcas internas ¢ dada por

W, = (0,06, +7,0y,)aV (11.39)

onde V' representa o volume da barra.
Com base nas relagdoes deformacao-deslocamento (I1.33), além das integrais de

tensoes definidas em (I1.37), pode-se escrever oW, sob a forma:
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L ! ! ! !
ow,, :Io Néu'+[NW' + No'(z, cosp + y, sen@)|sv' -

- (My sen@+ M _ cos (p)§V" + [Nw' + N(p'(ze sen@—y,cos (p)]é‘w' +
+ (My cosp—M _ sen (p)ﬁw" + [Nv’(p’(ye cosp—z, sen (p)+
+ Nw’gp'(ye sen@+z, cos (p)— M v'cosp—M w'senp+ M V' seng -

- M _w"cos (0]5§0 + [Nv’(ze cosp+y, sen go) + Nw'(ze sen@—y,cos go) +

+Kp'-TV g’ - B5¢"}dx (I1.40)

verificando-se assim que a integracdo no volume V foi transformada numa integral ao
longo do comprimento L da barra. Essa expressao, ao ser explicitada totalmente em
termos dos deslocamentos, servird de base ao tratamento numérico por diferengas finitas
energéticas apresentado no capitulo III.

Para propiciar a instituigdo das equacgdes diferenciais e das condigdes de
contorno do problema, através do principio dos trabalhos virtuais, faz-se necessario
efetuar uma ou duas integragdes por partes nos termos de (I1.40) contendo variagdes das

derivadas dos deslocamentos; assim procedendo, obtém-se finalmente:

ow, = {— N'u—

!

B _Nv'+ Ngo'(zecos‘/” yesen(p)+ (Mysen(p+Mzcos¢)’} oV —

!

B 'NW,+N¢,(Zesen¢_yecosgo)+(Mzsengo—Mycosgo)'} ow+

+| W' @' (y,cosp —z,senp)+ Nw' ¢'(y,sene + z,cosp) -

n 4 " "
-M vicosp—M w'senp+ M v'senp—M _w'cosp —

- |:NV’(ZeCOS¢ +y,sen@)+ Nw'(z,senp — y, cosp)+

!

+Ko' +B' —T(])} S rdx +
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. {N&t + [N v+ No'(z,cos0 + y,senp)+ (M senp + M_cosp) FV !
+ NW'+N§0 z,senp—y, cos(p) (Mzsen¢—MyCOS§0) i|5W+

+[Nv’ z cosgo—i—yesengo)—i- Nw' (Z seno — yecos¢)+ Ko'+B'— T(I)}égp—

L
- (Mysengo + MZCOS¢)§V’ + (Mycosgo - Mzsengo)éw' - Bé(p'} (I1.41)

0

11.3.6.2 Trabalho Virtual das Forcas Externas

Em sintonia com as consideracdes sobre o carregamento formuladas através da

hipdtese 8, apresenta-se a seguinte expressao para o trabalho virtual das forgas externas:

W =], (p Sii, + p.oi )dA + U/(ﬁpﬁx + 7,00, +ﬁzéﬁz)dsT (I1.42)
i 0

onde:

p, e p. sdo as componentes, segundo as diregdes y e z, das forgas por

unidade de 4area prescritas na superficie média A, da haste, convencionadas como

positivas quando atuam no sentido positivo dos respectivos €ixos;

p.» P, € p. sdo as componentes, segundo as dire¢des x, y e z, das forgas por
unidade de comprimento de linha média prescritas nas secdes de extremidade da haste,
consideradas positivas quando, em x = L, ttm o mesmo sentido dos eixos e, em x =0,
tém o sentido oposto aos eixos correspondentes.

Substituindo, na expressdo (I.42), u_, u, e u_ dados por (IL.27), (Il.31.a) e

Y

(I1.31.b), resulta:

w,. I {5v.[pyds + 5WJ. p.ds + 6(/)-[ [— D, (Ccosgo + nsengp)
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+P. (ﬁcosgp — Csen (0)]ds}dx +
+ {(%{j p.ds +5Vj p,ds+ 5WI p.ds —
4 4 !
- 5¢)KI p, (gccosgo + 7jsen (o)— p. (ﬁcos¢ —Csen ¢))st -
¢

- V'I D, (2cosp + pseng)ds +W'I p.(Pcosp — zsen qo)ds:l -
l

14

L

- JV'I p.(pcosp — zseng)ds - 5W'I p.(2cos + Pseng)ds - 5(0'_[ ﬁxa)ds}
4 l 4

0

(I1.43)

s

LN

<S>

écsen(/)+ 7A7(1 -cosQ)

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

1 seng- gé(] -cosQ)

Figura 1.3 — Bracos de alavanca corrigidos para o calculo de momentos, em

[N . ~ ~ Ak ~ 2
conseqiliéncia da torcdo da secdo transversal (7 =1ncose—{senp e

C* = Ceosp + fiseng)

Observando, conforme ilustra a figura I1.3, que
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0 =ncosp— fsen(p (I1.44.a)

>

C* = Ceosp + seng (I1.44.b)

e, analogamente,

V' = ycosp — Zsenp (I1.45.a)
2" = Zcos@ + yseng (I1.45.b)

representam bragos de alavanca corrigidos para o célculo de momentos, como
conseqiiéncia da tor¢do da segdo transversal, reescreve-se a expressdo de 5/, , sob a

forma:

5w;1=I:L»jﬁfh+5wjﬁgh+5¢jﬁjgé*+ﬁ;r}k}ﬁ+
¢ v ‘
+ {(Mjﬁxds + 5VI p,ds+ 5WI p.ds -
0 l 14

—6¢[ [(,¢" 7. Yas —v' [, ds +w ﬁxﬁ*dS} -
l v

4

L

- 5\1"[ Py ds— 5w'j p.2 ds — 5(0'.[ ﬁxwds} (I1.46)
l l /

0

Introduzindo, em seguida, o carregamento por unidade de comprimento ao longo

da barra, estaticamente equivalente as forgas por unidade de area p, e p_ atuantes na

superficie média, dado por

q,00= | p,ds (IL.47.2)
iw=LE% (IL47.b)
mJﬁ=LFﬁﬁ”+ﬁﬁﬂ# (I1.47.c)
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também o carregamento concentrado nas se¢des de extremidade da barra

(x=0 e x=1L), estaticamente equivalente as forcas por unidade de comprimento de
linha média p ., p, e p. (atuantes ao longo da linha média dessas se¢des), o qual €

eXpresso por

F = p.ds (11.48.a)
F,=[pds (IL48.b)
F. = p.ds (11.48.¢)
M. = (p,C ~p.it Jis (1.48.d)
M, =-[ p.2ds (11.48.¢)
M. = L p.3"ds (I1.48.1)

e ainda o bimomento prescrito nessas mesmas sec¢des, definido por
B = p.wds (I1.49)

a expressdo (I11.46) de 6W,,, compativel com o carater unidimensional da formulacdo,

assume o aspecto:

ow,, = IOL [tfyév +q.0w+ mfé(p}z’x +

+{Fx5u +F ov+ F.ow— (Mf +M V' + Mzw')égo—
L

~M_ V' +M 6w —E&(ﬂ} (11.50)

0

com todas essas cargas sendo representadas, com os seus sentidos positivos, na figura

I1.4. Note-se que ndo existe indicagdo com barra superior (de valor prescrito) para as
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: V MyLT //: _
~ | 7/ 1 I«‘Z
F, C : £ ;// ) - x
] p = ]
A M, '/ F 1/ MzL/I Fy o .y
M/ B, 1B _\ " | /ll %L B,
20 // 0 qy : //
Y e o o e e e e e e e e e e e e e e e e e e 2 4 -
yL
(
y n

Figura II.4 — Carregamentos previstos no dominio e no contorno da barra

cargas momento, uma vez que as mesmas dependem em principio do dngulo de tor¢ao

@ (tal dependéncia ¢ na verdade apenas formal, ndo havendo qualquer prejuizo a

formulagdo no caso de um problema em que esses momentos sejam supostos
independentes da tor¢ao da peca).

Observando-se que as cargas momento podem ser também expressas na forma

m, :L(_ﬁyé* + .0 s =
L s nole -Gl -

- L [(' ]_Qyé:"' ﬁzﬁ)cos¢_(l_7yﬁ+[_725)3€n§0]d = m.cos@ +r.senp

(IL51)
onde

m. = L (— p,C+ ﬁzﬁ)ds (11.52.a)

r. =] (p,i+ p.Ols (IL.52.b)
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e, analogamente,

M, =L(ﬁyé* —p.n" Ms =M .cosp+ R, seng (I1.53.a)
M, =—Lﬁx2*ds =M ,cosp—M seng (IL53.b)
M. = L p.y ds =M cosp+M seng (I11.53.¢)
onde
M, = (5,6~ p.iMs (IL.54.2)
R =[ (p,i+5.C s (IL54.b)
M, =- L p.zds (IL.54.¢)
M. = P, yds (I1.54.d)

a expressao (I1.50) de oW

ext

pode, alternativamente, ser assim apresentada:

ow, ., = .[OL [tiyév +q.ow+ (n_agcosgo + zésengo)égo}lx +

+ {Fxéu + IT'yév + F.ow — [Z\Zcosqg + Egvsengo +

+M, (v'cosq) + w'sen(p) - M. (v'sengo - w'cosq))]5¢ -

L
- (]\72005(0 + Mysen(p)év' + (MyCOS¢ - Mzsenq))éw' - Eé(p'} (I1.55)

0

Ambeas as expressoes (I1.50) e (I1.55) serdo utilizadas na avaliacdo numérica do trabalho

virtual das forgas externas, conforme seré visto no capitulo III.
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11.3.6.3 Equacdes Diferenciais e Condi¢coes de Contorno do Problema

As equagdes diferenciais e condigdes de contorno do problema podem ser agora
determinadas pela aplicagdo do ptv. Assim, da igualdade entre as expressoes (I1.41) de

ow,, e (11.50) ou (I.55) de oW, , geram-se as equacdes diferenciais

L

N'=0 (IL.56.a)

[Nv’ +N@'(z, cosp+y, sengp)+ (My sen @+ M _ cos (p) } =-q,(x) (IL56.b)

!

[Nw' +No'(z, senp—y, cosp)+ (MZ senp —M | cos (p) } =—q.(x) (IL.56.c)
Nv’go’(ye cosQ — zesengo)+ Nw'go’(yesengo +z,C08 (o) —M v'cosp -

—M w'senp+ M v'senp — M _w"cos p — {Nv' (ZC cosQ+ yesen(p)—i-

+ Nw/(z, sengp—y, cosp)+ Ko’ +B'—T(1)} =m_(x)=m.(x)cosQ+T7.(x)senp

(1L56.d)

e ainda as condi¢des de contorno para o problema, ou seja,em x =0 eem x = L,

N=F. ou u=u (I1.57.2)

NV +No'(z, cosp+ y, senp)+ (My seng+M cosgo)’ = F’y ou v=vy
(IL57.b)
Nw'+ No'(z, senp -y, cos @)+ (MZ senp—M COS(p)' =F, ou w=w
(IL.57.c)
Nv’(ze cosp+y, sen go)-i— Nw'(ze sen@—y,cos g0)+ Ko'+ B’ —TV =
=-M.-M)' -M_ w'= —2\75 cosgo—]@sengo—
—A7y (w'sengo—i—v'cos go)—]WZ (W'cosgo—v'sen go) ou ¢=¢ (IL.57.d)

M, cosp+M,senp=M, =M, cosgo+]l7y seng ou Vv =v' (I1.57.e)
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M, cosp—M_senp=M, =M cosp—-M_senp ou w=w' (I1.57.1)

B=B ou ¢ =9’ (I1.57.g)

Tem-se assim concluida a formulagdo analitica correspondente ao modelo de
Attard, passando-se no item subseqiiente a abordagem do modelo de POLILLO et al.
(1998).

1.4 FORMULACAO PARA O PROBLEMA SEGUNDO O MODELO DE
POLILLO, GARCIA E VILLACA

A formulagdo de POLILLO et al. (1998) ¢ resultado de alguns aperfeicoamentos
introduzidos numa formula¢do anterior apresentada por POLILLO (1991). Para
apresentacdo dessa formulagdo, serdo utilizados os mesmos sistemas de referéncia e
convengdes apresentados no item II.1. Com relagdo as hipoteses basicas, permanecem
validas todas aquelas definidas no item I1.2, a exce¢do da segunda, que sofre alteragao,
uma vez que o problema sera focalizado no ambito de rotagdes moderadas associadas
tanto a tor¢do quanto a flexdo. Estritamente falando, se forem introduzidas na

formulagdo de ATTARD (1986) as aproximagoes

seng = @ (I1.58.a)

cosp =1 (I1.58.b)
2

I—cosp= % (IL.58.¢)

e eliminados os termos que constituem contribui¢des de ordem superior no contexto da
teoria de rotagdes moderadas, a formulagdo de POLILLO et al. (1998), conforme ja
focalizado em POLILLO (1999), pode ser encarada como uma particularizagdo da
formulagdo de Attard, sendo esta a opcao de abordagem escolhida no presente trabalho

com o objetivo de simplificar a exposicao.
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I1.4.1 CAMPO DE DESLOCAMENTOS

Em lugar das expressdes (II.21), o campo de deslocamentos ¢ agora definido

por:

u,(x,n,5)=1_(x,5)—n o,
ox
u,(x,n,5)=1,(x,5)+n—:
0s
u,(x,n,8)=1,(x,s)—n ou,
Os

notando-se que foram eliminados os termos quadraticos nas

deslocamentos em (I1.21.a).

(11.59.2)

(IL59.b)

(I1.59.c)

derivadas dos

Podem-se obter as expressdes de u, e u, dirctamente de (I1.22), levando em

conta as aproximacodes (I1.58.a) e (I1.58.c):
¢2
U, =Vvcoso + wseno.—@ r, — 77’”

2

®»

u, =—-vsena+wcosa+er, —71@

A componente #_, por sua vez, extraida de (I1.27), escreve-se:

i, =u—('+woe)y—(w-—ve)-wp

ou, sob forma mais concisa,

sendo u, com base em (I1.29), expresso por

u=[i, +(+ w )y +(w — v'gp)é]sﬂ

29
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ecom 6, ¢ 0, apartir de (I1.30), dados por:

0.=Vv+w'e (I1.64.a)

0,=w —v'p (IL64.b)

Dessa forma, o campo de deslocamentos (I1.59) fica totalmente definido, sendo

ainda valido, pelo nivel de aproximacao da teoria, desconsiderar na expressao (I1.59.b) a

ou, o’ o :
parcela n—-=-n—, representando a variagdo de u, na espessura, ou seja,
os 2

u,(x,n,s)=14,(x,s).

Por sua vez, as expressdes para i, € u, assim se escrevem em lugar de (I1.31):

2
i, =v—p C—%ﬁ (IL.65.2)
9’ 2
i, =wp =0 (IL65.b)

11.4.2 RELACOES DEFORMACAO-DESLOCAMENTO

As relagdes deformagao-deslocamento (I1.33) reduzem-se neste caso a:

! n n A n 4 jal n vlz W'Z r2¢’2 ! ! ! A
e =u' —(V+wp)y—(w —Vv'p)-op +7+ > + 5 +V'p'z, —w @y,
(I1.66.2)
V. =20n (I1.66.b)

onde, além de serem utilizadas as relagoes (I1.58.a) e (II.58.b), foram retidos, em
conformidade com o nivel de aproximacao da teoria de rotagdes moderadas, apenas os

termos lineares e quadraticos nas derivadas dos deslocamentos u ,v,w,¢ e no proprio

angulo de tor¢do ¢ .
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11.4.3 RELACOES TENSAO-DEFORMACAO

Em lugar de (I1.36), tem-se agora as seguintes relagdes tensao-deslocamento:

V!Z r2 7'2(0’2
o, =Elu —("+w)p—(w V') -wp"+ —+ + +
2 2 2
+v'p'z, - w'go'ye:l (I1.67a)
7 =2Gp'n (IL67.b)

[1.4.4 INTEGRAIS DE TENSOES NA SECAO

A presente formulacdo prevé as mesmas integrais anteriores de tensdes ao longo

da area da secdo, as quais, mediante particularizagdo das expressoes (I1.37), tornam-se

neste caso:
viioow'? EI

N = dA=FEAlu' +—+—+z V0 -y wo' |+—¢'° 11.68.a

Lffx (u PIARE R At A A R ( )

M, = 2dA=EI ,(v' +w" @)+ EI (W' —v"p) PO, 11.68.b
y——Laxz =El. (V'+w'o)+ yw—V(p—2(p (I1.68.b)

_ ol _ " " " " EQz 12
M. = Lo-xydA——EIyz(w —V"@)—EL (V" +w ¢)+7¢) (11.68.¢)

12 12

K = L o.r’dd= Ele(u' +v7 + WT +z,v'p - yew'¢'] - EQ, (W =v"gp)—

ER
_EQZ (V" + WHQ))—EQQ)Q)" + 2e q)rZ (H68d)

E
B= L o.wdA=-EI ¢"+ %(/)'2 (I1.68.€)
T ==2[ 7, ndd =-GJ,p (I1.68.1)
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I1.4.5 TRABALHO VIRTUAL DAS FORCAS INTERNAS

A contribui¢do das forgas internas ao trabalho virtual, computada a partir de

(I1.40), assim se escreve:

L ’ ! ! ! " ! 2 !
W, = [ | Now' +(Nv'+ No'z,)ov' = (M + M p)ov" +(Nw' — Nop'y, )ow' +

+(M, —M_p)ow"— (M v"+ M _w")dp+

+(Nv'ze - Nw'y, +K(/)'—T(1))5(/)'—Bé(p"}dx (I1.69)

forma esta adequada ao tratamento numérico no capitulo III; cabe notar que,
associando-se a cada uma das variacdes, sdo preservados apenas os termos que, além
das integrais de tensdes, contenham no maximo uma derivada de deslocamento ou

entdo, no caso do angulo ¢, o proprio deslocamento.
Da particularizacdo de (I1.41) pode-se obter a correspondente expressdo de oW,

para uso na dedugdo pelo ptv das equagdes diferenciais e condigdes de contorno do

problema:

!

ow, =J‘OL —N’éu—[Nv’+N(p'ze +(MZ +My¢))’} ov —

int

!

[ 3w = N, (1, - Mzgo)’} Sw—

—| M "+ M+ (W2, - Nw'y, + Ko’ + B' =T }560 e+

+{N§u+ [Nv’+N¢'ze +(MZ +My¢) }5v+

+[Nw'—N¢)'ye ~(m, —Mzgo)’}5w+

+ {Nv'ze —Nw'y, +K¢'+B' - T(’)} dp—(M_+M p)ov' +
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L
+(M, - M _p)ow - B&q)'} (1.70)

0

11.4.6 TRABALHO VIRTUAL DAS FORCAS EXTERNAS

Para o trabalho virtual das forcas externas, com base nas expressdes (I1.50) e

(IL.55) anteriores, escreve-se:

ow.

L
ext 0

:j (17),5V+t72 5w+m§5¢)) dx +

7{}7)(&1 +F,ov+ F.ow— (M, + My +M_w')sp -

L
~M_5V' + M oW —Eégp} =

0

= [ g, 00+ q.ow+ (. +7.0Pg] dx+

+{Fx5u +F,6v+ F.ow —(]\75 +E¢¢+M},V'+]\72W')5¢—

L
— (M, + M ,p)ov' +(M, - M .p)ow —Eé(p} (IL71)

0

onde, com a utiliza¢do de (I1.58.a) e (II.58.b), as cargas por unidade de comprimento
previstas no dominio, bem como as solicitagdes de carater concentrado presentes nas
extremidades x =0 e x = L da barra, ficam agora definidas por (ver expressoes (I11.47)

a (IL49), (11.52) a (IL.54)):

q,(%)= j P, ds (I1.72.2)
q.(x)= L p.ds (IL72.b)
m.=] (p,E + i Hs =i, 70 (I1.72.¢)
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m, = 5,8+ plis (I1.72.d)

r.0)=—[ (p,7+p.CHs (I1.72.¢)
F =| p.ds (11.72.1)
F, = pds (IL72.8)
F. = L p.ds (IL.72.h)
M. =[(5,¢ i Ms =M, +Rog (I1.72.)
M= (5, - 5.7 lis (I1.72,))
R=[ (5,71 + 5.0 s (IL72.K)
M, =-[ p.ids=M Mg (1L.72.1)
M. = L p.yds=M +M,p (IL.72.m)
M, =~ j P 2ds (IL.72.n)
M, = j . Fds (I1.72.0)
B=| pLods (I1.72.p)

notando-se ainda que foram introduzidas em (I.71) as aproximagdes M ,v'= M Woe

M.w=Mw.

1147 EQUACOES DIFERENCIAIS E CONDICOES DE CONTORNO DO
PROBLEMA

As equagdes diferenciais e condi¢gdes de contorno para o problema podem ser
também obtidas diretamente das equagdes (I1.56) e (I1.57), impondo-se as aproximagdes

(I.58.a) e (I1.58.b) e, uma vez mais, retendo-se apenas os termos compativeis com o
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nivel de aproximacgao da teoria. Dai resultam as equagdes diferenciais

N'=0 (I1.73.2)
[Nv’ + No'z, + (M. + M p) } _ (I1.73.b)
[Nw' ~Nol, —(M, -M o) } _— (IL.73.c)

!

—M =MW =Wz, — Nw'y, + K’ + B =TY) =m, =m. +7.p  (IL73.d)

e as seguintes condi¢des de contornoem x=0¢e x=L:

N=F ou u=u (IL.74.a)
N+ No'z, +(M,p+M_| =F, ou v=v (IL.74.b)
Nw' - Noy, +(M.p-M,) =F. ou w=w (IL.74.c)
Mz, ~Nw'y, +Ko'+B'=T" = - M -M v~ M _w' =
=-M.-R.p-M)y' -M w ou =0 (I1.74.d)
M, +Mp=M_=M_+M,p ou v =V (IL.74.¢)
M,-M.p=M, =M, -M.p ou w=w' (IL.74.f)
B=B ou ¢ =9 (11.74.g)

concluindo-se assim a formula¢do do problema segundo POLILLO ef al. (1998).

Para finalizar este capitulo, chama-se ateng¢ao para o aspecto de que somente por
intermédio de uma implementagdo numérica pode-se em termos praticos avaliar,
qualitativa e quantitativamente, as diferencas existentes entre os resultados fornecidos
pelos dois modelos de andlise considerados. Para este fim, sera entdo estabelecido no
proximo capitulo o correspondente tratamento numérico por diferencas finitas

energéticas para cada uma dessas formulagdes analiticas.
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CAPITULO 111
TRATAMENTO NUMERICO DO PROBLEMA

Neste capitulo, apresenta-se o tratamento numérico do problema pelo método
das diferencas finitas energéticas (mdfe), correspondente a cada uma das duas
formulagdes analiticas desenvolvidas no capitulo anterior. Para tanto, segue-se uma
metodologia semelhante aquela empregada por LIMA (1995), onde essa mesma técnica
numérica foi aplicada ao problema da flexao plana de barras prismaticas com rotagdes
moderadas.

Inicia-se, no item III.1, apresentando uma sintese do procedimento numérico
empregado, o qual ja se encontra bastante detalhado em trabalhos anteriores, como por
exemplo os de LIMA (1995) e BORGES (1994). Em seguida, no item III.2, definem-se
a discretizagdo da barra e os sistemas de numeragdo global e local adotados para
identificacdo dos deslocamentos nodais. No item III.3, apresentam-se as representagdes
em diferencas finitas escolhidas para avaliar as derivadas dos deslocamentos presentes
nas expressoes dos trabalhos virtuais interno e externo. Posteriormente, nos itens 111.4 e
III.5 respectivamente, sdo instituidas as expressdes utilizadas para avaliar

e oW,, da formulacdio de ATTARD (1986). A

ext

numericamente as parcelas oW,
introducao das condi¢des de contorno e as técnicas de resolucao do sistema nao linear
de equagdes algébricas resultante sdo discutidas nos itens II1.6 e II1.7, concluindo-se
com isso a abordagem do modelo de Attard. Finalmente, no item II1.8, ¢ apresentado, de
forma sucinta, o correspondente tratamento numérico para a formulagdo de POLILLO et

al. (1998), e destacadas algumas diferencas existentes com relagdo a formulagdo

desenvolvida para o modelo de Attard.

I11.1 METODOLOGIA DE SOLUCAO

O tratamento numérico do problema, em termos da técnica das diferencas finitas

energéticas, consiste basicamente em introduzir, nas expressoes das parcelas oW, e

int

oW, , que compdem o principio dos trabalhos virtuais, as representagdes em diferengas

exi
finitas utilizadas para as derivadas dos deslocamentos, supondo, para fins de avaliagao

desses trabalhos virtuais, a barra subdividida em trechos de integragdo, ao longo dos



quais todas as grandezas envolvidas sdo supostas constantes. Uma vez computados

ow. e OW

int ext >

mediante o somatério das contribuicdes dos diversos trechos de
integracao, e considerando-se as condi¢des de vinculagdo da barra, surge, pela aplicacao

do ptv, um sistema de equacdes algébricas ndo lineares de equilibrio que, uma vez

resolvido, permite obter a solugdo em termos dos deslocamentos nodais u, v, w e @

incognitos do problema.

I11.2 DISCRETIZACAO DA BARRA E SISTEMAS DE NUMERACAO PARA
OS DESLOCAMENTOS

A discretizagdo adotada acha-se esquematizada na figura III.1. Supde-se a barra
subdividida em N partes iguais, de comprimento A= L/N, envolvendo um total de
N +1 nos reais, assim designados por pertencerem a barra. Nota-se ainda a presenca de
dois nds externos a barra, e por isto denominados de nods virtuais, incluidos na
discretizacdo por conta da necessidade de se avaliarem as derivadas primeira e segunda
dos deslocamentos nas extremidades x =0 e x = L da barra. Considerando-se entdo um
total de NN nos na barra, tem-se a relagdo NN = N + 3. Ao conjunto de NN nos estdo
associados NN —2 trechos de integragdo, conforme também indicado na figura,
observando-se que, para os trechos localizados nas extremidades, o comprimento ¢

A/2, e que, para os demais, o comprimento vale A .

Evidenciam-se ainda na figura III.1 os deslocamentos u, v, w e ¢ numerados
de acordo com um sistema de numeracao global, onde, a um n6 genérico i da barra
(i =1 a NN ), associam-se os deslocamentos U, ,, U, ,, U, , e U,,, representativos
de u,, v,, w, e @, respectivamente. Perfaz-se assim um conjunto de 4x NN possiveis
graus de liberdade na barra, dos quais oito referem-se aos deslocamentos virtuais
UaU,eUpy;aUpy-

Na figura III.2 acha-se explicitado o sistema de numeragdo local para os

deslocamentos nodais, introduzido com o objetivo de facilitar o computo da parcela de

contribuicdo de cada trecho de integracao ao céalculo do trabalho virtual interno. Nesse

sistema define-se, em associagdo a trés nds consecutivos i —/, i, i+ 1, um conjunto de
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doze deslocamentos, a, a a,,, relacionados a u, v, w e ¢ conforme indicado na
figura. Esses deslocamentos a, (k =1a ]2) sao ligados aos deslocamentos no sistema

de numeragao global da figura IIl.1 mediante a seguinte relagdo de correspondéncia,

inerente a um trecho genérico de integragdo j ( j=1a NN - 2):

4, >U,.,, (k=1a 12) (IIL1)

0 ponto nodal real

2=L/N o ponto nodal virtual
1 2 P 3 4 i NN-3 NN-2 P, NN-I NN
[ 5 X O T O ) O O X L ]
V2 A A A iz
| — e — B —
trechos de integragdo — (1) 2) (j=i1) (NN-3) (NN-2)
t 1T 1T f
L
u UI (]5 U9 [J13 U4i»3 [J4NN-15 U4NN—/1 [J4NN-7 U4NN»3
v U2 U6 Uzo L/M Uv4i-2 (]4NN-14 U;‘NN—IO (]4NN-6 U4NN-2
w []3 U7 L/H L/15 Uv4i-1 (]4NN-13 U;‘NN—9 (]4NN-5 U4NN-1
® l]4 (]8 ljl2 lj]6 (J4i (]4NN—12 (J4NN-8 (]4NN—4 l]4NN
Figura III.1 — Discretizagdo da barra e sistema de numeragdo global para os
deslocamentos nodais
A A
"
i-1 i i+1
$—0—0——0—5
A
(j=il1)
u——= a as a,
vV— 4 s 4y
w - 4 a; a;
4 - 4 ag a;

Figura III1.2 - Sistema de numeragao local para os deslocamentos nodais
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I11.3 REPRESENTACOES EM DIFERENCAS FINITAS PARA AS DERIVADAS
DOS DESLOCAMENTOS

Conforme visto no Capitulo II, os termos contidos nas expressdes de oW, e

int

/4

ext

considerando-se ambos os modelos de flexo-tor¢do estudados, contém apenas

derivadas de primeira e segunda ordem dos deslocamentos, as quais serdo avaliadas
utilizando as representacdes em diferencas finitas explicitadas nos dois sub-itens
subseqiientes. Recorde-se que, na implementa¢do numérica, tais derivadas sdo supostas

constantes ao longo de um trecho de integragao.

II1.3.1 DERIVADA PRIMEIRA

Para a derivada primeira dos deslocamentos serdo adotados dois esquemas de
avaliagdo: a representacdo convencional e a representacdo reduzida, esta ultima assim
denominada por GARCIA (1987). A adog¢ao dessas duas representagdes para a derivada
primeira se deve ao fato, ja constatado anteriormente por BORGES (1994) ¢ LIMA
(1995), de que o procedimento numérico conduz a singularidade no sistema de equacdes
algébricas (associada especificamente ao deslocamento u ) quando se procura utilizar

apenas a representa¢do convencional ao longo do dominio da barra.

I11.3.1.1 Representacio Convencional

Considere-se, para fins de obtengdo da derivada primeira em representacao

convencional, o esquema da figura I11.3. Seja f (x) uma fungdo genérica representativa
dos deslocamentos u(x), v(x), w(x) e ¢(x), a qual, para os pontos i—/ e i+1,
distantes 24 entre si, vale f,_, e f,,,, respectivamente. A derivada primeira nesse tipo

de representagdo, avaliada no ponto pivotal i, ¢ expressa por

SEN.
=57 = 1) (I.2)
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Tal representacao sera empregada para os trechos de integracao intermediarios, de (2) a
(NN -3 ), e também para fins de implementacao das condigdes de contorno cinematicas
em V', w e ¢ nas extremidades da barra (lembrando-se que ndo existe condi¢do

cinematica em u').

J)

0 i-1 i i+

ponto pivotal

Figura II.3 — Esquema para a representacdo convencional em diferencas finitas das

derivadas primeira e segunda de f

I11.3.1.2 Representa¢ido Reduzida

Considerando-se o esquema da figura II1.4, e admitindo que i e i+ / sejam dois
pontos nodais consecutivos da barra, a derivada primeira de f (x), em termos da

representacao reduzida, fica assim definida para o ponto pivotal m :

L -
So== = 1) (IIL.3)

com tal representacao associando-se exclusivamente aos trechos extremos de integracao

(1 ) e (NN - 2) na figura III.1, para os quais se escreve:

1

fr = z(fg - ;) (I11.4.2)
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f};} = é(fzwvz — fow-2 ) (IIL.4.b)

observando-se que os pontos pivotais P, e P, ndo representam os pontos médios dos

correspondentes trechos de integragao.

f
%)
fies
]:.‘
A2 A2
X
o i m i+l
\I\ ponto pivotal

Figura I11.4 — Esquema para a representacdo reduzida em diferencas finitas da derivada

primeira de f

I11.3.2 DERIVADA SEGUNDA

Para a derivada segunda dos deslocamentos, adota-se uma vez mais a

representacdo convencional, a qual, com o auxilio da figura II1.3, ¢ dada por:

1

fi=—5 =214 1) (I11.5)

sendo a mesma utilizada para todos os trechos de integra¢do ao longo da barra (no caso
especifico dos trechos de extremidade, tal derivada ¢ avaliada tomando-se para pontos
pivotais os nds reais inicial e final da barra).

No quadro IIl.1 ¢ apresentado um resumo, onde sdo indicados os tipos de
representacdes em diferencas finitas utilizados ao longo do dominio e também para fins

de implementagdo das condi¢des de contorno.
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Quadro III.1 — Tipos de representagdes em diferencas finitas utilizados no dominio

e no contorno da barra

Representacées em Diferencas Finitas

Derivada Contorno Dominio
Extremidades Trechos de Integragao Trechos de Integragdo
x=0ex=1L Extremos Intermedidrios

G=() e ()=(NN-2) | (D<HSNN-3)

Derivada | Convencional Reduzida Convencional
Primeira
Derivada | Convencional Convencional Convencional
Segunda

Cabe destacar que o conteido do presente item, bem como o dos itens
precedentes, ¢ comum a ambos os modelos estudados no presente trabalho. Nos
desenvolvimentos subseqiientes, abordam-se inicialmente os demais aspectos da
formulacao numérica para o caso especifico do modelo de Attard, dando-se, ao final do

capitulo, esse mesmo tratamento ao modelo de Polillo, Garcia e Villaga.

II1.4 AVALIACAO NUMERICA DO TRABALHO VIRTUAL INTERNO

A avaliagdo numérica do trabalho virtual interno oW, ¢ feita tomando-se a

correspondente expressdo analitica totalmente escrita em termos dos deslocamentos, e
encarando-a como um somatorio de contribuigdes associadas aos NN —2 trechos de
integracdo. Focalizando-se, entdo, a formulacdo de ATTARD (1986), resgata-se

inicialmente a expressao (I1.40), a qual ¢ repetida a seguir:

L ! ! ’ !
ow,, :IO Néu'+[Nv' + No'(z, cosp+ y, senw)]&v -

_ (My sen@+ M _ cos go)&v" + [Nw' + ng'(ze senp—y, cos (0)]5w' +
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+ (My cosp—M_ sen go)é'w" + [Nv'(p'(ye cosp -z, sen (p)+
+ Nw'@'(y, seng + z, cos (0)—Myv”cosq> ~M w'senp+M _v"senp -

— M _w"cos plop +[NV'(z, cosp + y, sen)+ Nw'(z, seng — y, cos )+

+Ko' —T" ]sp - Bé'(p"}dx (IIL6)

Em seguida, com base nas integrais de tensdes (I1.37), reescreve-se tal expressdo

inteiramente em termos dos deslocamentos, nela isolando-se os grupos de termos

lineares (WX ), quadréticos (SW.2Y" ), ctibicos (SW.S"® ) e quarticos (oW 2™* ) nas

int int int int
derivadas dos deslocamentos (note-se que esta classificacdo ¢ independente da presenca

ou ndo das fungdes trigonométricas sen@ e cos @ ), conforme explicitado abaixo:

W, = W™ + SWEM + W + oW 2" (111.7)

int int int int int

onde

int

Wil = IOL {EAu’éu’ +GJ, 909"+ EI 9"0p" +

+ (Elzv" +EI w"pv" + (Elyw" + E]yzv")éw"}cosz(p +

+|(E1,v" - EL w")ov" + (ELw" - Elyzv”)éw”}senzgo +

+|[(Er. = E1 - 261 v pvr + [(E1 - ET, )+ 2E1yzw"]§w”} x

X cos @ sen go}dx (I1L.8.a)

12 12 EI
5VVZ.’%UA :JOL |:EA[V2 + W2 J+7e(0'2}5u'+
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5WCUB

int

+ EAu'v'ov' + EAu'w'ow' +(EILu'¢' — EQ 0'¢p" )¢’ —

E
%(0’25(0”4‘

+| EA(z,v' 9" — y W' @' You' + EAz u' 9’0V’ — EAy u' 9'0w' +

+| EA(z u'v' =y u'w')—EQv'p' — EQ),W”¢’:|5¢’ -

EQ

E
_ ZQZ (0125‘/!_ 2y ¢!26Wﬂ COS(O+

+| EA(y,v'@' +z,w @' )ou' + EAy u'9'0v' + EAz u' 'ow' +

+| EA(y,u'v' + zu'w')+ EQV'p'— EQZW"gz)}égo' +

EQ,

= Q"o — Q" ow" |seng +

EQ.
2

+ (EIZ —El, )v"w" +EI, (v” + w”z) S cos’p+

+[(E1, —EL p"w"+ E1_(v"? +w"?) 59 sen’ep +

+ (Ely —EI. Xv”z —w"? )5(/) cosp sen@ rdx (111.8.b)
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E‘va”w’2 ~ EQZW”§0'2
2 2

+| EA(y uv'e'+ z,u'w' ¢')+ :léqo cosp +

3 12 1 12 1 EI 13
+ {EA( YV P +yew 14 +z v’w'¢’J+—€ye¢ }5\/#

EA 112

3EI
+ {T(yev” + zew’3 + zgv'Zw' +y,v'w )+ ¢

(yev’(o’z +zew'¢’2)}6¢)'+

E " 12 EO w'" 12
+| EA(=z,uv'g' + yu'w' @)+ QZ;¢ + Qy2 v }5(/) seng +

r 12 r 12

+| EA (zjv'go'z -y, z,W e )5v'+ EA(ij'go'Z —-y,z,V'Q )5w’+

212 1

+EA(zjv’2(p’+ygw ® —2yezev'w’go’)§g0}coszgo+

2.0 12 r 12 r 12

+| EA (yev o +yzwe )§v'+ EA(ZfW'(ﬂ'z +y,z,V'p )5w'+
202 1

+EA(yfv'2(p'+zew @ +2yezev’w’go’)5go}sen2(p+
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+| EA [(zf —y? )W’go'z +2yezev'(p'2]§v’+

+ EA[(zj -y! )v'go'z —2y,z,w " ]5w’ +

+2EA[(zf —y? )v’w'go’ +yezev’2¢>'—yezew'2¢’]§¢>' cospseng  dx

(I11.8.¢)

EAq
SW2UIR = j: [7 (rov 0 + 2w 0" + 2, W' g+ y v g )+

EI
+ 2e (yev’go'3 +zew’(p’3)}5qo cose +

EA
+[7(_ ZeV’3(0’ + yeW!3¢I + er12wf¢! _ ZeV’W’Z(DI)-i-

EI
+ 2e (— z V' " +yew’(p’3)}5¢) seng +

+EA_(zf —y! )v’w’(p’z +yeze(v'2(o’2 —we" )}&o cos’ @+

+ EA_(yf -z, )V'W’(D'Z +3,2, (— Vi +w'iep" )}5(p sen’ g+

+EA (yj ~z! Xv'2¢'2 —w’2(0'2)+4yezev'w’(o'2}5(p cosp seng 6@ ¢ dx

(111.8.d)

Admitindo-se, como ja destacado, que a integracdo ao longo da barra se faga
através de um somatério de contribuigdes oriundas dos NN —2 trechos de integragao,

€SCreve-se:
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oW, = ZéWl,ffN( J) (I11.9.2)

SWEH = 3 ZaWQ”A ' I11.9.b

int z int (J) ( o7 )

oW, = NfaWCUB (ITL.9.¢)
int int oS
QUAR __ & QUAR , -

W, Z W (j) (I1.9.d)

onde (j) representa um trecho de integracao genérico.

Em seguida, adotando-se as representacdes em diferencgas finitas (I11.2), (I11.4) e
(IT1.5), utilizando-se os sistemas de numeracgdo local e global para os deslocamentos, e
também a relacdo de correspondéncia (III.1), deduzem-se de (III.8) as seguintes

expressoes numéricas traduzindo a contribuicdo do trecho de integracdo (j) para os

somatorios (I11.9):

12 12

oW, }fth (j)= [ CLIN p q
p=1 q=1
CcLa]sAi’as (p’ q)COSZ (U4j+4 )+
+C (p.ghen’(U,,., )+
+Clonen(P.g)cos (U4j+4 )sen(U4/+4 ) ] U grg-10U i ps
(I11.10.2)
12 12 12
WA )= [ c®(p.gr)+
p=l q=lr=q

+C%(p,q, r)cos(U s )+
+C%%(p, q,r)sen(U4j+4 )+
+C2 (pgr)eos’(U ., )+
+C2 (pgrken’(U,.,) ] Uy Uy, i0U

(IIL.10.b)
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12 12 12

()= 333 [ ¢ (pgrs)+

p=1 q=I r=q s=r

+ CigB (p, q.r, S)COS(U4f+4 )+

+CC8 (p, q, r,s)sen(U4j+4 )+

sen

+ Ccc;gfen (p, q.r.s )COS (U4j+4 )yen(U4j+4 ) ]X

«U, U, U, U (II1.10.c)

4j+q—4~" 4j+r—4~" 4j+s—4 4j+p—4

12 12 12 12

12
S ()= 333 [ €2 (p.g.rs.t)os(U ., )+

p=1 q=I1 r=q s=r t=s

4+ COUAR (p, q.r1,s, t)sen(U4j+4 )+

sen

+ C VAR (p,q,r,s,t)cosz(U4j+4 )+

cos,cos

+C 2R (P, q.ns, t)Se”Z (U4j+4 )+

sen,sen

+ CCQogfi (p, q.r, s,t)cos(U4j+4 )yen(U4j+4) ]x

«U, U, U, U, U (I11.10.d)

4j+q—4~" 4j+r—4~" 4j+s—4 " 4j+t—4 4j+p—4

onde os indices dos deslocamentos U ¢ das variagdoes 6U os identificam em termos do

sistema  de  numeragio  global, e com  C"(p,q),..C* (p.q),
CQUA(p’q’r) EARRS) CsQeren(p’q’r)’ CCUB(p’q’r’S) RS Cigfeiz(p’q’r’s) S
C2% (p,q,1,5,t) 5oy C2% (p,q,7,5,1) representando os coeficientes associados aos

termos lineares, quadraticos, cubicos e quarticos nas derivadas dos deslocamentos, os
quais sdo fungdes das propriedades mecanicas e geométricas da barra e também do
espacamento nodal 4. Quanto aos indices p,q,r,s e t, que obedecem ao sistema de
numeragdo local, o primeiro corresponde sempre a uma variacdo de deslocamento, ao
passo que os demais identificam um deslocamento, tendo-se obrigatoriamente
q <r<s<t pela forma como sdo construidos os correspondentes somatorios. Cabe
destacar que esse conjunto de coeficientes permanece sempre o mesmo para os trechos
de integracao intermediarios, de (2) até¢ ( NN —3), sofrendo modificagdes apenas nos
trechos de extremidade, (/) e (NN —2), em funcdo de nestes se utilizar para a
derivada primeira a representacdo reduzida, em lugar da convencional, e também pela

diferenciagdo no comprimento dos mesmos (A/2) em relagdo ao dos demais (A4 ).
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Como ilustragdo, apresenta-se em seguida, para um trecho de integracao
intermediario, a obtencdo dos coeficientes associados a um termo quadratico. Tome-se,

por exemplo, o termo

E
(— —2QZ (p'zﬁv"] cos @

presente na expressao (II1.8.b). Com base nas representacdoes em diferencgas finitas
(IT1.2) e (IIL.5), e também no sistema de numeragao local dos deslocamentos da figura

II1.2, escreve-se para o trecho de integracao intermediario (j ), de comprimento A :

_EQZ 12 __EQz a,;, —a, ’ a,,—2a; +a, _
J.((/)( — ® &jcosgp dx = 5 ( 27 1) cos(ag JA =

= _E—Qz(alzz —2a,a, + a42) (&110 —20a, + 5a2) cos(ay) =

84’
= _Zﬂ% (0122 -2a,,a, +a42) oa,, cos(ag)+
i—%(anz —2a,,a, +a42) oa, cos(ag)—
- ]:;/% (0122 —-2a,,a, +a42) oa, cos(ag)

dai resultando entdio os seguintes coeficientes C°™( p,q,r ), q < r, associados ao termo

cos

quadratico em questao:

cos

£Q
C2U(10,12,12) = ——=%
( )="%5

E
Cc9%(104,12)= Q.

cos 4213
£Q
CoM(1044)=—-—=
( )="%F

cos

EQ
C%%06,12,12)=—==
( / 4’

cos
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E
C%%(6,4,12)=— Q.

cos 3

C2"(6,44)= EQ.

cos 47

C2"(2,12,12) = _EO.

cos 3

EQ
COY%(2412)="==
s ( / 41

EQ
C%%244)=-—"==
cos ( ) 8/13

Em conclusao, o trabalho virtual interno para a formulagdo de Attard ¢ avaliado
de acordo com a expressao (II1.7), cujas parcelas acham-se explicitadas no conjunto de

expressoes (I11.10).

II1.5 AVALIACAO NUMERICA DO TRABALHO VIRTUAL EXTERNO

A avaliagdo numeérica do trabalho virtual externo, tal como no caso de oW, , €

feita a partir de um somatorio de contribuicdes dos diversos trechos de integracao
considerados na barra. Entdo, recorrendo-se inicialmente a expressdo analitica (I1.50),

qual seja,

ow,, = IOL [tfyév +q.0w+ mgvé(o}dx +

+{Fx5u+Fy5v+E5w— (M¢ +Myv'+Mzw')5¢—

L
- M 6v'+ M 6w —Eé(p} (II1.11)

0

utilizando uma vez mais a discretizagdo da barra e o sistema de numeracao global dos
deslocamentos definidos no item II1.2, e ainda levando em conta a representagao (I11.2)
em diferengas finitas para a derivada primeira, obtém-se a seguinte expressdo para

avaliagdo numérica de oW, :
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%

-2
oW, = [qy(1)5U4,+2 v g.(j)5U,, +m, (J)5U4,+4}A v

J

I’
~

+

EL5U4NN—7 - E05U5 + I_ryLéU4NN—6 - E05U6 +

— — M
+ FzL5U4NN—5 - F205U7 - Mg”L + Z_EL(UthN—z - U4NN—10 )+

" ZAL (U"NN" ~ U )}5U4NN—4 +| M+ 2—i U, -U,|+

M. M M M,
+ 2/10 (UII -U )]5(] + ;L 5U4NN1 _yL5U4NN-9 - #5U11 +

2
M M, M. M, M.

+ 2;" oU, —2—;(5U4NN_2 + 2—;5U4NN_10 + 2—/10(5U,0 - 2—/1"5U2 -
B B B B

—2—i5U4NN +2—35U4NN,8 + 2—25% —2—;5U4 (111.12)

onde q,(j), 4.(j) ¢ m.(j) séo as cargas de dominio associadas ao trecho de integracdo
genérico (j) (supostas constantes ao longo do mesmo), definidas pelas expressoes
(I1.47), e IT'X, fy, IT‘Z, M., M,, M_ ¢ B sdo as possiveis cargas de extremidade,
definidas por (I1.48) e (I1.49). Cabe destacar que o comprimento A, do trecho de

integragdo (j) ¢ igual a A para os trechos intermedidrios e A/2 para os trechos
extremos.
Adotando em seguida, como ponto de partida, a expressdo alternativa (I1.55)

para oW, , qual seja,

w.. I [qy5v+q 5w+(m cosQ +7; sengo)é(p] dx +
+ {Fxéu +F ov+ F.ow— {Mﬁcosgo + R.seng +

+M, (v'cosq) + w'sen(p) -M. (v'sen(p - w'cos(p)}5¢ -
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L

- (Mzcosgo + Mysen(p)év' + (Mycosq) - Mzsengo)éw' - l_ié(p'} (IT1.13)

0
esta assume o seguinte aspecto ao ser submetida ao tratamento numérico:

NN-2

Wy = 2, {q_y(jﬁUw +q.(J)0U ;5 +

J=1

+ [mf (j)cos (U 4j+4 )+ r-()s e”(U4j+4 )]3U4j+4 } i+
+ EL5U4NN—7 - E05U5 + EL5U4NN—6 - Fy05U6 +

+ EL6U4NN—5 - F_;oéU7 - |:A7§LCOS(U4NN—4 )+ EgLsen(U4NN-4 )+

M

Z_f (U4NN—2 —U wv-10 ) cos (U4NN—4 )+

2_; (U4NN—1 —U v ) S en(U4NN—4 )_
- 2; (U4NN—2 - U4NN—10) Sen(U4NN—4 )+

+ 2_/? (U4NN—1 U o ) cos (U4NN—4 ) OU py—s +

_ M
+ Miocos(U8)+Riosen(U8)+ 2—/{1)(U]0—U2)COS(U8)+

M M
+ 2/{0 (Uu -U; )Se”(Ug )_ 2/;0 (UIO -U, )Sen(U8 )+

M M
+ 2/;0 (Uu -U; )COS (U8 ) oU; — Z—EL S en(U4NN—4 )5U4NN-2 +

M, M
2; s en(U4NN—4 )5U4NN-10 - 2_/1LCOS (U4NN—4 )5U4NN-2 +

+

M M M
+ 2; COS(U4NN-4 )5U4NN-10 +2_iosen(U8 )5U10 - Z_fsen(Ug )5U2 +

M M M
+ 2;0 COS(U8 )(5U10 - 2;0 cos (U8 )5U2 + 2; COS(U4NN—4 )5U4NN-1 -
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M

; M
_ 2; COS(U4NN.4 )5U4NN_9 —2—;LLS€H(U4NN.4 )5U4NN-1 +

M M M
+ ZEL Sen(U4NN—4 )5U4NN-9 _Z_fCOS(Ug )5U11 + Z_fCOS(Us )5U3 +

M, M, B B

+ 2/10 sen(U, )oU,, - 2—/1osen(U8 YU, —2—;5U4NN +2—;5U4NN,8 +
B, B,

Bosy _Bigy, 1114
207 (D

onde 7. (j) e 7.(j) sdo cargas prescritas de dominio definidas por (IL.52), ¢ M., R,,
M , € M _ sio cargas prescritas de contorno definidas por (I1.54). Observe-se que em

(II[.14) ha um significativo acréscimo de termos, comparativamente a expressao
(II1.12).
Dessa forma, fica concluida a avaliagdo numérica do trabalho virtual externo

para o modelo de Attard.

I11.6 INTRODUCAO DAS CONDICOES DE CONTORNO

O procedimento numérico utilizado requer apenas condi¢des de contorno
cinematicas, as quais acham-se explicitadas nas expressoes (I1.45) do capitulo anterior.
Para ilustrar a implementacao numérica dessas condicdes, considere-se, por exemplo, o
caso em que se tenha na extremidade x=L da barra o deslocamento axial e o

empenamento restringidos. Neste caso:

u(L)=0=U,y_, =0

’ U _U _
olt)o= a0, U, =0

notando-se que essas condigdes foram escritas diretamente no sistema de numeragdo
global, com o auxilio da figura III.1, e que, no caso da condi¢ao de contorno na derivada
primeira, fez-se uso da representacdo convencional (I.2). Além disso, considerando

que, de acordo com o ptv, quando se tem um deslocamento prescrito, a correspondente
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varia¢ao ¢ nula, faz-se ainda:

ou(L)=0= U, =0

5U4NN — 5U4NN—8

5(p'(L): 0= 7

=0= 90Uy =0U 5 =0

No quadro III.2 estdo dispostas todas as possiveis condi¢cdes de contorno
cinemadticas, para o caso mais simples de condi¢gdes homogéneas, acompanhadas do

respectivo tratamento numérico.

Quadro III.2 — Tratamento numérico das condi¢des de contorno

Condic¢ao de contorno Extremidade da barra
x=0 x=L
1/[=0 U5:0—)5U5:0 U4NN-7:0—)5U4NN-7:0
V=0 U6:0—)5U6:0 U4NN6_0_)5U4NN5:0
W:O U7:0—)5U7:0 U4NN5_0_>5U4NN5:0
p=0 U, =0—->0U;=0 Uy, =0—>0U,,, =0
vi=0 Uy-U,=0- Uiz =Ussnoro =0
oU,, —oU, =0 OU yon.s =0U yyypp =0
w'=0 U,-U;=0-> Uiiva =Usnyo =0—
oU,, —oU; =0 OU .1 =0U pyy.g =0
o' =0 Uu,-U,=0— Upv =Ugpwy-s =0
oU,, =oU, =0 OU sy =0U s =0

Cabe por fim destacar que os deslocamentos axiais relativos aos nos virtuais / e
NN, a saber, U, e U,,,_;, a rigor ndo tém qualquer participagdo na analise (uma vez
. : " . . : -
que ndo surge a derivada u” na formulacdo e ndo existe condi¢do de contorno
cinematica em u'), sendo mantidos, com valor nulo, apenas para facilitar a

implementagdo computacional. Em vista disso, tem-se sempre como condi¢des
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adicionais:

U,=0=0U,=0

Upys =0=0U jyy; =0

III.7 RESOLUCAO DO SISTEMA NAO LINEAR DE EQUACOES
ALGEBRICAS

Procedendo-se a igualdade entre oW,, e oW,

L. » EXPressos respectivamente por
(II1.7) e (II1.12) ou (III.14), introduzindo-se, num dado exemplo, de acordo com o item
precedente, as condi¢cdes de contorno cinematicas requeridas, e considerando que as
variagdes dos deslocamentos incognitos sdo arbitrarias, resulta um sistema de n

equagdes algébricas nao lineares de equilibrio, o qual pode ser assim expresso:

F(X, X, X,,..X,)=0 (i=1an) (I11.15)

onde F, representa cada uma dessas n equacdes, escritas em fungdo dos n

deslocamentos nodais incognitos do problema, designados por X,, X,, X ..., X

n

Focalizando, agora, a resolucdo do sistema ndo linear (III.15), optou-se
inicialmente por adotar o método de Newton-Raphson, o qual se mostrou eficaz em uma
boa parte das andlises realizadas. Entretanto, ao serem tratados problemas de
instabilidade elastica, para os trechos de baixa declividade na trajetdria de equilibrio, e
também nas proximidades de pontos limites de carga, houve em geral sérias restrigoes
ao emprego da referida técnica. Com efeito, conforme ja constatado por outros autores
(por exemplo, GARCIA (1987) e GRACA (2000)), nessas regides a convergéncia para a
solucdao torna-se consideravelmente mais lenta, sendo que, em alguns casos, nao se
consegue obté-la mesmo apds sucessivas tentativas de ajustagem do passo de carga. Em
outras situagdes, hd convergéncia, porém com a ocorréncia de saltos (snap-through)
para um outro ramo (estavel) do caminho de equilibrio. Resolveu-se entdo, visando
contornar essas dificuldades, implementar técnicas mais eficazes que incorporam, em

sua concepgao, o incremento do parametro de carga no processo iterativo. Dentre essas
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técnicas, foram testadas as seguintes: GDCM (Generalized Displacements Control
Method), Arc-Length Method (com comprimento de arco cilindrico) e o Método do
Controle de Deslocamentos (BATOZ e DHATT (1979)). Apds os diversos testes
efetuados, pode-se apontar o GDCM como a técnica que maior potencial demonstrou
para vencer as regides da trajetoria de equilibrio que usualmente se mostram mais
desfavoraveis para fins de obten¢do de convergéncia. Todavia, a maior simplicidade do
método de Newton-Raphson, e a sua comprovada eficdcia numa ampla variedade de
situagdes, dao suporte a estratégia de sempre utilizd-lo numa primeira tentativa para a
determinagdo da trajetoria de equilibrio, deixando-se o uso de uma técnica mais
apurada, no caso a do GDCM, porém envolvendo um maior grau de complexidade,
apenas para os problemas onde efetivamente surgem dificuldades mais sérias de
convergeéncia.

Subseqiientemente, serd focalizada a técnica do GDCM, da qual o método de

Newton-Raphson pode ser considerado caso particular.

[11.7.1 TECNICA DO GDCM NA OBTENCAO DA TRAJETORIA DE EQUILIBRIO

Seja uma iteragdo genérica k dentro do processo iterativo para a obtencao do
ponto da trajetéria ndo linear de equilibrio correspondente a etapa j de carga. Quanto
ao carregamento atuante, aplicado progressivamente mediante incrementos, pode-se
definir uma parte deste com intensidade mantida constante € uma outra com intensidade
variavel ao longo da andlise, a qual ¢ afetada diretamente por um parametro de carga

Bi,. Como se observa, supde-se que tal parAmetro ndo permanece fixo durante o

processo iterativo (ou seja, o mesmo ¢ tratado como uma incognita adicional do
problema), com o indice k& —/ indicando que o seu valor, requerido para se realizar a
iteracdo &, provém do ciclo £ — 1.

Considere-se, em seguida, os termos de carga presentes em (III.15) reunidos no
vetor { P } 2_1 , 0 qual, ¢ de se notar, depende genericamente dos deslocamentos, uma
vez que algumas cargas se acham acompanhadas destes nas expressoes (I111.12) e (II1.14)

de oW

ext *

Tal vetor, em vista do exposto no paragrafo precedente, pode ser assim

decomposto:
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J const } / { var } / { const } / J { ref } /
{p}k—lz p 1+ p P P SRR

k-1 k-1

(111.16)

com a primeira parcela envolvendo as cargas ndo incrementadas na andlise, a segunda

Y
contendo as cargas de intensidade variavel, e com { p } constituindo um vetor de
k-1

cargas de referéncia.
Introduzem-se também, para proceder a citada iteracdo k£ da etapa j de carga, o

vetor desequilibrio, dado por

_FI(XJer’Xs""’Xn:ﬂ)
' _Fz(Xl’Xz’Xs""’Xn’ﬂ)
{f }J = _Fs(Xsz’Xs""’Xn;ﬁ) (IL.17)

_Fn(XI’XZ’Xj’"“ X ﬁ)

) n?

cujos elementos representam o negativo do resultado obtido pela substitui¢do, no

primeiro membro de (III.15) (previamente modificado em funcdo de (III.16)), do

T

{XJ,XZ,Xj,...,XH}ZI] e do

conjunto de deslocamentos nodais {X }j =
k-1

pardmetro de carga B/, oriundos da iteragdo k —/; a matriz Jacobiana do sistema de

equacdes (II1.15), definida por
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OF, oF, oF,  OF
0X, oX, 0X, oX,
oF, oF, oF,  OF,
0X, o0X, 0X; o0X,
[J].z _ OF, OF, oF;  OF (IL18)
k= oX, oX, 0X, oX,
oF, oF, oF, oF,
0X, oX, 0X, oX,

a qual ¢ calculada com base nesses mesmos deslocamentos e parametro de carga; e,
finalmente, o vetor de incrementos de deslocamentos, a ser determinado na iteracao

atual, expresso por

oX,
oX,
{ox } =1 ox, (IIL.19)

oX

Isto posto, passa-se entdo a apresentacdo da técnica incremental-iterativa do
GDCM, proposta por YANG e SHIEH (1990), devendo ser ressaltado que a utilizag@o

da mesma no tragado da trajetéria de equilibrio requer sempre o conhecimento prévio de

0
uma solu¢ao { X } , " de partida, tendo sido considerada no presente trabalho a dada

pelo método de Newton-Raphson.

Para facilitar o entendimento, descrevem-se os principais aspectos envolvidos

numa etapa genérica de carga j. Nesse sentido, considere-se inicialmente a solucao

AV_I .
{ X } ] , 7" do sistema (II1.15), correspondente a etapa anterior de carga. Com base

em tal solucdo, determina-se em seguida, para a etapa atual j, a denominada solugao
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j . _
incremental predita { AX } , ,4p; , onde Af; representa um incremento inicial para o

parametro de carga B’”, calculado conforme se mostra adiante (destacando-se que, no
j
caso da primeira etapa de carga, 4B, deve ser fornecido pelo usuério), e { AX }0

traduz o correspondente vetor de incrementos de deslocamentos, obtido a partir das

seguintes operagdes matriciais:

(7] {ox, }j ={pref }H (111.20.2)

0

{ax } ) =ap; {ox, ) (I11.20.b)

Com a posse da solugdo incremental predita, tem-se uma primeira aproximag¢ao para a

solugdo inerente a etapa atual de carga:

(x ) ={x 7 lax )’ (1I1.21.2)

0 0

Bl =B +4p; (II1.21.b)

. . i
a qual, por sua vez, serve de base para se estabelecer a matriz Jacobiana [ J ] ,» 0 vetor

desequilibrio { f } , © 0 vetor de cargas de referéncia { p } para dar inicio a fase
0

iterativa. Passando-se agora a esta, onde o parametro de carga varia durante os ciclos,

deve-se satisfazer a seguinte equa¢cdo numa iteracdo k genérica (k > ):

J

[/ ]2, { ox }Z={ f }Z_,+5ﬂi {p"f } (I11.22)

k-1

onde a parcela de corre¢do a ser introduzida no parametro de carga, relativa a essa

iteracdo, obedece a seguinte equacao de restri¢do:
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T

o 1] v, ),

SB! =— _ (111.23)

1o, )] (o),

j j
com {5X / } e {5X P } sendo calculados mediante a resolugdo dos sistemas de
k k

equacoes:
[ ]Z, {5X1 }; ={p"3f }:1 (I11.24.2)
(21 ox, 1 ={r )L, (II1.24.b)

os quais resultam da decomposi¢do do vetor de incrementos de deslocamentos em

(II1.22) sob a forma:

{ox } ={ox, | +opl {ox, } (II1.25)

e destacando-se ainda que, no caso do primeiro passo de carga, ¢ admitido em (I11.23)
0 1
que { 0X, } )= { 0X, } , este ultimo dado por intermédio de (I11.20.a) para j =1.
0
Uma vez determinada a corregdo Jf;/ , € em seguida obtido de (II1.25) o vetor

j : . A
{ 0X } . » bode-se atualizar o vetor de deslocamentos e tambeém o valor do pardmetro de

carga, ou seja:

j j j
{X }k={X }H+{5X }k (I11.26.a)
Bl =Bl +pl (I11.26.b)
Examina-se em seguida a convergéncia mediante um ou mais critérios pré-

estabelecidos, e caso esta nao se dé, passa-se a uma nova iteragao (partindo da

expressdo (II1.22)), onde sdo avaliadas novamente todas as grandezas envolvidas,
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culminando com uma nova tentativa de solucao (I11.26), repetindo-se assim o processo

até serem atendidos os critérios de convergéncia estipulados. Ao ser atingida a

convergéncia, passa-se & proxima etapa de carga, onde um novo incremento Af] é

. . . o RNy
calculado automaticamente, e determina-se a aproximagao inicial { X }0 ,B; para a

solugdo, que evolui em precisdo ao longo do ciclo iterativo da forma ja descrita. A

obtengdo desse incremento, para dar partida a uma etapa j (j>2) de carga, faz-se

mediante a seguinte expressao:
AB) =+4B) || | GSP |, j=2 (I1.27)

onde, conforme j4 frisado, o incremento inicial 48, , correspondente a primeira etapa de

carga, deve ser fornecido pelo usudrio, e com o pardmetro GSP (Generalized Stiffness

Parameter) sendo assim definido:

GSP = . j>2 (I11.28)

Cabe ressaltar que tal pardmetro tende a diminuir ou aumentar & medida que ocorre a
aproximacao ou o afastamento, respectivamente, de pontos limites (de carga e de
deslocamento) na trajetoria de equilibrio, e sé fica negativo imediatamente apos ser
atingido um ponto limite de carga, sendo de resto sempre positivo. Toda vez que, ao
longo da andlise, for detectado GSP < 0, deve-se proceder a troca do sinal que estiver,
nessa ocasido, a frente da formula (II1.27), de modo que possa ser invertido o sentido de
crescimento da carga.

Para finalizar, ¢ apresentada a particularizagdo do GDCM para o caso em que o

carregamento se mantém constante numa etapa j de carga. Nesta situagdo, deve-se

fazer em (I11.20.b), ou seja, na fase incremental,

AB] = prescrito (111.29)
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e em (II1.22), isto ¢é, na fase iterativa,

Bl =0 (k>1) (I11.30)

recaindo-se desta forma no método de Newton-Raphson, que pode portanto ser

encarado como um caso particular do GDCM.

I11.7.2 CRITERIOS DE CONVERGENCIA

Foram adotados dois critérios de convergéncia: através dos deslocamentos e dos

residuos das forcas. Para o primeiro caso, tem-se a seguinte expressao:

|3 0,
Iy

< T (11L.31)

envolvendo, para uma etapa genérica de carga j, as normas dos vetores de
deslocamentos correspondentes as iteragoes k e k —1, sendo T, a tolerancia fixada, em

geral um valor entre /0~ ¢ 107 . Para a segunda verificacio, tem-se a expressao

< T, (111.32)

que exprime, para a etapa j de carga, a razao entre as normas dos vetores desequilibrio
utilizados na iteragdo atual £ e na primeira, comparada com uma tolerancia 7,, também

variando de 710~ a 107 .
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II.§ TRATAMENTO NUMERICO PARA O MODELO DE POLILLO,
GARCIA E VILLACA

Aborda-se neste item a formulacdo numérica para o modelo de POLILLO et al.
(1998). Uma vez que sdo mantidos validos todos os aspectos apresentados nos itens
I11.2, II1.3, II1.6 e II1.7, fica-se restrito tdo somente ao conteudo dos itens II1.4 e III.5,

envolvendo a avaliacdo dos trabalhos virtuais interno e externo, respectivamente.

I11.8.1 AVALIACAO DO TRABALHO VIRTUAL INTERNO

Explicitando-se oW,

int >

dado por (IL.25), inteiramente em fungdo dos

deslocamentos, e seguindo a mesma rotina do item I11.4, tem-se:

W, =W + oWl + sw P (I11.33)

int int int

onde

int

owi =’ [EAu’au’ + G030 +(ELV + EL w"ov" + (EL w"+ EI_v")ow" +

+ Elwgo"égo"}dx (IIL.34.a)

12 12
QUA __ L v w o o Ele 12 '
ow.,. —.[0 {EA( 5 + 5 +zV'ep yew¢J+—2 1) }&t +

+ EAw'v' +z,u'9") ov' + EA(u'w' — y u'p") ow' +
+ EA(zeu’v'—yeu’w’)+ Elu'ep'-EQ V9" EQ W' ¢'- EQw¢’¢"} o'+

E
+|(EL —EI "o —2E1 v - —2Q go’z} P

E E
+| (&1 —Ely)v"(0+2E1yzw"(p——§y (0'2} ow" ——gw 0" Sg"+
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4 [(EIZ — EI "'+ EI_(w" —v“)} op b dx (I11.34.b)

13 112 3 12 1 12 1
oW :‘[OL{ {EA(‘; +w; + Ze‘; ¢ +Z€W2 4 —y VW' =y 2w " |+

El EI
+—;Z€ 0"’ +[EAZ§ + Ze]v’go’2 } o' +

13 121 12 1 12 1
3 El
N EAW +v wooyvie 3yw (p+zev'w'(p' _ eye(p!3_+_
2 2 2 2
EI
+| EAy? + Zejw’(o'z }5w'+
B z v!j’ y W/3 y V,ZW’ z V’W’Z
+ EA €2 _ 62 _ e 2 + e 2 _2yeZeVIW!¢I +

3EI EI EI
+ > < (zgv'¢)'2—yew’¢)'2)+[EAzj + Zejv'2(0'+ [Eij + ;Jw'zgo'+

14 [ " [ ERe 1 !
+EQ V' pp' ~EQ.W' 99" +— p"” } 5o+

EQ
" 2 n_2 12 "
+[E[yv ¢  —El W'+ Zygo(p J o'+

E
+(Elzw”¢)2 —El V"¢’ ——2QZ

(0(012] 5W” +

EQz Wﬂ 12

"2 "2 n..n EQJ/ " _12
+| El v o+ El.w (o—ZEIyZVW(/HrTV(p - Q' | opp dx

(I11.34.c)

notando-se, em relagdo as correspondentes expressoes (I11.8) do modelo de Attard, uma

significativa redu¢do na quantidade de termos envolvidos, tanto pela auséncia de termos

quarticos, como de fungdes trigonométricas.

Recordando-se que, de acordo com o tratamento numérico utilizado, a integracao

ao longo da barra se faz através de um somatorio de contribui¢des oriundas dos NN —2
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trechos de integracao, escreve-se:

LIN & LIN .

W, ZéWw (j) (I11.35.a)
SWEY = NfaWQUA (j) (111.35.b)
int — int * *

NN-2
WY = ZMV;,UB (I11.35.c)

com as seguintes expressoes traduzindo a contribuicdo do trecho de integracdo genérico

( j) aos somatorios (I11.35):

2 12
W (j) = [B“N @) Uy 5U4m,_4} (I11.36.a)
p=1 gq=I
» 2 12 12 »
W)= B (p,q.r) U,y Ugsry 0U,., (IIL.36.b)
p=1 q=1r=q
cus 12 12 12 12 s
oW, (J)= {B (p.q.r.s) Uiga Ugirs Uyisy 5U4j+p—4:|
p=1 q=I r=q s=r

(I1.36.¢)

111.8.2 AVALIACAO DO TRABALHO VIRTUAL EXTERNO

A expressao (I1.71) para o trabalho virtual externo, qual seja,

W, = (@,0v+q.ow+m.0p) dv+

+{Fx5u +F ov+ F.ow— (Mf +M V' + Mzw')égo—
L

~M_ V' +M 6w —Eégo} =

0
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= IOL [q_y5v+ q.ow+ (11_15 + @go)&p] dx +

+{Fx5u+F’y5v+Fz§w —(Az,: +§§(p+2\7yv’+2\72w’)6¢—

L
— (M, + M ,p+)ov + (M, - M.p)w —Eéq)'} (111.37)

0

uma vez submetida ao tratamento numérico, assume o seguinte aspecto:

NN-2

W=y [ay (U, r +G.( 1)U 5., +m¢(j)5U4,~+4}ij "

J=

+ FxL5U4NN—7 - RoéUj + FyLéUz/NN—é - EaéUa +

F F e )
+ FzL5U4NN—5 - F205U7 - Mg“L + 7 U4NN—2 - U4NN—10 +

M. M
" 2; (U4NN7] U ):|5U4NN4 + [Mg“O + 2—;0([]10 -U, )+

M, M M M
+ 2; (UJI -U; )]5U8 +2—f5U4NN-1 - —yL5U4NN-9 - 2—/{05(]11 +

22
M 0 Mz Mz Mz Mz
+ 2/{ oU, —2—;5U4NN_2 + 2—;5U4NN_,0 + 2—/1”5U,0 — 2—/{"5U2 —
B B B, B,
_2_35U4NN +2_35U4NN—8 + 2—25U12 —725U4 =

NN-2

-y {qy ()OU 4., +4.()OU ., + [m.G)+ 76U ., bU ., }i_,- +

Jj=1

+ EL5U4NN—7 - FxoéU5 + EL5U4NN76 - FyoaUa +

_ _ . M,
+F zL5U4NN—5 -F 205U7 -\ M EL + RCL U4NN—4 + 7(U4NN—2 - U4NN—10 )+

M. _ M
+ 2_; (U4NN—1 - U4NN—9 )j|5U4NN—4 + [M &0 + R:0U8 + 2_;{0((]10 - U2 )+

yL
U4NN-45U4NN-10 -

2

M, M
+ 2/10 (UII - U3 ):|5U8 - TfU4NN—45U4NN-2 +
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M. M. M, M
_2_;5U4NN—2 + 2_;5U4NN—10 +2_;U85U10 - 2_;;)U85U2 +
M, M, M M
+ 2/10 5U10 - 2_/105[]2 +2—/J{L6U4NN—J - 2—f5U4NN-9 -
M. M. M, M,
_2_;U4NN—45U4NN—1 + 2_;U4NN-45U4NN-9 _2_E5U11 + 2_E5U3 +
va M. B B
+ 2/1” U,oU,, — 2—/1”U85U3 - 2—;(5U4NN +2—;5U4NN_8 +
B, B,
205y _Bosy 111.38
PN 12 b 4 ( )

ficando assim concluida a formulacdo numérica para o modelo de Polillo, Garcia e

Villaga.

Uma vez aplicado o mdfe a ambas as formulagdes analiticas apresentadas no
capitulo II, torna-se evidente que o modelo de Attard, com expressdes
significativamente mais carregadas de termos, inclusive com a presenga de fungdes
trigonométricas, exige um consideravel aumento de esforco computacional

relativamente ao modelo de Polillo, Garcia e Villaga.

67



CAPITULO IV
APRESENTACAO E ANALISE DE RESULTADOS

No presente capitulo, faz-se uma comparacdo efetiva entre os modelos de
ATTARD (1986) e de POLILLO et al. (1998), vistos analitica e numericamente nos
capitulos II e III respectivamente, a partir da anélise de sete casos coletados em
trabalhos diversos sobre o assunto, utilizando-se para tal os programas computacionais
desenvolvidos (em linguagem Fortran) para cada um desses modelos, com base no
mdfe, os quais serao doravante referidos como ATT e POL, respectivamente. No estudo
especifico dos dois casos finais, como uma ferramenta adicional para a interpretagdo
dos resultados obtidos, faz-se uso também do software comercial ABAQUS.

As andlises em questdo se concentram no objetivo primordial do presente
trabalho, que ¢ o de melhor investigar a conveniéncia de se admitirem angulos de tor¢ao
@ no ambito de grandes rotacdes, tal como previsto pelo modelo de ATTARD (1986),
frente a premissa de considera-los no dmbito de rotagdes moderadas, conforme o
modelo de POLILLO et al. (1998), lembrando-se que a magnitude dos angulos de flexao,
por ambos os modelos, fica limitada ao contexto de rotacdes moderadas (aspecto este
que se procurou manter sempre sob controle nas andlises efetuadas).

Cabe por fim destacar que os resultados aqui apresentados, quando provenientes
das andlises numéricas realizadas com o auxilio dos programas ATT e POL,

correspondem sempre ao uso do espacamento nodal A=L/12, para fins de

discretizagdo da barra, e das tolerancias (ver item 111.7.2) T, =T, = 10~°, para fins de

encerramento do processo iterativo, os quais, em funcdo dos testes realizados, podem

ser considerados como plenamente adequados em todos os exemplos examinados.

IV.1 EXEMPLO 1: TORCAO COMBINADA COM TRACAO EM BARRA DE
SECAO RETANGULAR ESTREITA

O presente caso, encontrado em ENGEL ¢ GOODIER (1953), e cujo esquema
estrutural estd representado na figura IV.1, representa um primeiro teste de aferi¢do para
as formulacdes numéricas aqui estudadas e para os proprios programas computacionais

elaborados. O estudo foi idealizado, conforme relatam os autores, objetivando



demonstrar a influéncia de uma forca axial de tragdo na rigidez torsional do elemento
estrutural em questdo. Para tanto, obtiveram e apresentaram resultados tedricos e
experimentais, € os compararam entre si. A peg¢a analisada ¢ de aluminio, bi-apoiada, de
secdo retangular estreita, solicitada por uma forca axial de tragdo P numa das

extremidades, e por um momento aplicado de tor¢do 27, no meio do vdo, conforme

mostra a figura IV.1. Para fins de analise foi considerado, no presente trabalho, o

esquema equivalente de meia-barra mostrado na figura IV.2, com a atuacdo em x = L

do carregamento F, =P ¢ M o =1T,, sendo também assinaladas nessa figura as

condigdes de contorno cinematicas inerentes ao tratamento numérico do problema pelo
mdfe (lembrando-se que somente este tipo de condi¢do ¢ requerido pelo método
numérico em questdo). Na tabela IV.1, por sua vez, sdo apresentadas as propriedades do
material e da secdo transversal utilizadas nas analises, ressaltando-se que estas ultimas
sdo automaticamente calculadas dentro dos programas computacionais desenvolvidos.
Convém destacar ainda que, pela falta de informacdo sobre o valor do moédulo de
E
2A1+v)’
tomando-se para G o valor fornecido no trabalho ENGEL ¢ GOODIER (1953), e

elasticidade longitudinal E, este foi determinado a partir da expressdo G =

adotando-se para o aluminio o coeficiente de Poisson v igual a 0,33.

IV.1.1 RESULTADOS ANALITICOS

Em ENGEL e GOODIER (1953) ¢ apresentada uma equagao para o problema, a
qual, referindo-se ao esquema de meia-barra da figura 1V.2, relaciona linearmente o

momento de tor¢do aplicado 7, com o angulo de tor¢do por unidade de comprimento

@' = constante , para um valor fixo de P:

Pl
T, :—[GJ +— jqp' (IV.1)

Tem-se assim um problema de tor¢do uniforme, para o qual fica definida uma rigidez
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0,762 mm

> : 27;) P > 37,82 mm

L= 381 mm i L= 381 mm

Figura IV.1 — Esquema estrutural do exemplo 1

vi=w' =0
u=v=w=¢=10 \
/ g5 P
- <-— —>
x |
o
vy
i L =381 mm

Figura IV.2 — Esquema equivalente em meia-barra utilizado nas analises

Tabela IV.1 — Propriedades do material e da secdo transversal

E=70477-% -
PROPRIEDADES DO MATERIAL mm
G = 26495L2
mm
A=2882mm’
Iy =()
N I.=1,=3435mm’
PROPRIEDADES DA SECAO
4
TRANSVERSAL J, =3,578 mm

R, =7,370x10° mm’
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PI
torsional aparente (assim denominada por Engel e Goodier), K, = GJ, +7€, funcado

da intensidade da forca de tragao.

Recorrendo-se em seguida aos modelos analiticos estudados no capitulo II,
considera-se inicialmente a formulagdo de Attard, mais precisamente o conjunto de
equacdes diferenciais (I1.56) e condi¢des de contorno (II.57). Observando-se na tabela
IV.1 que, para o tipo de secdo transversal em estudo (figura IV.1), varias propriedades

resultam nulas, pode-se obter, sem maiores dificuldades, a seguinte solu¢do para o

problema:
PI E I’
T, =—GJ +—<|p'——| R, ——=¢ Y = @' =constante V.2
0 ( T j(p 2[ ¢4 }(o @ (IV.2)
o(x)=p'x (IV.3)
P I
U =———¢'" =constante V4
EA ZA(D ( )
u(x)=u'x (IV.5)

com os demais deslocamentos, v(x) e w(x), nulos.

Passando-se agora ao modelo de POLILLO ez al. (1998), onde estdo envolvidas
as equacdes diferenciais (I.73) e as condi¢des de contorno (II.74), chega-se, pela
auséncia de flexdo, exatamente as mesmas equacdes (IV.2) a (IV.5), evidenciando-se
portanto que, no caso presente, ndo ha qualquer interferéncia da magnitude do angulo de

torcdo ¢ na solugdo (entretanto, essa interferéncia se faz sentir no calculo dos

deslocamentos u, € u, ).

A equagdo (IV.2), como se observa, difere da anterior (IV.1) por um termo ndo
linear em ¢'’, cuja influéncia passa a ser entdo quantificada. Cabe destacar que em

GHOBARAH e TSO (1971) foi deduzida, para o mesmo tipo de elemento estrutural e
também no ambito de grandes angulos de tor¢do, uma expressao para o caso de tor¢ao
pura (ou seja, com P = () que combina perfeitamente com (IV.2).

Em ENGEL e GOODIER (1953) foram apresentadas, com base em (IV.1), as

retas solugdes 7), versus @' para trés niveis da forca de tragdo P, a saber, P =331,8N,

P=2086,3N e P=39938N. Fixando estes mesmos valores de P, foram entdo
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obtidas, no presente trabalho, as correspondentes respostas provenientes da equagao
(IV.2). Todos esses resultados acham-se explicitados nas tabelas (IV.2.a) a (IV.2.c),
para seis valores distintos de 7, e também nos graficos da figura IV.3, sendo que as
diferencas percentuais nas tabelas foram calculadas tomando-se como referéncia a
solucdo de Engel e Goodier. Cabe ainda destacar que, para os trés niveis de for¢a axial

considerados, o valor limite de 7, foi escolhido de forma tal que correspondesse, de
acordo com a expressdo (IV.3), a um angulo de tor¢do |(p(L)| :|¢)'|L da ordem de
1 rad .

Analisando os resultados das tabelas, conjuntamente com os dos graficos da

figura IV.3, conclui-se que as diferengas nas respostas fornecidas pelas expressdes

(IV.1) e (IV.2), como esperado, crescem a medida que aumenta o valor de 7,,, notando-
se entretanto que, até um valor de |¢)’| em torno de /0~ rad/mm (o que corresponde a

|¢)(L)| da ordem de 0,4 rad), pode-se, para fins praticos, considerar coincidentes os
valores fornecidos por ambas as expressdes. Nesta circunstancia, mostra-se portanto
pouco significativa a contribuicdo do termo ndo linear em @'’ na equagdo (IV.2),
permitindo assim despreza-lo e com isso definir para o problema uma rigidez torsional

T,
aparente K, =—~.
4

IV.1.2 RESULTADOS NUMERICOS E EXPERIMENTAIS

Dando seqiiéncia a apresentacdo e analise de resultados obtidos para o problema
em estudo, consideram-se agora as respostas numéricas provenientes dos programas
ATT e POL, bem como outros resultados de natureza experimental, oriundos de
ENGEL ¢ GOODIER (1953). E de se ressaltar que, para o presente exemplo, onde se
tém os deslocamentos v=w =0 e as derivadas u' ¢ ¢’ constantes ao longo da barra, o
método numérico utilizado conduz a resultados “exatos”, ou seja, a menos de uma
margem de erro inerente ao processo iterativo, fornece os mesmos valores das
expressoes analiticas (IV.2) a (IV.5) independentemente da discretizagdo adotada
(lembre-se que o mdfe supde que todas as grandezas envolvidas, incluindo-se portanto

as derivadas acima, sejam constantes ao longo de um trecho de integragdo, o que fica,
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Tabela IV.2.a - Resultados analiticos 7, versus ¢' para P =331,8N

—o'x 10° (ﬂ)

T, (Nmm) i
Engel e Goodier Attard / Diferenca
Equagdo (IV-1) Polillo, Garcia e Villaga percentual
Equacdo (IV.2)
25 0,1335 0,1333 -0,15
50 0,2669 0,2657 -0,45
100 0,5338 0,5249 -1,67
200 1,0676 1,0050 -5,86
400 2,1352 1,7848 -19,63
800 4,2704 2,8476 -33,32

Tabela IV.2.b - Resultados analiticos 7, versus ¢’ para P =2086,3N

—o'x 10° (ﬂj

T, (Nmm) i
Engel e Goodier Attard / Diferenca
Equagdo (IV.-1) Polillo, Garcia e Villaga percentual
Equacdo (IV.2)
50 0,1261 0,1261 0
150 0,3784 0,3768 -0,42
300 0,7567 0,7447 -1,59
500 1,2612 1,2097 -4,08
800 2,0179 1,8373 -8,95
1300 3,2791 2,7036 -17,55
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Tabela IV.2.c - Resultados analiticos 7, versus ¢' para P =3993.8N

—o'x1 0’ (ﬂj
T, (Nmm) i
Engel e Goodier Attard / Diferenca
Equacgado (IV.1) ) ) ) percentual
Polillo, Garcia e Villaga
Equagdo (IV.2)
100 0,1603 0,1602 -0,06
200 0,3206 0,3200 -0,19
500 0,8015 0,7923 -1,15
1000 1,6031 1,5360 -4,19
1500 2,4046 2,2060 -8,26
2000 3,2061 2,7999 -12,67
0,005
P=3318N
0,004 1 '
P=20863 N P=3993,8 N
0,003 - ' ’
,( rad
o)
0,002 1
0,001 Attard / Polillo, Garcia e Villaga
------ Engel & Goodier
0,000 T T T T T T
0 300 600 900 1200 1500 1800 2100
7, (Nmm)

Figura IV.3 — Graficos representativos dos resultados analiticos 7}, versus ¢’ para os

trés niveis de carga P considerados
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portanto, perfeitamente atendido no caso presente). Em funcdo disso, o problema
analisado revela-se um bom teste de aferi¢do para ambos os programas computacionais
desenvolvidos, pois os mesmos, além de terem que produzir a mesma resposta entre si,
devem também reproduzir as respostas analiticas decorrentes das expressodes (IV.2) a
(IV.5).

Tendo em mente o exposto no paridgrafo anterior, foram geradas pelos

programas ATT e POL as respectivas solugdes numéricas T, versus @' (¢’ = o(L)/L)

correspondentes aos mesmos valores de P e T, presentes nas tabelas IV.2. Com efeito,

em todos os casos, pdde-se constatar a perfeita concordancia entre as solugdes
numéricas fornecidas pelos dois programas, e entre estas e as respostas analiticas
decorrentes da expressdo (IV.2), disponiveis nas tabelas IV.2. A figura IV.4 ilustra a
situagdo. Ainda a titulo de ilustracdo, sdo apresentados na figura IV.5 os diagramas

T, versus ' (u'=u(L)/L) correspondentes a solu¢do analitica dada por (IV.4),

juntamente com os pontos correspondentes as solugdes numéricas, os quais, como
esperado, ficam uma vez mais situados precisamente sobre as curvas. Pode-se assim
atestar, na situacdo presente, o bom desempenho das ferramentas computacionais

desenvolvidas.

0,0030

P=331,8 N P=2086,3 N P=3993,8 N

0,0025 A

0,0020 A

—(p'[@J 0,0015 -

mm

0,0010 A

0,0005 A Analitico - Equagdo (1V.2)

©  Numérico - ATT / POL
0,0000 T T T T T T
0 300 600 900 1200 1500 1800 2100

7, (Nmm)

Figura IV.4 — Resultados analiticos e numéricos 7, versus ¢’
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0,0024

P=39938 N

0.0018 - \\\

00012 { P=2086.3 N

u 0,0006 N\e
0,0000 99—9-\9\\

-0,0006

Analitico - Equagdo (IV.4)

o Numérico - ATT/ POL

-0,0012
0 300 600 900 1200 1500 1800 2100

7, (N

Figura IV.5 — Resultados analiticos e numéricos T, versus u'

Para complementar o estudo, mostram-se, na figura IV.6, resultados

T, versus @' experimentais, obtidos por ENGEL e GOODIER (1953), comparados aos

teoricos (analiticos ou numéricos) ja apresentados, sendo respeitado nos graficos o

limite maximo para |go’ de 107 rad/mm , estipulado no sub-item anterior, até o qual se

admite que existe, em termos praticos, uma perfeita concordancia entre os resultados
fornecidos pelas expressoes (IV.1) e (IV.2). Cabe ainda destacar que, por ndo terem sido
disponibilizados valores numéricos, os pontos representativos dos resultados
experimentais foram retirados diretamente dos graficos apresentados por Engel e
Goodier (ficando implicito que sera sempre este o procedimento doravante adotado em
situagdes analogas), incluindo-se também uma conversdo de unidades para o Sistema
Internacional (SI). A comparagdo de resultados permite concluir que as solugdes
tedricas apresentam excelente concorddncia com os pontos oriundos do ensaio
experimental, o que se constitui, de fato, num teste de validagdo dos préprios modelos
de analise adotados.

Por fim, para complementar o estudo, apresenta-se também, tal como no artigo

em foco, um diagrama, vinculado aos graficos da figura IV.6, mostrando o aumento da

.. PI : ~
rigidez aparente K, = GJ, + Ae com o crescimento da for¢a de tracdo P, o qual acha-

76



0,0010

P=331,8 N P=2086,3 N P=3993,8 N
0,0008
0,0006 -
,(mdj
—p'| =
mm
0,0004
0,0002 A
Teorico
A Engel & Goodier - Experimental
0,0000 T T T
0 200 400 600 800

7, (Nmm)

Figura IV.6 — Resultados teoricos e experimentais para 7, versus ¢'

7,0E+05

6,0E+05 A
5,0E+05 A
4,0E+05 -

K, Nmm’
rad

3,0E+05 A

2,0E+05 A

1,0E+05 1 Teorico
A Engel & Goodier - Experimental
0,0E+00 T T T T
0 1000 2000 3000 4000 5000
P(N)

Figura IV.7 — Resultados teéricos e experimentais para a variacao da rigidez torsional

aparente K, com a carga axial P

se representado na figura IV.7 (observando-se que a rigidez aparente K, para os trés

niveis de carga axial na figura IV.6, traduz o coeficiente angular das respectivas retas

T, versus ¢").
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Em conclusao, pode-se dizer que o presente exemplo constituiu-se, de fato, num
primeiro teste de validade, tanto para os programas desenvolvidos, como para os

proprios modelos teoricos utilizados.

IV.2 EXEMPLO 2: TORCAO NAO UNIFORME DE BARRA DE SECAO “1”

O segundo exemplo, extraido de TSO e GHOBARAH (1971), retrata o problema

de torg¢do ndo uniforme (ou seja, em que @' varia ao longo da barra) em uma haste de
aluminio de se¢do “ I ”, em balango, submetida a um momento aplicado de tor¢ao

M a2 =T, em sua extremidade livre, tal como explicitado na figura IV.8, indicando-se

ainda na figura as condi¢des de contorno cinematicas inerentes ao caso em estudo.
Mediante um estudo tedrico-experimental, os referidos autores procuraram validar um
conjunto de equacgdes diferenciais gerais e correspondentes condi¢des de contorno, por
eles instituidlo em GHOBARAH e TSO (1971), aplicavel aos problemas
geometricamente nao lineares de flexo-torcado em hastes de paredes delgadas de secao
aberta. Essas equacdes foram derivadas a partir de uma formulacdo nao linear para
cascas prismaticas delgadas, com o uso do principio da energia potencial total
estacionaria, ¢ levam em conta a ocorréncia de rotagdes moderadas de flexao e, tal como

no modelo de Attard, de angulos de tor¢do no ambito de grandes rotagdes.

7l
J T ;¥3,1 75 mm
) !
L 63,5 mm -7

X \CEE
y | ==

L= 9144 mm

Figura IV.8 — Esquema estrutural do Exemplo 2
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Os dados relativos ao material da barra, bem como as caracteristicas geométricas
da secdo transversal, acham-se dispostos na tabela IV.3. Cabe ressaltar que, em virtude

da falta de informacao sobre o valor do modulo de elasticidade transversal G, este foi
aqui determinado a partir da resposta linear (teoria de Vlassov) 7, versus (/)(L) para o

problema, incluida no trabalho de TSO ¢ GHOBARAH (1971), a qual, uma vez

introduzida na correspondente expressao de go(L), a saber,

T, ~
o(L)=~ BEL (AL — tanh(BL)] (IV.6)

|GJ
onde S = E]t , permite assim, a partir dos dados do problema, obter o valor de G .

Tabela I'V.3 — Propriedades do material e da se¢ao transversal

E=57362-" -
PROPRIEDADES DO MATERIAL mm
G = 20478~ -
mm
A=524,2mm’

Iy =6,937x 10" mm*

i 1, =3929%10" mm’
PROPRIEDADES DA SECAO
TRANSVERSAL 1,=4,623x10"mm*

J, =1761mm’
I, =6,993x10" mm°

R, =5355x10° mm°

ye:Ze:Iyz:Qy:Qz:QwZO
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IV.2.1 MOMENTO DE TORGCAO 7, VERSUS ANGULO DE TORGAO ¢(L)

Em TSO e GHOBARAH (1971) foram apresentadas respostas 7, versus @(L)

para o presente problema de tor¢do nao uniforme, tanto lineares quanto nao lineares, as

quais acham-se reproduzidas na tabela IV.4, notando-se que o momento de tor¢ao ¢é

3

tratado sob a forma adimensional y=T,{ J A resposta linear baseia-se na

o
expressao (IV.6), da teoria de Vlassov, ao passo que os resultados nao lineares baseiam-
se numa solu¢do analitica aproximada, utilizando a técnica da perturbagdo, para a
equagao diferencial de tor¢do ndo uniforme gerada a partir da formulagdo geral

desenvolvida pelos mesmos autores em GHOBARAH e TSO (1971).

Na tabela IV.4, sdo também incorporadas as correspondentes solugdes nao
lineares obtidas a luz dos programas ATT e POL. A proposito, cabe destacar que, tal
como ocorre no exemplo anterior de tor¢ao uniforme, também no presente exemplo os
modelos analiticos de Attard e Polillo, pela auséncia de flexdo (ou seja, v=w=20),
geram as mesmas equagdes diferenciais e condigdes de contorno para o problema, a

saber,

2
Elwco”'—GJtco'—g(Re - I; }0” =T, , com p(0)=¢'(0)=¢"(L)=0 (IV.7)
EAu' + EZI @'’ =0 , com u(0)=0 (IV.8)

e portanto conduzem a mesma resposta para # ¢ ¢, independentemente da magnitude

do angulo de tor¢ao. Entretanto, diferentemente da situacdo anterior, que constitui uma
excegdo, as correspondentes solugdes numéricas pelo mdfe ndo sdo mais “exatas”, no
sentido de que, como ¢ inerente aos métodos numéricos, dependem agora da
discretizacdo adotada. Todavia, devem os programas ATT e POL, nas analises do
problema, certamente produzir resultados idénticos para as mesmas condi¢cdes de
tolerancia e discretizacdo (aspecto este que, por si sO, serve como um teste a mais de
afericdo para os programas), o que efetivamente se concretizou, conforme se pode

observar na quarta coluna da tabela IV .4.
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Tabela IV.4 — Momento adimensional de torgao » versus ¢(L)

3
y:To( L j (L) (rad)
EI,
Solugao linear Solugao nao linear
Equacdo (IV.6)
TSO e ATT /POL Diferenca
GHOBARAH percentual
(1971)
1 0,08491 0,08484 0,08424 -0,71
2 0,16983 0,16923 0,16803 -0,71
3 0,25474 0,25272 0,25094 -0,70
4 0,33965 0,33486 0,33258 -0,68
5 0,42457 0,41520 0,41264 -0,61
6 0,50948 0,49328 0,49088 -0,49
7 0,59440 0,56867 0,56711 -0,27
8 0,67931 0,64090 0,64123 0,05
9 0,76422 0,70953 0,71317 0,51
10 0,84914 0,77411 0,78292 1,14

Como mostrado na tabela, as respostas ndo lineares idénticas dos programas
ATT e POL, quando comparadas as fornecidas pela solu¢do analitica aproximada de
TSO e GHOBARAH (1971), revelam diferencas percentuais méximas da ordem de /%,
0 que constitui assim uma prova a mais de confiabilidade para os resultados fornecidos
pelos programas. Convém registrar ainda que foram encontradas na literatura duas
outras solu¢des numéricas para o problema em questdo, ambas com a utilizagdo do mef,
desenvolvidas, respectivamente, por WEKEZER (1985) ¢ RONAGH ¢ BRADFORD
(1999). No entanto, como tais solugdes praticamente coincidem com as respostas de Tso
e Ghobarah, optou-se por ndo apresenta-las no presente trabalho.

As solugdes vistas na tabela V.4 sdo também mostradas graficamente na figura
IV.9, acompanhadas agora de resultados experimentais obtidos por TSO e

GHOBARAH (1971) em dois ensaios realizados segundo o mesmo esquema estrutural
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------ Linear analitico - Equagdo (IV.6)

10 Numérico - ATT / POL

— — = Analitico aproximado - Tso & Ghobarah

A Experimental - Tso & Ghobarah

0.0

00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10
—¢(L) (rad )

Figura IV.9 — Momento adimensional de tor¢io y versus ¢(L)

da figura I'V.8. Na figura IV.9 fica evidente a proximidade das solugdes nio lineares ja
apresentadas na tabela IV.4 com os resultados experimentais de Tso ¢ Ghobarah. Por
fim, pode-se constatar que, em todos os casos, verifica-se sempre o mesmo tipo de

comportamento para a solucdo, traduzido por graficos y versus go(L) indicando ganho

de rigidez estrutural.

IV.2.2 DEFORMACAO &, AO LONGO DA MESA SUPERIOR DA SECAO
CENTRAL

Em TSO ¢ GHOBARAH (1971), foram também calculadas, com base na sua
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solu¢do analitica aproximada, as deformagdes longitudinais & na secdo central da

barra, ao longo da linha média da mesa superior, correspondentes a um angulo de tor¢ao

go(L) de 0,315 rad (o que equivale a um valor ¥ = 3,75 para o momento adimensional

de tor¢do). Estes resultados, juntamente com os decorrentes dos ensaios realizados, mais
os analiticos fornecidos pela teoria linear de Vlassov, e ainda os correspondentes aos
programas ATT e POL (os quais sdo idénticos entre si), acham-se representados
graficamente na figura IV.10. Em relacdo aos dois ultimos conjuntos de resultados, sdo
os mesmos também explicitados na tabela IV.5 para sete pontos eqiiidistantes na mesa,

tendo-se as respostas lineares dadas pela expressao

gx = —a)¢" (IV9)

e as dos programas obedecendo a relagdo nao linear

e =u' —wp"+ 2 (IV.10)

sendo nesta ultima as derivadas de u ¢ ¢ obtidas a partir dos deslocamentos nodais,
aplicando-se as representacdes de diferengas finitas (I11.2) e (IIL.5).

Na figura IV.10 evidencia-se a excelente concordancia verificada entre as
respostas dos programas e as oriundas da solugdo analitica aproximada de TSO e
GHOBARAH (1971), notando-se ainda o afastamento destas da solucao linear a medida
que se caminha para as extremidades da mesa. Por sua vez, a concordancia das respostas
ndo lineares com os resultados experimentais desses mesmos autores pode ser
considerada boa em termos qualitativos, porém apenas razoavel em termos

quantitativos.

IV.2.3 DEFORMACAO &, AO LONGO DO COMPRIMENTO DA BARRA

Um outro estudo realizado em TSO e GHOBARAH (1971) envolveu a variacao

da deformagdo &, ao longo do comprimento da batra, calculada, numa se¢do transversal
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Tabela IV.5 — Deformacdo &, ao longo da mesa superior da se¢do central

0,0002

z (mm) e x10"
Solugao Linear ATT /POL
Equacao (IV.9) Equacao (IV.10)
-25,4 3,12 3,63
-16,9 2,08 2,34
-8,5 1,04 1,17
0 0 0,10
85 -1,04 -0,86
16,9 -2,08 -1,69
25,4 -3,12 -2,43
- — ®— Linear andlitico - Equagio (IV.9)
0,0003 --0--ATT/ POL - Equacdo (IV.10)

Teorico - TSO & GHOBARAH
A Experimental - TSO & GHOBARAH

Figura IV.10 — Deformagdo ¢_ ao longo da mesa superior da se¢do central
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genérica, para o ponto da linha média da mesa superior com coordenada z =17,8 mm,
conforme mostra a figura IV.11, e correspondente ao nivel y=3§8,0 do momento
adimensional de tor¢do (o que, pela tabela IV.4, indica um angulo de tor¢ao |(0(Ll da

ordem de 0,65 rad ).

17,8 mm

,,,,,,, e
X— Ponto escolhido

Figura IV.11 — Ponto da secdo transversal genérica onde foi calculado &,

Na tabela 1V.6, ao lado da solucdo linear, sdo registrados os valores (idénticos

entre si) obtidos para ¢_ pelos programas ATT e POL, considerando-se as 13 segoes

definidas pelo espagamento nodal A =L /12 utilizado nas andlises computacionais do
problema. Por sua vez, nos graficos da figura IV.12, além de serem incluidos os valores
presentes na tabela V.6, foram também reproduzidos os resultados oriundos da solucdo
analitica aproximada de TSO e GHOBARAH (1971), e ainda os decorrentes dos ensaios
experimentais realizados por esses autores. Mais uma vez fica evidenciada a excelente
proximidade entre as respostas de Tso e Ghobarah e a dos programas aqui
desenvolvidos, inclusive na se¢do da extremidade livre, onde a resposta ndo linear
discorda mais acentuadamente da previsdo linear, segundo a qual a deformagdo

longitudinal deve ser nula (pois ¢"=0 em x=L). Quanto a comparacdo desses

resultados ndo lineares com os experimentais, pode-se dizer que, embora ambos tenham
revelado a mesma tendéncia, j4 demonstram um razoavel afastamento entre si, o qual,
conforme observado na figura, torna-se mais acentuado nas proximidades da

extremidade livre da barra, possivelmente em razdo de que os modelos nao lineares de
flexo-tor¢ao aqui considerados ndo reproduzem a condi¢do de deformacdo ¢, nula ao

longo da se¢do x = L, ocorrida nos experimentos.
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Tabela IV.6 — Deformagdo ¢ ao longo do comprimento da barra, para o ponto

indicado na figura IV.11

X e x10°
L Solucao linear ATT /POL
Equacao (IV.9) Equacao (IV.10)
0 -1,95 -1,89
0,083 -1,55 -1,49
0,167 -1,23 -1,14
0,25 -0,97 -0,85
0,333 -0,77 -0,61
0,417 -0,60 -0,42
0,5 -0,47 -0,27
0,583 -0,36 -0,15
0,667 -0,26 -0,05
0,75 -0,19 0,03
0,833 -0,12 0,10
0,917 -0,06 0,15
1 0 0,20

Como resultado dessa série de estudos tedricos e experimentais, baseados no
trabalho de TSO ¢ GHOBARAH (1971), os quais incluiram n3o s6 a andlise de
deslocamentos como também de deformacdes, pode-se concluir que os mesmos
constituiram um excelente teste de validade para os programas ATT e POL, e ainda,

para as proprias formulagdes de flexo-tor¢cao que lhes deram origem.
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0,0010

0,0005 A

0,0000

-0,0005 A

-0,0010 A

— @— Linear analitico - Equagdo (IV.9)

--0--POL/ATT - Equagao (IV.10)
-0,0015

Teorico - TSO & GHOBARAH
4 Experimental - TSO & GHOBARAH

0,0 02 0,4 0,6 0,8 1,0
x/L

Figura 1V.12 — Deformacdo ¢, ao longo do comprimento da barra, para o ponto

indicado na figura IV.11

IV.3 EXEMPLO 3: TORCAO UNIFORME DE BARRA DE SECAO
CANTONEIRA

Este terceiro exemplo ¢ originario de GREGORY (1960a e 1960b), mas os
estudos aqui apresentados foram calcados no trabalho de ATTARD (1984) (ressaltando-
se que em ATTARD e SOMERVAILLE (1987) ha também a andlise do presente caso,
mas com uma abordagem mais resumida, e inteiramente baseada no trabalho anterior).
Trata-se de um problema de tor¢ao uniforme (ou seja, com @' = constante ao longo da
barra), tal como no primeiro exemplo, entretanto com a se¢ao transversal da haste tendo
agora apenas um plano de simetria, fato este que implica no surgimento também de
flexdo na barra. A haste ¢ de aluminio e, conforme mostra o esquema da figura IV.13,
estd em balango, possui secao transversal na forma de uma cantoneira de abas iguais

(com angulo de 90° no vértice), e se acha submetida na extremidade livre a um

momento aplicado de torgio M a=1,.

Em ATTARD (1984) foram estabelecidas solugdes tedricas para o problema,

tanto analiticas quanto numéricas, correspondentes ao seu modelo de flexo-tor¢ao
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desenvolvido no capitulo II do presente trabalho, sendo que as respostas numéricas
foram determinadas por intermédio de um programa computacional elaborado com base
no mef, utilizando um elemento de barra com 7 graus de liberdade por n6 (u, v, w,
o, Vv, w e @"). Essas solugdes teodricas, além de comparadas entre si, foram também
confrontadas com resultados experimentais apresentados por GREGORY (1960a e
1960b). Como se observa, o presente exemplo constitui uma primeira oportunidade de
comparacdo entre as solugdes numéricas obtidas por Attard, com o uso do mef, e as

oriundas da aplicacdo do mdfe, ambas referindo-se ao mesmo modelo de flexo-tor¢ao.

u=v=w=@p=v=w=90

L=1778 mm

Figura IV.13 — Esquema estrutural do Exemplo 3

Na tabela IV.7, acham-se relacionadas as propriedades do material e da se¢do
transversal da barra, requeridas nas andlises, notando-se ainda que as condig¢des de
contorno cinematicas do problema estdo indicadas no proprio esquema estrutural da
figura IV.13.

Inicialmente, serdo apresentadas as solugdes analiticas para o problema,
determinadas a partir dos respectivos conjuntos de equagdes diferenciais e condi¢des de
contorno pertinentes a cada um dos modelos de flexo-tor¢ao abordados no capitulo II.

Assim, para o modelo de Attard, tem-se solucdo expressa sob a forma:

2 4 1

z

] 2 2
TO:_Gthp’—E[Re— . L J(p's = @' =constante (IV.11)

o(x)=px (IV.12)
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Tabela IV.7 — Propriedades do material e da se¢ao transversal

24

PROPRIEDADES DO E = 89660 N/mm’
MATERIAL
G = 31130 N/ mm’
v, =-5,165 mm
A=28,05 mm’
I, =9980 mm’*
PROPRIEDADES DA 1, =249.5 mm’
SECAO )
TRANSVERSAL 1, =1996 mm
J, =8,620 mm’
Q. =5155 mm’
R, =2556x10" mm°
Zé’ =a)=]yz =[w =Qy =Q(u =0
_9
v(x)= (1-cosp) (Iv.13)
21
_9
w(x) = —(go —sen go) (Iv.14)
21,
2
1
u(x)= ( Q. +%}(§0’sen(p—(p'2x)——e(p'2x (IV.15)

4a° 2

cabendo observar que ¢’ =constante confirma tratar-se de um problema de tor¢ao

uniforme, acompanhada no presente caso de flexdo, como indicam as expressdes

(IV.13) e (IV.14). Estas ultimas sdo também apresentadas no trabalho de ATTARD

(1984) e, conforme o relato deste autor, concordam inteiramente com as obtidas

anteriormente por GREGORY (1960a ¢ 1960b). Passando-se em seguida ao modelo de

Polillo, Garcia e Villaga, repetem-se na solu¢ao do problema as equacdes (IV.11) e

(IV.12), modificando-se entretanto as fungdes representativas dos deslocamentos
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transversais, v € w, e axial u, que se apresentam agora sob o aspecto:

_0. (¢’

v(x)——ZIz( j (IV.16)
_0. (¢’

w(x)= q [—6 j (V.17)
_ sz _sze ¢’4x3 _ Ie 12

u(x)= PRl } e (IV.18)

observando-se que tal solugdo, pela ocorréncia de flexao neste exemplo, ¢ efetivamente
valida apenas no ambito de rotagdes moderadas, tanto de flexdo como de tor¢ao.
Quanto aos resultados das andlises, sdo inicialmente apresentadas nas tabelas

IV.8.a a IV.8.c respectivamente, as respostas T, versus ¢(L), T, versus v(L) e
T, versus w(L) correspondentes a diversos valores do momento aplicado de tor¢io 7,

notando-se que, em todas essas tabelas, estdo presentes os resultados oriundos do
modelo de Attard, tanto analiticos (equacdes (IV.12) a (IV.14)) quanto numéricos, estes
ultimos obtidos através do mef (ATTARD (1984)) e do mdfe (ATT), bem como as
respostas numéricas, também segundo o mdfe, correspondentes ao modelo de Polillo,
Garcia e Villaga, fornecidas pelo programa POL. Na figuras IV.14 a IV.16 podem ser
visualizadas graficamente todas essas solugdes apresentadas nas tabelas.

Iniciando-se a andlise de resultados pela tabela IV.8.a e correspondente figura

IV.14, observa-se que as respostas 7, versus (p(L) determinadas por ATTARD (1984),

com 0 seu programa baseado no mef, e pelos programas ATT e POL (mdfe), coincidem
nao sO entre si, como também com a propria solucdo analitica dada pela equagdo
(IV.12). Esta coincidéncia, que independe da discretizacdao escolhida, esta diretamente

ligada ao fato de que a obtengdo de (o(x) fica independente da dos demais
deslocamentos incognitos, como indica a equagdo (IV.11), e de ¢’ ser constante ao
longo da barra, conforme resulta dessa mesma equagdo (observando-se que no mdfe ¢’

¢ efetivamente suposto constante em cada trecho de integragcdo, ao passo que, no

tratamento pelo mef, ¢ utilizada uma fungdo polinomial do 3° grau para ¢ no
elemento, portanto capaz de atender de forma exata ao caso presente de ¢’ constante na

barra).
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Tabela IV.8.a - Resultados analiticos e numéricos 7, versus (L)

T, (Nmm) | -o(L) (rad) *
100 0,066
500 0,330
750 0,492
1000 0,652
1250 0,809
1500 0,961
1750 1,109
1850 1,167
1900 1,195
1950 1,224
2000 1,252
2050 1,280
2100 1,308

* Bquagdo (IV.12) / ATTARD (1984) / ATT / POL
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Tabela IV.8.b - Resultados analiticos e numéricos 7, versus v(L)

T, (Nmm) v(L) (mm)
Modelo de Attard Modelo de
Polillo, Garcia e
Villaga
Solucao analitica Mef Mdfe Mdfe
Equacdo (IV.13) | ATTARD (1984) ATT POL
100 0,023 0,023 - 0,023 - 0,023 -
500 0,557 0,557 - 0,557 - 0,553 | -0,72%
750 1,23 1,23 - 1,23 - 1,21 | -1,63%
1000 2,12 2,11 | -047% | 2,12 - 2,06 | -2,83%
1250 3,20 3,17 | -0,94% | 3,20 - 3,08 | -3,75%
1500 4,41 4,35 | -1,36% | 4,41 - 4,22 | -4,31%
1750 5,72 560 | -2,10% | 573 | 017% | 545 | -4,72%
1850 6,27 6,11 | -255% | 6,27 - 5,96 | -4,94%
1900 6,54 6,36 | -2,75% | 6,55 | 0,15% | 6,21 | -5,05%
1950 6,82 6,62 | -293% | 6,82 - 6,47 | -5,13%
2000 7,09 6,87 | -3,10% | 7,10 | 0,14% | 6,73 | -5,08%
2050 7,37 7,12 | -3,39% | 7,38 | 0,14% | 7,00 | -5,02%
2100 7,65 7,38 | -3,53% | 7,65 - 7,26 | -5,10%
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Tabela IV.8.c - Resultados analiticos e numéricos 7, versus w(L)

1, (Nmm) - W(L) (mm)
Modelo de Attard Modelo de Polillo,
Garcia e Villaga
Solucdo Mef Mdfe Mdfe
analitica
ATTARD (1984) ATT POL
Equacao (IV.14)
100 0,0005 0,0005 - 0,0005 - 0,0005 -

500 0,062 0,062 - 0,061 | -1,61% | 0,060 | -3,23%
750 0,203 0,205 0,99% | 0,202 | -0,49% | 0,191 | -591%
1000 0,468 0,475 1,50% | 0,464 | -0,85% | 0,424 | -9,40%
1250 0,881 0,897 | 1,82% | 0,875 | -0,68% | 0,767 | -12,9%
1500 1,46 1,48 1,37% 1,45 | -0,68% 1,22 -16,4%
1750 2,21 2,24 1,36% 2,19 | -0,90% 1,77 | -19,9%
1850 2,55 2,58 1,18% 2,54 | -0,39% | 2,02 -20,8%
1900 2,74 2,76 0,73% 2,72 | -0,73% | 2,15 | -21,5%
1950 2,93 2,94 0,34% 2,91 -0,68% | 2,28 | -22,2%
2000 3,12 3,13 0,32% 3,10 | -0,64% | 2,41 -22,8%
2050 3,33 3,33 - 3,30 | -0,90% | 2,55 | -23,4%
2100 3,54 3,53 -0,28% 3,51 -0,85% | 2,69 | -24,0%
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2400 ,
2100 ,
1800 ,
1500 ,

T, (Nmm) 1200 -

900 A
600
: —— Analitico - Equagdo (IV.12)
300 A
E O Numérico - ATTARD (1984) / ATT / POL
0 T ——t— ——t— ——t— ——t— ——t— —t
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2

-¢(L) (rad)

Figura IV.14 — Resultados analiticos e numéricos 7, versus ¢(L)

2100 A
1800
1500 A
1200 A
T, (Nmm)
900 A
600 N
| — Analitico - Equagao (IV.13)
A mef - ATTARD (1984)
300 O mdfe - ATT
O mdfe - POL
0 B8 t t t t
0 2 4 6 8

v(L) (mm)

Figura IV.15 — Resultados analiticos e numéricos T, versus v(L)

94



2100 A
1800 ,
1500 ,
1200 ,

T, (Nimm)

900 -

600
| — Analitico - Equagao (IV.14)

A mef - ATTARD (1984)
300 4 O mdfe - ATT
O mdfe - POL

0 1 2 3 4
-w(L) (mm)

Figura IV.16 — Resultados analiticos e numéricos 7, versus w(L)

Passando-se entdo a analise das solugdes T, versus v(L) e T, versus w(L),

presentes nas tabelas IV.8.b e IV.8.c, e nos respectivos graficos das figuras IV.15 e
IV.16 (observando-se que, no caso das solugdes oriundas dos programas ATT e POL,
foram plotados todos os pontos obtidos nas analises computacionais), fica evidente,
considerando-se as diferengas percentuais das respostas numéricas relativamente a
solucdo analitica do modelo de Attard, que o programa ATT e o proprio programa de

Attard demonstraram ambos um bom desempenho no calculo dos deslocamentos v(L) e
w(L). Todavia, para o deslocamento v(L) em particular, enquanto os resultados do

programa ATT revelaram-se praticamente coincidentes com os oriundos da resposta
analitica (IV.13), nota-se que os resultados correspondentes ao programa de Attard se

afastam um pouco dessas respostas para os valores mais altos do momento 7,, e

conseqiientemente do angulo de torcao (p(L). Nas figuras IV.15 e IV.16 pode-se

também visualizar o esperado desvio, cada vez mais acentuado com o crescimento do
angulo de tor¢do, das respostas do programa POL, correspondente ao modelo de Polillo,

Garcia e Villaga, em relagdo as demais respostas, notadamente no que se refere ao
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deslocamento w(L). A titulo de ilustragio, se for por exemplo fixada uma diferenca
percentual méxima (em valor absoluto) da ordem de 3% nesse deslocamento (em
relacdo ao valor analitico do modelo de Attard), como definindo o limite de validade
para as respostas “aproximadas” do programa POL, pode-se dizer, com base na tabela

IV.8.c, que os seus resultados se mostram significativos até um valor para go(L) de

cerca de 033 rad (ou 18,9°), o que corresponde a um momento 7, de

aproximadamente 500 Nmm .

Como uma andlise final para o presente exemplo, apresentam-se graficamente na
figura IV.17 os resultados experimentais obtidos por GREGORY (1960a e 1960b) para
o deslocamento transversal do centro de cisalhamento da se¢do x = L, observado
durante o ensaio de tor¢cdo da peca. Tais resultados, traduzidos na forma de pares

ordenados (v( L), w(L )), tiveram o seu ultimo ponto registrado no grafico da figura

IV.17 quando o angulo de tor¢ao go(L) atingiu o valor de 75° (tal valor serviu também

de limite para a propria confeccdo das tabelas IV.8). Na mesma figura, foram também
representadas as correspondentes solu¢des tedricas (analiticas e numéricas)
anteriormente presentes nas tabelas IV.8.b,c e figuras IV.15,16. A visualizagao dos
graficos permite concluir que, em particular, as respostas analiticas pelas equagdes
(IV.13) e (IV.14), e as fornecidas pelo programa ATT, muito proximas entre si, foram

as que melhor concordaram com a previsdo experimental.

Apoés a apresentagdo dos resultados obtidos para o presente exemplo, pode-se
dizer que o programa ATT demonstrou, uma vez mais, € agora num problema
efetivamente de flexo-tor¢ao, excelente desempenho em todas as andlises comparativas
realizadas. Sobre o programa POL, pode-se constatar que a presenca da flexdo, como
seria de esperar, limitou a validade de suas respostas; todavia, em fun¢do de que no
presente exemplo os efeitos de flexdo somente surgem pela consideracdo do
comportamento nao linear geométrico, tendo carater secundario de inicio e sO se
manifestando de forma mais intensa para niveis mais elevados de carga, conseguiu-se
atingir um expressivo valor do angulo de tor¢do, da ordem de 79°, conforme ja visto
anteriormente, sem que houvesse deterioracdo dos resultados. Esse argumento fica
consistente com o proprio aspecto de que a ausé€ncia total de flexdo, ocorrida nos
exemplos precedentes, permitiu que as solugdes estabelecidas no ambito de rotagdes

moderadas permanecessem validas independentemente da magnitude do angulo de
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— Analitico - Equagées (IV.13) e (IV.14)
mef - ATTARD (1984)

mdfe - ATT

mdfe - POL

» O O b

Experimental - GREGORY (1960)

-w(L) (mm)

v(L) (mm)

Figura IV.17 — Resultados tedricos e experimentais para o deslocamento do centro de

cisalhamento na sec¢do da extremidade livre da haste

torg¢ao.

IV.4 EXEMPLO 4: FLAMBAGEM DE COLUNA DE SECAO “ U ”

Neste quarto exemplo, que constitui um caso classico de flambagem por flexo-

torcdo, estuda-se uma coluna de aco engastada e livre, de secao “U”, submetida na

extremidade livre a uma carga de compressao centrada F, = —P, conforme mostra o

esquema estrutural da figura IV.18. Tem-se por objetivo basico comparar o desempenho
dos modelos de Attard e de Polillo, Garcia e Villaga, mediante a utilizacdo dos
respectivos programas ATT e POL, na determinagdo da carga critica ¢ também do
comportamento pos-critico da coluna. A proposito, convém salientar que, com o
presente caso, inicia-se uma série de estudos envolvendo problemas de estabilidade
elastica em hastes de paredes delgadas de secdo aberta.

Nas analises subseqiientes foram consideradas as propriedades do material e da

secdo transversal listadas na tabela IV.9, além das condi¢des de contorno cinematicas
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— =7

e =" 10,40 cm

y | H
’ i 0,40 cm
! L=200cm ’

Figura IV.18 - Esquema estrutural do exemplo 4

Tabela IV.9 — Propriedades do material e da sec¢do transversal

PROPRIEDADES DO |  E = 21000 kN/cm’
MATERIAL
G = 8077 kN/cm’
z,=9,143 cm
A=144 cm’
1 , = 2304 cm”
1. =4032 cem?
PROPRIEDADES DA 1, =1837 cm*
SECAO
TRANSVERSAL J =0768 em*
t )
I,=5925 cm’
0, =-5135 cm’
R, =3505x10° cm’
ye :Iyz :QZ :Qw :0

assinaladas no proprio esquema estrutural da figura IV.18.

Conforme focalizado por BRUSH e ALMROTH (1975), entre outros, nos
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problemas de estabilidade elédstica onde ocorre bifurcacao do equilibrio, como € o caso
deste exemplo, pode-se obter a carga de bifurcacdo (carga critica) por meio de equacdes
diferenciais lineares, as quais entretanto ndo trazem nenhuma informagdo sobre o
comportamento pos-critico. Tais equagdes podem ser instituidas a partir da chamada
técnica da perturbacao, aplicada diretamente as equagdes diferenciais nao lineares que
governam o problema, ou entdo mediante enfoque variacional, com base na segunda
variag¢do da energia potencial total, de acordo com o denominado critério de Trefftz para
perda de estabilidade.

Em se tratando do presente problema, ambos os modelos de flexo-tor¢ao
desenvolvidos no capitulo II levam as mesmas equacgdes diferenciais lineares para

obtencdo da carga critica, a saber,

EIV"+P(V +z,0')=0 (IV.19.a)

EI W" +Pw' =0 (IV.19.b)
m P ! !

El @ —(GJT _Zlej¢ +Pz,y' =0 (IV.19.¢)

as quais devem atender as seguintes condig¢des de contorno:

v(0)=w(0)=0(0)=¢'(0)="(L)=w'(L) = "(L) =0 (IV.20)

A resolugdo desse sistema de equacdes diferenciais permite entdo estabelecer para a

carga critica o menor entre os trés valores que se seguem:

2
n EI
) = - Iv.21
CR 4L2 ( )
que corresponde a flambagem exclusivamente por flexao no plano xz, e
P(2)
Tl ! + y -z 4 22
=——~|P.+P, £ |\P.+P ) —4P.P|1-z, A (Iv.22)

PY 2(1 ~z,’ f}
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associados a flambagem por flexo-tor¢do, sendo P, e P, definidos por:

2
P = ”4—?2 (IV.23.2)
2
P = {”ifw +GJ,L£ (IV.23.b)

A partir dos dados relacionados na tabela IV.9, conclui-se que, para o presente

exemplo, ocorre efetivamente flambagem por flexo-torgdo, com P, = Pf; = 94,96 kN .

Passa-se em seguida a abordagem numérica do problema, visando obter as
respectivas estimativas para a carga critica a partir dos programas ATT e POL.

Inicialmente, no esquema estrutural da figura IV.18, supde-se agora atuando em x =L,

além da forca axial P, uma pequena for¢a perturbadora transversal FJ)L = F, suposta

passando pelo centro de cisalhamento da secdo, introduzida tdo somente para induzir o
processo de flexo-tor¢ao na barra (note-se que, se fosse o caso de uma analise linear, o
sistema de cargas assim constituido nao produziria tor¢do na barra). Admite-se como
pardmetro representativo da resposta estrutural o angulo de torcao go(L), obtido para
diversos valores da carga axial P, sendo apresentadas graficamente nas figuras [V.19 e

IV.20 as correspondentes respostas P versus (/)(L) dos programas para duas
intensidades da for¢a perturbadora transversal, a saber, F =0,01 kN e F =0,0001 kN .

Observe-se que, tanto na figura IV.19 como na figura IV.20, as curvas tragadas tendem
a se confundir a medida que o angulo de tor¢ao cresce, evidenciando-se também dos
graficos que os valores acima estabelecidos para a forga perturbadora permitiram captar
com clareza, nas analises numéricas, a presenca da carga critica de flexo-tor¢dao, como
também possibilitaram uma estimativa suficientemente precisa para a mesma. A
proposito, cabe ressaltar que, para conseguir obter os trechos quase horizontais das
respostas do programa ATT (figura IV.19) e, no caso do programa POL, os pontos
limites e a propria continuidade da resposta (o subseqiiente ramo descendente, conforme
se visualiza na figura 1V.20), foi necessario recorrer a técnica do GDCM (ver item
II1.7.1). Visando facilitar a determinagdo da carga critica, foram construidos dois novos
graficos, com ampliagdo de escala, a partir das respostas obtidas por ambos os

programas para a forga perturbadora F =0,000] kN , mais focados agora apenas na
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P (kN)

N~
N~
D

—ATT - F=0,01kN

—ATT - F=0,0001kN

100

80

ey
>

-0,5 -04 -03 -0,2 -0,1 0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 | 0,5
o(L) (rad)
Figura IV.19 - Curvas P versus go(L) obtidas com o programa ATT para dois niveis da

forca perturbadora F'

regido proxima a carga critica, conforme mostra a figura IV.21 (onde também, para
melhor visualizar o caminho pos critico, o ramo esquerdo das curvas foi tracado
invertendo-se o sinal para ¢(L)). Pode-se assim, por interpolacdo visual, obter para

ambos 0s programas a mesma estimativa para a carga critica, P, =95,/ kN, a qual

corresponde a uma diferenca percentual de apenas 0,/5% com respeito ao resultado
analitico de 94,96 kN .

Quanto ao comportamento pds-critico (cabendo salientar que a trajetéria pos-
critica, ou seja, a que corresponderia a F = (), apresenta evidentemente uma extensao

simétrica em relacdo ao eixo vertical), o aspecto das curvas na figura IV.21 indica que,
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P (kN)

N~
N~
D

— POL - F=0,01kN

— POL - F=0,0001kN

05 04 03 02 01 00 01 02 03 04 05
o(L) (rad)

Figura IV.20 - Curvas P versus go(L) obtidas com o programa POL para dois niveis da

forca perturbadora F

enquanto a formulacdo de Attard, através do programa ATT, prevé ganho progressivo
de rigidez (caminho estavel de equilibrio), caracterizando assim o comportamento da
peca como ndo sensivel a imperfei¢des iniciais, o modelo de Polillo, Garcia e Villaga,
com o programa POL, prevé perda acentuada de rigidez, traduzindo portanto um
caminho instavel de equilibrio, e conseqlientemente sensibilidade a imperfeicdes
iniciais. Manifestam-se, pois, fortemente na presente situagdo as limitagdes inerentes ao
modelo de Polillo, Garcia e Villaga. Essa falha de previsdo no tipo de comportamento
pos-critico por parte desse modelo deve-se, em grande parte, a influéncia do termo

z,w'@'seng , contido na expressdo (II.33.a) da componente de deformagdo & relativa
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P (kN)
96,0

—ATT - F=0,0001 kN

—POL - F=0,0001 kN

Figura IV.21 - Curvas P versus go(L) obtidas com os programas ATT e POL,
para F =0,0001kN

ao modelo de Attard, o qual, em fun¢do das aproximacodes efetuadas, acha-se ausente na
correspondente expressdo (I1.66.a) referente ao modelo de Polillo, Garcia e Villaga

(onde, se fosse o caso, apareceria sob a forma simplificada z,w' @'p).

Em conclusdo, os estudos realizados mostraram que ambos os programas, ATT e
POL, foram plenamente eficientes na determinagdo da carga critica de flexo-tor¢ao para
o presente problema, mas somente o modelo de Attard foi capaz de prever corretamente

o comportamento pos-critico da coluna.

IV.5 EXEMPLO 5: FLAMBAGEM LATERAL DE VIGA DE SECAO “1”

Como quinto exemplo de aplicagcdo, aborda-se um outro caso classico de
flambagem por flexo-tor¢ao, mais especificamente o problema de flambagem lateral de

uma viga bi-apoiada, de secdo “I”, de ago, submetida a acdo de momentos de flexdo

agindo nas se¢des extremas, M_, = M, = M , conforme mostra o esquema estrutural
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1,05 cm
+H

M M ;
( > \ 58,72 cm -:—b 3z

2L = 732,0cm

—t
22,79 cm

Figura IV.22 - Esquema estrutural do exemplo 5

da figura 1V.22, extraido de BRUSH e ALMROTH (1975). Tal como visto para o
quarto exemplo, pretende-se também aqui comparar o desempenho dos modelos de
Attard e de Polillo, Garcia e Villaga, através dos programas ATT e POL, tanto no que
diz respeito a determinagdo da carga critica, quanto do comportamento pds-critico da
barra.

As propriedades do material e da se¢do transversal da viga, a serem consideradas
nas analises subseqiientes, acham-se explicitadas na tabela IV.10.

O momento critico para o presente problema, em termos de solugdo analitica, ¢
obtido a partir da seguinte equacdo diferencial linear (decorrente do uso de qualquer das

duas técnicas ja citadas no exemplo anterior):

2
El,p" —GJ,p" - kAEII -0 (IV.24)

y

com as condicoes de contorno

0(0)=9"(0)=p(2L)= p"(2L)=0 (IV.25)

O coeficiente k, que traduz a influéncia da curvatura inicial de flexao (pré-
critica), difere no entanto em funcdo do tipo de modelo tratado no capitulo II, sendo, no

caso do de Attard, dado por
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Tabela IV.10 — Propriedades do material e da se¢do transversal

MATERIAL

PROPRIEDADES DO E = 21000 kN/cm’

G = 8077 kN/cm’

A=129,1 em’
I,=2920 cm’
I.=7587x10" cm’
PROPRIEDADES DA
SECAO 1, =7879x10" cm*
TRANSVERSAL
J,=7191 cm’
I,=2517x10° cm’
R, =6,455x10" cm’
ye :Ze :Iyz :Qy :Qz :Q(o :0
k=1-— (Iv.26)
e, para o de Polillo, Garcia e Villaga, igual a
1
k=1- 2I—y (Iv.27)

A resolugdo da equagdo diferencial (IV.24), obedecidas

(IV.25), fornece entdo para o momento critico a expressao:

| |='EIEI, =’GJEI,
M =— —+ 5
Nk I6L 4L

as condi¢des de contorno

(IV.28)

observando-se, pelas formulas (IV.26) e (IV.27), que o modelo de Polillo, Garcia e
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Villaga conduz a um valor para a carga critica sempre superior a prevista pelo modelo
de Attard. Evidentemente, sendo / <</, , e portanto k — I, tal diferenga se torna
irrelevante, ficando entretanto cada vez mais significativa com o crescimento da relagao

I, /12 . Note-se inclusive a forte discordancia existente entre os dois modelos para o

valor limite k=0, correspondente a M, =, que ¢ atingido com /, /12 =1, de
acordo com o modelo de Attard, e, segundo o de Polillo, Garcia e Villaga, para
1,/1,=05.

Com os dados do problema, obtém-se, para o modelo de Attard, o coeficiente

k=0,962 e, para o momento critico, M, =42,73x10°kNcm . Por sua vez, para o

modelo de Polillo, Garcia e Villaga, encontra-se k =0,923 ¢ M, =43,61x10° kNcm,

correspondendo portanto a uma estimativa cerca de 2 % superior a do modelo de Attard.

Focalizando-se em seguida o tratamento numérico pelo mdfe, com base nos
programas ATT e POL, apresenta-se inicialmente o esquema estrutural de meia-barra
utilizado nas anélises, conforme figura IV.23, que inclui a presenga de um momento

perturbador de tor¢do, 7,, destinado a induzir o processo de flexo-tor¢do na barra. As

condic¢des de contorno cinematicas para o problema acham-se também indicadas nessa

mesma figura.

X
b v
7 1y

) |

u=v=w=¢=>0
L =366,0cm

Figura IV.23 - Esquema estrutural de meia-barra para a analise numérica

Adota-se como parametro representativo da resposta estrutural o angulo de tor¢ao go(L),

obtido para valores crescentes do momento M , sendo entdo, para cada um dos modelos

aqui estudados, gerados graficos M versus gp(L) para duas intensidades do momento de
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perturbagdo, a saber, 7, =10,0 kNcm e T, =0,1 kNcm, conforme pode ser visto nas

figuras IV.24 e IV.25. Em cada figura, as respectivas curvas, tal como no exemplo
anterior, tendem a se confundir com o aumento do angulo de tor¢ao, havendo também
aqui a necessidade do uso da técnica do GDCM, face as habituais dificuldades
enfrentadas pelo processo de Newton-Raphson nesse tipo de andlise.

Recorrendo-se a0 mesmo procedimento anterior, para facilitar a determinacao
da carga critica foi construida a figura IV.26, onde estdo reunidas as curvas obtidas com

os dois programas para o menor momento de perturbagdo, 7, =0,/ kNcm , numa escala

ampliada e privilegiando as imediagdes da carga critica (note-se que, uma vez mais, 0
ramo negativo de ambas as curvas originais tiveram o sinal de ¢(L) invertido). Por
interpolagdo visual, obtém-se entdo, no caso do programa ATT, o valor aproximado

para a carga critica M, =42,65x10° kNcm, o qual representa uma diferenca

percentual de apenas — 0,19 % relativamente a solucdo analitica, expressa por (IV.28) e
(IV.26); ja no caso do programa POL, pode-se fazer a estimativa
M =4355%x1 0’ kNcm, com uma diferenca percentual de somente —0,/4% em
relacdo a correspondente solucao analitica expressa por (IV.28) e (IV.27). Evidencia-se,
assim, em ambos os casos, a excelente qualidade das respostas obtidas pelo mdfe para o
momento critico, notando-se que fica mantida entre os dois valores encontrados a
mesma diferenga percentual de aproximadamente 2 % ja verificada entre as respectivas
previsdes analiticas.

Quanto ao comportamento pds-critico (ou seja, a trajetdria de equilibrio para
T, =0, apo6s ser atingida a carga critica), pode-se dizer, com o auxilio da figura IV.26,
que ambos os modelos de flexo-tor¢do aqui estudados, diferentemente do ocorrido no
exemplo anterior, conduziram a trajetorias de equilibrio com ganho de rigidez,
indicando portanto para a peca um comportamento nao sensivel a imperfeigdes iniciais.
Porém, deve ser observado que o modelo de Polillo, Garcia e Villaga determinou um
ganho de rigidez sempre crescente em relagdo ao previsto pelo modelo de Attard,

aspecto este, tal como a propria distingdo de valores para M ., exclusivamente ligado

as aproximacdes no seno € no co-seno do angulo de tor¢do envolvidas na expressao

(I.66.a) de &  para aquele primeiro modelo, aproximacdes essas cujos reflexos se
fazem sentir também na variagdo o¢,. Com efeito, sendo y, =z, =0 no presente

problema, a relagdo deformagdo-deslocamento (II.66.a) torna-se exatamente caso
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40

30
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—ATT - To = 10,0 kNcm

——ATT - To = 0,1 kNcm

n
o)

-0,8 -0,6 -0,4 -0,2 0.0 0.2 0,4 0,6 0.8
o(L) (rad)

Figura 1V.24 - Curvas M versus go(L) obtidas como o programa ATT para dois niveis

do momento perturbador 7,

particular (para cosp =1 e senp = ¢ ) da expressao (I11.33.a) do modelo de Attard, ndo
existindo assim nenhum termo contido nesta ultima que ndo tenha o seu correspondente
na primeira. Entretanto, ao ser considerada a variacdo J¢_, fazem-se presentes no
modelo de Attard dois termos adicionais em relagdo ao modelo de Polillo, Garcia e
Villaga (pv"senpdp e zw"senpd@), surgidos em decorréncia da variagdo 5(cos go).
Fazendo uma sintese dos resultados alcancados neste exemplo, pode-se dizer

que, pela consideragao da curvatura pré-critica da peca, os modelos de flexo-tor¢do aqui

estudados determinam momentos criticos distintos para o problema, os quais, como
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10 -

—POL - To = 10,0 kNcm

—POL - To = 0,1 kNcm

0
L B e B L ¥ L e e e e B B L

-0,8 -0,6 -0,4 -0,2 0,0 0,2 0,4 0,6 0,8
(L) (rad)

Figura IV.25 - Curvas M versus (o(L) obtidas como o programa POL para dois niveis

do momento perturbador 7,

indicado pelo tratamento analitico, afastam-se progressivamente a medida que cresce a

relagéo 7, / I, sendo o oriundo do modelo de Polillo, Garcia e Villaga sempre superior

ao fornecido pelo modelo de Attard (cerca de de 2 % maior para os dados do presente
exemplo). Por sua vez, as andlises numéricas efetuadas com os programas ATT e POL
concordaram plenamente com as previsdes analiticas para o momento critico e, quanto a
trajetoria pos-critica, embora qualitativamente ambos os programas tenham detectado o
mesmo tipo de comportamento para a haste, ndo sensivel a imperfei¢des iniciais, as
limitacdes do modelo de Polillo, Garcia e Villaga, como seria de esperar, levaram a

resultados que foram cada vez mais divergindo dos gerados pelo modelo de Attard.
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45%
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41 * ——ATT - To = 0,1 kNcm
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0,0 0,1 0,2 0,3 0.4
o(L) (rad)

Figura 1V.26 - Curvas M versus (p(L) obtidas com os programas ATT e POL, para

T, =0,1kNcm

IV.6 EXEMPLO 6: ESTABILIDADE DE VIGA DE SECAO CANTONEIRA
SUBMETIDA A FLEXO-TORCAO

O presente exemplo foi apresentado por ENGEL ¢ GOODIER (1953), tendo
sido analisado posteriormente por ATTARD (1984), e também por ATTARD e
SOMERVAILLE (1987), cabendo entretanto salientar que, neste ultimo trabalho, ha
apenas uma sintese das andlises feitas no trabalho anterior de Attard. Trata-se de uma
haste delgada de aluminio, bi-apoiada, de secdo cantoneira de abas iguais, com abertura

de 90° entre as abas, submetida a acdo conjunta de momentos de flexdo nas se¢des de

extremidade, M, =M , =M , e um momento de tor¢do 7, na se¢do central, tal como

mostra o esquema estrutural representado na figura IV.27.

Em ATTARD (1984), tal como ocorrido para o exemplo 3, foram geradas
solugdes numéricas para o presente problema, estabelecidas através do ja citado
programa computacional segundo o mef desenvolvido por esse mesmo autor, em
correspondéncia ao seu modelo de flexo-tor¢do, as quais foram confrontadas com

resultados experimentais apresentados por ENGEL e GOODIER (1953). Com base
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e

Vo= 467,5 mm i L =467,5mm

Figura IV.27 — Esquema estrutural do Exemplo 6

nessas informagdes, tem-se por objetivo, além de comparar entre si as respostas para o
problema obtidas através dos programas ATT e POL, também confronta-las com os
resultados numéricos de ATTARD (1984) e os experimentais de¢ ENGEL e GOODIER
(1953).

As propriedades do material e da secdo transversal da barra, requeridas nas
analises, acham-se presentes na tabela IV.11, ao passo que, na figura IV.28, pode-se
observar o esquema estrutural de meia-barra (onde sdo também indicadas as condigdes

de contorno cinematicas, ¢ notando-se que o carregamento ¢ agora definido por
— — T, . e ~ . .
M, ,=M ¢ M, = —7) efetivamente utilizado, em razdo da simetria do problema,

nas analises efetuadas com os programas ATT e POL.
Passando em seguida aos resultados para o problema, disponibilizam-se

inicialmente, nas tabelas IV.12.a a IV.12.g, as respostas numéricas 7, versus (o(L)

(observe-se que 7, assume também valores negativos, isto é, passa a ter sentido de

atuacdo contrario ao representado na figura IV.27) para sete intensidades crescentes do

momento de flexdo M (desde 0 até /1006 Nmm), tanto as relativas ao programa de

elementos finitos de Attard (sendo utilizada uma discretizagdo em 8 elementos para a
barra inteira), como as oriundas do mdfe, correspondentes aos programas ATT e POL.
Essas mesmas respostas encontram-se também representadas graficamente nas figuras
IV.29.a a IV.29.g, agora acompanhadas dos resultados experimentais de ENGEL e
GOODIER (1953).

A andlise dos resultados numéricos permite de imediato concluir que, para os

dois primeiros niveis do momento de flexdo, M =0 e M =2441 Nmm, ha uma

excelente concordancia entre as respostas obtidas por todos os trés programas. Em

particular, para o momento M nulo (tabela IV.12.a e figura IV.29.a), correspondendo
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Tabela IV.11 — Propriedades do material e da se¢do transversal

PROPRIEDADES DO E =59920 MPa
MATERIAL
G = 26480 MPa
v, =-=8,980 mm
A=4130 mm’
1 , = 4441 mm’
PROPRIEDADES DA I, =1110 mm’
SECAO )
TRANSVERSAL I, = 8882 mm
J, =9,099 mm*
0.=3,988x10" mm’
R, =3,438x10° mm’
Ze =a)=1yz =Ia) :Qw _Qy =0

L =4675mm

Figura IV.28 — Esquema estrutural de meia-barra para a andlise numérica pelos

programas ATT e POL

ao caso de tor¢do uniforme (@' = cons tan te ) na meia-barra da figura IV.28, nota-se que

os programas ATT e POL, tal como no exemplo 3, conduziram a solucdo “exata” para o
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Tabela IV.12.a — Respostas T}, versus (p(L), para M =0

T, (Nmm) o(L) (rad)
ATTARD (1984) ATT /POL

(mef) (mdfe)

-226,00 -0,212 -0,219
-197,75 -0,186 -0,191
-169,50 -0,159 -0,164
-141,25 -0,133 -0,137
-113,00 -0,106 -0,110
-84,75 -0,0798 -0,0822
-56,5 -0,0532 -0,0548
-28,25 -0,0266 -0,0274
28,25 0,0266 0,0274
56,50 0,0532 0,0548
84,75 0,0798 0,0822
113,00 0,106 0,110
141,25 0,133 0,137
169,50 0,159 0,164
197,75 0,186 0,191
226,00 0,212 0,219

11
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Tabela IV.12.b — Resultados T, versus (L), para M = 2441 Nmm

T, (Nmm) o(L) (rad)

ATTARD (1984) ATT POL

(mef) (mdfe) (mdfe)

-282,50 -0,252 -0,260 -0,256
-254,25 -0,229 -0,236 -0,234
-226,00 -0,205 -0,211 -0,210
-197,75 -0,180 -0,186 -0,185
-169,50 -0,156 -0,161 -0,159
-141,25 -0,131 -0,135 -0,134
-113,00 -0,105 -0,109 -0,108
-84,75 -0,0797 -0,0820 -0,0815
-56,50 -0,0535 -0,0551 -0,0547
-28,25 -0,0270 -0,0278 -0,0276
28,25 0,0274 0,0282 0,0280
56,50 0,0552 0,0568 0,0564
84,75 0,0834 0,0859 0,0853

113,00 0,112 0,116 0,115
141,25 0,141 0,146 0,144
169,50 0,171 0,176 0,174
197,75 0,202 0,207 0,205
226,00 0,233 0,239 0,236
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Tabela IV.12.c — Resultados T, versus ¢(L), para M = 4893 Nmm

T, (Nmm) o(L) (rad)
ATTARD (1984) ATT POL
(mef) (mdfe) (mdfe)
-226,00 -0,206 -0,212 -0,207
-197,75 -0,183 -0,188 -0,183
-169,50 -0,159 -0,163 -0,159
-141,25 -0,134 -0,138 -0,134
-113,00 -0,109 -0,112 -0,109
-84,75 -0,0829 -0,0854 -0,0830
-56,50 -0,0562 -0,0578 -0,0562
-28,25 -0,0285 -0,0294 -0,0285
28,25 0,0297 0,0304 0,0295
56,50 0,0604 0,0620 0,0600
84,75 0,0924 0,0949 0,0916
113,00 0,126 0,129 0,124
141,25 0,161 0,165 0,158
169,50 0,200 0,203 0,193
197,75 0,242 0,242 0,230
226,00 0,293 0,284 0,267
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Tabela IV.12.d — Resultados T, versus (L), para M = 7345 Nmm

T, (Nmm) o(L) (rad)
ATTARD (1984) ATT POL
(mef) (mdfe) (mdfe)
-226,00 -0,215 -0,222 -0,208
-197,75 -0,192 -0,198 -0,186
-169,50 -0,168 -0,173 -0,163
-141,25 -0,143 -0,148 -0,138
-113,00 -0,117 -0,121 -0,113
-84,75 -0,0903 -0,0932 -0,0869
-56,50 -0,0618 -0,0638 -0,0594
-28,25 -0,0317 -0,0329 -0,0305
28,25 0,0345 0,0351 0,0323
56,50 0,0715 0,0730 0,0666
84,75 0,112 0,114 0,103
113,00 0,159 0,160 0,142
141,25 0,219 0,212 0,184
148,8 0,241 - -
154,3 0,261 - -
157,9 0,280 - -
1595 0,298 - -
159,4 0,315 - -
157,5 0,331 - -
153,9 0,346 - -
148,6 0,361 - -
141,7 0,374 - -
133,3 0,387 - -
123,3 0,399 - -
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Tabela IV.12.e — Resultados 7, versus ¢(L), para M = 8565 Nmm

T, (Nimm) o(L) (rad)
ATTARD (1984) ATT POL
(mef) (mdfe) (mdfe)
-226,00 -0,223 -0,230 -0,211
-197,75 -0,200 -0,207 -0,189
-169,50 -0,176 -0,182 -0,166
-141,25 -0,151 -0,156 -0,142
-113,00 -0,124 -0,128 -0,117
-84,75 -0,0961 -0,0994 -0,0900
-56,5 -0,0662 -0,0687 -0,0619
-28,25 -0,0342 -0,0357 -0,0320
28,25 0,0388 0,0392 0,0344
56,50 0,0819 0,0829 0,0718
84,75 0,133 0,133 0,112
113,00 0,208 0,194 0,157
117,5 0,228 - -
120,1 0,247 - -
121,0 0,265 - -
120,2 0,282 - -
117,8 0,298 - -
113,7 0,313 - -
108,1 0,328 - -
100,9 0,341 - -
92,22 0,354 - -
82,06 0,366 - -
70,46 0,377 - -
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Tabela IV.12.f — Resultados T, versus ¢(L), para M = 9786 Nmm

T, (Nmm) o(L) (rad)
ATTARD (1984) ATT POL
(mef) (mdfe) (mdfe)
-226,00 -0,233 -0,242 -0,215
-197,75 -0,210 -0,218 -0,193
-169,50 -0,186 -0,193 -0,170
-141,25 -0,160 -0,166 -0,146
-113,00 -0,133 -0,138 -0,121
-84,75 -0,104 -0,108 -0,0939
-56,50 -0,0722 -0,0754 -0,0651
-28,25 -0,0377 -0,0397 -0,0339
28,25 0,0455 0,0455 0,0374
56,50 0,101 0,100 0,0790
84,75 0,196 0,172 0,126
86,34 0,215 - -
86,32 0,232 - -
84,74 0,249 - -
81,61 0,265 - -
79,96 0,280 - -
70,84 0,295 - -
63,25 0,308 - -
54,23 0,321 - -
43,81 0,332 - -
32,00 0,343 - -
18,83 0,353 - -
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Tabela IV.12.g — Resultados 7, versus (L), para M = 11006 Nmm

T, (Nimm) o(L) (rad)
ATTARD (1984) ATT POL
(mef) (mdfe) (mdfe)
-226,00 -0,245 -0,256 -0,219
-197,75 -0,222 -0,232 -0,198
-169,50 -0,198 -0,207 -0,176
-141,25 -0,172 -0,180 -0,152
-113,00 -0,144 -0,151 -0,126
-84,75 -0,114 -0,120 -0,0989
-56,5 -0,0844 -0,0849 -0,0692
-28,25 -0,0426 -0,0457 -0,0365
28,25 0,0577 0,0570 0,0415
37,07 0,0801 - -
44,14 0,101 - -
49,56 0,122 - -
53,39 0,142 - -
55,69 0,161 - -
56,48 0,179 - -
55,81 0,196 - -
53,68 0,213 - -
50,13 0,229 - -
45,17 0,243 - -
38,81 0,258 - -
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Figura IV.29.a — Resultados teodricos e experimentais 7, versus go(L), para M =0
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Figura IV.29.b — Resultados tedéricos e experimentais 7, versus (o(L), para
M = 2441 Nmm
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Figura IV.29.c — Resultados tedricos e experimentais 7, versus go(L), para
M =4893 Nmm
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Figura IV.29.f — Resultados teodricos e experimentais 7, versus go(L), para
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M=11006 Nmm
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Figura IV.29.g — Resultados tedéricos e experimentais 7, versus go(L), para

M =11006 Nmm

problema. Entretanto, diferentemente do ocorrido para aquele exemplo, o programa de
elementos finitos de Attard desta feita ndo produziu a resposta “exata” para o angulo de
tor¢cdo, conforme evidencia a tabela IV.12.a. Embora ndo explicitado, tal fato
provavelmente deve-se a aparente utilizagdo por parte de Attard do esquema estrutural
de barra inteira na andlise, para o qual, em termos de solu¢do analitica, existe a
descontinuidade de ¢’ no meio da barra (@' é constante em cada meia-barra, porém
troca de sinal no centro). Sendo tal derivada uma incognita nodal no modelo de
elementos finitos de Attard, deve a mesma resultar nula no centro da peca para esse
esquema de andlise, o que certamente afeta, em termos locais, o valor do angulo de

tor¢do ¢ em relacdo a correspondente previsdo analitica.
Para o terceiro nivel do momento de flexdao (M = 4893 Nmm ), entretanto, ja se

manifesta, especialmente em relagdo aos valores mais altos do momento positivo de
tor¢ao, um certo desvio dos resultados do programa POL relativamente aos dois outros
programas.

Uma vez ultrapassado esse terceiro estagio de carga, passa-se entao a observar

que, a medida que o momento M aumenta de valor, acentuam-se cada vez mais as
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divergéncias entre as respostas dos trés programas, em especial quando 7,>0.

Focalizando inicialmente as respostas dos programas ATT e POL, notam-se, para todos
os quatro ultimos niveis do momento de flexao, as divergéncias existentes quanto ao
proprio tipo de comportamento estrutural da haste. Com efeito, enquanto o primeiro
programa preve, pela presenca de pontos limites nas trajetorias de equilibrio, perda de
estabilidade, o segundo conduz a trajetérias de equilibrio sempre estaveis, conforme se

depreende das correspondentes curvas plotadas nas figuras 1V.29.d a IV.29.g.

Passando-se agora a comparagdo entre os resultados numéricos baseados no
modelo de Attard (ou seja, os decorrentes do programa ATT e do proprio programa de
elementos finitos de Attard), também se constata, para os quatro ultimos estagios de
carga, que tais resultados vao progressivamente se afastando com o aumento do
momento de flexdo, conforme indicam os correspondentes graficos nas figuras 1V.29.d
a IV.29.g. De fato, embora haja concordancia quanto ao tipo de comportamento
estrutural previsto para a haste, hd uma evidente discrepancia quanto a localizacdo dos
pontos limites detectados por um e por outro programa nas trajetérias de equilibrio.
Pode-se dizer que o programa ATT sempre apresenta, em relacio ao programa

desenvolvido por Attard, pontos limites para pares ordenados (T 0 go(L)) sempre de

valores mais elevados. Como ilustracao, cita-se o caso de M =7345 Nmm . Enquanto

pelo programa de Attard definem-se aproximadamente para o ponto limite, com base na

tabela IV.12.d, as coordenadas (] 59Nmm , 0,31Irad ), pelo programa ATT, conforme se

extrai da figura IV.29.d, tém-se como coordenadas aproximadas (240Nmm , 0.65rad )

Essas discordancias citadas no paragrafo precedente passaram a ser objeto de
uma minuciosa investigacdo, onde, em principio, ficaram sob suspeita as respostas do
programa ATT, até porque, como se depreende das figuras IV.29.a a IV.29.g, foram os
resultados oriundos do programa de Attard os que demonstraram, em termos globais,
uma sintonia mais perfeita com os resultados experimentais de Engel e Goodier (ainda

que uma conclusdo mais definitiva exigisse que, para 7,>0, o angulo go(L) atingisse

valores mais altos nos ensaios, especialmente em relacdo aos quatro ultimos graficos).
Nesse sentido, foram inicialmente avaliadas, mediante a execucdo de inimeros testes
com o programa ATT, as influéncias (isoladas ou em conjunto) da discretizacdo da
barra, dos niveis de tolerancias adotados e, ainda, das condi¢des de carregamento e de

vinculagdo atribuidas ao problema. Posteriormente, levantou-se também a hipdtese de
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que as fungdes seng e cos@ poderiam ser a causa das discrepancias (pela falta de

conhecimento, até entdo, de como teriam sido as mesmas tratadas na formulagdo de

elementos finitos de Attard). Foram assim realizadas aproximagdes nessas fungdes, sob

2 3 2

a forma seng = @, cosqozl—% e sengo;go—%, cosgp;]—%, as quais foram

diretamente introduzidas nas expressdes (III.7,8) e (III.13,14) de oW,, e oW,

2 ext >
respectivamente. Todavia, os correspondentes testes efetuados s6 vieram demonstrar
que tais aproximacoes tendem apenas a provocar um pequeno afastamento das respostas
com o aumento do angulo de tor¢do, conforme ilustram os graficos da figura 1V.30,

construidos para M =171006 Nmm . Como mais uma tentativa, procurou-se identificar

possiveis erros na implementacdo computacional da formulagdo numérica pelo mdfe,

porém ndo se conseguiu uma vez mais detectar quaisquer falhas.

M= 11006 B
7, ()

[ a
pyeieg

100 A

30

¢l(2) (rad)

=50 A

-100 4

-450 A

_200 - — ATT original

o
—ATT com senpz=gp, cospz=i-—
-230 A 2

F)
¢ ATT com -SEH‘PEW_g ; CG‘S#DEJ_%

Figura IV.30 — Respostas do programa ATT mostrando o efeito das aproximagdes

realizadas no seno e no co-seno do angulo de tor¢ao

Nao se obtendo sucesso com todas essas tentativas acima relatadas, buscou-se

conhecer em maiores detalhes a formulacdo numérica de Attard, com o uso do mef, que
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serviu de base para a elaboracdo do seu programa computacional. Na verdade, isto
somente pode ser concretizado apds se conseguir acesso a sua tese de doutorado
(ATTARD (1984)), cabendo destacar que, tanto o presente exemplo, quanto o terceiro,
originalmente nela apresentados, foram inicialmente detectados no trabalho de
ATTARD e SOMERVAILLE (1987).

Em primeiro lugar, pode-se constatar que Attard, para fins de implementac¢ao do
tratamento numérico pelo mef (sendo utilizado o elemento de barra, possuindo sete

graus de liberdade por nd, com interpolagdo ctbica para v, w e ¢ e linear para u ),

efetivamente considerou, nas expressdes (I11.7,8) e (II1.13,14) de oW, e oW, as

int ext ?

2

funcdes sen@ e cos@ sob a forma aproximada senp =@ ¢ cosp =1 —%. Além do

mais, decidiu reter, nas expressdes de oW,

.. € oW, obtidas pela introducdo de tais
aproximacgdes, somente até termos cubicos e quadraticos, respectivamente, nos

deslocamentos incognitos u, v, w e ¢ (abstraindo-se das varia¢des). Como um

balanco final dessas duas interven¢des, pode-se dizer que ha uma significativa reducao
(da ordem de 40%) no numero de termos originalmente presentes nas referidas
expressoes, o que evidentemente facilitou (ou até mesmo, em termos praticos,
viabilizou) a correspondente implementacdo numérica pelo mef.

Diante dessa descoberta, resolveu-se prosseguir a investigagao elaborando uma
nova versao do programa ATT, que se mostrasse totalmente equivalente ao programa
desenvolvido por Attard. Com efeito, impondo-se as aproximagdes senp =@ €

2

cosp =1 —% nas expressoes (I11.7,8) e (I11.13,14) e, subseqiientemente, procedendo-

se a mesma eliminagdo de termos efetuada por Attard, construiu-se, com base no mdfe,
a versao denominada ATT-MOD, do programa ATT, envolvendo o mesmo nivel de
simplificagdes presentes no programa de elementos finitos de Attard.

Com base nos resultados obtidos das analises com o programa ATT-MOD, para

o problema em foco, foram confeccionados novos graficos 7, versus go(L) para os

quatro ultimos niveis do momentos de flexdo (onde efetivamente se registraram
diferencas significativas entre os resultados do mef e do mdfe, conforme ja visto),
mostrados nas figuras IV.31.a a IV.31.d. Nessas figuras, foram também acrescentadas,
para fins comparativos, as correspondentes respostas para o problema segundo os

programas ATT e de Attard, ja apresentadas anteriormente nas figuras 1V.29.d a
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M = 7345 Nmm
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Figura IV.31.a — Resultados

T, versus p(L), com M =7345 Nmm, segundo os

programas ATT, ATT-MOD (mdfe) e de Attard (mef)
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Figura IV.31.b — Resultados

T, versus ¢(L), com M = 8565 Nmm, segundo os

programas ATT, ATT-MOD (mdfe) e de Attard (mef)
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M= 9786 Nmm
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Figura IV.31.c — Resultados 7, versus ¢(L), com M =9786 Nmm, segundo os

programas ATT, ATT-MOD (mdfe) e de Attard (mef)
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Figura IV.31.d — Resultados T, versus ¢(L), com M = 11006 Nmm, segundo os

programas ATT, ATT-MOD (mdfe) e de Attard (mef)
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IV.29.g. Da observacao das respostas dos programas ATT-MOD e de Attard, verifica-se
que ha excelente concordancia entre as mesmas para todos os quatro niveis
considerados do momento de flexdoM . Conclui-se assim que as modificagdes
introduzidas na formulagdo numérica segundo o mdfe permitiram reproduzir fielmente
os resultados para o presente problema oriundos da formulagio numérica de Attard. E

de se notar que, na parte inferior dos graficos (7,<0 ), onde ha ganho de rigidez com o
crescimento (em modulo) do momento 7, as respostas dos trés programas sdo muito

proximas entre si, evidenciando assim o fato de que o comportamento estrutural nessa

regido fica pouco afetado pelas simplificagdes introduzidas por Attard.

De toda essa investigacdo realizada, culminando com o exposto no paragrafo
precedente, veio entdo a tona o aspecto de que a formulacdo numérica de Attard, ndo

propriamente pelas aproximagdes efetuadas no seno e co-seno do angulo de tor¢do ¢

(conforme ja havia sido testado anteriormente com o programa ATT), mas sim pela
eliminacdo de termos realizada, pode efetivamente, em certos tipos de problemas,

conduzir a erros significativos na previsao do comportamento estrutural.

Diante das conclusdes estabelecidas, sentiu-se a necessidade de uma resposta
numérica adicional para o problema, que viesse a dar respaldo definitivo aos resultados
oriundos do programa ATT. Isto posto, empreendeu-se uma busca dirigida a detectar
um programa comercial, com base no mef, que pudesse ser utilizado para resolver a
questdo. Nesse sentido, o trabalho de NAGAHAMA (2003), voltado para o estudo de
problemas de flambagem local em hastes de paredes delgadas de se¢ao aberta, incluindo
analises do comportamento pos-critico, foi de fundamental importancia, particularmente
para subsidiar a escolha do programa e do tipo de elemento finito a ser adotado. Esse
autor concluiu, apos extensa consulta a literatura, que os elementos de casca, com
quatro nos na superficie média, eram os mais indicados para se realizar andlises de
estabilidade elastica em hastes de paredes delgadas. Além disso, verificou que existiam
na biblioteca do programa ABAQUS trés elementos que atendiam ao pré-requisito
acima citado, designados S4, S4R e S4R5, sendo o elemento S4 o que se mostrou mais
adequado a realizagdo de suas andlises pos-criticas.

Com base nessa experiéncia de Nagahama, optou-se entdo por utilizar o
programa ABAQUS, com o elemento de casca S4, para fins de validagao dos resultados
do programa ATT no presente exemplo. E de se notar também o aspecto positivo de se

tomarem agora, como termo de comparagdo, os resultados oriundos de uma formulagao
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bidimensional, e ndo unidimensional, para o problema.
Para as simulagdes com o programa ABAQUS, chama-se a atengdo para os

seguintes topicos a respeito do funcionamento e manuseio do referido programa:

1 - quanto a discretizagao da haste, esta foi sempre realizada, conforme ja citado,
considerando-se os elementos S4, os quais, por serem quadrilateros, permitiram o uso

de uma malha retangular;

2 - para cada no ficam definidos 6 graus de liberdade (3 translacdes e 3
rotagdes) que estdo associados a um sistema Lagrangeano de coordenadas cartesianas
definido livremente pelo usudrio; para facilitar, optou-se aqui pelo mesmo sistema de

eixos X, y,z ja utilizado para o problema;

3 - ¢ facultado ao usuario o estabelecimento de dependéncia (acoplamento
cinematico) entre um ou mais graus de liberdade de um n6é da malha e os graus de
liberdade de um outro no, fixado como mestre, o qual ndo precisa pertencer fisicamente
a secdo real. Tal dependéncia com o n6 mestre pode ocorrer simultaneamente para mais
de um n6 da malha, inclusive modificando-se o conjunto de graus de liberdade
envolvido em cada dependéncia. Ressalte-se que este recurso do programa ABAQUS
torna-se muito util para fins de aplicacdo das condi¢cdes de contorno cinematicas e
também das proprias condi¢des de carregamento nas extremidades da barra. A respeito
da introdugdo das condi¢des de contorno cinematicas, ¢ importante ressaltar que houve
necessidade de se recorrer ao campo de deslocamentos do modelo de Attard (expressdes
(I.27) e (I.31.a,b)), para que se pudesse estabelecer a melhor correspondéncia possivel,
nas analises bidimensionais pelo programa ABAQUS, com as condi¢des de vinculagdo

introduzidas nas analises unidimensionais até entio realizadas;

4 - o carregamento ¢ nodal, sendo definidos, correspondentemente aos 6 graus

de liberdade por n6, 3 forcas e 3 momentos;
5 - dentre as opgdes oferecidas pelo programa ABAQUS, optou-se por utilizar,

para fins de resolugdo do sistema ndo linear de equagdes algébricas de equilibrio, a

técnica do arch-lenght control.
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Feita essa abordagem sucinta envolvendo alguns aspectos da aplicagdao do
programa ABAQUS, passa-se entdo a apresentacdo dos resultados obtidos com o
mesmo para o presente exemplo. Antes, porém, cabe observar o esquema representado
no quadro IV.1, onde sdo indicados os 5 pontos nodais considerados ao longo da linha
média da secdo transversal da barra (cabendo destacar que longitudinalmente foram
tomadas 74 sub-divisdes idénticas na barra, conduzindo portanto a uma malha de
4x74 elementos), e também explicitadas as condi¢cdes de contorno cinematicas e de
carregamento consideradas nas andlises de meia-barra (as quais foram executadas
anteriormente com os programas ATT e POL segundo o esquema estrutural da figura

IV.28). Os resultados dessas analises podem ser vistos nos graficos 7, versus (L) das

figuras 1V.32.a a IV.32.d, correspondentes aos quatro ultimos niveis do momento de
flexdo, onde se acham representadas, além das respostas fornecidas pelo programa
ABAQUS, as anteriormente obtidas com o programa ATT (cuja veracidade se deseja
atestar) e com o programa de Attard (aqui repetidas para que se possa também ter
clareza de como as mesmas se posicionam diante das respostas do programa

ABAQUS).

A observagao desses graficos mostra que ha uma concordancia muito boa entre
as respostas do programa ATT e as correspondentes ao programa ABAQUS, ficando,
por conseguinte, plenamente confirmada a incapacidade da formulacdo numérica de
Attard, pelas simplificagdes efetuadas, de reproduzir adequadamente o comportamento

estrutural no presente problema.

Apbés o encerramento das andlises efetuadas para este exemplo, pode-se
sintetiza-las primeiramente observando que, para todos os niveis do momento de flexao,
as respostas dos programas ATT, com o uso do mdfe, e de Attard, com o uso do mef,
mostraram ambas uma boa concordancia com os resultados experimentais de ENGEL e
GOODIER (1953) (dentro do alcance dos ensaios), notando-se entretanto que,
globalmente, a que melhor se ajustou aos ensaios foi na realidade a de Attard (ver
figuras IV.29.a a IV.29.g). Quanto a comparagao entre as respostas dos programas ATT,
POL (também pelo mdfe) e de Attard, foi constatado que, para os dois primeiros niveis
do momento de flexdo, os trés programas conduziram praticamente aos mesmos
resultados. Todavia, para o nivel subseqiiente do momento de flexdo, as respostas do
programa POL ja comecaram a destoar daquelas oriundas dos outros dois programas. Ja

para os demais niveis do referido momento, foi observada uma significativa diferenca
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Quadro IV.1 — Discretizagdo da se¢do transversal e condigdes cinematicas e de

carregamento para as analises com o programa ABAQUS

SECAO

TRANSVERSAL . ~
CONDICOES CONDICOES DE

Ponto Nodal CINEMATICAS CARREGAMENTO

Centréide C — NO MESTRE:
as trés translagoes e a rotagdo x

sdao impedidas.

NOS DEPENDENTES: os

EXTREMIDADE x =0 demais noés da sec¢do. Momento de flexdo
. M aplicado no né
TIPO DE DEPENDENCIA: .
mestre (centréide).

n6é E: todos os seis graus de

liberdade;

demais nos: as trés translagoes e

a rotagao x.

C. de cisalhamento E — NO

MESTRE: as rotagdes y e z .
Momento de tor¢ao
sdo impedidas.

T, : .
— aplicado no no
EXTREMIDADE x — £ | NOS DEPENDENTES: todos os | °

demais nés da secio. mestre (centro  de

cisalhamento) .
TIPO DE DEPENDENCIA:

todos os seis graus de liberdade.
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6

Figura IV.32.a —

Resultados T, versus ¢(L), com M =7345 Nmm, segundo os

programas ABAQUS (mef), ATT (mdfe) e de Attard (mef)

M = 8565 Nmm
T, (Nmm)

400

350 ]
300 ]
250 ]
200 ]
150 ]
100 ] o,

50 A

7o 0.1 02 0,3 0.4 0,5 0,6 07 0,8 oo #(L) (rad)

——ABAQUS - mef
——ATT - mdfe

o ATTARD (1984) - mef

Figura IV.32b —

Resultados 7, versus ¢(L), com M =8565 Nmm, segundo os

programas ABAQUS (mef), ATT (mdfe) e de Attard (mef)
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M= 9786 Nmm
T, (Nmm)

400
EavAvs

350 ]
300 ]
250 ]
200 ]
150 ]
100 ]
50 | o

03 02 01 0o 01 02 03 04 05 0.6 07 \ o ¢(L) (rad)

~50

>

-100 ~

-150 A
g ——ABAQUS - mef
-200 4
—ATT - mdfe

-230 1 o ATTARD (1984) - mef

do

Figura IV.32.c — Resultados 7, versus (L), com M =9786 Nmm, segundo os

programas ABAQUS (mef), ATT (mdfe) e de Attard (mef)
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-100 A
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J —— ABAQUS - mef
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J ——ATT - mdfe

-250 ] o ATTARD (1984) - mef

G
P
P

Figura IV.32.d — Resultados T, versus ¢(L), com M =11006 Nmm, segundo os

programas ABAQUS (mef), ATT (mdfe) e de Attard (mef)
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entre as respostas de todos os trés programas, sendo constatado que o programa POL,
certamente como conseqiiéncia das aproximagdes presentes na formulacdo que lhe deu
origem, ndo conseguiu prever corretamente o proprio tipo de comportamento estrutural
para o problema em estudo. Observou-se ainda que o programa de Attard gerou uma
resposta, do ponto de vista quantitativo, que se afastou consideravelmente daquela
fornecida pelo programa ATT (para valores positivos do momento aplicado de tor¢ao

T,), muito embora, em termos qualitativos, tenha havido concordincia quanto ao tipo

de comportamento estrutural, com a ocorréncia de pontos limites. A investigacao sobre
essas diferencas quantitativas levaram a conclusdo de que sua origem foram as
simplificagdes executadas por Attard para o desenvolvimento de sua formulagdo
numérica pelo mef. Embora tais simplificagdes ndo tenham trazido prejuizo as respostas

por ele obtidas para 7,<0, correspondentes aos trechos das curvas onde ha ganho de
rigidez, afetaram entretanto substancialmente os resultados para 7,>0, relativos aos

trechos das curvas onde ocorre instabilidade eclastica. Finalmente, com base nas
respostas obtidas com o programa comercial de elementos finitos ABAQUS (utilizando
o elemento de casca denominado S4), pode-se ter uma comprovacao efetiva, e por meio
de uma formulacdo bidimensional, da pertinéncia das respostas fornecidas pelo

programa ATT.

IV.7 EXEMPLO 7: ESTABILIDADE DE VIGA DE SECAO ASSIMETRICA
SUBMETIDA A FLEXO-TORCAO

O presente exemplo, analisado também em ATTARD (1984), constitui, tal como
no exemplo anterior, uma situacdo onde a formulagdo numérica desenvolvida por esse
autor, face as simplifica¢des realizadas, ndo conduz a uma previsdo correta para o
comportamento estrutural. Tal conclusdo é corroborada, uma vez mais, pelos resultados
obtidos através da utilizagdo do programa ABAQUS. Trata-se de um problema
apresentado originalmente por YOO (1980) que, através de uma formulagdo de
elementos finitos por ele estabelecida para andlise linear de estabilidade em estruturas
constituidas por hastes de paredes delgadas de se¢do aberta, procurou investigar a
contribuicdo do bimomento para a carga critica no caso de barras de se¢ao assimétrica.

A peca a ser analisada, que se acha representada na figura IV.33, ¢ uma viga de aco,
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4

2L = 12190 mm 1

143,51 mm 143,51 mm

152,4mm 152,4 mm

9

v
T o#

92,86 mm
"4

101,9
17,78 mm o mm

#

18,08 mm

295,91 mm
18,08 mm 304,8 mm

M
17,78 mm
AN )
—Fk
101,9 mm 92,86 mm

a=129,71 mm
b=110,58 mm

Figura IV.33 — Esquema estrutural do exemplo 7

bi-apoiada, de secdo transversal constituida a partir da jungdo de duas se¢des “U”,

solicitada por uma carga uniformemente distribuida ¢q,, cuja localizagdo acha-se
também indicada na figura. Projetando a carga ¢, segundo as dire¢des dos eixos y € g

(tomados como principais de inércia), e transferindo-a para o centro de cisalhamento E,
gera-se, em sintonia com os sub-itens 11.3.6.2 e 11.4.6, o sistema de forcas, dependente

da tor¢do da pega, constituido por ¢, =g, cosa =0,790q,, q. =—q,sena =—0,613q, ¢
m, =m;cosp+r.senp (modelo de Attard), ou m, =m, +7.¢ (modelo de Polillo,
Garcia e Villaga), com m. =q, (asena +bcos a) =1669¢q, e
r: =4, (acosa —bsena)=3464,.

As propriedades do material e da secdo transversal sdo apresentadas na tabela
IV.13, e o esquema estrutural de meia-barra, utilizado nas andlises pelos programas
ATT e POL, acha-se representado na figura 1V.34, onde sdo também explicitadas as

condigdes de contorno cinematicas para o problema.
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Tabela IV.13 — Propriedades do material e da se¢do transversal

PROPRIEDADES DO E =200000 MPa
MATERIAL
G =77230 MPa
y, =41,69 mm
z,=9951 mm

A=1698x10° mm’
1, =1104x10° mm’
I.=2880x10° mm*

1,=5961x10° mm’
PROPRIEDADES DA

I,=4739%10" mm°
Q,=—4,144x10" mm’
Q.=-2126x10" mm’
Q,=-5769x10" mm’
R, =4,062x10" mm’

1. =0

yz

De acordo com a formulagao para andlise linear de estabilidade desenvolvida em
YOO (1980), ¢ prevista para o problema uma carga critica (carga de bifurcagao)

Gocg =44,0IN/mm , sem levar em conta a contribuigio do bimomento na matriz de
estabilidade, e uma outra, um pouco menor, g, =43,97 N/mm, se considerada a

contribuicdo deste. Por outro lado, em ATTARD (1984), ¢ também apresentada uma
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formulacao para andlise linear de estabilidade, como um sub-produto do modelo
numérico (segundo o mef) desse autor para a analise ndo linear de flexo-tor¢ao, a qual

fornece, para este mesmo problema, o valor g,., = 44,16 N/mm.

ATT: m, = q0(166,900s¢+34,6sen¢7)

POL: m, =q,(166,9+34,6¢)

L=6095 mm

Figura IV.34 — Esquema estrutural de meia-barra para a andlise numérica pelos

programas ATT e POL

Para confirmar a pertinéncia desses resultados, muito proximos entre si,
preconizados pela andlise linear de estabilidade, Attard procedeu a uma andlise ndo
linear do problema, com base no seu programa de elementos finitos. Os resultados por

ele obtidos sio apresentados sob a forma de relagdes y versus v(L), y versus w(L) e

y versus ¢(L), sendo y = e com ¢,., =44,16 N/mm representando o valor da

qocr
carga critica calculada segundo esse autor. Tais respostas, juntamente com as oriundas
dos programas ATT e POL, encontram-se registradas numericamente nas tabelas
IV.14.a a IV.14.c, e graficamente nas figuras IV.35.a a IV.35.c. Cabe ressaltar que,
embora em ATTARD (1984) ndo tenham sido mostradas respostas envolvendo os
deslocamentos longitudinais, como um complemento ao estudo apresentam-se (apenas

graficamente) na figura IV.35.d, sob a forma de curvas y versus u(L), as aqui

determinadas pelos programas ATT ¢ POL. No conjunto de figuras IV.35 sdo ainda
plotadas as respostas obtidas a luz do programa ABAQUS, com a utilizagdo do mesmo

elemento de casca S4 empregado no exemplo anterior. Para tanto, a se¢do transversal
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Tabela IV.14.a — Resultados numéricos y versus v(L)

y= KN v(L) (mm)
Docr
ATT POL ATTARD (1984)

(mdfe) (mdfe) (mef)
0,1 18,8 18,8 18,7
0,2 40,9 40,1 40,3
0,3 67,1 63,8 64,7
0,4 97,7 88,9 91,0
0,5 132 115 118
0,6 171 141 -
0,7 211 167 -
0,8 254 193 -
0,9 299 219 -
1,0 344 245 -
1,1 391 271 -
1,2 437 296 -
1,3 484 322 -
1,4 531 347 -
1,5 579 372 -
1,6 626 398 -
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Tabela IV.14.b — Resultados numéricos y versus w(L)

y= KN —w(L) (mm)
Docr
ATT POL ATTARD (1984)

(mdfe) (mdfe) (mef)
0,1 36,5 36,4 36,4
0,2 75,4 74,3 73,9
0,3 116 112 110
0,4 158 149 143
0,5 199 185 171
0,6 240 220 -
0,7 280 254 -
0,8 319 288 -
0,9 358 322 -
1,0 395 356 -
1,1 431 390 -
1,2 467 424 -
1,3 503 458 -
1,4 538 492 -
1,5 572 527 -
1,6 607 561 -
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Tabela IV.14.c — Resultados numéricos y versus ¢(L)

L _a o) (rad)
Docr
ATT POL ATTARD (1984)
(mdfe) (mdfe) (mef)
0,1 0,0639 0,0634 0,0625
0,2 0,134 0,129 0,129
0,3 0,208 0,192 0,195
0,4 0,282 0,246 0,255
0,5 0,352 0,292 0,310
0,6 0417 0,328 -
0,7 0,475 0,358 -
0,8 0,527 0,381 -
0,9 0,571 0,399 -
1,0 0,611 0413 -
1,1 0,645 0,424 -
1,2 0,675 0,432 -
1,3 0,701 0,438 -
1,4 0,724 0,442 -
L5 0,744 0,445 -
1,6 0,762 0,447 -
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1,6
—— POL - mdfe
L4 1| —ATT - mdfe
——ABAQUS - mef
1,2 +
o ATTARD (1984) - mef
1,0 +
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y= 9 08 | ° °
Qocr { o . :
Y L]
06 1 $° .
L]
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0,0 —t —
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Figura IV.35.a — Resultados A versus v(L) segundo os programas POL (mdfe),

ATT (mdfe), ABAQUS (mef) e de Attard (mef)

1,6
—— POL - mdfe
L4 7| —ATT- mdfe
—e— ABAQUS - mef
1,2 1
o ATTARD (1984) - mef
1,0 1
%
«° 3
;/:7% 0,8 + . .0
- L]
Docr .. ..
. °
06 + . o°
° Y
L]
04 1
02 1
00 Etr
0 100 200 300 400 500 600

-w (mm)

Figura 1V.35.b — Resultados A versus w(L) segundo os programas POL (mdfe),
ATT (mdfe), ABAQUS (mef) e de Attard (mef)
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16
—— POL - mdfe
L4 | ——ATT - mdfe
|| —— ABAQUS - mef
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Qocr ° * .
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Figura 1V.35.c — Resultados y versus go(L) segundo os programas POL (mdfe),

ATT (mdfe), ABAQUS (mef) e de Attard (mef)
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Figura IV.35.d — Resultados y versus u(L) segundo os programas POL (mdfe), ATT

(mdfe) e ABAQUS (mef)
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foi discretizada conforme representado na figura 1V.36, sendo definidas
longitudinalmente 80 sub-divisdes num esquema de meia-barra (o qual foi uma vez
mais adotado para fins de andlise). Quanto as condi¢des de contorno cinematicas, estas
acham-se explicitadas no quadro IV.2 e, com relagcdo ao carregamento, procurando-se
obedecer mais de perto ao esquema original da figura IV.33, foi o mesmo agora
aplicado sob a forma de cargas concentradas ao longo da barra, atuando diretamente
sobre 0 n6 5 da secdo genérica mostrada na figura 1V.36, as quais foram assim

determinadas (com g, em N/mm):

1 - se¢des transversais extremas:

forcanodal y: ¢, % =30,1q,

L
forcanodal z: g. —=-234
g qz 2N qO

2 - demais secOes transversais:

forganodal y: ¢, % =60,2q,

forcanodal z: ¢q. % =—467q,

71,75 71,75 50,66 46,43 46,43
le e )
A A

A A 7 | /1'

£
46,43 F 7k 46,43
46,43 5 | : 46,43
_._-.__'lo 7_7154

Ponto Nodal IO llE #* Y

: 71,83

o
: 71,82

y 7T
| 71,83

i—-‘ #

F—F—k

46,43 46,43

Figura IV.36 — Discretizagdo da se¢do transversal para as andlises com o programa

ABAQUS (cotas em milimetros)
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Quadro I'V.2 — Condigdes de contorno cinematicas para o uso do programa ABAQUS

Centroéide C — NO MESTRE: as trés translacdes ¢ a

rotacdo x sdo impedidas.
NOS DEPENDENTES: os demais nos da secéo.
EXTREMIDADE x = ¢ | TIPO DE DEPENDENCIA:

no6 10: as translacdes y e z, e as trés rotacoes;

n6é 11 (centréide setorial): todos os seis graus de

liberdade;

demais nos: as translagdes y e z, e a rotacao x.

C. de Cisalhamento — NO MESTRE: as rotagdes y e
z sdo impedidas.
EXTREMIDADE x = L NOS DEPENDENTES: todos os demais nos da secéo.

TIPO DE DEPENDENCIA: todos os seis graus de
liberdade.

sendo N o numero de sub-divisdes tomadas ao longo do comprimento L .

Passando-se a analise dos resultados apresentados tanto nas tabelas V.14 quanto
nas figuras IV.35, destaca-se inicialmente, conforme ja antecipado, a nova falha na
previsdo do comportamento estrutural por parte da formulacdo numérica de Attard,
desta feita tanto em termos quantitativos quanto qualitativos. Como se observa nos
graficos, enquanto o programa de Attard acusou a ocorréncia de ponto limite de carga

(para um valor do parametro de carga y relativamente proximo do valor y =1

correspondente a carga de bifurcacdo indicada pela andlise linear de estabilidade), o
programa ATT, uma vez mais corroborado pelo programa ABAQUS (cujas respostas
sdo muito proximas das obtidas com o programa ATT), ndo detectou qualquer tipo de
problema de estabilidade no comportamento estrutural da haste.

Quanto ao programa POL, o mesmo detectou, em termos qualitativos, um tipo
de comportamento para a haste andlogo ao previsto pelos programas ATT e ABAQUS,

muito embora, face as magnitudes atingidas pelo angulo de torgdo, suas respostas ja
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comecem a perder precisao para um valor do parametro de carga y ainda bem aquém do

proprio valor critico fornecido pela andlise linear de estabilidade.

Como uma sintese dos resultados alcangados no presente exemplo, pode-se dizer
que, tanto as analises lineares de estabilidade de Yoo e de Attard, quanto as analises nao
lineares deste ultimo, ndo foram capazes de prever, quantitativa e qualitativamente, o
verdadeiro comportamento estrutural da haste. Tal comportamento, segundo as andlises
mais realistas dos programas ATT e ABAQUS (e, em termos qualitativos, também de
acordo com o que aponta o programa POL), ndo envolve qualquer tipo de problema de

estabilidade para a peca.
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CAPITULO V
CONCLUSAO

Neste capitulo sdo apresentadas as conclusdes gerais da presente pesquisa e

algumas sugestoes para o prosseguimento da mesma.

Recorda-se, inicialmente, o objetivo primordial da pesquisa, qual seja, o de
investigar a conveniéncia de se admitirem angulos de torcdo no ambito de grandes
rotagdes, como considerado no modelo de ATTARD (1986), frente a premissa de
admiti-los no ambito de rotagdes moderadas, conforme o modelo de POLILLO et al.
(1998), em problemas de flexo-tor¢ao de hastes de paredes delgadas de secdo aberta
(admitindo-se solicitagdes estaticas). Nesse sentido foi estabelecido, no capitulo II, para
cada um dos dois modelos, a correspondente formulagdo analitica segundo o principio
dos trabalhos virtuais, devendo ser ressaltado que, em fun¢do de serem idénticas as
hipoéteses assumidas para ambos, a excecdo daquela relativa a ordem de grandeza dos
angulos de tor¢do, a formulacdo associada ao modelo de Polillo, Garcia e Villaga pode
ser encarada como caso particular da relativa ao modelo de Attard. Em seguida, no
capitulo III, foi apresentado o correspondente tratamento numérico, pelo método das
diferencas finitas energéticas (mdfe), para cada uma das duas formulag¢des analiticas
desenvolvidas no capitulo II, ficando evidente que, para o modelo de Attard, foram

geradas expressdes para as parcelas oW,, e oW,

., do ptv significativamente mais
carregadas de termos (contando inclusive com a presenca de fungdes trigonométricas),
em comparagdo ao modelo de Polillo, Garcia e Villaga, o que acarreta, evidentemente,
maior esfor¢o computacional para a realizagdo de uma dada analise. Além disso,
apresentou-se nesse mesmo capitulo uma sintese da resolugdo do sistema de equagdes
algébricas ndo lineares de equilibrio através da técnica do GDCM, sendo também
gerado, como sub-produto, o método de Newton-Raphson. Com base no referido
tratamento numérico pelo mdfe, construiram-se, entdo, dois programas, denominados
ATT, para o modelo de ATTARD (1986), e POL, para o modelo de POLILLO et al.
(1998), os quais foram em seguida utilizados no estudo de sete exemplos de aplicagdo,

conforme focalizado no capitulo IV, podendo ser assim sintetizados os resultados das

analises realizadas:

1 — Para o primeiro exemplo, onde se estudam os efeitos da tor¢do combinada



com tragdo numa barra de se¢ao retangular estreita, viu-se que a auséncia total de flexao

(v=w=0) gerou solugdes analiticas idénticas para ambos os modelos de flexo-tor¢io,

independentemente da magnitude do angulo de tor¢do, o que foi também confirmado

numericamente pelos programas ATT ¢ POL. Além disso, por serem as derivadas ¢’ e

u' constantes no problema, resulta uma perfeita concordancia das solugdes numéricas
com as analiticas. Observa-se ainda a excelente proximidade dessas solugdes tedricas
com os resultados experimentais de ENGEL e GOODIER (1953), podendo-se por fim
destacar a defini¢do, para os dados do exemplo, de um limite de validade para a relagao
linear momento torsor versus angulo de tor¢ao por unidade de comprimento, admitida

por e€sses autores.

2 — Para o segundo exemplo, relativo a tor¢ao nao uniforme em uma barra de
secdo “ I 7, a auséncia total de flexdo conduz, uma vez mais, a solucdes analiticas
idénticas entre si, para ambos os modelos de flexo-tor¢ao estudados, independentemente
da magnitude do angulo de tor¢do (embora ndo tenha sido possivel determina-las). Os
programas ATT e POL, como esperado, forneceram sempre respostas idénticas entre si,
as quais apresentaram boa proximidade com os resultados tedricos e experimentais de

TSO e GHOBARAH (1971), tanto na anélise de deslocamentos quanto de deformagdes.

3 — Para o terceiro exemplo, qual seja, o estudo da tor¢ao uniforme numa barra
de se¢do cantoneira, o programa ATT demonstrou, num problema efetivamente de
flexo-torcao, excelente desempenho em todas as analises comparativas realizadas, tanto
perante os resultados experimentais fornecidos por GREGORY (1960a e 1960b), quanto
diante dos previstos pelo programa de elementos finitos de Attard. Quanto ao programa
POL, a presenca da flexdo, como esperado, limitou a validade de suas respostas;
todavia, em funcdo de ser a mesma de inicio secundaria, s6 surgindo como
conseqiiéncia do comportamento geometricamente nao linear da peca, conseguiu-se
atingir com o programa valores expressivos do angulo de tor¢ao sem perda substancial

de qualidade nos resultados.

4 — Para o quarto exemplo, que tratou do problema de flambagem por flexo-

2

torcdo de uma coluna de se¢ao “ U ”, apesar de ambos os programas, ATT e POL,

fornecerem a mesma estimativa de carga critica, muito proxima do valor analitico
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previsto (idéntico para ambos os modelos de flexo-tor¢ao), houve total discordancia
quanto ao comportamento pos-critico, com o programa POL prevendo,

equivocadamente, um caminho instavel de equilibrio.

5 — No quinto exemplo, onde ¢ abordado o problema de flambagem lateral de
uma viga de se¢do “ 1 ”, considerando-se a influéncia da curvatura pré-critica, o modelo
de Polillo, Garcia e Villaga prevé analiticamente uma carga critica superior a fornecida
pelo modelo de Attard, com os programas ATT e POL reproduzindo plenamente esse
resultado. Quanto a trajetéria pos-critica, os programas detectaram o mesmo tipo de
comportamento para a haste, mas o programa POL acusou um ganho de rigidez sempre
crescente em relacdo ao previsto pelo modelo de Attard, divergindo assim deste em

termos quantitativos.

6 — Para o sexto exemplo, onde se analisou a estabilidade de uma viga de secao
cantoneira submetida a flexo-tor¢do, foi observado que, para todos os niveis do
momento aplicado de flexdo, as respostas dos programa ATT, com o uso do mdfe, e de
Attard, com o mef, mostraram ambas uma boa concordincia com os resultados
experimentais de ENGEL e GOODIER (1953) (dentro dos limites atingidos pelos
ensaios), notando-se entretanto que, globalmente, os resultados que melhor se ajustaram
aos ensaios foram na realidade os de Attard (ver figuras IV.29.a a IV.29.g). Quanto as
respostas do programa POL, os bons resultados iniciais comecaram a destoar dos
oriundos dos outros dois programas a partir do terceiro nivel do momento de flexao,
sendo que, para os quatro ultimos niveis do referido momento, foi observada uma
significativa deterioracdo de suas respostas, constatando-se que esse programa nao
conseguiu prever corretamente o proprio tipo de comportamento estrutural para o
problema em estudo. Observou-se ainda que o programa de Attard gerou uma resposta

que, quantitativamente (para 7,>0 ), afastou-se consideravelmente da correspondente

ao programa ATT, muito embora tenha havido concordancia quanto ao tipo de
comportamento estrutural previsto, com a ocorréncia de pontos limites. A investiga¢do
dessas diferencas quantitativas levou a conclusdo de que as mesmas foram motivadas
basicamente pela eliminagdo de termos realizada por Attard no desenvolvimento de sua

formulacao numérica pelo mef, tendo-se constatado que as aproximagdes para o angulo

2

de tor¢do, a saber, senp=¢ e cosqozl—%, introduzidas na expressdo do ptv,
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tiveram na realidade uma participagdo muito pequena nas citadas diferencgas.
Finalmente, o programa comercial de elementos finitos ABAQUS (utilizando-se o
elemento de casca S4, de sua biblioteca) forneceu uma comprovagao efetiva, e por meio

de uma formulacao bidimensional, da pertinéncia das respostas do programa ATT.

7 — No sétimo e ultimo exemplo, onde se focaliza a estabilidade de uma viga de
secdo assimétrica sob flexo-tor¢ao, tanto as analises lineares de estabilidade de YOO
(1980) e de ATTARD (1984), acusando carga de bifurcagcdo, como também as andlises
ndo lineares deste ultimo, detectando ponto limite de carga, revelaram-se incorretas,
pois o verdadeiro comportamento estrutural para o problema, conforme indicaram as
respostas praticamente idénticas dos programas ATT e ABAQUS (acompanhadas ainda,
em termos qualitativos, pelas do programa POL), ndo apresentou qualquer indicio de

perda de estabilidade.

Com base nessas constatagdes, extraidas dos sete exemplos analisados, podem

entdo ser estabelecidas as seguintes conclusdes:

1 — O modelo de Attard, em que sao considerados grandes angulos de torcao, foi
o que efetivamente conduziu aos melhores resultados em todas as andlises efetuadas
com o programa ATT. Essa comprovag¢ado se deu tanto mediante comparagdes realizadas
com outras formulagdes (que liberam o angulo de tor¢do), quanto com resultados
experimentais. A esse respeito, cabe destacar que as andlises pelo programa comercial
ABAQUS foram de extrema importincia, pois, conforme demonstraram os dois ultimos
exemplos, este programa possibilitou ndo s6 uma comprovagdo efetiva dos resultados
obtidos com o programa ATT, como também confirmou, através de uma formulagao

bidimensional, a pertinéncia do modelo unidimensional de Attard.

2 — A formulagdo analitica baseada no modelo de POLILLO et al. (1998),
traduzida pelo programa POL, apresenta limita¢gdes quanto a sua aplicagdo a andlise de
problemas de flexo-tor¢do, como decorréncia da hipotese de serem considerados
angulos de tor¢do no contexto de rotacdes moderadas (e ndo no ambito de grandes
rotagdes, como fez Attard). As andlises comparativas mostraram que, embora tal
modelo tenha se mostrado plenamente adequado aos problemas de tor¢ao sem flexao, a

presenca desta limita a validade de suas respostas, como visto no caso dos exemplos 3 e
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7, principalmente neste ultimo, onde a flexao tem carater mais acentuado desde o inicio.
Conclui-se também que, em problemas de estabilidade eldstica, podem ocorrer tanto
falsas previsdes no tipo de comportamento estrutural, como se viu nos exemplos 4 e 6
(neste ultimo a partir do quarto nivel do momento de flexdo), quanto também
imprecisdes na determinacdo da carga critica, como no caso do exemplo 5, de
flambagem lateral, pela influéncia da curvatura pré-critica (entretanto, ndo existindo
este efeito, como no proprio exemplo 4, a carga critica fornecida por ambos os modelos

¢ idéntica).

3 — A formulagdo numérica desenvolvida por Attard pelo mef apresenta
limita¢des quanto a sua aplica¢do, em decorréncia das simplificagcdes executadas, sendo
que os efeitos observados nas analises comparativas envolveram tanto a geracdo de
resultados quantitativamente equivocados, como no exemplo 6, onde as cargas
traduzidas pelos pontos limites ficaram sempre bem aquém das determinadas pelos
programas ATT e ABAQUS, quanto de fornecer previsdes inteiramente equivocadas
quanto ao verdadeiro tipo de comportamento estrutural da barra, conforme ocorrido nas
analises do exemplo 7. Por outro lado, vale mais uma vez destacar que as simplificagdes
realizadas por Attard no seno e no co-seno do angulo de tor¢cao nao foram responsaveis

pela deterioragao dos resultados.

Em fung¢do do exposto, pode-se dizer que o modelo analitico de Attard foi, de
fato, o que apresentou o maior grau de confiabilidade nas respostas, tendo sempre
conduzido a resultados significativos, independentemente do tipo de comportamento
estrutural para a peca. Com isto, apesar da maior dificuldade envolvida em relagdo a
implementagdo de um tratamento numérico adequado ao problema, considera-se como
sendo totalmente conveniente a previsao, no modelo de analise, de angulos de tor¢cao no
ambito de grandes rotacdes, e ndo de rotacdes moderadas. Julga-se assim atingido o
objetivo basico da presente pesquisa, podendo-se ainda destacar que a mesma também
se constituiu em mais um bem sucedido teste de aplicacdo do tratamento numérico
segundo o mdfe. Além disso, como um resultado adicional da pesquisa, e na verdade
ndo esperado de inicio, descobriu-se que a eliminacdo de termos realizada no tratamento
numérico estabelecido por Attard, segundo o mef, pode trazer sérios prejuizos aos
resultados, como demonstraram os dois ultimos exemplos analisados, sendo que tal

constatagdo parece ser também inédita, uma vez que, mesmo apds minuciosa consulta a
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literatura, ndo se encontrou qualquer citagdo a esse respeito. Nesse aspecto foi de
fundamental importancia o respaldo fornecido pelo programa ABAQUS aos resultados
oriundos do programa ATT.

Para finalizar, seguem-se algumas sugestdes para a continuidade desta pesquisa:

1 — Testar os programas para exemplos outros que estejam disponiveis na

literatura especializada.

2 — Estender a analise ao caso de vigas continuas, ou mesmo porticos,

contemplando assim situacdes mais usuais de projeto.

3 — Introduzir nas formulagdes apresentadas a possibilidade de sec¢ao varidvel,
assim como incorporar o caso de solicitagdo dindmica, podendo-se, em principio,
utilizar o método da acelerag@o constante como procedimento de marcha no tempo, com

base na experiéncia anterior de LIMA (1995).

4 — Reformular o tratamento numérico de Attard pelo mef, utilizando uma
formulacao Lagrangeana atualizada como alternativa para procurar nao sé corrigi-lo em
relacdo as simplificacdes realizadas, como também manté-lo exeqiiivel em termos de

implementagao.

5 — Disponibilizar um programa computacional, a luz de uma teoria ndo linear
de “folded plates”, objetivando inclusive proceder a estudos de instabilidade local. A
posse de tal ferramenta, entre outras coisas, evitaria a necessidade do uso de programas
comerciais, como o ABAQUS, sobre cujo conteido ndo se tem, em geral, pleno
dominio, aspecto este que, em certas situagdes, pode trazer dificuldades a interpretagdo

ou mesmo a propria obtencao de resultados.
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