UMA NOVA FORMULACAO DO METODO DOS ELEMENTOS DE
CONTORNO PARA A ANALISE DE PROPAGACAO DE ONDAS
ESCALARES

Ana Maria Silva de Senna

TESE SUBMETIDA AO CORPO DOCENTE DA COORDENACAO DOS
PROGRAMAS DE POS-GRADUACAO DE ENGENHARIA DA
UNIVERSIDADE FEDERAL DO RIO DE JANEIRO COMO PARTE DOS
REQUISITOS NECESSARIOS PARA A OBTENCAO DO GRAU DE DOUTOR,
EM CIENCIAS EM ENGENHARIA CIVIL.

Aprovado por:

Prof. José Antonio Marques Carrer, D.Sc.

Prof. Webe Joao Mansur, Ph.D

Prof. José Claudio de Faria Telles, Ph.D

Profa. Solange Guimaraes, D.Sc.

Prof. Luis Paulo da Silva Barra, D.Sc.

Prof. Luis Alkimin de Lacerda, D.Sc.

RIO DE JANEIRO, RJ - BRASIL
SETEMBRO DE 2003



SENNA, ANA MARIA SILVA DE
Uma Nova Formulagao do Método dos
Elementos de Contorno para a Anélise de
Propagagao de Ondas Escalares
[ Rio de Janeiro | 2003
VIII, 105 p. 29,7 em (COPPE/UFRJ,D.Sc.,
Engenharia Civil, 2003)
Tese-Universidade Federal do Rio
de Janeiro, COPPE
1. Propagacao de ondas
2. Método Numéricos
3. Elementos de Contorno
4. Método 6-linear
[.COPPE/UFRJ II.Titulo(série)

i



1l

Zeferino, Adino e Arlei



AGRADECIMENTOS

Aos professores Webe Joao Mansur e José Antonio Marques Carrer pela ori-
entacao e valiosa colaboragaoo neste trabalho com sugestoes e a experiéncia para
apontar com precisao meus erros cometidos durante os anos de pesquisa e ainda
transmitindo tranqiilidade e confianca para o continuidade da trabalho. A eles
gostaria de expressar minha gratidao pela compreensao e amizade oferecidas e ad-

miracao pelo carater e profissionalismo incontestaveis.
Aos professores do Programa de Engenharia Civil pela colaboracao extra quando
necessitei de seus conhecimentos e em especial, aos professores José Claudio de Faria

Telles, José Antonio Fontes Santiago e a Professora Solange Guimaraes.

Aos amigos do LAMEC, Lucia, Natdlia, Ana Ibis, André, Claudio, Thileni e

Cleberson pelos momentos compartilhados, pela amizade e pela ajuda prestada.

Ao CNPq pelo suporte financeiro.

Aos funcionarios da COPPE/UFRJ pelos auxilios prestados sempre que solici-

tados e, em particular a Beth, Jairo, Rita, Wilma, André Fraga e Ivone.
Aos meus pais, Zeferino e Etelvina pela compreensao e estimulo fundamentais a
conclusao desta etapa de minha carreira profissional e aos meus irmaos Adino, Arlei,

Adimilson, Aloisio e Marcia pela credibilidade e tolerancia.

Aos amigos que adquiri, como um prémio extra.

v



Resumo da Tese apresentada &8 COPPE/UFRJ como parte dos requisitos necessarios

para a obtencao do grau de Doutor em Ciéncias (D.Sc.)

UMA NOVA FORMULAGAO DO METODO DOS ELEMENTOS DE
CONTORNO PARA A ANALISE DE PROPAGACAO DE ONDAS
ESCALARES

Ana Maria Silva de Senna

Setembro/2003

Orientadores: José Antonio Marques Carrer

Webe Joao Mansur

Programa: Engenharia Civil

Este trabalho descreve uma formulagao em 2D no domiinio do tempo, que em-
prega a solucao fundamental correspondente a uma funcao constante no tempo. O
procedimento numérico emprega uma discretizacao por elementos lineares no con-
torno e células triangulares no dominio (quando necessério). O potencial e sua
derivada normal possuem variagao linear no tempo e no espaco e, como ¢é usual em
formulacoes do MEC dependentes do tempo, a integracao no tempo é realizadaa
analiticamente. Outro aspecto a ser mencionado esta relacionado como o procedi-
mento no avanco temporal: aqui, o chamado método f-linear, foi adotado. A fim de

avaliar. a precisao da formulacao, dois exemplos numéricos foram analisados.
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This work describes a time-domain 2D BEM formulation, which employs the
fundamental solution corresponding to a time constant function. The numerical
procedure discretization employs linear boundary elements and domain triangular
cells (when necessary). The potencial and its normal derivative are assumed to
have linear variation in time and space, and, as usual in BEM time-dependent
formulations, the time integration is carried out analytically. Another aspect to
be mentioned is related to the time-stepping procedure: here, the so-called linear -
method is adopted. In order to assess the accuracy of the formulation, two numerical

examples are analysed.
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1 Introducao

Tanto na area de desenvolvimento de pesquisas como em projetos especiais de en-
genharia é de fundamental importancia a utilizacao de modelos reduzidos para
a observacao e analise de um fenomeno; o comportamento fisico destes modelos
pode ser entendido através de modelos matematicos semi-empiricos. Entretanto,
se o fendomeno possui um grau elevado de complexidade é aconselhavel a utilizagao
de modelos matematicos sofisticados, cuja solugao, em geral, requer o emprego de
técnicas numéricas.

O Método dos Elementos Finitos (MEF) e o Método das Diferencas Finitas
(MDF) séo as técnicas de analise numérica pioneiras e as mais conhecidas. Desen-
volvimentos efetuados mais recentemente colocaram a disposi¢ao um novo método
de analise denominado Método dos Elementos de Contorno (MEC) onde a equagao
diferencial que representa o problema é escrita como uma equacao integral utilizando,
por exemplo, o método dos residuos ponderados, com uma funcao de ponderacao
apropriada, a solugao fundamental de um problema correlato.

Uma das principais caracteristicas do MEC ¢é sua diversidade em aplicagoes,
cobrindo muitas areas da Fisica e da Engenharia, como por exemplo em mecanica
estrutural, mecanica das fraturas, plasticidade, viscoplasticidade, geomecanica,
entre outras areas.

Como um fenomeno de particular interesse, pode-se citar o problema de
propagacao de ondas, freqiilentemente abordado na Engenharia, como é o caso de
planejamentos de antenas, onde é importante o conhecimento da interagao com
ondas eletromagnéticas; analise de terremotos, onde o conhecimento de propagacao
de ondas elastodinamicas é essencial; problemas de dispersao e difusao de ondas na
agua, comuns no estudo de mecanica dos fluidos; na ciéncia da actstica, onde o som
se propaga como uma onda.

Problemas em regime transiente sao problemas dinamicos: a resposta do sis-



tema muda com o tempo. Carregamento de impacto devido a uma explosao ou
deslocamentos subidos, por exemplo, constituem problemas dinamicos incluidos na
categoria de problemas de propagacao de ondas.

Este trabalho estd interessado no desenvolvimento de uma formulagao para a
analise de um problema dinamico: — a propagacao de ondas escalares no dominio
do tempo em duas dimensoes. As analises deste tipo de problemas requerem um
modelo eficiente o suficiente para representar com precisao razoavel as caracteristicas
globais e locais deste fendmeno e sao usualmente executadas com procedimentos de
analises numéricas. Este trabalho emprega o Método dos Elementos de Contorno
como o procedimento numérico.

Problemas governados pela equagao escalar da onda utilizando uma formulagao
classica do MEC foram tratados com uma interpolacao constante no tempo para o
fluxo. Uma interpolacao de ordem mais elevada do que a constante provoca uma
instabilidade no método e promove uma oscilagao nas resposta quando ocorre a re-
flexdo da onda, conforme pode ser comprovado por MANSUR (1983) [9] e MANSUR
E CARRER (1996) [11]. Neste trabalho, uma interpolagao linear no fluxo foi con-
siderada e resultados satisfatérios foram obtidos.

Na formulagao classica do MEC [9], a solugao fundamental empregada apre-
senta normalmente singularidades e exige outras consideragoes matemaéticas para
a obtencao da representacao integral numérica, uma vez que tal representacao nao
pode ser desenvolvida aplicando os conceitos de Riemann. Uma das principais van-
tagens da formulagao apresentada neste trabalho é a eliminacao das singularidades
presentes na integracao no tempo, tornando mais simples a utilizagao da analise
numérica.

Basicamente, a formulagao a ser apresentada neste trabalho possui dois aspectos

principais que a distinguem da formulagao padrao descrita por MANSUR, (1983) [9]:

(i) a solugao fundamental correspondente aos efeitos de uma fonte representada



por uma fungao aplicada no tempo ¢t = 0 e mantida constante ao longo do

tempo;
(71) o potencial e sua derivada normal (fluxo) variam linearmente como o tempo.

Com respeito ao primeiro aspecto, é importante notar que as expressoes gerais
para as solugoes fundamentais sao bem conhecidas e podem ser encontradas facil-
mente na literatura, conforme ERINGEN E SUHUBI (1975) [5]. Com respeito ao
segundo aspecto, a hipdtese da variacao linear no tempo tem despertado a atengao
especial nos ultimos anos, uma vez que produz resultados pouco precisos, se o al-
goritmo padrao for utilizado, conforme MANSUR (1983) [9]. A formulacao alter-
nativa proposta recentemente para problemas de propagacao de ondas escalares é
o chamado Método Linear 6 [3, 15]. Tal formulagao consiste em uma modificac¢ao
efeturada no 1ltimo intervalo de tempo, conforme sera exposto oportunamente no
capitulo ?7.

Relativamente a integracao temporal, algumas formulacoes apresentadas em li-
teratura usam um esquema desenvolvido a partir dos conceitos introduzidos por
Hadamard [7] para calcular parte finita das integrais de contorno que apresen-
tam singularidades, as quais sdo removidas analiticamente [2]. Outras formulagoes
baseiam-se no método de regularizacao dos nicleos [9, 4].

Neste trabalho foram adotadas solugoes fundamentais suaves cuja finalidade
¢ simplificar as expressoes do nucleos, eliminando-se assim as singularidades. Os
nucleos integrais sao tratados no sentido usual das integrais de Riemann.

Um outro procedimento para a adogao de variagao linear para o fluxo no qual a
consideracao de uma equagao extra (relativa a velocidade) permite o tratamento da
discontinuidade do fluxo no tempo é o empregado por ELIZABETH (1998) [13].

Outro aspecto da formulacao do MEC no dominio do tempo é a preservacao
das integrais de dominio devias as contribui¢oes da condigoes iniciais. Baseada

na equagao integral desenvolvida por MANSUR [9] e no procedimento geral para



obter as derivadas temporal e espaciais [11], também sao apresentadas as equagoes
correspondentes a essas derivadas. Aqui, o conceito de parte finita de integral é
empregado.

A busca de novos métodos ou de outras formulacées a problemas governados
pela equacao da onda escalar depende basicamente do problema proposto; porém,
um procedimento vantajoso é o de se aproveitar as vantagens de alguns métodos
combinando formulagoes e/ou métodos, como proposto inicialmente por KELLY,
MUSTOE, E ZIENKIEWICZ, (1979) [8] e por SIQUEIRA (1998) [13] de modo a se
obter respostas com razoavel precisao.

Este trabalho possui basicamente duas preocupacoes tratadas em dois topicos.
O primeiro desenvolve o procedimento numérico e o segundo expoe as solugoes
numéricas obtidas.

Os assuntos de que tratam este trabalho sao dispostos nos capitulos a seguir

O capitulo 2 apresenta o problema dinamico a ser considerado e expoe o desen-
volvimento da formulagao empregada no método adotado, o MEC, para a analise
do problema.

O capitulo 3 trata da discretizagao temporal usando funcoes lineares de inter-
polacao e busca uma forma analitica para os nicleos temporais. O tltimo intervalo
temporal é entao modificado considerando-se um acréscimo 6 > 1, conforme descrito
pelo método #-linear.

Os capitulos 4 e 5 tratam da discretizacao espacial: o capitulo 4 apresenta a
discretizacao do contorno em elementos lineares; o capitulo 5 trata da discretizagao
do dominio em células triangulares, onde as condigoes iniciais, nao nulas foram
impostas.

O capitulo 6 descreve o processo para o calculo da solugao do potencial e suas
derivadas, temporal e espacial, em pontos internos. O procedimento é similar ao

dos capitulos anteriores e o objeto de principal interesse é demonstrar o cdlculo das



derivadas em pontos internos a partir das equacgoes integrais desenvolvidas.

O capitulo 7 apresenta os resultados numéricos obtidos, considerando-se dois
exemplos. As respostas obtidas sao comparados com as solugoes analiticas disponiveis,
demonstando, assim a viabilidade do uso da formulagao desenvolvida aqui. Algumas
observagoes sao feitas relativamente as derivadas espaciais e a derivada temporal.

O capitulo 8 estabelece algumas conclusoes.



2 Formulacao do Método dos Elementos de Con-
torno para a Equacao da Onda

O fendémeno de propagacao de ondas é freqiilentemente encontrado em uma varie-
dade de aplicagoes de Engenharia. Muitas dessas aplicacoes envolvem uma analise
matematica elaborada devido a complexidade da geometria imposta pelo sistema
fisico, como é o caso de fronteiras que, inevitavelmente, produzem o fenomeno de
reflexao.

O Método dos Elementos de Contorno (MEC) é a ferramenta aqui utilizada para
a analise do problema de propagacao de ondas. E necessario, entretanto, obter uma
transformacao da equacao diferencial numa equagao integral que relacione os valores
no contorno.

Este capitulo descreve o problema a ser considerado e desenvolve uma formulacao
integral de contorno para problemas governados pela a equacao da onda, onde o

Método dos Elementos de Contorno serd fundamentado.

2.1 A Equacao da Onda

A equacao basica que governa o fenomeno de propagacao de ondas, em termos de

uma funcao potencial u é:

1 Q%u(z,t) —

V2u(z, t) = —P(z,t) em Q (1)

s e o
onde o fator constante ¢ é a velocidade de propagagao da onda e P(z,t) representa
a distribuicao de uma densidade de fonte sobre o dominio. A regiao de interesse,
Q = QUT em que as solugoes da equagao (1) sao procuradas, serd considerada
regular, no sentido definido por Kellog, isto é, a fronteira I' de 2 pode ser composta
por varias curvas fechadas, regulares, podendo ter cantos e arestas.

Para obter uma solugao particular da equagao (1), correspondente a um problema

especifico, é necessario que sejam impostas as condigoes:



1. iniciais:

u(z,0)

v(z,0)

2. de contorno:

, para x € )

u(£7 t)’IH ﬂ(&; t) , para T € Fl
p(£7 t)’FQ ﬁ(£> t) , para I € F2
onde:
ou(z,t)
t) = —
viz:1) ot
ou(z,t)
t) = —
plz,t) e
Nas expressoes anteriores, n é o vetor normal ao contorno I' = I'y U Ty em

x = (71,79) = (z,y) € Q C R?, sendo o potencial u € C?(1).

Neste trabalho sera considerado um problema bidimensional transiente bem

como a ausencia da distribuicao de fontes, ou seja, sera considerado o problema

de valor inicial e de contorno dado por:

Viu(z,t) =

u(z,0) =

v(&’ O) =

u(£7 t)|F1 =

p<£7 t)|1"2 -

1 0*u(z,t) —
——="2 em
2 ot?

u’(z) em Q

v’(z) em Q

u(z,t) em I

plz,t) em Iy

Para problemas de propagagao de ondas, a equacao (2) pode ser transformada

em uma equacao integral para as fungoes incognitas u e p e, no contexto do Método

7



dos Elementos de Contorno (MEC), uma solu¢ao numérica para a equagao integral

sera apresentada.

2.2 A Formulagao do MEC

O Método dos Elementos de Contorno (MEC) é um método numérico baseado em
equagoes integrais de contorno e pode ser formulado a partir do Método de Residuos
Ponderados. As fungoes de ponderacao, empregadas nas formulagoes relacionadas
com a equacao diferencial, sao usualmente denotadas por u* e denominadas solugoes
fundamentais, possuindo a propriedade de ser a solucao de um problema correlato
de modo que a solugao do problema descrito por (2) — (6) seja representada por uma
equacao integral de contorno.

Na formulagao padrao, [9], a solu¢do fundamental é interpretada como o efeito
produzido em um ponto x = (x,y) (ponto campo) por uma fonte concentrada lo-
calizada em um ponto z = { = (&,&,) (ponto fonte), representando um impulso,
aplicado no instante t = 7. Neste trabalho, a solucao fundamental sera considerada
como o efeito de uma distribuicao de fontes representada por uma fungao localizada
em x = § e aplicada do tempo ¢, = 0 até o tempo final de andlise. A deducao da

solucao fundamental utilizada neste trabalho é apresentada a seguir.

2.2.1 Solucao Fundamental em 3D

As solugoes de uma equacgao diferencial obtidas através de métodos aproximados, em
principio, nao atendem exatamente nem a equagao diferencial nem as condigcoes de
contorno; podem-se definir residuos, os quais avaliam o quanto a solugao aproximada
se afasta da solugao analitica do problema em estudo e, a partir destes residuos, esta-
belecer uma sentenca de residuos ponderados, o Método dos Residuos Ponderados,
de onde derivam métodos aproximados bastante conhecidos como o Método dos

Elementos Finitos (MEF), o Método das Diferengas Finitas (MDF) e o Método dos



Elementos de Contorno (MEC).

Solucoes de equacoes diferenciais que representam respostas a fontes pontuais sao
denominadas funcoes de Green. No MEC estas fungoes sao usualmente denominadas
solugoes fundamentais e seu emprego como funcoes de ponderacao, quando se utiliza
o Método dos Residuos Ponderados, elimina as integrais de dominio envolvendo as
fungoes incognitas u(z,t) e p(z,t) do problema.

Na discussao aqui apresentada, a solucao fundamental utilizada é a que corres-

ponde a solucao da seguinte equacao diferencial em um dominio infinito

2

v2u*(£’t7§’ 7_) . 1 8

?@[u*(gﬂ t,é, T)] = _P(£7t,§7 7') (7)

onde a funcao P(z,t,&, 7) representa a densidade de fonte.

Considerando um dominio infinito 2*, na formulacao cldssica [9], a funcgao fonte

P(z,t,&, 1) é dada por:
P(z,t,§,7) =4nd(xz — §)0(t — 7)
onde §(z — () é a fungao generalizada delta de Dirac que se caracteriza por

0(2,0) =0, z#(¢ (8)
Aﬁugmmazl,cea 9)

e tem a seguinte propriedade, que serd utilizada posteriormente neste texto

[ 8:.09(2)42(z) = 9(Q) . e

A funcao de ponderagao u*(z,t,&,7) (solucdo fundamental) é portanto uma

solucao da equacao diferencial

2

2 %
Vu (z,t,é,T)—gﬁ

[u*(z,t,&,7)] = —4nd(z — §)6(t — 7)

sendo entendida como a solucao no ponto campo z para uma fonte concentrada
localizada em um ponto fonte { € Q*, no tempo ¢t = 7 (fonte pontual no espaco e

no tempo).



A solucao fundamental u*(z,, £, 7) possui as seguintes propriedades:

(i) Causalidade:

u (z,t,§,7) =0sec(t—7) <r (10)
onde
r=r@8 =z &=\ &)+ -§) (1)
(ii) Translacao temporal:
uw(z,t+ 1,7+ 1) =u(z,t,§7) (12)
(iii) Reciprocidade:
u (z, —7,§,—t) = u" (2, t,£,7) (13)

Neste trabalho, a fungao P(z,t,§,7) é interpretada como uma distribuicao de

fontes, representada por uma func¢ao do tipo
Pz,t,&,7) = 4rd(z — F(t —7) (14)

Para o problema tridimensional infinito, a solugao fundamental cléssica é dada
por (conforme [9], [1]):

wip =z, 1,6,7) = 01 — (¢ = )] = Sl — eft — 7)]

onde r = r(z,§) = ||z — || ¢ a funcao distancia.
Em (1), usando a propriedade de reciprocidade, ¢ pode ser substituido por 7 e e

a equagao pode ser escrita como (conforme [12] e [9]):

1 0?

VZU(Q, 7') — g@

[u(z, 7)] = —P(z,7) (15)

Para a obtencao da equacao integral que serve de base para o MEC, sao con-
sideradas as duas distribuicées do potencial, u(z,7) e u*(z,t,&, 7), que satisfazem,

respectivamente, as equagoes (15) e (7). Essas distribuigoes sao definidas sobre duas

10



regices QU I e Q" UT™, respectivamente. Admitindo-se que as propriedades fisicas
para as duas regioes sao as mesmas e que 2* U™ C Q U, a sentenga basica de
residuos ponderados para a equacao (15) pode, conseqiientemente ser escrita como

(referéncia [1]):

/Ot+ /Q{VZU(L T) — Lo [u(z, 7)] + Pz, 7)}u"(z,t, &, 7)dQ(z)dr

2 or?
= /Ot AQ{p(x>7)_p($,7')}u*($,t,§,T)dl"($)d7—
- /Ot+ [ Aule,7) = e, )" (@1, )T (2)dr (16)

onde:

0
pH(z,t,6,7) = %[U*(Lt,é 7);

tt =t + ¢, sendo ¢ arbitrariamente pequeno;
u(z, 7) —u(z, T) é o residuo da condigao de contorno em I'y;
e p(z,7) —p(x,7) é o residuo da condi¢ao de contorno em T's.

Aplicando o teorema da divergéncia no termo que contém o operador laplaciano
e integrando por partes duas vezes, com relagao a 7, o termo que contém a derivada
segunda no tempo, tem-se:

2

/Ot+ /Q{v%*@,t,g, T) — ;;TQ[U*(:c,t,é, iz, 7) d(z) dr
= - /Ot+ /F{U*(Lta &m)pla, ) — ptla, t, &, T)u(z, 7)} dT(z) dr
- /Ot+ /Qu*@,t, & 7)P(z,7) dQ(z)dr
+ Clz/g{(i[u*(%t,& 7)lu(z,7) — ;T[u(x, (@, t, &, 7)ot } dQUz)

+ 012 /Q{;T[u*(x,t, €, 0)Ju(z,0) - ;T[u(a:, 0)]u*(z,t,,0)} d(z) (17

11



Da equagao (14), pode-se afirmar:

[ (P - 52w e ) da) dr
_ / / u(z, )Pz, 7) dQ(z)dr
S — /0 /Q u(z, )8(z — E)F(t — ) d(z)dr
- —47r/0t+ (€, 7)F(t— 1) dr (18)

onde foram aplicadas as propriedades da funcao delta de Dirac.

Devido ao principio de causalidade,

&t 067 (7)o

0
— E[U(L 7)) (2, t,&,7)|r=tt=t4e = 0 (19)

Substituindo (18) e (19), a equagao (17) pode ser reescrita como:

/0 dmu(§, T)F(t — 7)dr = /0t+ /FU*(L t,§,7)p(z,7) dl(2) dr
/ /p*(g,té, Tu(z, 7) dT'(z) dr
z,t, §)uo(z) d(z)

z,t, §)vo(z) d(z)

tt+

2 /Qvo(
12/QU0(
/ /Q w1, €, 7) Pz, 7) dQ(z)dr (20)

onde ;T[u*(x,t,é, 0)] = v5(z,t,§) e u(x, t,£,0) = uj(x, t,§).

Nas operagoes efetuadas para se obter a equagao (20), o potencial u(z,7), foi
tomado duas vezes continuo e diferencidvel nas variaveis espaciais e temporal (u(z, 7) €
C%*(Q), u(z,7) € C*([0,t]). Entretanto, estas consideragdes podem néo ser vélidas
para alguns problemas de propagacao de ondas em que estas exigéncias de diferen-

ciabilidade nao sejam impostas e um outro tratamento deve ser empregado.
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2.2.2 A Solu cao Fundamental para o Problema 2D

O problema bidimensional pode ser descrito como um problema tridimensional. O
dominio tridimensional é tratado como um cilindro de comprimento infinito e eixo
paralelo ao eixo z. O dominio bidimensional é a intersecao desse cilindro com o plano
xy e, na intersecao, uma fungao é tratada como funcao de apenas duas variaveis do

sistema de coordenadas cartesianas
u(z,y, z) =u(x,y, k) =u(x,y) , k= constante
Para esta situagao, pode-se escrever

¢+
/ / ui‘;D(iﬂfafaT)P(i,t,f,T)drg,D(@)dT =
0 Isp - =

[ Pt en [ uiplet & i) don(a)ir
0 Tap - —00 -

ou

++
| [ win(et.& 1) PGt & D) ap(@)dr =
0 I'sp - -

/O " /F Pla,t, &, )usp (b, €, 7)dlop (z)dr (21)

onde u3p(z,t,£,7) é a solucao fundamental para o problema bidimensional e é dada

por:
+o0
u;D (£7 t? §7 T) = / u;D (£7 ta §7 T)dZ (22)

Para o problema tridimensional, como visto anteriormente, a solucao fundamen-

tal cldssica (conforme [3]) é:

. 1. .r
uzp(z,t,§,7) = 25[2 —(t—7)] (23)

A solucao fundamental relacionada a fonte
ft—71)=F@t)H(t —71) (24)
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é obtida com o uso da férmula de convolugao (interpretada como a superposigao dos

efeitos das infinitas fontes):

eter) = - [ 8~ (- nlfdr
= Lf{(t—7) = 2F(t — T)He(t ~ 7) (25)

onde H(z — () ¢é a fun¢ao de Heaviside dada por:

H(ZC){ 1 ,sez2>(

0 ,sez<(

e é relacionada com a funcao delta de Dirac por

(26)

Da expressao (25), a solugdo fundamental 2D, (22), pode ser obtida pelo uso do

método descendente [5] como:

. 1 [+ 1
(et &7) = = [ Hr—c(t—7)ld
1 fpAoe 1

VAR q
A
0 R2 + 22

- - Hlt—
cJ-o VR?2+ 22 [
dz

(27)

onde r = VR?+ 22, com R sendo a distancia no plano zy (2D) e z a varidvel

independente.

Efetuando-se a integral em (27), a expressao final para a solu¢ao fundamental

em 2D (ja levando-se em conta a convolugao presente na formulagdo do método) é:

uyp(z, t, 1) = u'(z,t,§7)=u"(rt,1)

= U*(r,t,7)H[c(t — T) — 7]

r

= —2In(

14
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JHe(t —7)—r]  (29)



enquanto que, para a solucao fundamental classica, é dada por:

2
u(z,t,&,7) =u(r,t,7) = ¢

- \/02(15—7')2—7“2

O fluxo fundamental, p5,(z,t,&,7), é obtido através da derivada normal da

Hle(t — 1) — 1]

solucao fundamental usp(x,t, &, 7), equacao (29). Sua expressao é:

Pl t,6,7) = piz,t.§7) =p(r,t,7)
= ai[u*(’r,tﬁ)]
0
= a—n{U*(r,t,T)H[c(t—T)—r]}
or

n (30)

9 (1
= E{U (ryt,7)H[c(t — 1) — 7]

E oportuno observar que, quando utilizada a formulagao padrao, dois tipos dis-
tintos de singularidades podem ocorrer: — um ocorre nas integrais de dominio das
condigoes iniciais, quando 7 = 0 (z = &) e nas integrais de contorno quando r e
¢(t — 7) foram ambas nulas. Um segundo tipo de singularidade ocorre nos pontos
localizados na frente de onda representada pela fun¢ao de Green (solucao funda-
mental), isto é, nas integrais de contorno e na integral de dominio da densidade de
fonte quando r = ¢(t — 7) e nas integrais das condigoes iniciais quando r = ct.

Muito embora estes tipos de singularidades possam ser contornados numerica-
mente, na formulagao apresentada neste trabalho estas singularidades foram evitadas
pelo uso da solucao fundamental adotada (29).

As figuras a seguir mostram uma comparacao entre as solugoes fundamentais

padrao e por convolucao, esta tultima utilizada neste trabalho.
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s.f. padrdo

s.f. por convolugédo s.f. por convolugdo

Solugdo Fundamental (s.f.)
Solugdo Fundamental (s.f.)

ot R 1{/C 3
(a) b

Figura 1: Grdfico de comparacao das solugoes fundamentais (s.f.) padrao e por con-
volugdo (a) s.f. como fungao da distancia R, para t fizo (b) s.f. como fungdo do tempo t

para R fixo.

Na figura (la) ambas as soluc¢oes fundamentais sdo mostradas para um tempo
fixo t como funcao da distacia R. Pode-se observar que a solugao fundamental por
convolugao apresenta singularidade quando R — 0. Esta propriedade é esperada
uma vez que esta solugao é gerada por um impulso e mantida constante ao longo do
tempo. O mesmo nao acontece com a solugao fundamental padrao que apresenta sin-
gularidade somente na frente de onda R = ct, ou quando R e ct sao simultaneamente
nulos.

Na figura (1b), ambas as solugoes fundamentais sdo tomadas como funcao de
t, para uma distancia R fixa e, como mencionado anteriormente, pode-se observar
a singularidade presente na frente de onda no caso da solucao fundamental padrao
enquanto que a solucao fundamental por convolucao nao apresenta qualquer singu-

laridade.
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2.2.3 Forma Integral para a Equacao da Onda no Dominio do Tempo

Objetivando a solu¢ao numérica da equagao (20), é necessario operar algebricamente

os termos que apresentam derivadas nas fungoes de Heaviside:

pr(r,t, ) = ;n{U*(r, t,T)Hlc(t — 1) —r|}

1) = Ut )t — ) )

A fim de se obter as expressoes que serao implementadas, inicialmente alguns
resultados preliminares serao expostos.

Considerando:

5(aC) = —— 6(C)

lall
0
&{H(C_a)} =0(C—a)
H(a—()=1-H((—a)

onde a é um escalar real, §(¢ — a) é a funcao delta de Dirac definida por (8), (9) e
H(¢ — a) é a funcao de Heaviside, dada por (25).

Com os resultados acima:

o 0

oy (Hle(t =7) =11) = {1 = H[r = c(t = )]}
= o= (- )
= —ié(T—tr)

0 0
{Hle(t—7) =]} = (1= H] —c(t = 7))

= —cdr—c(t—1)]=—=0(r —t,)

SHIe(t ) =) = —1o(r 1)
= 2 (Hlelt —7) ~ 1)) (31)

17



Da equagao (20), pode-se extrair a segunda integral a direita e analisd-la sepa-

radamente.

/ /p (ryt, T)u(z, 7)dl(z)dT

/ / (r,t,7) ]g); (z, 7)drdT ()

/ / S {U* () Helt = 7) = 1]l T>dfg;dr<x)
/{/ U t, PH[c(t — 7) — rJu(z, 7)dr

n / U*(r,t,7) (H[c(t — 1) — )ulz, 7)dr} gzdm)
/{/ U (r,t, 1) Hc(t — 7) — 7] u(z, 7) dr

+f Ut 1) (= D60 — 1) (e 7) dr} oL dr(a)

c

/{/ Uz (r,t, 7) Hle(t — 7) = rlu(z, 7)dr

U} ()
// (rt, T)u(z T)dTg:;dF(@ (32)

Uma vez que U*(r,t,7)|,—=, = 0 (vide expressao (29)), fica demonstrado que a

integral (32) pode ser analisada no sentido usual (integrais de Riemann).

O terceiro termo a direita da equagao (38) é operado como segue:

1

| v (z) )

2 Jo

1

—= /Qvo(r t, )u’ (2, 7)|ro dQ(z)
_E/QE[u*(T’t’T)]u(L 7)|r=0 d2(z)

1 0 .. .. 0
-5 /Q AU (r 6, M} He(t —7) = 1]],—ou’(z) dQx)

— [t T>§T{H[c<t = 7) = rHe=ov’ () da) (33)
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Substituindo (31) em (33):
—012/9715‘(7’, tu’(z)dQ(z) =
1 0. ., 0
_E/QE[UO (r, )] Hlet — r]u’(z) dQ(z)
L[ L - ) aow (34

Tomando a segunda integral a direita de (34) e considerando a notagdo abaixo

(o procedimento seguido aqui ¢ similar ao apresentado por Mansur [9]):
. 0
h= [ @)U (r,t) 5 [H (et = )}dx)
pode-se usar coordenadas polares para se obter
0 o
L = /9 / (ro)Ug (1, t)a [H(ct —r)|rdrdd
onde:
rr = rp(f) = distancia até o contorno T’
ro = r(z)=|lz -0
Efetuando a integral I, obtém-se o seguinte resultado:
02 T
{/0 / ' Ug (r,t)H (ct — r)u’ (ro)rdrdf
v Jo
92 T
/ Ug(r,t)H(ct — r)ru(ro)drdf
0
192 ™ 0
+/ / —[Ug (r, )] H (ct — r)ru’(ro)drdd
01 or
+/ —[Ug(rp, t)|H (ct — rp)rru’(ro)df }
Retornando a integral de dominio:
1
L= = {[ SUs(nt)H(ct = ru'(a) da)
— [ Uit H(t =) 9 10@)] doa)
or
[ T ) H et — 1)) d(x)
02
+ /9 U (re, £) H (ct — rr)reu(re) d6 ) (35)
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Integrando por partes em coordenadas polares a ultima integral de I; (ver [9]),

tem-se:

o= [ Ut et () o)
— _/ ~Ug(r,t) H (ct — r)u’(z) dQ(z)
* a 0
—/QUO (r, t)H(ct—r)E[u (z)] dQ(z)
_A;[Ug(r, O]H (ct — r)u’(z) dQ(z)
4 /F U (r,t)H (ct — r)u ()2’” dr(z) (36)

Substituindo a iltima igualdade de (36), o terceiro termo de (38), equacao (33),

pode ser facilmente reescrito como:

v 1/1%() (@) d2(e) + C/Quwt);[ (@)] dx)

+ 7/ B [ug(r, O)u’(z) dUz) — i/ruO(r t)u’(z )g;dF( ) (37)

Substituindo (32) e (37) em (20), tem-se a representacao integral para a equagao
da onda no dominio do tempo correspondente ao problema da onda escalar (2) - (6),

que ¢ escrita como [9]:

tt

/0 dre(Qu(E, 1) f(t — T)dr = // “(r,t, T)p(x, 7)dTdl(x)

- // (r,t, T)u(z T)dTgrdF([E)

— [t >§j;dr< )

+ 7/ Uo T, t)v dQ(z)
+ = / [~ (r,t) = by (r, )]u’ (2)dQz)

Cc

b [ S @) (38)

cJa
onde, conforme j4 especificado, I' é o contorno do dominio 2 (interior) da regiao

de interesse, z = (11, 22) = (z,y) € Q =T UQ, é o vetor posigao (varidvel espacial
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em 2D), t a varidvel temporal, n = (ny,ns) = (ng, ny,) é o vetor normal a I' no ponto
z, u(z,t) é a funcao potencial, solugao do problema (2) - (6) e p(z,t) é a derivada

de u(z,t) na diregao n, dada por:

ou(z,t
plz,t) = én )
~ Ou(z,t)Or
N or on (39)

A fungao p*(r, t, 7), fluxo fundamental, definida em (30), é a derivada de u*(r, 1)

na direcao n.
A velocidade fundamental, definida como a derivada da solugao fundamental em

relacao a variavel temporal, é dada por:

vz, t, € 1) = vi(rt§) :gt[u*(r,t,T)]

9 [
= a{U (ryt,T)Hc(t —T) — 7]} (40)
e a fungao b*(r,t, 7) é dada por:
b*(r,t,7) = iuj(r, t,7) —ur(r,t,7)
2 c(t—1) I
= - [e(t —7) =] (41)
r \/02(15 — 72— 2
= B*(r,t,7)H[c(t —T) —r] (42)
wr(r t, ) = UX(r,t,7)Hc(t — 1) — 7] (43)
wr(rt,7) = UX(rt,7)H[c(t — 1) — 7] (44)

O subescrito ”0”na equagao (38) refere-se a situagao inicial 7 = 0 para a solugao
fundamental e o supescrito 70" para o potencial e/ou derivadas, isto é:
ug(r,t,7) = u'(r,t,0) =u*(r,t)
bo(ryt,7) = b*(r,t,0) =0b"(r,t)
w(z,7) = u’(z,0)=u'(z)

Pl 0) = 0(2,0) = A-{u@ 7Vlems
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e, com isso:

Ug(r,t) = U*(r,t,0) (45)

Bj(r,t) = B*(r,t,0) (46)

A influéncia da perturbacao devido a propagacao de ondas nao é percebida ime-
diatamente em dois pontos separados (pontos fonte e campo). O tempo atrasado que
depende da distancia entre os pontos campo e fonte é chamado de tempo retardado
e é definido por t, =t — E [9]. Pode-se entao interpretar ¢, como sendo o tempo
que a onda necessitou para percorrer a distancia r. Fazendo uso desta definicao, a

equagao (38) pode ser escrita como:

/t dru(z, T)F(t — 7)dT = /tr / U*(r,t, 7)p(z, 7)dl (x)dT

//U*rtT xT)ng T—f/U*Tt gndr()

4 /U* (r, )00 (2)dQ ) + i/Q[TUJ(r,t)—Bg(r,t)]u (2)d(z)
+ / U (r )dQ( ) (47)

Diferentemente do trabalho discutido em [11] em que a formulac¢do apresentada
é desenvolvida utilizando o conceito de parte finita, neste trabalho os ntcleos tem-
porais da solucao fundamental nao reproduzem singularidades, o que simplifica os
calculos, uma vez que as integrais sao calculadas no sentido de Riemann. Entretanto,
o conceito de parte finita sera utilizado para a obtencao das expressoes das derivadas
temporais e espaciais, empregadas para a analise da solugao para pontos interiores.

As contribuigoes que sao devidas as condic¢oes iniciais também serao incluidas.
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3 Discretizacao Temporal

Neste capitulo, a equagao integral (47) serd investigada do ponto de vista numérico.

Na formulacao do Método dos Elementos de Contorno que emprega solugoes
fundamentais dependentes do tempo, é conveniente uma forma analitica para os
nicleos temporais de (47). Como u(z, 7) e p(z, 7) sdo fungdes incognitas, é necessario
particularizé-las em fungoes conhecidas, na variavel 7.

Visando a implementacao numérica, é necessario trabalhar com a forma inter-
polada de u e p. Para isso, sobre o intervalo temporal [0,¢] = [to,?,.1] toma-se
uma particao P; = [tg = 0,t1,1s,...,t,11] € considera-se valores discretos de t. Os
nucleos integrais serao tomados sobre cada intervalo temporal Pf = [tk, tkr1] C Ps,
exigindo-se que u e p sejam fungoes seccionalmente continuas.

Com estas imposicoes e excluindo-se as condigoes iniciais, pode-se representar a

equagao (47) como:

4rc(©) Y [ ule ) Pt — 1) dr
k=0 "tk

n te+1
- /Z U*(rytpsr, 7)p(x, 7)dr dI'(2)
Ty—o/tk

-[x/ U (0t T, T L dT () (48)
r i/ on

A notagao t,.1 = ty serd empregada para simplificar as expressoes.

Vale observar que para o tempo final t,,1 = ty, a soma das integrais sobre a
particao ¢ igual & integral no intervalo [to, ty]; porém, cada integral sobre PF terd um
sentido diferente, que depende da posigao da frente de onda. Assim, se t, € [ty, tg11],
as integrais a direita da igualdade (48) ser@o efetuadas no intervalo [ty, t,], uma vez
que t, < try1. Se t, > tpy1, as integrais sdo calculadas em cada intervalo [ty, tg 1]
Fisicamente as condigoes acima significam que, no primeiro caso, o fenomeno esta

ocorrendo: € o intervalo de tempo em que ocorre a perturbacao; o segundo caso

indica que o fenomeno ja ocorreu, nao havendo mais qualquer interferéncia da per-
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turbacgao. A influéncia desta perturbacao é destacada pela funcao de Heaviside em

u*. Assim se tg < t,. < tyq1, tem-se:
u*(ryty, ) =U"(rty, 7)H|c(ty — ) — 7]
enquanto que se o fendmeno ja ocorreu, ({41 < t,.), u* serd dada por:

w (rity, ) =U"(r,ty,7), N=n+1

3.1 Interpolacao Linear em 7

Resta definir as interpolagoes adequadas para as fungoes u(z,7) e p(x, 7). Neste
trabalho sera adotada uma interpolacao linear em u e em p na variavel temporal 7.
Portanto, para um intervalo de tempo genérico PF = [ty t3.1], tem-se as expressoes
escritas para o potencial u(z,7) e o fluxo p(z,7) como uma equagdo de varidveis

separaveis:
u(z, 7) = ¢r(r)u(z) + op(1)u" () (49)
p(z,7) = ¢1(T)p"(2) + ¢r(T)p" () (50)
onde u*(x) = u(z, ) é o valor (nodal temporal) de u no extremo inferior do intervalo

Pk = [t trn1], vPH(z) = u(z,tr1) é o valor de u no extremo superior de PF, o

mesmo se aplicando a p*(z) = p(z, tr) e p"*!(z) = p(z, tr41)-

ty '

Figura 2: As fungoes interpolantes para u e p
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As fungbes lineares ¢; e ¢ sdo ilustradas na figura (2) e definidas sobre cada

intervalo PF = [ty, tp41] C P; como:

[thr — 7], se tp <7 <ty

¢1(1) = (51)

K
0 , de outro modo

bo(r) = olm—tk] , ose b <7 <ty (52)
0 , de outro modo

com At = tj,1 — t;, =constante (particdo uniforme) e 7 € [ty, tx11].

Uma vez adotadas as fungoes de interpolagao correspondentes a u(z, 7) e p(z, 7),
o cdlculo da integral em PF serd efetuado analiticamente, obtendo-se as expressoes
dos nicleos a serem integradas numericamente no contorno.

Estas consideracoes podem ser melhor compreendidas observando-se as figuras
(3).

Observe que ty = tx11 é um caso particular da primeira situagao (3a).

Caso 1 F.O.

Caso 3 F.O.
t

tlc tlc+ 1 T

(©

Figura 3: Posicdo da frente de onda (FO) correspondente ao cdlculo das integrais em PF

(a) tr <tgt1 =1tnN (b) tr <tgpg1 <ty (C) eyl < tp.

As definigoes (51) e (52) acima possibilitam os cdlculos nos nicleos integrais de

(48). Substituindo (49) e (50) em (48), tem-se:

t5c(©) 3 [ W ©0r(r) + o ©0r (L b~ e

e
>

/:“ (r,tn, 7)™ (@) 61 (7) + P (2) dp(7)] dr dT(2)

k 0

/:ﬂ (r, tn, 7)[ub(2) 1 (1) + u!H (2)pp(7)] dr gr dr()

k=0
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ou (omitindo-se as varidveis em U* e U})

te+1

de(€ zi: (€) /lthrl fty — 7)or(7T)dT + uk+1(§) /tk fltn — 7)pp(T)dT}

k=0 K K
- [t @ [ Vo + ) [ U} G ar@) (59

Com a intencao de simplificar as expressoes dos niicleos, considera-se a seguinte
notacdo sobre um intervalo genérico PF = [t tx41], no qual cada integral de (53)

sera calculada.

filtw) = 1= [ e = n)oa(r)ar (54)
frltw) = f= [ St = hor(r)ar (55)
wlrt) = gf= [ Uty n)on(n)ds (50)
grlrty) = gh= [ U'lrtw.r)or(r)dr 657)
mlrit) = = [ Ut r)on(r)dr (58)
hp(rity) = b= TU:(r,tN,T)¢F(T)dT (59)

onde r = r(z,§) = \/(SU —&)P+ (v — &)?

€

r
b, =1ty —— , se tkStTStk+1§tN
T = C

levr 5 s T Stppr <ty

Usando a notagao acima, pode-se reescrever (53) como:

n

dme(€) D[ () fF + uFTHE) fE]

= [ X0 @k + 9 @)kl dr ar(e
/F kznj (2)hE + uP+(z)hE] dfgr dT'(z) (60)
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Em (60), reservando as integrais sobre o tltimo intervalo de tempo [t,, t x| obtém-

se um destaque das integrais em que a incégnita esta presente.
dme(€)u™ (€) f2 — / N (2)gndD(z) + / )k —dF( )=
— Ame(§) { (ST + Z[U’“(@ +u" ) fr] }

+ A @giar +/Z ()95 + 7 (2)gk] dT(@) )
or

{/ D) + [ Y[ @)k} (@)hh) 5o d0@) b (6)

Em func¢ao do método proposto, para cada instante de tempo a expressao (61)
fornece um sistema em que as incognitas sao o potencial u e o fluxo p no instante ty.
O vetor a direita de (61) contém somente valores de u e p em instantes anteriores e,
portanto, valores conhecidos, formando assim o termo independente para cada um

dos n sistemas lineares a serem resolvidos.

3.2 0O Método 6#-linear

Neste trabalho, como mencionado anteriormente, as funcoes de interpolacao ado-
tadas para u(z,7) e p(z,7) sdo ambas lineares nas varidveis temporal e espacial.
Segundo [11] e [9], com esta adogao nao se obtém resultados razodveis. Uma forma
de tornar possivel a utilizagdo da formulagao desenvolvida aqui, (isto é, os resulta-
dos numéricos devem apresentar uma boa precisao), consiste em empregar o método
0, similar ao método Wilson-6, utilizado no Método dos Elementos Finitos, combi-
nando as fungoes de interpolacao lineares em 7.

O método @ consiste basicamente em modificar o ultimo intervalo de tempo de
tal forma que t,41 é substituido por t,.¢ = t,, + (AAL), para § > 1.

Assim, para 7 € [t,, t 4], tem-se
u(z, tuyg) = w"0(x) = u"(@)pr(tnie) + U Op(tnso) (62)
P& tnre) = p"0(2) = p"(@)dr(tnre) + 0" Or(tare) (63)
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sendo, para 7 = t, 9 = (n + 0)At:

1
¢I(tn+9) = Kt(tn-&-l - tn+9)
_ Alt[<n+ DAL= (n+ )AL =16
1
Op(tnre) = E(tn+9 — )
1
= Kt[(n + 0)At — nAt] =6

Com isso as equagoes (62) e (63) podem ser reescritas como

u"(z) = u"(1 — 6) + u"(2)0

P (z) =p"(1—0) +p" " (2)f

Este método fornece a solugao num tempo ficticio ¢,,9. As respostas para o
potencial u e o fluxo p no tempo %,,; podem ser obtidas empregando as férmulas

de recorréncia abaixo:

Wz) = () + (0 - e (2] (64)
P = )+ (0 D) (65)

Substituindo (64) e (65) na equagao (61), pode-se obter:

e © g Q) — [ G @akdr) + [ @S dr )
= —ar QT + 510~ DI+ ZIHO + O
b [l 50~ 1]+ S et k) )
- [+ 50~ D S @ ) ) (6

Considerando a funcao fonte f(t,+9 —7) = Hlc(tni9 — T) —r], 08 nicleos fr e fr

sao calculados como:

T LO2At, se T =t,49
fi= [ ortryar =1 : (67)
tn %At, se T =t
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T L02At, se T =t .9
fh= [ er(riar =1 (68)
N %At, se T' =1t

com ¢;(7) e ¢pp(7) dadas por (51) e (52).
Substituindo (67) e (68) na equagao (66), tem-se:

re(©) P20 4 - [ @ dr) — | [y (@)gpdr(a)
- —47rc<£>{0§tu"<£>+Aj:_:[uk(é) G
- [ @ni + 9<e—1 i) +;) (2)h% +u* (2 )h’;]}gz;dF(a;)
+ [ @+ —1gF+Z (2)gf + 7 (@)gh]} dT (@) (69)

Vale lembrar que a equagao (66) foi escrita utilizando a notagao descrita pelas

equagoes (54)-(59), onde:

r
br =tpig — =, se Ty <t <tpp

T={ " " c ' (70)
ley1, se by <tlpp1 <1,

3.3 Determinacao dos Niucleos Temporais

Uma vez definidas a solucao fundamental e as fungoes de interpolacao, os nicleos
temporais sao calculados analiticamente, como se tornou usual nas formulagoes de-
pendentes do tempo no MEC (note-se que mesmo na formulagao padrao, que ap-
resenta expressoes envolvendo parte finita de integrais, uma integracao numérica
poderia ser efetuada alternativamente).

Neste trabalho a solucao fundamental, conforme ja mencionado, é dada pela

equacao (29), com:

U(r,tnro, 7) = =2{In(r) + In[c(tprg — 7) + \/A(tnto — 7)% — 72} (71)

De (71), pode-se calcular:

Uy taser ) = O = 2 o 7 7) (72)
r\'» tnt0, or r \/02(tn+9 — 7')2 — 2
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oU* 2¢

U:(T,tn 9,7’) = = = — (7?’)
i or \/CQ(thrg —7)—12
. oU*
= _Ut <T7 tn+97 T) = - ot (74)
1
B*(r,tyie,7) = EU:(T, t,7) = UX(r,t,T)
_ g C(tn+9 - T) (75>

r \/02(tn+9 —7)—1r2

Antes de proceder ao calculo dos nucleos temporais, é conveniente observar que:

the1 =ty + At
. 1 L . ‘
Entao, se ¢p(T) = E(T — t1), uma forma mais simples de efetuar os célculos é
substituir:
1
01(7) = xg(tesr —7)
1
= _E<7_tk)_1:¢F(7)_l

Como um resultado preliminar, visando simplificar a exposicao das expressoes
dos nicleos temporais calculados analiticamente em um intervalo de tempo [ty, 17,

introduz-se a notacao:

Ay = Ai(tnro,r) = cltnpo —T)lr=r = c(tnrg = T) (76)

A2 = AQ (thrg, 7”) =

C2 (tn+0 - 7—>2 - TZ‘T:T

<

|
<
(]
—~
~J
N
~—

As = As(tnig,r) = In[e(tnig —7) + \/Cz(tn+9 —7)2 = 1?|=r
= ln(A1 + AQ) (78>
Ay = Ay(tpgo,7) = c(tnrg — 7)|r=t, = c(tnro — tr) (79)

As = A5(tn+0:7”) =

.

c (tn+0 - 7_>2 - r2‘7=tk

I
<
(]
—
o
(=)
~—

As = Ag(tnye,7) = In[c(tpro —7) + \/62(tn+6 —7)2 = 12|,

= In(Ay + As) (81)
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onde T" é dada por (70).
Com a notacao acima, a resolucao dos nucleos temporais em um intervalo de

tempo [t, T] pode ser exposta como:

T
ﬁzwm%w=[UW@%ﬂwmm=
-2
AT
2 1 2 3 1 2 1 2
[A1A4 — §A1 + 17‘ ]Ag ‘I— ZA4A5 — [5144 + ZT ]AG} (82)

1 1
{[ A2 A1A4] IH(T’) + [ZAl - A4]A2 + 514[21 hl(’f’) +

T
0= i(rtuse) = [ UN(rituo, T)or()dr

tg

:/meMmm—wmw

ti

T
— [ U tasa, ) = g0 taro)

ty

-2
= 7[(144 — Ay)In(r) + A1As — AyAg + A5 — As] —

(83)
. T
Wy = he(r,tuss) = | UZ (s, )05 (r)dr =
k
2 1 1, 1 1,
m{[A4 — 5141]142 - 57" Ag - §A4A5 + 57“ A6} (84)
. T
hi = hi(r,theg) = /t Uy (7 tnte, T)@r(T)dT
k
T
- j( U, tuo, 7)1 = 6p(r]dr
= U (7, tnso, T)AT — hp(r, thte)
2
= *[(A2 As] — b (85)

Com os resultados (82)—(85), as expressoes finais para os nucleos temporais sao
obtidas com a andlise dos casos dependentes da posi¢ao da frente de onda, carac-
terizada pelo tempo retardado ¢, = t,,9 — g, 0 que gera situagoes particulares para
os trés possiveis casos que sao considerados sobre cada intervalo temporal [ty, tg11],

descritos abaixo (vide figura 3):
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e Primeira Situacdo: intervalo de tempo em que a frente de onda pode ser
percebida.
Para esta situagao, t, € [tx,tx11] € podemos descrevé-lo em dois casos:
caso 1: tgy1 = tptg, com tyg <t <lpyg

caso 2: tgiq < tpig, com ty <t <trig <tnig

r., .. . .
Em ambos os casos, t, = t,19 — — € o limite superior de cada integral.
c

As expressoes (76) — (81) sao escritas como:

Ay = c(tprg —T)|rmt, =7

Ay = JAB—r2=0

A; = In(A; + Ay)

Ay = cltnye — 7)|r=t, = c(tnro — tr)
As = JA2 —r?

AG = IH(A4+A5)

e Sequnda Situacdo: a frente de onda nao pode ser percebida.
Para esta situagao t, ¢ [t, tr4+1] e entende-se o caso em que a onda ”j& passou”,

descrito como o caso 3 abaixo.
caso 3: tgq < tp, com tp <7 < dpp1 <ty

Neste caso, as fungoes resultantes das integrais sao as mesmas das expressoes

(76)—(81), bem como as expressoes dos nicleos integrados, equagoes (82)—(85)).

Como uma observacao importante, para cada caso os resultados apresentados
descrevem expressoes particularmente diferentes mas nenhuma delas apresenta qual-

quer singularidade (vide equagoes (76)—(81) e (82)—(85)).
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4 A Discretizacao do Contorno

O esquema numérico para a representacao da equagao (47) depende inicialmente
de uma parti¢ao temporal P; = [tg,t1,...t,] (equagdo (66)), além de uma parti¢ao
Pce = [x1,29,...25] do contorno I'. Tal discretizacao de I' deve proporcionar de
uma boa aproximacao tanto para a geometria quanto para o potencial u(z,§) e o
fluxo p(z, 7). Uma vez determinados os niucleos temporais, toma-se Pc uniforme,
para obter M segmentos de reta I';, elementos lineares, de comprimento constante
L (elementos isoparamétricos) sobre o contorno I'.

A solugao no tempo t; serd calculada como um acimulo (soma) de todas as
contribuigbes anteriores até o instante t;_;, dos subintervalos temporais [tx, tx11],
para 0 < k <n.

Seja £, um ponto onde a solugao fundamental é aplicada, denominado ponto de
colocagao. As fungoes envolvidas em (66) serao representadas na forma discreta,

temporal e espacial, por uma notacao simplificada, sendo dadas por:

r(z,§) =1y

91(r,tuse) = glIf;
9r(r tnye) = g}
hi(r, tnse) = RIL

hp(r,taie) = hF};

onde o superindice significa a discretizacao temporal no instante ¢, e os subindices
a discretizagao espacial num ponto £, do elemento I';.
Para aproximar a geometria de um elemento deve-se estabelecer que as coorde-

nadas x e y de um ponto z do elemento sejam obtidas a partir das parametrizacoes

z(n) = pi(n)r1y + a(n)s;

y(n) = o1y + 02(n)y;
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onde z;; e y;; indicam as coordenadas nodais no extremo inicial do elemento j, z;
e 9, as coordenadas nodais no extremo final do elemento j, j =1,2,--- M, e p1(n),
©2(n) sao as fungoes de interpolagdo da coordenada natural 7, com n € [—1,1],

descritas por:

or(n) = 5(1-n) (56)

ealn) = (14 7) (57)

O potencial u e o fluxo p sao interpolados linearmente em cada elemento usando-
se as mesmas fungoes ¢1(n) e p2(n) que aproximam a geometria, ou seja, serd con-
siderada uma variacao linear do potencial u e do fluxo p, em cada instante de tempo
tr, onde os valores de u e p em cada ponto z sobre um elemento I'; podem ser
definidos em termos de seus valores nodais e das duas fungoes de interpolacao ¢1(n)

e a(n), isto é:

u=u(nty) = ¢ ('W)ulfj + <P2<77)u§j (88)
p=pn,tr) = e1(n)pt; + e2(n)ps; (89)

Com a parametrizagao (86) e (87), as fungoes de interpolagao e o pontos de inte-
gracao sao dados na coordenada 7 e as integrais serao efetuadas nesta coordenada.
Com isso:

dl'y = [|.J(n)lldn

A expressao para dI'; no ponto 1 do elemento I';, associada & transformacao
da coordenada indicada, pode ser deduzida a partir das equagoes paramétricas do

segmento de reta I'; utilizando-se a representacao paramétrica de r:

r=x(n)i+ymn)j

onde os vetores ¢ e j formam a base canonica.
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Conseqiientemente:

dl'y = /dr-dr
dx dy
— ey (D 2y
\/(dn) +(d77) U

= ||dr||dn = ||J(n)||dn

onde dr é a diferencial total de r.

A representagao na forma discreta da equagao integral (66) é escrita como:

OAt u? 0 n, n+0 < 1 n, n+0
dre;i— 5 m —i—Z HFU uy ™’ — Z:QGFZ]p]Jr
j= 1 7=1
OAL At
— — 4 = k+1
wei{— 5 uy + 5 kz:()[u +u; |}
M 1 n—1 M
— M[HI} + (0 - )HEu} = > Y [HISub + HFul )
j=1 0 k=0 j=1
M 1 n—1 M P
+ 2[Gl§+0(0 )GF]p} +k§jozl IEph + GEFph™ (90)
j= j

A equagao (90) utiliza j para indice de elemento e um esquema de numeracao
local para cada elemento I';, 7 = 1,2,---, M identificando os pontos nodais inicial
e final do potencial u e do fluxo p no tempo t;, obtendo assim M x M matrizes
elementares de ordem (1 x 2). Um coeficiente genérico de cada matriz elementar

GIF, GFE HI’“ e HFE, é descrito por:

177 177 177

ctty = | [ emerslamlan [ el il dn |

6rl = | [ exmerElimlan [ exmarliml dn |
mt = [ [ ettt ol dn [ eatmpnly o6 dn |
mEy = | [ omnrson 1l dn [ eatmnrly S dn |
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A férmula da quadratura de Gauss pode entao ser utilizada para efetuar todas
as integracgoes sobre os elementos e, no esquema de integracao numérica, deve-se
empregar um numero de pontos de Gauss definido por algum critério seletivo que
forneca uma melhor eficiéncia da integracao numérica. Entretanto os integrandos
contém as funcoes u* e p* que dependem da distancia r entre os pontos z e { e
quando & pertence ao elemento, (elemento singular) é aconselhdvel algum esquema
especial de integracao.

Neste trabalho, foi adotada a integracao analitica nos elementos singulares para
a funcao In(r), implicita nos nicleos integrais. A integracao envolvendo p* nao
apresenta problemas quando se utiliza elementos lineares: neste caso, 8—; = 0 nos
elementos lineares.

Para a montagem final do sistema de equacoes lineares é necessario relacionar
a numeragao local dos elementos a um sistema de numeragao global, onde cada né
fica associado a um nimero inteiro j = 1,2,---, M. Uma vez relacionados os dois
sistemas (local e global), o termo & direita da equagao (90) contém valores de u e de
p calculados em tempos anteriores (valores conhecidos) e contribui para o vetor do
termo independente do sistema. Para o tempo t,4, a equagao (90) assume a forma

matricial escrita como indicado abaixo:

LAtC'U/n+9 + Hn+9un+9 _ Gn+9pn+9 —
2
OAL At =l =
) )C RTINS OV 0
k=0 k=0
ou
OAL
TCU"+6H”+9un+0 — Gn+0p”+9 + R (9].)

onde C é a mesma matriz da formulacao padrao e:
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OAL At !
R=-—"0Cu"— = C[u* +u]
2 Rt

+[GI" + ;(9 — 1)GF")p" — [HI" + ;(9 — )HF"|u"

+ S [(GT*pF + GF*p+!) — (HIFub + HF )]
k=0

sendo a parcela R que inclui os termos anteriores, isto é, os termos de historia.
Quando os valores nodais das condigoes de contorno prescritas sao incluidos na

equacdo (91), o remanejamento adequado das colunas das matrizes G"*? e H"*? para

o termo independente permite escrever, para o tempo t,.9, 0 sistema de equagoes

lineares do MEC, ou seja

Hu"" = Gp"™ + R (92)

ou:

Ay"t? =b (93)

onde A ¢é a matriz dos coeficientes do sistema, y é o vetor de incégnitas e b o vetor

dos termos independentes.
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5 A Discretizacao do Dominio - Condicoes Ini-
ciais

Para a andlise do problema transiente, as integrais de dominio de (47), dos termos
inerciais, devem ser agora incluidas na formulagao e, para efeito de implementacgao
numérica, sua resolucao contribui no termo independente do sistema linear resul-
tante.

A inclusao destas integrais torna obrigatoria a discretizacao do dominio em
células internas. Neste trabalho, o subdominio onde as condigoes iniciais nao sao
todas nulas serd discretizado com células triangulares (referéncia [9]) sobre as quais
o potencial u” e a velocidade v° serao interpoladas linearmente por funcoes de forma.

As consideragoes a seguir serao feitas sobre as integrais de dominio, destacadas

abaixo, em t = t,.4.

1
Iow0 + Iguw = g/QUJ(Ta tnio)v’(z) d(z)

* i/g){iUg(Ta tnso) = B (7, tnsg) bu' (z) dQ(z)
o L Ut 25 o (94)

Para efetuar os calculos de (94), o dominio €2 é dividido em em L subdominios

triangulares €2; (células triangulares), como mostra a figura (4).

Figura 4: Discretizacdo do dominio ) em células triangulares.
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Com esta discretizacao, a expressao para a equagao (94) é dada por:

[Qﬂ)() + [Q7u0 =

, Do, turo)v” (2)dU(z) +
1

Z { —U3 (ry ) = By (r, tayo) b (2)dY(z) +

Z /Q Up (7, tnto) 8u8( )dQ( ) (95)

A generalizacao das funcoes de interpolacao para uma célula triangular é sim-
plificada se for adotado o sistema de coordenadas triangulares. Para isto, a area de

uma célula triangular €2; é destacada por:

1
area do triangulo ; = A; = 3 base x altura

Figura 5: Numeracao local para uma célula triangular.

A figura (5) mostra um esquema de orientagdo para a numeragao do triangulo

genérico {; e nela pode-se observar que:

1
A= §HQHh
= Lyl singe)
= 2 Ul [lw]| sS1In

= §Hy X wl|

onde o simbolo x denota o produto vetorial. Com base na Algebra Linear, a area
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do triangulo €2; pode ser expressa como:
r1 y 1
o 1
area do triangulo Q;, = A; = 3 det | 2o 9o 1
r3 ys 1

A numeracao dos noés das células fornece o sentido de integracdao sobre cada
subdominio triangular €2;.

Considerando um ponto genérico x € {;, unindo os vértices do triangulo €
ao ponto z, formam-se trés triangulos interiores a (2;, os quais sao denominados
triangulos auxiliares (ver figura 6).

Pelos argumentos anteriores, pode-se expressar as areas A, de cada triangulo

auxiliar Q,, a =1,2,3, 1 =1,2,---, L, em funcao da area de §2; como segue:

2

Figura 6: Areas para a definicao de coordenadas triangulares.

1
area de Qy; = Ay = B det | 2y yp 1

x3 yz 1

1
area de Qg = Ay = 3 det | 253 y5 1

T oy 1
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r oy 1
1
area de Qg = Ag = 3 det | @; o 1

T2 Y2 1
ou
1
Ay = 5{ycyg +yas + 2ays) — (TYs + Y22 + 3y2) }
1
= i{x(?h —y3) T y(@3 — y2) + (T2ys — T3y2) } (96)
1
Ay = 5{33(3/3 —y1) +y(@r — x3) + (2391 — 21y3) } (97)
1
Ay = S{a(y =) +ylze — 1) + (2192 — 2201)} (98)

O sistema de coordenadas triangulares p; = (g1, fi2r, pt31) € definido em fungao

das dreas Ay, Ag e Ag, como segue:

Ay A
= = — 99
Hu = M1 = Al T4 (99)

Ay A
= == 100
Mot = K2 = Al A (100)

Ay As
=3 =—=— 101
H3r = M3 A, A, (101)

Convém observar que p; + ps + p3 = 1, uma vez que Ay + Ay + Az = Aj.
d 0
Dentro de cada célula, u°(z), v°(z) e Y y ) sdo interpoladas linearmente, obtendo-
r
se as seguintes expressoes:
W) = u(z,0) = wpur + gz + s = z e (102)
V(z) = v(z,0) = Vi + vy + Vg = Z Vatka (103)
du’(z)  d o dpy | o dps dus
o dr[U(LO)] = uy - g Y Uy~ g Y Uy~ ar
dfia

- Z ubypa (104)

onde u?; = u?, é o valor do potencial e v, = vg ¢ o valor da velocidade no n6 local
a, a=1,2,3,da célula €, [ =1,--- L, no tempo t; = 0. Esta numeracao ¢é local e

deve ser convenientemente relacionada posteriormente com a numeragao global.
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As coordenadas triangulares podem ser relacionadas com as coordenadas retan-

gulares da seguinte maneira:

A, 1
fa =1 + ﬂ(bax + any) (105)

onde:
(o = Ty — Tg
boc =Ys — Yy
2A, = 2y, — Y3

1
A = 5(()1@2 — bgal)

coma=1,2,3para f=2,3,1e~v=3,1,2.
Considerando o sistema de coordenadas polares (r,#) com origem no ponto &,

(figura (7)), tem-se:
r = x(r,0) =rcos(f)

y = y(r,0) =rsin(d)

e a expressao (105) torna-se:

Po = ia + iqr[ba cos(8) + aq sin(6)]
Ot rD(0) (106)
onde, claramente
Aa
Ca - j
1 .
D.(0) = ﬂ[ba cos(8) + aq sin(6)]

Substituindo (106) em (102), (103) e (104), vem:
u(z) = u’(r,0) = uf[C1 + 7Dy (0)] + u3[Ca + rD2(0)] + u3[Cs + r D3 (0)]

v0(z) = 0°(r,0) = v0[C) + 7Dy ()] + v3[Co + rDy(0)] + v§[Cs + 7D3(6)]

()] = [0, 0)] = WDy (6) + uSDo(6) + 13Dy (0)
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£

Figura 7: Coordenadas polares com origem no ponto ..

A integracao sobre cada célula, entao, sera executada usando coordenadas polares
e cada integral sobre §2; sera calculada como soma de trés integrais sobre as células
auxiliares €y;, Qg e 3, conforme mostra a figura (8). Uma andlise puramente

geometrica da figura (8) revela claramente que a area de € é:

A:A1+A2+A3

3 3 3

£ &; &

Figura 8: Células auxiliares usadas para o cdlculo das integrais sobre €2

Em cada integral sobre Q,;, « = 1,2, 3, a variacao de 6, pode ser calculada por:

0, = arctan(y—a)
T
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enquanto que a variagao em 7 (figura (8)) é obtida de (106), e dada por:

—2A4,

r=r(6)= be cos(#) + a, sin(6)

Assim, para cada célula €);, tem-se:

1 1,1 1 ,du®
S Use + LCUs = By + gy

Ra (0
/9 / U0 {Z V2 pio yrdrdd
s
Ra
; / {Z u p1 yrdrdo
8

Ra(0 . dud
/9 / U {Z = —2 1o, }rdrdf
s

U1
1 0 [Ra®)
- 2 96/0 Uo[m " M3}rdrd€ .
v
uf
O drdf | 2
+c/eﬁ/o 7,(0_ 0){#1 2 ,U?JTT Us
ug
uf
Ro
| UO[ D, D3}rdrd9 ¥
u
of uf
1 0 1 k k k 0
:CQ[Rl RQ Rg] (% C[T 7; T:| Us
v ug
onde:
0, [Ra(6)
Ra=Riy= [ [ Uspardrds (107)
05 Jo
R
T,=T" = /9 / {1 Uo Bltte + U3 Do yrdrdd (108)
B
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com p, dada por (106), para « = 2,3,1; Uj = Uj(r,t,1e) dada por (45);
B§ = Bi(r,ty19), dada por (46) e

ud = ul(r,0) = u(z(r,0),0)
v = 02(r,0) = v(x(r,0),0)

Do = Do(f), a=123

5.1 Células Singulares

Quando o ponto fonte coincide com um dos vértices x, da célula, a célula é dita

célula singular. Como conseqiiéncia, tem-se A = A, e, portanto:

1 0 ,se#z,

—ﬁ+—[b + aqy] =
Ha= 7 T oDt T el =

1 ,se=uzx,
Por uma translacao,
X=z-§

pode-se fazer o ponto fonte ¢ como origem do sistema e com isso, todas as células

podem ser tratadas como soma de trés células singulares, como mostra a figura (9).

-2A

o
by cos(®) +a, sin(@)

Figura 9:  Ponto fonte £ como origem do sistema para a célula singular
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A motivacao para este procedimento é auxiliar a integracao numérica dupla, no
sentido de reduzir erros de quadratura.

As integrais em r da equagao (107) e (108) serao calculadas analiticamente;
a expressao analitica obtida é funcao de 6 e serd integrada numericamente por
quadratura de Gauss em 6.

Considerando a expressao (106), cada integral a de (107), v = 1,2, 3, é escrita

COIMo:
0 1 > 9 1 E 0,0
n+ _ n+ . n-+
Ql v0 T 2 Z Vol = 62 Z Roe v
a=1 a=1

6, [Ra(9)
= —2 Z /0 / U prardrdd v°
5

6, [Ra(0
= - E / / Ug(Cy + rDy)rdrdf v2
¢

’Y Oé( a
= g Z . {Oa/o U[)“rderDoé/0 US‘err}dH v? (109)
a=1

e, para a expressao (108):

1 3
n+0 n+9 0o _ n+60_ 0
IQluO_ ZT al_EZIX Ugq

a=1

1 6y [Ra(6
= 72/7/ — By)pa + U; Ma}rdrd@u
05

C

Ry Z /9 7/ " {;Ug(C’a +7Dy) — By(Co +1Dg) + U Do }rdrdd u)
s

Yt /Ra(e)(U* B;)d
B Coz 1 03 ¢ 0 0 "20)ar
Ra(0) * 2 * 0
+ D.(0) /0 (2rUs — r2B2)dr} df o (110)
com 2A
_~a . se Ry (0) < ct,
Ra.(0) = ba cos(8) + aq sin(6) se Ra(0) < clnrs (111)

Ctn+9 , S€ Ra(e) > Ctn+9

Adotando a notagao descrita a seguir (a = 1,2, 3):
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Bi = Bi(Ra(0),tuso) = /12,y — R2(0) (112)

By = BQ(Ra(H)vtn—f—G)
Clyto + /P2 o — R2(0 Ctnio + B
= In( 7o) ):ln[}’zw)] (113)
By = Bg(Ra(H),tn+9):arcsin(Ra(e)) (114)

Ctn—i—@
as integrais de (109) e (110) sao resolvidas na variavel r e as integrais (107) e (108)

sao denotadas como:
9 13

n+ _ n+6 .0

1 Q0 72 Z Ra Vo

— 62 Z{/ B2 — Ctn+gBl +c tn+9]d0

GW
D,(0)-
* 05 ()3

J AL
- 5> /e {CLE(0) + Do(0)F(0)}dO 1° (115)

[QRz(e)BQ - Ctn—i—ORa(e)Bl + Cgti+983]d9 ’Ug}

]n+9 o

3 6.,
Z{ / QCa[Ra(9>BQ - Bl + Cthrg]de

a=1 e

0’)’
+ /9 Do (0)[2R2(0) By + 2.y Bs — Ra(0)B1)d0 w0}
B

- fz/ {CLM(0) + Da(6)N(0)}d6 (116)
onde, claramente:

R (0)
E®) = /0 Ugrdr = R2(0) By — ctoyeB1 + 2., (117)

Ra(0)
F) = / Ugrdr
0

1
— g(21125’;(9)32 — ctyyoRa(0) By + ¢*t2 4 Bs) (118)
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Ra(6)

M) = /0 (U — rB2)dr = 2(Ra(6) By — By + ctoso) (119)
Ra(0)

N@#) = / (2rUs — r2B2)dr
0

= 2R2(0)By + *t2.yBs — R,(0) By (120)
Para a integracao em 6, basta considerar a parametrizacao

0 = 01p1(n) + O202(n)

e usar a quadratura unidimensional de Gauss, com ¢1(n) e ¢2(n) dadas por (86) e
(87), respectivamente, sendo a varidvel n € [—1,1] e 0; representando o valor de 6

para o angulo inicial, #, o valor de # no angulo final.
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6 Calculo do Potencial e suas Derivadas em Pon-
tos Internos

A discussao apresentada até agora concentrou-se no célculo das incognitas u e p

em pontos do contorno. Em geral, também é necessario que se obtenha o potencial
u  Ou ou

— e — e temporal —. Como as

or Oy ot

incognitas de contorno ja foram obtidas, o valor do potencial u em pontos seleciona-

em pontos internos e suas derivadas espaciais

dos £ € Q (£ ¢ T'), pode ser obtido diretamente a partir da equacao (91), com
c(é) = ¢; = 1. Nao é necessario, neste caso, resolver sistemas de equagoes, ja que a

tnica incégnita na equagao (91) é u; = u(€.). Os procedimentos de integragao sao

24

os mesmos ja discutidos, sendo que neste caso nao ocorrem integrais singulares em
T

Como objeto de principal interesse deste capitulo, as préoximas se¢oes mostrarao
ou Ou Ou

como as derivadas —

¢, ¢, ot
de equagoes integrais que resultam quando a equagao (47) é derivada em relagao as
ou
om

(m = m(§)), na diregdo m, pode ser obtido calculando-se a derivada direcional de

podem ser calculadas em pontos internos a partir
coordenadas &, e , e a variavel temporal ¢, do ponto fonte. O fluxo p,,(&,t) =

todos os termos que aparecem na equacao (47), na direcdo do vetor unitario m(§).
A velocidade v(§,t) = ?;; ¢ obtida calculando-se a derivada temporal dos termos da
equagao (47).

Um primeiro procedimento serd analisar a situagao em que as derivadas direcional
e temporal da equacao (47) sao calculadas nos pontos { interiores na auséncia de
condigoes iniciais (excluindo-se as integrais de dominio). Posteriormente serd feita
uma andlise da equagao integral para as derivadas de (47) segundo m (derivada

direcional) e com relacdo a ¢ (derivada temporal), para pontos { € 2 incluindo-se

as condigoes iniciais.
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6.1 A Derivada Direcional da Equacgao Integral

O objetivo desta secao ¢ obter uma formulacao integral para a derivada da fungao
potencial u(z,t), segundo uma dada direcdo m, no ponto x = { pertencente ao
interior € da regiao Q. Uma vez obtida a formulacao desejada, pode-se particularizar
m na direcao normal n, tomando-se m = n, e calcular os fluxos (p.(§,t) e py(§,1)).

No caso de pontos internos, o vetor distancia r = r(z,§), entre os pontos do
contorno I' e do dominio €2, é sempre nao nulo e a equacao nao possui qualquer
singularidade na variavel r.

Considerando-se um ponto fonte  pertencente ao interior €2 da regiao Q tem-se,

neste caso, c({) = 1 e a equacao (38) ¢ dada por:

47r/0tu(§,7')f(t—7) dr = // “(r,t,7)p(z, 7) dr dl'(z)
- // “(r,t,7)u )dTgrdF()

n
or

= [ustr o <u%dm>

b [t () 4o
b2 [ () — b (o) 9o
b [ 2 @) doga) (121)

onde, conforme definido no capitulo 2, as fungoes
u (r,t,7) =U"(a, t, &, 7)Hlc(t —T) — 7]
ur(r,t,7) =Ul(z,t,§, 7)Hc(t —7) — ]
b*(r,t,7) = B*(z,t,§,7)H|c(t — 7) — 7]
sao dadas por (28), (43) e (42), respectivamente. As fungoes relacionadas as condigoes
Inicials sao:
ug(r,t) = u'(r,t,0)

bo(r; t) = b*(r,,0) ,
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u’(z) = u(z,0)
0
L) = E[U(L T)HT:O

e a funcao distancia r = ||r(z,§)|| é dada por (11).
Tomando-se uma direcao genérica m no ponto { = (&,&,) € Q (figura 10) e

derivando-se (121) segundo m, tem-se:
a?n{m [l )1~ 7)dr)
- {// “(r,t,7)p(z, 7)drdl (z)}
- {// “(r b, 7)u m)dTg?"dr(m)}

- {C/uo (r,t)u —dF( )}

+ 8m 02/% (r;t)v d(z)}

¥ —{; [ ;ua r t> — b, Ol (2)dAx)}

b [t ) L @)an) (122)

ou simplificando a notacao para as integrais de dominio:
t 0
in [ o {ul(E ]St =)}
0
= [ L[t el T (@)

- /Ot 0{/ wr(r,t, T)u( JI,T)?:;dF(I)}dT
- {/uort —dF()}
+ %{IQ,UO + ]Q,uo} (123)
onde
Ig.0 = Clz/ﬂug(r, )0 (2)d () (124)
Tow =+ [[Gui0t) = bl D)’ @)d0(a)
2 [ Lt o @0 e) (125)
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f<

Figura 10: Defini¢ao dos vetores unitdrios

Embora nao existam singularidades provenientes da variavel r nas integrais de
contorno, as integrais na variavel temporal 7 produzem singularidades devido a
posicao de frente de onda quando t;,; = t, e, para a obtencao das expressoes da
derivada direcional da equacao (123), a teoria de parte finita de integral serd aplicada
as integrais singulares dos nicleos temporais. Assim, na auséncia de condi¢oes
iniciais e fazendo uso do conceito de Haddamard [7] (parte finita de integral) para

ntcleos singulares, a equagao (123) é escrita como:

dr / ——{ul&, 7)) f(t — 7)dr}
— —// “(ryt,T)p(x, 7) dr(r - m) dl'(z)
+/{7£ Lty m)u(z, ) dr (r-m)(r-n)

—/ U*(r £, PYu(z, 7) dr ~[(r-m)(r-n) — (m-n)}dl  (126)

”
onde: o
7[ wr (rt, Tu(z, 7) dr =
0
1
lim { [ ULt Pu(e ) dy = (UG tu(z )} (120)
—ty 0

define a parte finita da integral, (r-m), (r-n), (m-n) representam o produto interno
2
= w[u*(r,t, 7)],

0
. . *
dos vetores unitérios r, m e n, no ponto &, uy = —[u*(r,t,7)] e uj,

or
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com U(r,t,7) dada por (72) e

* _ _ 2
Ut (rtr) = ouU; :_20 (t —7)% —de(t —7)r (128)

or r2[c2(t — 1) — r2]3/2

Os detalhes dos célculos de cadda termo da equagao integral (126) encontram-se

no Apéndice A.
A resolucao numérica exige uma forma discreta temporal e espacial para a
equagao (126) e os procedimentos discutidos a seguir sdo os mesmos j& apresen-

tados para a solugao em pontos no contorno.

6.1.1 A Discretizacao Temporal

Para a discretizagao temporal, novamente considera-se uma partigao em [0, ¢] sobre
a qual as integrais serdo efetuadas em cada subintervalo [tx,ty41], observando-se
a posicao da frente de onda, da solucao fundamental, dada por t.. Sobre cada
intervalo, as fungoes u e p serao interpoladas linearmente pelas fungoes ¢%(7) e
ok (1), dadas por (51) e (52) e calculadas analiticamente.

Para os pontos § internos, as solugoes obtidas no contono I', ja calculadas, con-
tribuem para o pdés-processamento. Desta maneira, o método 6 para calculo da
solugao em pontos internos torna-se dispensavel. Portanto, para pontos internos,
basta tomar 6 = 1 (ver equagoes (64) e (65)) para se calcular diretamente a solugao
do potencial u e derivadas no tempo t,.1 = ty.

Na forma discreta temporal, a equagdo (126) (auséncia de condigoes iniciais) é

representada como:

"y /“““ 2y, 0y 2 )y

- /F /t (riin, 7 >{p (z)¢r(7) +pk+1($)¢p(7’)} dr (r-m) dl'(z)

/rk 7[ (r,tn, T{u" (@) o1 (1) + u**(2)¢p (1)} dr (- m)(r - n)dl(z)
/Fk /tT 7‘ tN, (£)¢[(T) dr i[(rm)(rn) - (m&)] }dr
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- X /tr (o, W (@) () dr (e m)(zm) — (m-m)] JaT (129)

k=0
E conveniente lembrar que, neste trabalho, F(ty — 7) = 1. Com isto:

/t " Pty — P)éi(r)dr = /t N ;At

/t " Pl — Tor(n)dr = /t " () = ;At

Adotando-se uma notagao simplificada, andloga as apresentadas em (94)-(106),

as expressoes dos nicleos de (129) sdo listadas a seguir.

aa[gl(r tn)] = %‘f =/tjui<ntzm)¢z(f) dr
gr ()] = %gf — /tT i (r, by, 7)o (r) dr
aar[h’;(r, )] = %}f = {u (rotn, T)éi(r) dr
aar[hk (r,tn)] = a;: _75“ Artn, T)oR(T) dT

onde T" é dado por (70).

Com esta notagao e reservando-se os termos incognitas no tltimo instante ¢,

pode-se reescrever (129) como:

N a“ (@ %"j N(2)(r - m) dT(z) +

/ {ahn (con) + B[ m) (e n) — (m - )]} (o) dT

. N{"z o <€> )

a;;p"m (- m) M) + | Z{ag, )+ DE @) (¢ m) dT(2)

- /{ahn (£-n) + h?;[(f-m)(f-ﬂ)—(mﬂ)]}un(@)}dF

n—1 k k
/p ahl uH(z %Wl(@} (r-m)(r - n) dU(z)

/Z{h z) + hiut (z)} 1[(f-M)(ﬁ-ﬂ)—(m-ﬂ)] }dr (130)



Para resultados finais das expressoes dos nicleos temporais, ainda deve-se levar
em consideracao a posicao de frente de onda, caracterizada pelo tempo retardado t,

e descrita no capitulo (3.3).

gk g .
Observa-se que os nucleos de — 3 e de — 8 sdo idénticos aos niicleos de h% e de
r r
h e suas expressoes analiticas sdo, portanto, dadas pelas equagoes (85) e (84).
hk ohk ) )
Para os nticleos temporais de 3 —Lede 8—F a fun¢ao u,, produz singularidade
r r

quando 7 = t, e deve-se, portanto, considerar o conceito de parte finita, descrito
pela equagao (127).

Os trés casos possiveis sao novamente descritos abaixo, juntamente com as ex-
pressoes dos nucleos que fazem uso do conceito de parte finita, que sao diferentes

em cada situagao.
caso 1: 1y < t, <tpi1 =1,

caso 2: 1 <t <tpy1 <ty

k tr 1
%};f - 7[ wr (7, b, )1 (T) dT + Eu;(r, by th) (131)
2%
Ohk tr
airF = 7{ urr Tyln, T ¢F( ) dr (132)
k

caso 3: tp < tr41 <t <t

— = U (rytn, 7)o (1) dr + =UX (7, tp, t1) (133)
or th c

— = Uk (rytn, T)op(T) dr — U (1, tn, tei1) (134)
or th c

Tomando-se a notagao descrita por (76) — (81), as expressoes analiticas de (131)
e (132), resultado das integrais dos niucleos temporais para o caso 1 ou 2, sao apre-

sentadas abaixo, numa forma compacta.

Ohk, 1 )
W = 2r2 At (7" A6 + A4A5 — ln(r))
Ohy _ 2 AT 24, Ohyp

or  r2A;  corAs or



As expressoes analiticas para o caso 3, equagoes (133) e (134), sao:

Ohk, -2 1 Ay — Ay 1
— = —{(A,—-A)A 2 ) 4 %A —
or c2r2At{( 19 A2+ A, )+ 27° 3
1 1
§A4A5 — 57’2146}
oM _ 2 A M2 A A 0n
or cr?2 Ay As cr Ay A, or

6.1.2 A Discretizacao Espacial - Contorno

Para a discretizagdo espacial de (130) sobre o contorno I', tomam-se os mesmos
procedimentos descritos no capitulo 4: — serao consideradas uma partigao I'; sobre
o contorno I e as fungoes de interpolagao ¢1(n) e w2(n), dadas por (86) e (87) sobre
elementos isoparamétricos lineares e nas fungoes incégnitas u e p.

A forma discreta no contorno da equagao (130) é dada pelo sistema de equagdes

lineares
M F M F
8 8G Z{ a g+ HIrl bl
n n—1 au auk+1
= —27A L
wai {9 S
M " aGI M 8G] OGI
+ D15 ADIPBAC R Al
j=1 k=0 j=1
Mo aHI ] aHI OHF
- Zuj ZZ{ U§+1< ) )1]}
) k=0 j=1 r
M n—1 M
— Y upHIr — ZZ{ukH]T —I—uk+1HFT ) (135)
j=1 k=0 j5=1

A montagem do sistema acima é executada com o calculo das matrizes ele-

mentares (de ordem (1 x 2)), descritas como:

oGT , [ 0GI, 8le}
G = [y &y,
( or )’LJ - _( a/r )1] (W)Q]
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OHI
or

k
ij

OHF

k
(97’>

HIrk

HFEr®

J

(

=1 OHI

Z( or

k=0

OHI
or

k

)1j 5

)2j

(

-1

> (

k=0

OHF
or

0H j
or

k
1y

)

HIf; HIf, }

HFl, HF}, }

)5

|
|

onde os coeficientes de cada matriz elementar sao dado por:

A oL L TP

A PO L TR TP

AL PO i TR

Qs [ e

Ay = [ a2 e )0
Ay = [ B e )0

R i T e

Ay [ a2 e T
HIry; = /_llwl(n)hffj[(r-m)(r'n)—(m-n)]HJ(den
HIry; = /11 p2()hlz;|(r - m)(r - n) — (m- )] J ()| dy
HF = [ S m) e n) — (m )] ()
P = [ e hES (e m)(e - n) — m )] 0n)

A numeragao local 1, 2 dos coeficientes descritos acima estd relacionada com o nés
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inicial (1) e final (2) de cada elemento j.
Os termos a direita do sistema (135) contribuem para o termo independente, jun-
tamente com o remanejamento dos valores de u e p prescritos no contorno, conforme
ja discutido no capitulo 4.
ou ou
As derivadas p,(§) = — e p,(§) =
a & e agy

do sistema (135) tomando-se os vetores unitarios i na direcao x e j na direcao j,

podem entao ser calculados a partir

respectivamente.

6.1.3 Condicoes Iniciais

Considerando-se as condigoes iniciais, as derivadas das equagoes (124) e (125) devem
ser incluidas em (126).

Toda a discussao apresentada no capitulo (5) deve ser aqui considerada, para
efeitos de implementacao numérica da nova equacao integral, que é proveniente da
derivada de (38) numa dada diregao m.

Derivando-se (124) e (125) numa dada dire¢ao m:

0(Ig0) N O(Lgu0)
om om

= am CQ/uort 2)dQz)}
am ; ART rt) by 1)) ()dx)
b [ Lty @)d)) (136)

0
om ([QUO —l—[guo) =

As integrais em (136) podem ser executadas fazendo-se uso da férmula geral
apresentada abaixo (conforme referéncia [11]).
Dada a fungao £ = L(F(x,y,x0, %), G(z,y, T, yo)) € sua representagao integral
2

Y2
(L) = /w Ldydz

1 Y1

onde 1 = x1(zo, %), T2 = Za2(To, %), Y1 = Y1(2,T0,%0) € Yo = Y@, o, Yo), as
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seguintes relagoes sao validas:

8I(£) o deQ dxl
Oz B dﬂCo /y1 £|z mdy dwo /yl ﬁ‘x wl
dys dy; v2 L OF 0L 0G
{7£|y Y2 75’3; Y1 /yl [8,7:(9x0 Y= 9G D ]dy}dq}
(137)
e
8I(L’) dry [Y2 dxq T2
= — Llpes,dy — — Yo p—
Yo dyo /y1 | Y dyo “Ja |
22 dyg dy, v QL OF 0L 0G
_ 29 dyld
L dyoﬁlH’2 dyoay’y1 * /yl [(97-"8 Yo "G 8yo] yhde
(138)

Adotando-se a notagao descrita por (107) e (108), a derivada (136) é escrita

CO1mo:

o

o)  Olow) _ ORL) o OTS) o

om om om om

Cada derivada de (139) serd executada separadamente, segundo a diregdo dos

(139)

vetores unitarios g e yo onde serao usadas as relagoes (137) e (138). Analisando-se

inicialmente a derivada segundo a direcao do vetor xg, tem-se:

ORY) 0y
S = o /06 / U pordrdo}
95

3 Ra(0)
haaded U i |g—g. rdrdf —
azjl{dxo/o 0Halo=o,relr dx

)
Us ta|o—g,rdrdd

05 dR,(0) Ot
U HaT)|r / U; o 140
—i—/@ﬁ[dxo(o/i)’]z&%— b rjany (140)
e dpi,
o + Uy ——|rdrdd
8x0 (9:1;0 /% / Bg) e + Uy I |rdrdf}
a(9) 1 . . .
Z{dfﬂo / TUO - BO)MO‘ + UO Da]|9:677‘d7“d0
do 1, . )
N dxi/ [(;UO — By)pta + Uy Da]lg=o,rdrd0d
v dR i . .
/95 dxo ( UO = By)tta +Us Dalr)lr=ra0)
e * * * alu“oa
=, [(;UO = Bi)ita+ Uj Dal trdr}dd} (141)
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onde:

do,
dzg
b
du
dR,(0)
dxg
dpa
dxo

do sin(6,)

dx0|0 %7 R.(6,)

o sin(63)

dxo‘e %~ Ra(0)

dR,(0) dA, b,

dA, dry by cos(6) + a,sin(6)

ba

24

De uma maneira inteiramente analoga, pode-se estabelecer:

8y0 ayo Aﬁ /

«(0)
- U tig|o=o. rdrdd — —=
O;{dyo/o 0 telo 6,747 dyo Jo

O dR,(0
N / [ (9)
] dyo

oTY)
Yo

O

+/

onde

US‘ pardrdd}

do Ra ()
B Us talo=g,rdrdd

* Ot
Uipar oo+ | Uf Gl

dr

0 Ra(G i,
// U0 Bt + Uz %))
8%

ZQ%/

dQB
dyo

(0 )

(ZUE = BY)pta + U Do) lo—g., rdrdd

"I
<Mg%—3mm

!
r
]' * * *

~Ug = Bi)pta + Us Dallg—o, rdrdd

+ U(;FDa]T) lr=Ra 9)

dyo
Ve + U D ]ZZ:rdr}dH}

do _ —cos(0,)
an " " R0

do —cos(f3)
dyo " % = Ro(05)
dR,(0) dA, G

dA, dyo  becos(6) + a,sin(6)
aOl
2A

60

(142)
(143)
(144)

(145)

(146)

(147)

(148)
(149)
(150)

(151)



Em cada resultado obtido acima, equagoes (140), (141), (146) e (147), as ex-
pressoes gerais para a implementagao numérica, no caso de condicoes iniciais, sao

descritas abaixo, com y = xy ou x = Y.

a(gf):) - Zl{ca[fzzE(e) f}fE(%)
n /6 " d}i&w) U (R (0))Ra(0)d0]}
+ Dy (0, )Ze F(6,) - (95)(291’(95)
v [ paw)[d%f) Ug (Ra(6)) 2 (6)d0 + E(0)]} (152)
a(zTaN) B 3 dQ7 do
o = LACIMe,) - dﬂM%)

N /09ﬁ d]:i;;( ){US(RQ(Q)) “R, (G)B*( ( ))} —|—Nn<9)]d(9]
+ Da(0, )ff N(9, ) (%)Cffx N(95)

(20 YU (Ra(0)) — B (0) B5 (Ra(0)) }do

+ /9 Da(H)N(H)dG (153)

com E(0), F(0), M(0) e N(0) dadas por (117) — (119).

As expressoes finais sao estabelecidas mediante a andlise das duas possiveis
situages de R,(#) impostas por t., devendo obedecer a definicdo (111). Proce-
dendo a andlise e adotando-se a notagao definida em (112), (113) e (114), cada caso

¢é descrito abaixo.

e Caso 1l R,(0) < cty:

Para este caso, tem-se:

Ra(0) = bacos(HSiA;asin(Q) (154)
BY = \Jetd — R2(6) (155)
BY = lIn(cty + As) — In(R.(6)) (156)
Br — arcsm(R;f)) (157)
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e Caso 2 R,(0) > cty:

Para este caso, tem-se:
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6.2 A Derivada Temporal da Equagao Integral

O objetivo desta secao é obter uma formulagao integral para a derivada no tempo
da equagao integral (121).

Assim, derivando (121) em relagao a variavel temporal ¢, pode-se escrever:

aat{/tzmgr VF(t — r)dr} =

— {// “(r,t, 7)p(z, )drdT(z)}
- {// S t,7)u xT)drgz;dF(x)}
—»mQA%MWM)?W(H

0
b g+ o) (162

As expressoes obtidas, para F(t — 1) = 1, sao:

4W*{U( )}
— // S (1,7 Yple, ) drdT (@)
- // () bulz, T)dngr()
- /gﬁ%rthw)—dﬂ)
+ a{lﬂ,vo‘i‘jﬂ,uo} (163)

Uma primeira anéalise a ser feita é com relagao a auséncia de condicoes iniciais.

Excluindo-se entao as condigoes iniciais, tem-se:

47?—{u(§, )}dT
// S (.t 7) Yple, ) drdT (@)

//” 9 fur(r,t, 7) Yulz, T)mg;dr( ) (164)

Um tratamento especial deve ser dado a segunda integral a direita da igualdade

de (164) pois a derivada apresenta singularidade no nucleo relacionado a funcao .
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A maneira de trata-la é fazendo uso do conceito de parte finita de uma integral [7].

Com este conceito, a equagao (164) pode ser representada como:

dru(€,7) = /F/Otr uy (ryt, 7)p(x, 7)dTdl(x)

tr 0
— [ 4 wilat Quiz r)dr 5T ()

que é a equacao da formulacao classica com a a consideracao de variacao linear tanto
para u quanto para p. Por analogia ao trabalho de Carrer e Mansur, referéncia [11],

tem-se:

a1, ule, )i =

tim {7, 7 + U (1 mhu(z, )}

nN—tr=t—-
6.2.1 Determinacao dos Nicleos Temporais

A discretizacdo temporal de (165) pode ser tomada de uma forma semelhante a

exposta na secao 6.1.1 e representada por:

4 (€)

= | > /: U (r,tn, )0 (2) o1 (1) + p*H(2)dr (1)} drdl ()

N /r % 7€TUE(T, tr, ){u" () dr (1) +

k=0 "tk
u" N (2)dr()} dr o~ dT(z) (165)
n
E necessario estabelecer os nticleos procedentes das derivadas. A derivada

DU 7)) = U (o, 7) = ~U3(r1,7)

foi explicitada por (74) e

2cr
[CZ(t — )2 — 7“2]3/2

a * *
&{Ur (r7t77_)} - Urt(r7t77) -
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Para os nucleos das derivadas temporais, num intervalo de tempo [t, tx+1], tem-

se a seguinte notagao:

S} = T St [ tanor(rdr)

ot
0 gk
S} = = 2 [ o)
0 Ohy 1
iy = T =o i tn)o(r)dr
0 Oh¥
S0t} = S =) on (i

Analogamente como no capitulo (3), a equagao (165) pode ser escrita como

k
4ruly /Z{u Z,7T) gI ukH(x,T)aagtF}dF(x)

k
/ Z{u z,7) ahf +u )ai}dm ) (166)
I k=0

Com a notagao acima e as dadas por (76)—(81), os nicleos das derivadas sao

denotados abaixo, descrevendo cada possivel situacao.
e caso 1: 1t <t, <tpy1 =1tn

® caso 2: 1 <1p <tpp1 <ty

k
gt{g;g(r, tn)} = %‘f = Cit(Azl(AG —In(r)) — 4s)

d, 4 _OgF Ot
a{gz(ﬁ ty)} = T 2(As —1In(r)) — ot

a{hF(r’tN)} Ot erAt
9., CORE 20r—Ay)  OME
gri(rtn)} = r = rAs ot

® caso 3: 1y <tlpy1 <t <ty

0 dgk
St} = T = S (Au(dg — A + Ay — A3)

ot cA
O gk _ 99 _ _ Ogr
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d oh%, 2 AA,— 2
- — - — A:) = —
o V(v prally vl A2 2 A,
0 _ohy 2.4, Ay 2 2 oWk
8t{hl (r’ tN)} - 8t - T A2 N A5) + A5 N AQ - at

onde, novamente, cada um dos dois casos descritos nos resultado acima depende da

posicao da frente de onda.

Uma tltima observacao deve ser feita com relagao & solugao u;' (£): — os nicleos
0 g
% e g tF podem ser facilmente obtidos derivando-se diretamente as expressoes de
k 0 hk

g% e gk enquanto que para os nicleos —L ¢ =L Jeve-se proceder aos cdlculos das

ot ot

integrais como parte finita.

6.2.2 A Discretizacao Espacial - Contorno

Uma vez obtidos os nicleos temporais, o procedimento para a discretizacao do con-
torno é a mesma descrita na se¢ao 6.1.2 para as integrais de contorno.

A forma discreta no contorno da equagao (166) ¢ dada pelo sistema

M OGF M OHF
4 ()] — Z(W)sz;v + Z(W)ij“y

j=1 j=1
M aGJ aGI OGF
= {v} )+ P ()5}
275 ZZ T
M aH[ aHI OHF
- Z 825 U+ZZ{ )b+ ub o )i} (167)

k=0 j=1
A montagem do sistema (167) é executada com o auxilio das matrizes elementares

ja descritas, onde os coeficientes elementares sao expostos abaixo.

. | dgl*.
N I T

ot

e ag[’sz( i
AL B L LT
@5y, = [ o) gQJIIJ( i
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OHI; 1 8h["3

(HAh = [ em= 2 I m)ldn
OHI; 1 OhIk. or
(G = [ exm=2 o Im)ldn

OHF; 1 8hF"3
D= [ e =L STl

OHF;, [ OLFY, or
(k= [ e =2y

Cada integral de (167) é resolvida numericamente com o esquema de Gauss para

a quadratura.

6.2.3 Condigoes Iniciais

Considerando as condicoes iniciais e toda a discussao da secao 3.1, as parcelas da
equagao (167)

_f/ o Lun(r. D}z )—dP( ) (168)

0
a{[gmo + [Q7u0} (169)

que contém as condigoes iniciais devem

As integrais em 2 (equagao (169)) sao discretizadas com o uso de células trian-
gulares, descrito no capitulo 5

Fazendo-se uso das relages (137) e (138) e adotando-se a notagao descrita por
(107) e (108), a derivada (169) é escrita como

OUaw)  Oow) O(RY) o, ATY) o

ot o~ ot et (170)

As derivadas sao calculadas separadamente e suas expressoes sao dadas abaixo,

para cada situacao descrita como casos 1 e caso 2.

e Caso 1l R,(0) < cty:
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Para este caso, tem-se:

O(RY) Oy
« — 2 _ *
5 = [z -ty
¢ DoctyRarcsin ey _ Lpep o0 a0 (171)
cty c
oTY) o *
ot - 9 {_Ca[UO - Ra(e)Bo]
+ DQ[QCarcsin(R;w)) —2U; R, (0) — By R%(6)}do
N
(172)
e Caso 2 R,(0) > cty:
Para este caso, tem-se:
O(Ry)
e 2C, (0, — 63)
N ctNﬁba[Sm(QV) — sin(63)] Q—Aaa[cos(ey) — cos(03)] (173)
TN ba[sin(f.,) — sin(0g] — aq[cos(8,) — cos(63)]
o) _ 174
ot o 24 (1)
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7 Resultados Numeéricos

O procedimento numérico descrito neste trabalho sera validado com a anélise de
dois exemplos descritos abaixo.

O primeiro exemplo descreve uma barra unidimensional submetida a uma funcao
de forca do tipo Heaviside aplicada no tempo ¢t = 0 e mantida constante. Nele serao

descritos duas situacoes:
e As condigoes iniciais impostas sao nulas: exemplo I.1.

e Serao impostas condigoes iniciais no potencial u = ug e velocidade v = wvy:

exemplo 1.2.

Em ambas as situagoes, serao calculadas as solugoes do potencial u e do fluxo p
no contorno bem como o potencial e derivadas em pontos internos.

O segundo exemplo consiste de uma membrana quadrada com velocidade inicial
v prescrita no dominio {2 e deslocamento e velocidade nulos nos pontos de contorno
I.

Na anélise dos exemplos apresentados, o parametro

=" =g

similar a varidvel 8 = c¢At/l empregada por Mansur [9] serd tomada como referéncia
(I é o comprimento do menor elemento de contorno). O intervalo de tempo At
empregado no parametro (3 para as andlises apresentadas e que fornece melhores re-
sultados, deve ser tal que ' = 0.6, como pode ser avaliado nos graficos comparativos

mostrados a seguir.
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7.1 Exemplo I - Barra unidimensional

[.1 - Barra unidimensional sem condi¢oes iniciais prescritas

Este primeiro exemplo consiste de uma barra unidimensional medindo a no com-
primento em x e b = a/2 no comprimento em y submetida a uma func¢ao de forga
aplicada em t = 0 e mantida constante. Neste exemplo, o potencial e a velocidade
iniciais, ug e vg, sao nulos. A geometria e condicoes de contorno sao apresen-
tadas na figura (11a), onde a variavel F representa o médulo de Young. Para a

discretizagao do contorno, foram utilizados nés duplos nos cantos (figura 11b).

1
T’[ PH(t-0)=Ep
bl a=0 |
_ | «— B . . . A
B E F G
i A P _>
2 x

(a) (b)

Figura 11: Placa unidimensional sem condi¢des iniciais (a) defini¢ao da geometria e

condigoes iniciais (b) discretizacdo do contorno e nds selecionados

O ponto A = (a, b/2) na figura (11b) aponta o né para a solu¢ao para o potencial
u enquanto o né B = (0,b/2), a solucao para o fluxo p. As solugoes serao apresen-
tadas para os pontos internos £ = (a/8,0/2), F = (a/2,b/2) e G = (3a/4,b/2),

As comparacoes entre os resultados numeéricos e a solucao analitica sao apre-
sentadas nas figuras (12) — (15) onde foi variado o parametro . As respostas sao
apresentadas para o potencial (figura (a)) no né A e para o fluxo (figura (b)) no né

B nos graficos abaixo.
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05

Potencial em A=(a,b/2) 3.5
Analitica . ] Fluxo eszzlfSrb/z)
0 o MEC il alftica
B'=0.3, 0=1.8 25|
0.5 — (Af=0.25) 4
2 —
< ] Sy =
Py 15—
s 1 N
b g
15— os]
0 — (e
-2 — )
| 05  B=0.3 0=1.8
25 (At=0.25)
. [ [ [ | -1 T T T T T T T |
0 4 8
0 4 8
ct/a ct/a
(a) (b)
Figura 12: ' = 0.3 (a) solugdo para o potencial u; (b) solugdo para o fluxo p.
0.5 —
] Potencial em A=(g,5/2) 37 Fluxo em B=(04/2)
Analftica T =,
MEC 25— Analitica
] o MEC
2 —
15 i q g
Q‘ 7 q
~
a1
m ~
g
05 — A
~ D o b
0 4_§ k¥
05 ; B'=0.56 0=3.36
| o (A#=0.25)
2 ‘ ! ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ -1 T T T T T I T I
0 2 4 o ) : !
ct/a ct/a
(a) (b)

Figura 13: 8/ = 0.56 (a) solug¢do para o potencial u; (b) solugdo para o fluzo p.
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. B 3—
] Potencial em f.l—(a ,b/2) | Fluxo em B=(05/2)
Analitica Al
0+ o MEC 25 — Analitica
7 o MEC
i B'=0.6 0=3.6 , ]
0.5 — (At=0.25) |
T 15 — g p
< o |
= ~
s 17 S 14
- m i
05 ) b
1.5 — 5] i ] O
i 0 D — [n
] 05 ; 8'20.6 0=3.6
| o] (At=0.25)
25 T T T T T T T I A : ‘ : : ‘ : T ‘
0 2 4 8 0 . : :
ct/a et/
(a) (b)
Figura 14: 8/ = 0.6 (a) solugdo para o potencial u; (b) solugao para o fluzo p.
0.5 —
] Potencial em A=(a,b/2) 8
Analitica 1 Fluxo em Bzg().,b/Z)
3 A © MEC 254 — Analitica
7 B'=0.9 6=5.4 ) ; o o MEC
05 - (At=0.25) | & o S w%
D 9 o]
~ b o 1.5 — | o 9
~ 4 _| Ny - o q
= N
4 o ] c )
-1.5 — 05 —| ) I ;’ z
~ | N 5 °
0 S S
-2 — i
] 05 3'=0.9 9=5.4
i (At=0.25)
25 y : : ‘
! T L w ; . |
0 2 4 6 8
ct/a ct/a
(a) (b)

Figura 15: 3/ = 0.9 (a) solugao para o potencial u; (b) solu¢ao para o fluzo p.
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As figuras (16a) e (16b) mostram as solugdes numéricas para o potencial u e sua

: du .
derivada temporal — em pontos internos.

ot

Patémetro p'=0.6 Parametro B'=0.6
——— Né interno E=(a/8,b/2) —+— Né interno E=(a/8,b/2)
0.4 — —<— N6 ?ntemo F=(a/2,b/2) 0.4 —<— N6 interno F=(a/2,b/2)
—o— No¢ interno G=(3a/4,b/2) | —o6— Né interno G=(3a/2,b/2)
] 1.6 x x 1 \
¢ ? /a 6 8 0 2 c ?/ a °
(@) (b)
Figura 16: Andlise em pontos internos para 3 = 0.6 (a) solugio para u em pontos
internos (b) solugdo para 8—1; em pontos internos.
Ou/Ox em F=(a/2,b/2)
u/dx em E=(a/8,b/2) ] o I;’[fclj ,
- Zlfaclzitica ijo.l;l'cgzs'é
1+ B'=0.6, 6=3.6 ' ﬂmﬂ (At=0.25)
A s
= 4 H “\ i) \ g 0 Amml\ “ W ‘H W ‘” u v ‘ w. T
5 1 “‘ T [ d . W 1‘ .ﬂ "u .M \1\ i ol \11 i " 'w f
E I}. 1 fl\ﬂ”ﬂ\ " “ Ml\i\ M'H T \ \ ‘\ ’\ N‘ | ML M“ i ‘ \H'
N Mﬂ‘ 'mM"W .wwuwm W»m‘\a'r.ﬁ“ﬂal'wm
I i W M\”\ \u :ﬁu i W' | 5, il ﬁl\ i %i i M r!\H lvri \ ‘ l
o] A i il W
T i 'H (il l i
i "‘"‘M‘" il W\,ﬂl mwm m L0
-3 x x x \ A L
0 2 i 6 8 0 2 i 6 8
(a) (b)

Figura 17: Andlise da derivada gu para ' =0.6  (a) solugio em E = (a/8,b/2) (b)
x

solugdo em F = (a/2,b/2).
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As figuras (17a) e (17b) mostram as solugdes numéricas para a derivada espacial

gu nos pontos internos £ = (a/8,0/2) (figura (a)) e em F' = (a/2,b/2) (figura (b)).
T

[.1 - Barra unidimensional com condigoes iniciais prescritas
Este exemplo possui as mesmas condigoes de contorno descritas no exemplo

anterior mas possui as seguintes condigoes iniciais nao nulas prescritas no dominio

Q (figura (16a)):

P 3a
up(z) = E(m - Z)
e
Pc
vo(z) = E
A discretizagdo do contorno e do dominio sdo mostradas na figura (18b).
4
f
b L_‘=0— 0 |« B . . . A
— . F G
] PN
a VoA x
(a) (b)

Figura 18: Placa unidimensional com condi¢oes iniciais (a) defini¢ao da geometria e

condigoes iniciais (b) discretrizagio do contorno e nds selecionados

Novamente as solugbes mostradas nos graficos das figuras (19) — (21), utilizando
variacoes diferentes para (3’ das apresentadas no exemplo anterior, referem-se aos
pontos A = (a,b/2) para o potencial e B = (0,b/2) para o fluxo no contorno e

sao comparados com a solucao analitica, as quais sao as mesmas para o problema
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descrito anteriormente, porém o tempo t é defasado de a/4c, isto é:

t) = u(r,t — —
u(r,t) = u(r,t -

a

t) = p(r,t — —
plrt) = plrt =+

Para pontos internos, foram considerados os nés apontados por E = (a/8,b/2),
F=1(a/2,b/2), G = (5a/8,b/2) e H = (7a/8,b/2). Na figura (22) sdo apresentados

os resultaddos relativos a u e a derivada temporal.

Fluxo em B=(0,b/2)

05— Potencial em A=(a,b/2) 53— Analftica
i Analitica 46; é\i]; Cb 3y
O - =U. 3 =]1.
° " > (At=0.45)
< , ]
0.5 —
1.5 —
S &
s 17 Q1
FL
0.5
1.5 —
i B'=0.42, 0=14 0 —comms
2] (A=0.45)
0.5 —
-25 T T T T T T T I ; ‘ 1
0 2 4 6 10
ct/a
(a) @)

Figura 19: f/ =0.42 (a) solug¢do para o potencial u (b) solugdo para o fluzo p.
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05 — Potencial em A=(a,b/2)
| Analitica
o MEC
0 — A
4
-0.5 —
-1 4
-1.5 —
1 B'=0.57, 6=1.9
2 At=0.45)
'25 T T ‘ T ‘ T ‘
0 6 8 10
ct/a
(b)

3 —_—
1 Fluxo em B=(0,5/2)
25— Analitica
4 ° o MEC
2 :g;&;z sy B'=0.57, 0=1.9
1 b 9 (At=0.45)
1.5 —
a1 i q
~
a1
R J
0.5 —
i qd
]
0 L gl s —
-05 —
-1 T T T T T T T T ]
0 2 6 8 10
ct/a
(b)

Figura 20: 8/ = 0.57 (a) solugdo para o potencial u (b) solugdo para o fluzo p.

Potencial em A=(a,b/2)

05—
| Analitica
e} MEC
0 —
4
-05 —
_1 —]
_1 5 —]
b B'=0.96, 6=3.2
2 (At=0.45)
'25 T T ‘ T ‘ T ‘
0 6 8 10
ct/a
(©

3 —_
4 Fluxo em B=(0,5/2)
25 — — Analitica
1 o o MEC
2+ < 7 3'=0.96, 6=3.2
J o o| (At=0.45)
1.5 —
[l b 9
Z J
o, 14
j=a] i
0.5 — P
g
J 5 s 5
0 R L Qe —
-0.56 —
'1 T N T T N T N T ‘
0 2 6 8 10
ct/a
©

Figura 21: 8/ =0.96 (a) solug¢do para o potencial u (b) solug¢ao para o fluzo p.
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Parametro p'=0.6

N6 interno E=(a/8,b/2)
N6 interno F=(a/2,b/2)
N6 interno G=(5a/8,b/2)
N6 interno H=(7a/8,b/2)

Eu/(Pa)

6
ct/a

(a)

Figura 22: Solu¢ao em pontos internos com 3’ = 0.6 (a) solu¢ao para o potencial u (b)

ou

ot’

solucdo para a velocidade

Ju
O gréfico da figura (23) mostra a solugao para a derivada E no ponto interno
x

Parametro 3'=0.6
0  Néinterno E=(a/8,b/2)
—+— Né interno F=(a/2,b/2)
O Noéinterno G=(5a/8,b/2)
—>— N6 interno H=(7a/8,b/2)

(E/Pa) Ou/ot

6
ct/a

(b)

F = (a/2,b/2),considerando-se o parametro (3’ = 0.57.
0.5 —
0 ; o \HH‘“J\ AN
00 ]
(?g 05—
~
3 | \‘
=z 44 “m‘mw JULL ) Ml
S 1 1111
S 10 e J ,“u 0u/dx em
15 } F=(a/2,0/2)
. ‘ | Analitica
2 ‘I‘\‘\“J“\l““\“\ m\‘\‘l‘\‘\‘l‘\‘\‘l —o— MEC
| «'m Tk 8'=0.57, ¢=1.9
(A#=0.45)
'25 T { T { T { T { T {
0 2 4 ct/a 6 10

Figura 23: Solucao para
ox

ou .
— no no interno F' =

(a/2,b/2), com B =0.57 .
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7.2 Exemplo II - Membrana Quadrada

Este exemplo investiga o movimento transversal de uma membrana quadrada com
velocidade inicial vy prescrita sobre o dominio €2 e deslocamento u = 0 sobre todo o

contorno, , descritos na figura (24a).

u=0

Tll

|

() (b)

Figura 24: Membrana quadrada:  (a) definicao da geometria e condigdes iniciais

(b) discretrizag¢do do contorno e nds selecionados.

O contorno foi dividido em 32 elementos e o dominio em 4 células, como mostra
a figura (24b), sendo tomado, para efeitos de implementacdo numérica, a = 10
unidades de comprimento e [ = 1.25.

As figuras (25a) — (25¢) exibem os resultados numéricos obtidos no né interno
A = (a/2,a/2), para alguns valores do parametro /3 considerados.

Resultados obtidos para o potencial no ponto interno B = (3a/4,a/2) séo
mostrados nas figuras (26a) — (26¢), considerando-se uma variacdo do parametro
(', enquanto que as figuras (27a) — (28¢) mostram solugdes para o fluxo p no né de

contorno C' = (a,a/2).
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Potencial em A=(a/2,a/2)
Analitica

o MEC
£'=0.16, ¢=2.0

I I I I I
04 0.8 12
ct/a

(@)

Potencial em A=(a/2,a/2)
Analitica
O MEC

0.4 0.8 12
ct/a

(b)

Potencial em A=(a/2,a/2)
Analitica
o0 MEC

£'=0.96, ¢=12.0

Figura 25: Solugao para o potencial u no nd interno A= (a/2,a/2)

(b) B =056 (c) B =0.96 .

04 08 1.2
ct/a

©
(a) ' =0.16
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Potencial em B=(3a/4,a/2)
Analitica
o MEC 2
B'=0.16, 6=2.0 .‘

0.02 —
<
; 0 —cumms
-0.02 —
-0.04 —
T I T I T I T I T ]
0 04 08 12 16 2
ct/a
(a)
Potencial em B=(3a/4,4/2)
0.04 — Analitica

© MEC

Potencial em B=(3a/4,4/2)
Analitica

(a) B’ =0.16

Figura 26: Solug¢do para o potencial u no nd interno B = (3a/4,a/2)

(b) B =056 (c)B =096 .
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0.8 —
0.4 —
o A
~
Q0
%
0.4 - Fluxo em C=(a,a/2) k
Analitica
| —o— MEC
0.8 — p'=0.16, ©=2.0
(At=0.1)
T [ T [ T [ T [ T |
0 04 0.8 1.2 16 2
ct/a
(a)
08—
04—
o A
~
QA ) —9eccossss
%
0.4 - ‘ I Fluxo em C=(a,a/2)
Analitica
) —o— MEC
08— B'=0.56, =7.0
(At=0.1)
T [ T [ T [ T [ T |
0 04 0.8 1.2 1.6 2
ct/a
(b)
0.8 —
04 —
o A
~
a0
FL
-0.4 — Fluxo em C=(a,a/2)
Analitica
—o— MEC
-0.8 — B'=0.96, =12
(At=0.1)
T [ T [ T [ T [ T |
0 04 08 1.2 16 2
ct/a
(©

Figura 27: Solugao para o fluzo p no né de contorno (a,a/2), com At =0.1 (a) 3 =0.16
(b) B =056 (c) ' = 0.96 .
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0.8 —
0.4 —
o 4
~
. 0 —poosssssa
[a8]
0.4 — Fluxo em C=(a,4/2)
Analitica
—o6— MEC
0.8 — B'=0.4, =2.5
(At=02)
T I T I T I T I T 1
0 0.4 0.8 1.2 16 2
ct/a
(@)
0.8 —
0.4 —
o 4
~
Q. 0 —secccooss
SN
0.4 —| [? Fluxo em C=(a,4/2)
Analitica
—&— MEC
0.8 — B'=0.6, ©=3.75
(At=02)
T I T I T I T I T 1
0 0.4 0.8 12 16 2
ct/a
(b)
0.8 —
0.4 —
N 4
~
0
S8
0.4 — Fluxo em C=(a,a/2)
Analitica
—o— MEC
0.8 — B'=0.8, ¢=5.0
(At=02)
T I T I T I T I T 1
0 04 0.8 1.2 16 2
ct/a
©

Figura 28: Solu¢do para o fluzo p no nd de contorno (a,a/2), com At =0.2 (a) ' =04
(b) 3 =06 (¢c) ' =08 .
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As figuras (29a) e (29b) mostram uma comparagao entre o potencial u e sua

0
derivada temporal 7% 1os nés internos A = (a/2,a/2) e B = (3a/4,a/2), para

ot
ou

B = 0.63. A figura (7.2) mostra a solugdo para a derivada 35 1O né interno
x

B = (3a/4,a/2).

0.12 — 0.06
Analitica
—o— MEC

0.08 — ‘~ Av:(”/zfa/z)

0 4

$ — Analitica

0.04 —| \J —e— MEC

-0.04 — B=(6a/8,a/2)
_ B'=0.56, 6=7.0
-0.08 T T T T T T T T T 1 -0.06 T T T T T T T T T ]
0 0.4 0.8 1.2 1.6 2 0 04 0.8 1.2 16 2
ct/a ct/a
(a) (b)

. . » . . ou
Figura 29: Comparagao entre a solugdo analitica de u e numérica de a calculados nos

nos (a) A= (a/2,a/2) (b) B = (3a/4,a/2) .

0.08 —
0.04 —
= ‘\ 0 \m
u s
i) -
S ° ‘
> -0.04 — ‘
~ | u/dx em B=(3a/4,a/2)
——— Analitica
-0.08 —
—o— MEC
4 B'=0.56, 6=7.0
(At=0.1)
Bt L B R A L
0 04 0.8 1.2 16 2

ct/a

Figura 30: Solugdo para gu no nd interno B = (3a/4,a/2), com 3’ = 0.56 .
x
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8 Conclusoes

Na formulacao padrao do MEC no dominio do tempo, interpolagao constante no
tempo é a unica aproximacao que deve ser empregada quando se tem descontinuidade
temporal no fluxo p, conforme MANSUR [9]. Se a histéria do fluxo apresenta des-
continuidades, e se a continuidade do fluxo esta imposta pelo modelo desenvolvido,
pode-se obter respostas numeéricas incorretas. Entao, exceto em alguns casos de
anélise de dominio infinito (quando nao hé reflexdo de ondas), ndo devem ser usa-
das interpolagoes lineares no tempo para o fluxo na formulacao padrao do MEC no
dominio do tempo.

Superar tal limitacao foi o objetivo principal do trabalho descrito aqui. Foi
apresentado o desenvolvimento de uma solugao fundamental gerada por uma fonte
concentrada, de intensidade constante, agindo continuamente ao longo do tempo.
Assim, a integral de convolucao empregada para deduzir a nova solucao fundametal
pode ser interpretada como uma superposicao de efeitos, isto é, a solugao fundamen-
tal é o resultado final da aplicacao de uma série infinita de impulsos. A formulacao
padrao pode ser considerada como um caso particular da apresentada neste trabalho,
e é obtida quando na equacao bésica (20) a fungao f(t — 7) é trocada pela funcao
delta de Dirac §(t — 7) e a solugao fundamental correspondente é adotada.

Os graficos dos exemplos analisados demonstram bons resultados para a hipétese
de variacao linear no tempo para o potencial e o fluxo, quando sao considerados
pontos no contorno. Porém as respostas obtidas para as derivadas espaciais do
potencial em pontos internos nao conduziram aos resultados numéricos esperados,
conforme pode ser observados nas figuras (17a) e (17b), (23) e (7.2).

A presente formulacao também conduziu algumas simplificacoes matematicas:
nao houve necessidade de calcular as integrais usando o conceito de parte finita de
integrais e pequenos passos no tempo puderam ser empregados, enquanto que na

formulagao padrao, a aproximacao exige um grande niimero de passos no tempo.
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8.1 Sugestoes

Em relacao ao estudo apresentado aqui, algumas sugestoes podem ser feitas. A
primeira, talvez a mais imediata, é o desenvolvimento de métodos que reduzam as
oscilagoes apresentadas nas respostas referentes aos pontos internos para as derivadas
espaciais do potencial. Uma sugestao ¢é testar o método das varidveis complexas
(conforme [14]) em que as derivadas da equacao integral empregam niicleos cujos
pontos de colocacao sao definidos por variaveis complexas.

Uma outra abordagem pode ser feita adotando-se um esquema de acoplamento
dos métodos MEC e MEF, utilizando a formulacao padrao de elementos finitos e a
formulagao direta de elementos de contorno.

Uma outra possibilidade a se considerar é desenvolver uma formulacao analoga
para problemas de propagacao de ondas elastodinamicas, em duas e em trés di-

mensoes no dominio do tempo e ainda se considerar o acoplamento dos métodos

MEC e MEF.

85



Referéncias

[1]

[6]

[7]

8]

BREBBIA,C.A., TELLES,J.C.F., WROBEL,L.C, "Boudary FElement Tech-
niques - Theory and Applications in Engineering”, 1% edition, Berlin, Springer-

Verlag, 1984.

CARRER, J.A.M., MANSUR, W.J.,”Space Derivatives in the Time Domain
BEM Analysis for the Scalar Wave Equation”, FEngineering Analysis with
Boundary Elements, v.13, pp.67-74, 1994.

CARRER, J.A.M., MANSUR, W.J., ”Time-dependent Fundamental Solution
Generated by a not Impulsive source in the Boundary Element Method Analysis
of the 2D Scalar Wave Equation”, Communications in Numerical Methods in

Engineering, v.18, pp.277-285, 2002.

CRUSE,T.A., JORGE,A.B., RIBEIRO,G.O., ”Self Regularized Approaches for
Hypersingular Boundary Integral Formulation for Laplace’s Equation in 2-D”,

Computational Methods in Engineering, v.42, pp.657-665, 1999.

ERINGEN,A.C., SUHUBLE.S., ”Elastodynamics-Linear Theory”, 15 edition,
v.II, New York, Academic Press, 1975.

GUIGGIANI,M., ”"Hypersingular Boundary Integral Equations Have an Addi-
tional Free Term”, Computational Mechanics, v.16, pp. 245-248, 1995.

HADAMARD, J., ”Lectures on Cauchy’s Problem in Linear Partial Differential

Equations”, 15t edition, New York, Dove Publication, 1952.

KELLY,D.W., MUSTOE,G.G.W., ZIENKIEWICZ,0.C., ”Coupling Boundary
Elements Methods with Other Numerical Methods”, Developments in Bound-

ary Element Methods, cap 10, pp.251-285, Aplied Sci., 1979.

86



[9]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

MANSUR,W.J., ”A Time-Stepping Technique to Solve Wave Propagation
Problems Using The Boundary Element Method”, Ph.D. Tesis, University of
Southampton, England, 1983.

MANSUR,W.J., BREBBIA,C.A., "Formulation of the Boudary FElement
Method for Transient Problems Governed by the Scalar Wave Equation”, Appl.
Math. Modelling, Vol. 6, pp. 307 —312, 1982.

MANSUR,W.J., CARRER, J.A.M.,” Time-Domain BEM Analysis for the 2D
Scalar Wave Equation: Initial Conditions Contribuitions to Space and Time
Derivatives, International Journal for Numerical Methods in Engineering - Vol

39, pp 2169-2188 - 1996

MORSE, P.M, FESHBACH, H. "Methods of Theoritical Physics , MacGraw-
Hill, New York, Toronto and London - 1953.

SIQUEIRA,E.F.N., ”Propagacao de Ondas em 2D: Descontinuidade Temporal
de Fluxo e Acoplamento com o MEF para o Tratamento da Interacdao Solo-

FEstrutura ", Tese de D.Sc., COPPE/UFRJ, Rio de Janeiro, RJ, Brasil, 1998.

GAO,X.W., LIU,D.D., CHEN,P.C.,” Computation of Internal Stresses in Non-
linear BEM using a Numerically-Exact Complex-Variable Approach”, Joint
Meeting of Boundary Element Techniques and International Association for

Boundary Elements - Advances in Boundary Element Techniques II |, pp 201-
207 - New Jersey, USA, 16-18 July 2001

YU,G., MANSUR,W.J., CARRER,J.A.M., LEI,G.A., ”A Linear 8 method
applied to 2D Time Domain BEM analysis”, Communications in Numerical

Metheds in Engineering, v.14, pp. 1171-1179, 1998.

87



A Calculo das Derivadas Direcionais

A.1 Preliminares

Destacam-se aqui algumas relagoes e resultados que serao empregados na obtencgao

das expressoes derivadas da equacao integral (122). Antes, porém, cabe um esclare-

cimento: — a notacao , empregada no texto, nao é a usual, podendo

o 0
om(§)  dm(z)

ser considerada um abuso de notagao mas serd utilizada para que fique claro em
relacao a que ponto a funcao é derivada. Com o mesmo propésito, as notagoes V-
e V¢ para os gradientes em z = (z,y) e £ = (&;,&,) serdo utilizadas.

Vale lembrar que o vetor distancia é dado por:

r=r(&=(@—-&)i+{y—§&)J

e a funcao distancia é dada por:

r=r(z,8) = @Ol = (& - &) + (y - &)?

Os vetores unitarios sao denotados por

P =6 = n®=nz) = =, m®=ml) = =
. [ = m
onde o superindice 70" é usado para denotar vetores unitarios.
Alguns resultados preliminares serao descritos abaixo.
(i) Va(r) =1
De fato:
or or
V()= 2 9
(r) 8x§+ ayl
Derivando-se r com relagao a x:
or 0
T o= e -6+ - &)1
1 _ _
= 5[(3: - 59:)2 + (y - 53,1)2] 1/22($ - faz) =r 1(3: - 59:)
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Analogamente, tem-se:

Substituindo, vem:

or

87; = Tﬁl(y - fy)

Vor = v Ha—&)i+r(y— &)J

(if) Ve(r) = 1
De fato:

Derivando-se r com

= T_l[(x - gx)l—i_ (y - Sy) ] = ir = KO

or . Or .

Ve(r) = 8§f+ a?yl

relacao a &,:

or 9 2 211/2
o = sl + -6
= Sle-&7+ -8 - ) = (@ - &)

Analogamente, tem-

Substituindo, vem:

V5T

se:

(iil) V(1) = — 5%

De fato:

. 1 .
Derivando-se — com relacao a x:
r

2

oxr'r

) =

Sl & + -6
Sl =6+ (- 612~ &)
e~ & + - &P e - 6) = (e - &)
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Analogamente, tem-se:

0
@(;) =17y — &)
Substituindo, vem:
V() = e -6y - 6)i
= - &)ty - &)=t
1 1 1 1
D R ()
(iv) Ve(3) = ="
De fato:
1 o 1. 0,1 .
V&(;) = agx(;)ﬁ' T@(;)J
Derivando-se % com relacao a &,:
0 1 0
e ) = e lle -8+ -6
= el + - &) - &)
= {[e-&)2+ &) - &) =@ - &)
Analogamente, tem-se:
0,1 3
67@(;) =1y — &)
Substituindo, vem:
Ve() = rta -8ty -&)i
r 1
= 5= ﬁgo (178)
(v)
or_ _or =V,r-n’=7r"-n’ (179)
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(vi)

%:8m(§)szr m’ = —(r"-m")
(vii) ) 5
1 1 1 0 __ _i 7“0
%(;) B an(g)(r(g §)) - VI; B 7“2(
(viii) ; ,
1 1 1 oii 7’0 mO
om's) = o g = Ve =l )
() 5, of(r)
g 1) = =5, )
De fato:
) - g or
ami@[f(rﬂ =~ o 8m(§)
R A
R GRAE
af 0 0 of v o
= o) =g )
(x)
or 0
om(E)
De fato:

= TRl Ty]
Derivando r com relacao a m(§):
or 0 . 4
= Tel + T
@~ omg"TY
ory . ory .

am(©" " am(e)?

= [Ve(re) - m’li + [Ve(ry) - m®)j

91

(183)



Mas:

vé“(rm) - L+ 57

e, de maneira analoga:

Substituindo:

(xi)

De fato:

(xii)

De fato:

0 . or :8f(r) or . 0 or
om® o = am@an@ T om@ o
_Of(r) or or 0 0 0
= Cor am@)on@ T Wame

_ of(r) 0 . 0y/(,.0
= 0 )




Como n° # n°(§), a derivada —— é nula. Entao:

9, or . 0f(r) 0 0y (0 L 0 r =0
W@{f(r)an(@}— 5y (T mo) (e nt) + f(r) (5 )
1

(xiii) Regra de Leibnitz:

d

b(r) b b OF (1, t)
arlf,, Fd = 5 b))

(r) or

F(r,a(r)) + /a dt (187)
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A.2 A Derivada das Integrais no Contorno

Por questoes de comodidade, sao omitidas as varidveis dos integrandos das integrais

sobre o contorno da equagao (47), ou seja:

u(z, t, &, 7) =ut(r,t,7) = u"
Uz, t,&,7)=U"(r,t,7) =U"
u(z, ) =u

plz,7)=p

bem como suas derivadas e condigoes iniciais (7 = 0).
Objetivando clareza nos cédlculos, a derivada de cada integral sobre I" sera efetu-

ada separadamente. Cabe observar que a derivada na direcao m se da no ponto &,

ou seja:
0 _ Ou(z,7)  Ou
am@ & = 5 = om0
e
o) Opz,7) _ Op _ 0

# A derivada de I = | fg+ u*(r,t, 7)p(x, 7)drdl(z), na diregio m(§) = m:

gfrlb - a{/ /ﬁu*pdﬂﬂ‘}
- / / —{u pdr}dT
_ //ti 8u
B //t %:n am
- // S{UH t—T)—T]}pdTaadF
- /{/t+6U* et —7) — rlpdr

+ ; U*aaT(H[ (t—1) —r])pdT}—dF
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/{ U et - 7) — rlpdr

+ ; U*a(?r(H[ (t—r1)— r])pdT}g;df (188)

A segunda integral de (188) pode ser efetuada como segue:

Oﬁ U ;r (Hc(t — 7) — ])pdr

tt

-/ U*( Sle(t — 7) — r])pdr

= _0 c(t — ) —r])pdr
= —iU*p|Ttr
= Nl R =0 (150)

onde foram usadas as seguintes propriedades:

d(az) = |éné(z), com a=escalar
0
a[H(z’ —a)l=40(z—a)

e com elas:
0 )
Gy At =) =) = = Helt =) =)
=~ (Hle(t— 7))
= —Ole(t—71)—r]
= - (t-2)]

Substituindo (189) e a relagao (180) em (188), tem-se:

tt+

O [ [ Uzt ) rlpr(—s% mO)ar
- / wrpdr (¢ - m”)dl (190)
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# A derivada de Iy = [ fg ur(r,t, m)u(z, 7)2dL, na diregio m(€) =

ol, B v oy
o = ol [, wudrgar)
0 tt or
- [ 2 “udr o YdT
/Fam{/o upudr 5k
o, o, or o ,0r
= /I‘{%(/O wrudr) —+/ U udT%(—)}dF

_ A{;(/O wpudr) 5= ok —|—/t+u udrﬁa(ar)}dr (191)

E conveniente derivar cada termo da soma acima separadamente. Para o primeiro

termo:

{/ u udT}——{/ (UrH[c(t — ) — rlu)dr

) / S’“(U*)H[ (¢ =7) = rludr + ot Ur éi(H[C(t—T)—r])UdT

1
= U:TH[c(t —7) —rjudr — E(U;u)]ﬁtr (192)
0

Pela expressao (72), a integral acima é uma integral singular.

Usando o conceito de Hadamard, [7], para a integral (192), tem-se:

—{/ urudr} = / {U* c(t — 1) —rluldr

= ]% ur,udr = { lim u udT—*(U* )nt (193)

n—tr Jo
onde t, =t — f.
c
Para a segunda derivada de (191), pode-se simplesmente fazer uso das relagoes

(179), (180) e (186); nesta ultima, tomando f(r) = 1:

Dy = m) o0 ) — (o )] (194)

Substituindo (192) e (194) em (191) e usando as relagoes (179), (180) e (186),

tem-se:
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gfz {// uudT—dF}
= /{]é wt o dr (1% m®)(r - n0)

_/ ““dT* [(° - m)(° - n°) — (m” - n)]}dD
a /hm{/ “dn—* “u)ly} (1% m®) (r® - n°)dl

n—tr

- /1“/0 U:UdT;(K -m )(io 'QO) dI’ (195)

# A derivada de I3 = [ ui(r, t)uo(g)g%dF(g), na direcao m(§) = m:

0l 0 o or
- — - * o 1—\
om am{/” Y d }

= / uo—}df
(9 0 0 .0
= /{ UO'U,O r +U*U07[l]}dr

om 0On om ' on
B ou Or 8r o i @ 0
N /{ or amﬁn (r)am[ﬁn]}u dl’

Usando as relagoes (179) e (180) na equagao acima, tem-se:

gfs _ /{auo 70 . )}(EO 'EO)
+ uor (- m”) (e - n°) = (n° - m®)]}u’dl

_au

= 70,“0(7,0 . m0)<£0 . ﬂO)d]"\

r or
' / ([ ) 1) — (- m)Jar
- /r“guoﬂ(io -m?)(r° - n’) — (n” - m®)]dl
ug 0Y(,.0 . ,,0
= | 5, w (e m’) (- n)dl (196)
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