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Webe João Mansur

Programa: Engenharia Civil

Este trabalho descreve uma formulação em 2D no domı́́ınio do tempo, que em-

prega a solução fundamental correspondente a uma função constante no tempo. O

procedimento numérico emprega uma discretização por elementos lineares no con-

torno e células triangulares no domı́nio (quando necessário). O potencial e sua

derivada normal possuem variação linear no tempo e no espaço e, como é usual em

formulações do MEC dependentes do tempo, a integração no tempo é realizadaa

analiticamente. Outro aspecto a ser mencionado está relacionado como o procedi-

mento no avanço temporal: aqui, o chamado método θ-linear, foi adotado. A fim de

avaliar. a precisão da formulação, dois exemplos numéricos foram analisados.
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This work describes a time-domain 2D BEM formulation, which employs the

fundamental solution corresponding to a time constant function. The numerical

procedure discretization employs linear boundary elements and domain triangular

cells (when necessary). The potencial and its normal derivative are assumed to

have linear variation in time and space, and, as usual in BEM time-dependent

formulations, the time integration is carried out analytically. Another aspect to

be mentioned is related to the time-stepping procedure: here, the so-called linear θ-

method is adopted. In order to assess the accuracy of the formulation, two numerical

examples are analysed.
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1 Introdução

Tanto na área de desenvolvimento de pesquisas como em projetos especiais de en-

genharia é de fundamental importância a utilização de modelos reduzidos para

a observação e análise de um fenômeno; o comportamento f́ısico destes modelos

pode ser entendido através de modelos matemáticos semi-emṕıricos. Entretanto,

se o fenômeno possui um grau elevado de complexidade é aconselhável a utilização

de modelos matemáticos sofisticados, cuja solução, em geral, requer o emprego de

técnicas numéricas.

O Método dos Elementos Finitos (MEF) e o Método das Diferenças Finitas

(MDF) são as técnicas de análise numérica pioneiras e as mais conhecidas. Desen-

volvimentos efetuados mais recentemente colocaram à disposição um novo método

de análise denominado Método dos Elementos de Contorno (MEC) onde a equação

diferencial que representa o problema é escrita como uma equação integral utilizando,

por exemplo, o método dos reśıduos ponderados, com uma função de ponderação

apropriada, a solução fundamental de um problema correlato.

Uma das principais caracteŕısticas do MEC é sua diversidade em aplicações,

cobrindo muitas áreas da F́ısica e da Engenharia, como por exemplo em mecânica

estrutural, mecânica das fraturas, plasticidade, viscoplasticidade, geomecânica,

entre outras áreas.

Como um fenômeno de particular interesse, pode-se citar o problema de

propagação de ondas, freqüentemente abordado na Engenharia, como é o caso de

planejamentos de antenas, onde é importante o conhecimento da interação com

ondas eletromagnéticas; análise de terremotos, onde o conhecimento de propagação

de ondas elastodinâmicas é essencial; problemas de dispersão e difusão de ondas na

água, comuns no estudo de mecânica dos fluidos; na ciência da acústica, onde o som

se propaga como uma onda.

Problemas em regime transiente são problemas dinâmicos: a resposta do sis-
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tema muda com o tempo. Carregamento de impacto devido a uma explosão ou

deslocamentos súbidos, por exemplo, constituem problemas dinâmicos inclúıdos na

categoria de problemas de propagação de ondas.

Este trabalho está interessado no desenvolvimento de uma formulação para a

análise de um problema dinâmico: – a propagação de ondas escalares no domı́nio

do tempo em duas dimensões. As análises deste tipo de problemas requerem um

modelo eficiente o suficiente para representar com precisão razoável as caracteŕısticas

globais e locais deste fenômeno e são usualmente executadas com procedimentos de

análises numéricas. Este trabalho emprega o Método dos Elementos de Contorno

como o procedimento numérico.

Problemas governados pela equação escalar da onda utilizando uma formulação

clássica do MEC foram tratados com uma interpolação constante no tempo para o

fluxo. Uma interpolação de ordem mais elevada do que a constante provoca uma

instabilidade no método e promove uma oscilação nas resposta quando ocorre a re-

flexão da onda, conforme pode ser comprovado por MANSUR (1983) [9] e MANSUR

E CARRER (1996) [11]. Neste trabalho, uma interpolação linear no fluxo foi con-

siderada e resultados satisfatórios foram obtidos.

Na formulação clássica do MEC [9], a solução fundamental empregada apre-

senta normalmente singularidades e exige outras considerações matemáticas para

a obtenção da representação integral numérica, uma vez que tal representação não

pode ser desenvolvida aplicando os conceitos de Riemann. Uma das principais van-

tagens da formulação apresentada neste trabalho é a eliminação das singularidades

presentes na integração no tempo, tornando mais simples a utilização da análise

numérica.

Basicamente, a formulação a ser apresentada neste trabalho possui dois aspectos

principais que a distinguem da formulação padrão descrita por MANSUR (1983) [9]:

(i) a solução fundamental correspondente aos efeitos de uma fonte representada
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por uma função aplicada no tempo t = 0 e mantida constante ao longo do

tempo;

(ii) o potencial e sua derivada normal (fluxo) variam linearmente como o tempo.

Com respeito ao primeiro aspecto, é importante notar que as expressões gerais

para as soluções fundamentais são bem conhecidas e podem ser encontradas facil-

mente na literatura, conforme ERINGEN E SUHUBI (1975) [5]. Com respeito ao

segundo aspecto, a hipótese da variação linear no tempo tem despertado a atenção

especial nos últimos anos, uma vez que produz resultados pouco precisos, se o al-

goritmo padrão for utilizado, conforme MANSUR (1983) [9]. A formulação alter-

nativa proposta recentemente para problemas de propagação de ondas escalares é

o chamado Método Linear θ [3, 15]. Tal formulação consiste em uma modificação

efeturada no último intervalo de tempo, conforme será exposto oportunamente no

caṕıtulo ??.

Relativamente à integração temporal, algumas formulações apresentadas em li-

teratura usam um esquema desenvolvido a partir dos conceitos introduzidos por

Hadamard [7] para calcular parte finita das integrais de contorno que apresen-

tam singularidades, as quais são removidas analiticamente [2]. Outras formulações

baseiam-se no método de regularização dos núcleos [9, 4].

Neste trabalho foram adotadas soluções fundamentais suaves cuja finalidade

é simplificar as expressões do núcleos, eliminando-se assim as singularidades. Os

núcleos integrais são tratados no sentido usual das integrais de Riemann.

Um outro procedimento para a adoção de variação linear para o fluxo no qual a

consideração de uma equação extra (relativa á velocidade) permite o tratamento da

discontinuidade do fluxo no tempo é o empregado por ELIZABETH (1998) [13].

Outro aspecto da formulação do MEC no domı́nio do tempo é a preservação

das integrais de domı́nio devias às contribuições da condições iniciais. Baseada

na equação integral desenvolvida por MANSUR [9] e no procedimento geral para
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obter as derivadas temporal e espaciais [11], também são apresentadas as equações

correspondentes a essas derivadas. Aqui, o conceito de parte finita de integral é

empregado.

A busca de novos métodos ou de outras formulações a problemas governados

pela equação da onda escalar depende basicamente do problema proposto; porém,

um procedimento vantajoso é o de se aproveitar as vantagens de alguns métodos

combinando formulações e/ou métodos, como proposto inicialmente por KELLY,

MUSTOE, E ZIENKIEWICZ, (1979) [8] e por SIQUEIRA (1998) [13] de modo a se

obter respostas com razoável precisão.

Este trabalho possui basicamente duas preocupações tratadas em dois tópicos.

O primeiro desenvolve o procedimento numérico e o segundo expõe as soluções

numéricas obtidas.

Os assuntos de que tratam este trabalho são dispostos nos caṕıtulos a seguir

O caṕıtulo 2 apresenta o problema dinâmico a ser considerado e expõe o desen-

volvimento da formulação empregada no método adotado, o MEC, para a análise

do problema.

O caṕıtulo 3 trata da discretização temporal usando funções lineares de inter-

polação e busca uma forma anaĺıtica para os núcleos temporais. O último intervalo

temporal é então modificado considerando-se um acréscimo θ ≥ 1, conforme descrito

pelo método θ-linear.

Os caṕıtulos 4 e 5 tratam da discretização espacial: o caṕıtulo 4 apresenta a

discretização do contorno em elementos lineares; o caṕıtulo 5 trata da discretização

do domı́nio em células triangulares, onde as condições iniciais, não nulas foram

impostas.

O caṕıtulo 6 descreve o processo para o cálculo da solução do potencial e suas

derivadas, temporal e espacial, em pontos internos. O procedimento é similar ao

dos caṕıtulos anteriores e o objeto de principal interesse é demonstrar o cálculo das
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derivadas em pontos internos a partir das equações integrais desenvolvidas.

O caṕıtulo 7 apresenta os resultados numéricos obtidos, considerando-se dois

exemplos. As respostas obtidas são comparados com as soluções anaĺıticas dispońıveis,

demonstando, assim a viabilidade do uso da formulação desenvolvida aqui. Algumas

observações são feitas relativamente às derivadas espaciais e à derivada temporal.

O caṕıtulo 8 estabelece algumas conclusões.
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2 Formulação do Método dos Elementos de Con-

torno para a Equação da Onda

O fenômeno de propagação de ondas é freqüentemente encontrado em uma varie-

dade de aplicações de Engenharia. Muitas dessas aplicações envolvem uma análise

matemática elaborada devido à complexidade da geometria imposta pelo sistema

f́ısico, como é o caso de fronteiras que, inevitavelmente, produzem o fenômeno de

reflexão.

O Método dos Elementos de Contorno (MEC) é a ferramenta aqui utilizada para

a análise do problema de propagação de ondas. É necessário, entretanto, obter uma

transformação da equação diferencial numa equação integral que relacione os valores

no contorno.

Este caṕıtulo descreve o problema a ser considerado e desenvolve uma formulação

integral de contorno para problemas governados pela a equação da onda, onde o

Método dos Elementos de Contorno será fundamentado.

2.1 A Equação da Onda

A equação básica que governa o fenômeno de propagação de ondas, em termos de

uma função potencial u é:

∇2u(x, t)− 1

c2

∂2u(x, t)

∂t2
= −P (x, t) em Ω (1)

onde o fator constante c é a velocidade de propagação da onda e P (x, t) representa

a distribuição de uma densidade de fonte sobre o domı́nio. A região de interesse,

Ω = Ω ∪ Γ em que as soluções da equação (1) são procuradas, será considerada

regular, no sentido definido por Kellog, isto é, a fronteira Γ de Ω pode ser composta

por várias curvas fechadas, regulares, podendo ter cantos e arestas.

Para obter uma solução particular da equação (1), correspondente a um problema

espećıfico, é necessário que sejam impostas as condições:
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1. iniciais:

u(x, 0) = u0(x)

, para x ∈ Ω
v(x, 0) = v0(x)

2. de contorno:

u(x, t)|Γ1 = u(x, t) , para x ∈ Γ1

p(x, t)|Γ2 = p(x, t) , para x ∈ Γ2

onde:

v(x, t) =
∂u(x, t)

∂t
,

p(x, t) =
∂u(x, t)

∂n
,

Nas expressões anteriores, n é o vetor normal ao contorno Γ = Γ1 ∪ Γ2 em

x = (x1, x2) = (x, y) ∈ Ω ⊂ R2, sendo o potencial u ∈ C2(Ω).

Neste trabalho será considerado um problema bidimensional transiente bem

como a ausência da distribuição de fontes, ou seja, será considerado o problema

de valor inicial e de contorno dado por:

∇2u(x, t) =
1

c2

∂2u(x, t)

∂t2
em Ω (2)

u(x, 0) = u0(x) em Ω (3)

v(x, 0) = v0(x) em Ω (4)

u(x, t)|Γ1 = u(x, t) em Γ1 (5)

p(x, t)|Γ2 = p(x, t) em Γ2 (6)

Para problemas de propagação de ondas, a equação (2) pode ser transformada

em uma equação integral para as funções incógnitas u e p e, no contexto do Método
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dos Elementos de Contorno (MEC), uma solução numérica para a equação integral

será apresentada.

2.2 A Formulação do MEC

O Método dos Elementos de Contorno (MEC) é um método numérico baseado em

equações integrais de contorno e pode ser formulado a partir do Método de Reśıduos

Ponderados. As funções de ponderação, empregadas nas formulações relacionadas

com a equação diferencial, são usualmente denotadas por u∗ e denominadas soluções

fundamentais, possuindo a propriedade de ser a solução de um problema correlato

de modo que a solução do problema descrito por (2) – (6) seja representada por uma

equação integral de contorno.

Na formulação padrão, [9], a solução fundamental é interpretada como o efeito

produzido em um ponto x = (x, y) (ponto campo) por uma fonte concentrada lo-

calizada em um ponto x = ξ = (ξx, ξy) (ponto fonte), representando um impulso,

aplicado no instante t = τ . Neste trabalho, a solução fundamental será considerada

como o efeito de uma distribuição de fontes representada por uma função localizada

em x = ξ e aplicada do tempo t0 = 0 até o tempo final de análise. A dedução da

solução fundamental utilizada neste trabalho é apresentada a seguir.

2.2.1 Solução Fundamental em 3D

As soluções de uma equação diferencial obtidas através de métodos aproximados, em

prinćıpio, não atendem exatamente nem à equação diferencial nem às condições de

contorno; podem-se definir reśıduos, os quais avaliam o quanto a solução aproximada

se afasta da solução anaĺıtica do problema em estudo e, a partir destes reśıduos, esta-

belecer uma sentença de reśıduos ponderados, o Método dos Reśıduos Ponderados,

de onde derivam métodos aproximados bastante conhecidos como o Método dos

Elementos Finitos (MEF), o Método das Diferenças Finitas (MDF) e o Método dos
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Elementos de Contorno (MEC).

Soluções de equações diferenciais que representam respostas a fontes pontuais são

denominadas funções de Green. No MEC estas funções são usualmente denominadas

soluções fundamentais e seu emprego como funções de ponderação, quando se utiliza

o Método dos Reśıduos Ponderados, elimina as integrais de domı́nio envolvendo as

funções incógnitas u(x, t) e p(x, t) do problema.

Na discussão aqui apresentada, a solução fundamental utilizada é a que corres-

ponde à solução da seguinte equação diferencial em um domı́nio infinito

∇2u∗(x, t, ξ, τ)− 1

c2

∂2

∂t2
[u∗(x, t, ξ, τ)] = −P (x, t, ξ, τ) (7)

onde a função P (x, t, ξ, τ) representa a densidade de fonte.

Considerando um domı́nio infinito Ω∗, na formulação clássica [9], a função fonte

P (x, t, ξ, τ) é dada por:

P (x, t, ξ, τ) = 4πδ(x− ξ)δ(t− τ)

onde δ(z − ζ) é a função generalizada delta de Dirac que se caracteriza por

δ(z, ζ) = 0 , z 6= ζ (8)
∫

Ω
δ(z, ζ)dΩ(z) = 1 , ζ ∈ Ω (9)

e tem a seguinte propriedade, que será utilizada posteriormente neste texto

∫

Ω
δ(z, ζ)g(z)dΩ(z) = g(ζ) , ζ ∈ Ω

A função de ponderação u∗(x, t, ξ, τ) (solução fundamental) é portanto uma

solução da equação diferencial

∇2u∗(x, t, ξ, τ)− 1

c2

∂2

∂t2
[u∗(x, t, ξ, τ)] = −4πδ(x− ξ)δ(t− τ)

sendo entendida como a solução no ponto campo x para uma fonte concentrada

localizada em um ponto fonte ξ ∈ Ω∗, no tempo t = τ (fonte pontual no espaço e

no tempo).
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A solução fundamental u∗(x, t, ξ, τ) possui as seguintes propriedades:

(i) Causalidade:

u∗(x, t, ξ, τ) = 0 se c(t− τ) < r (10)

onde

r = r(x, ξ) = ||x− ξ|| =
√

(x− ξx)2 + (y − ξy)2 (11)

(ii) Translação temporal:

u∗(x, t + t1, ξ, τ + t1) = u∗(x, t, ξ, τ) (12)

(iii) Reciprocidade:

u∗(x,−τ, ξ,−t) = u∗(x, t, ξ, τ) (13)

Neste trabalho, a função P (x, t, ξ, τ) é interpretada como uma distribuição de

fontes, representada por uma função do tipo

P (x, t, ξ, τ) = 4πδ(x− ξ)F (t− τ) , (14)

Para o problema tridimensional infinito, a solução fundamental clássica é dada

por (conforme [9], [1]):

u∗3D = u∗(x, t, ξ, τ) =
1

r
δ[

r

c
− (t− τ)] =

c

r
δ[r − c(t− τ)]

onde r = r(x, ξ) = ||x− ξ|| é a função distância.

Em (1), usando a propriedade de reciprocidade, t pode ser substituido por τ e e

a equação pode ser escrita como (conforme [12] e [9]):

∇2u(x, τ)− 1

c2

∂2

∂t2
[u(x, τ)] = −P (x, τ) (15)

Para a obtenção da equação integral que serve de base para o MEC, são con-

sideradas as duas distribuições do potencial, u(x, τ) e u∗(x, t, ξ, τ), que satisfazem,

respectivamente, as equações (15) e (7). Essas distribuições são definidas sobre duas
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regiões Ω ∪ Γ e Ω∗ ∪ Γ∗, respectivamente. Admitindo-se que as propriedades f́ısicas

para as duas regiões são as mesmas e que Ω∗ ∪ Γ∗ ⊆ Ω ∪ Γ, a sentença básica de

reśıduos ponderados para a equação (15) pode, conseqüentemente ser escrita como

(referência [1]):

∫ t+

0

∫

Ω
{∇2u(x, τ)− 1

c2

∂2

∂τ 2
[u(x, τ)] + P (x, τ)}u∗(x, t, ξ, τ)dΩ(x)dτ

=
∫ t+

0

∫

Γ2

{p(x, τ)− p(x, τ)}u∗(x, t, ξ, τ)dΓ(x)dτ

−
∫ t+

0

∫

Γ1

{u(x, τ)− u(x, τ)}p∗(x, t, ξ, τ)dΓ(x)dτ (16)

onde:

p∗(x, t, ξ, τ) =
∂

∂n
[u∗(x, t, ξ, τ)];

t+ = t + ε, sendo ε arbitrariamente pequeno;

u(x, τ)− u(x, τ) é o reśıduo da condição de contorno em Γ1;

e p(x, τ)− p(x, τ) é o reśıduo da condição de contorno em Γ2.

Aplicando o teorema da divergência no termo que contém o operador laplaciano

e integrando por partes duas vezes, com relação a τ , o termo que contém a derivada

segunda no tempo, tem-se:

∫ t+

0

∫

Ω
{∇2u∗(x, t, ξ, τ)− 1

c2

∂2

∂τ 2
[u∗(x, t, ξ, τ)]}u(x, τ) dΩ(x) dτ

= −
∫ t+

0

∫

Γ
{u∗(x, t, ξ, τ)p(x, τ)− p∗(x, t, ξ, τ)u(x, τ)} dΓ(x) dτ

−
∫ t+

0

∫

Ω
u∗(x, t, ξ, τ)P (x, τ) dΩ(x)dτ

+
1

c2

∫

Ω
{ ∂

∂τ
[u∗(x, t, ξ, τ)]u(x, τ)− ∂

∂τ
[u(x, τ)]u∗(x, t, ξ, τ)|τ=t+} dΩ(x)

+
1

c2

∫

Ω
{ ∂

∂τ
[u∗(x, t, ξ, 0)]u(x, 0)− ∂

∂τ
[u(x, 0)]u∗(x, t, ξ, 0)} dΩ(x) (17)
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Da equação (14), pode-se afirmar:

∫ t+

0

∫

Ω
{∇2u∗(x, t, ξ, τ)− 1

c2

∂2

∂τ 2
[u∗(x, t, ξ, τ)]}u(x, τ) dΩ(x) dτ

=
∫ t+

0

∫

Ω
u(x, τ)P (x, τ) dΩ(x)dτ

= −4π
∫ t+

0

∫

Ω
u(x, τ)δ(x− ξ)F (t− τ) dΩ(x)dτ

= −4π
∫ t+

0
u(ξ, τ)F (t− τ) dτ (18)

onde foram aplicadas as propriedades da função delta de Dirac.

Devido ao prinćıpio de causalidade,

∂

∂τ
[u∗(x, t, ξ, τ)] u(x, τ)|τ=t+=t+ε

=
∂

∂τ
[u(x, τ)] u∗(x, t, ξ, τ)|τ=t+=t+ε = 0 (19)

Substituindo (18) e (19), a equação (17) pode ser reescrita como:

∫ t+

0
4πu(ξ, τ)F (t− τ)dτ =

∫ t+

0

∫

Γ
u∗(x, t, ξ, τ)p(x, τ) dΓ(x) dτ

−
∫ t+

0

∫

Γ
p∗(x, t, ξ, τ)u(x, τ) dΓ(x) dτ

− 1

c2

∫

Ω
v∗0(x, t, ξ)u0(x) dΩ(x)

+
1

c2

∫

Ω
u∗0(x, t, ξ)v0(x) dΩ(x)

+
∫ t+

0

∫

Ω
u∗(x, t, ξ, τ)P (x, τ) dΩ(x)dτ (20)

onde
∂

∂τ
[u∗(x, t, ξ, 0)] = v∗0(x, t, ξ) e u(x, t, ξ, 0) = u∗0(x, t, ξ).

Nas operações efetuadas para se obter a equação (20), o potencial u(x, τ), foi

tomado duas vezes cont́ınuo e diferenciável nas variáveis espaciais e temporal (u(x, τ) ∈
C2(Ω), u(x, τ) ∈ C2([0, t]). Entretanto, estas considerações podem não ser válidas

para alguns problemas de propagação de ondas em que estas exigências de diferen-

ciabilidade não sejam impostas e um outro tratamento deve ser empregado.
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2.2.2 A Solu cão Fundamental para o Problema 2D

O problema bidimensional pode ser descrito como um problema tridimensional. O

domı́nio tridimensional é tratado como um cilindro de comprimento infinito e eixo

paralelo ao eixo z. O domı́nio bidimensional é a interseção desse cilindro com o plano

xy e, na interseção, uma função é tratada como função de apenas duas variáveis do

sistema de coordenadas cartesianas

u(x, y, z) = u(x, y, k) = u(x, y) , k = constante

Para esta situação, pode-se escrever

∫ t+

0

∫

Γ3D

u∗3D(x, t, ξ, τ)P (x, t, ξ, τ)dΓ3D(x)dτ =

∫ t+

0

∫

Γ2D

P (x, t, ξ, τ){
∫ ∞

−∞
u∗3D(x, t, ξ, τ)dz}dΓ2D(x)dτ

ou

∫ t+

0

∫

Γ3D

u∗3D(x, t, ξ, τ)P (x, t, ξ, τ)dΓ3D(x)dτ =

∫ t+

0

∫

Γ2D

P (x, t, ξ, τ)u∗2D(x, t, ξ, τ)dΓ2D(x)dτ (21)

onde u∗2D(x, t, ξ, τ) é a solução fundamental para o problema bidimensional e é dada

por:

u∗2D(x, t, ξ, τ) =
∫ +∞

−∞
u∗3D(x, t, ξ, τ)dz (22)

Para o problema tridimensional, como visto anteriormente, a solução fundamen-

tal clássica (conforme [3]) é:

u∗3D(x, t, ξ, τ) =
1

c
δ[

r

c
− (t− τ)] (23)

A solução fundamental relacionada à fonte

f(t− τ) = F (t)H(t− τ) (24)

13



é obtida com o uso da fórmula de convolução (interpretada como a superposição dos

efeitos das infinitas fontes):

U∗
3D(x, t, ξ, τ) =

1

c

∫ +∞

−∞
δ[

r

c
− (t− τ)]f(t)dτ

=
1

c
f(t− τ) =

1

c
F (t− τ)H[c(t− τ)] (25)

onde H(z − ζ) é a função de Heaviside dada por:

H(z − ζ) =





1 , se z > ζ

0 , se z < ζ
(26)

e é relacionada com a função delta de Dirac por

∂

∂z
[H(z − ζ)] = δ(z − ζ)

Da expressão (25), a solução fundamental 2D, (22), pode ser obtida pelo uso do

método descendente [5] como:

U∗
2D(x, t, ξ, τ) =

1

c

∫ +∞

−∞
1

r
H[r − c(t− τ)]dz

=
1

c

∫ +∞

−∞
1√

R2 + z2
H[t−

√
R2 + z2

c
]dz

= 2
∫ √

c2t2−R2

0

1√
R2 + z2

dz (27)

onde r =
√

R2 + z2, com R sendo a distância no plano xy (2D) e z a variável

independente.

Efetuando-se a integral em (27), a expressão final para a solução fundamental

em 2D (já levando-se em conta a convolução presente na formulação do método) é:

u∗2D(x, t, ξ, τ) = u∗(x, t, ξ, τ) = u∗(r, t, τ)

= U∗(r, t, τ)H[c(t− τ)− r] (28)

= −2 ln(
r

c(t− τ) +
√

c2(t− τ)2 − r2
)H[c(t− τ)− r] (29)
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enquanto que, para a solução fundamental clássica, é dada por:

u∗(x, t, ξ, τ) = u∗(r, t, τ) =
2c√

c2(t− τ)2 − r2
H[c(t− τ)− r]

O fluxo fundamental, p∗2D(x, t, ξ, τ), é obtido através da derivada normal da

solução fundamental u∗2D(x, t, ξ, τ), equação (29). Sua expressão é:

p∗2D(x, t, ξ, τ) = p∗(x, t, ξ, τ) = p∗(r, t, τ)

=
∂

∂n
[u∗(r, t, τ)]

=
∂

∂n
{U∗(r, t, τ)H[c(t− τ)− r]}

=
∂

∂r
{U∗(r, t, τ)H[c(t− τ)− r]} ∂r

∂n
(30)

É oportuno observar que, quando utilizada a formulação padrão, dois tipos dis-

tintos de singularidades podem ocorrer: – um ocorre nas integrais de domı́nio das

condições iniciais, quando r = 0 (x = ξ) e nas integrais de contorno quando r e

c(t − τ) foram ambas nulas. Um segundo tipo de singularidade ocorre nos pontos

localizados na frente de onda representada pela função de Green (solução funda-

mental), isto é, nas integrais de contorno e na integral de domı́nio da densidade de

fonte quando r = c(t− τ) e nas integrais das condições iniciais quando r = ct.

Muito embora estes tipos de singularidades possam ser contornados numerica-

mente, na formulação apresentada neste trabalho estas singularidades foram evitadas

pelo uso da solução fundamental adotada (29).

As figuras a seguir mostram uma comparação entre as soluções fundamentais

padrão e por convolução, esta última utilizada neste trabalho.
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Figura 1: Gráfico de comparação das soluções fundamentais (s.f.) padrão e por con-

volução (a) s.f. como função da distância R, para t fixo (b) s.f. como função do tempo t

para R fixo.

Na figura (1a) ambas as soluções fundamentais são mostradas para um tempo

fixo t como função da distâcia R. Pode-se observar que a solução fundamental por

convolução apresenta singularidade quando R → 0. Esta propriedade é esperada

uma vez que esta solução é gerada por um impulso e mantida constante ao longo do

tempo. O mesmo não acontece com a solução fundamental padrão que apresenta sin-

gularidade somente na frente de onda R = ct, ou quando R e ct são simultaneamente

nulos.

Na figura (1b), ambas as soluções fundamentais são tomadas como função de

t, para uma distância R fixa e, como mencionado anteriormente, pode-se observar

a singularidade presente na frente de onda no caso da solução fundamental padrão

enquanto que a solução fundamental por convolução não apresenta qualquer singu-

laridade.
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2.2.3 Forma Integral para a Equação da Onda no Domı́nio do Tempo

Objetivando a solução numérica da equação (20), é necessário operar algebricamente

os termos que apresentam derivadas nas funções de Heaviside:

p∗(r, t, τ) =
∂

∂n
{U∗(r, t, τ)H[c(t− τ)− r]}

e

v∗0(r, t) =
∂

∂τ
{U∗(r, t, τ)H[c(t− τ)− r]}|τ=0

A fim de se obter as expressões que serão implementadas, inicialmente alguns

resultados preliminares serão expostos.

Considerando:

δ(aζ) =
1

‖a‖ δ(ζ)

∂

∂ζ
{H(ζ − a)} = δ(ζ − a)

H(a− ζ) = 1−H(ζ − a)

onde a é um escalar real, δ(ζ − a) é a função delta de Dirac definida por (8), (9) e

H(ζ − a) é a função de Heaviside, dada por (25).

Com os resultados acima:

∂

∂r
(H[c(t− τ)− r]) =

∂

∂r
{1−H[r − c(t− τ)]}

= −1

c
δ[τ − (t− r

c
)]

= −1

c
δ(τ − tr)

∂

∂τ
{H[c(t− τ)− r]} =

∂

∂τ
(1−H[r − c(t− τ)])

= −cδ[r − c(t− τ)] = −δ(τ − tr)

∂

∂r
(H[c(t− τ)− r]) = −1

c
δ(τ − tr)

=
1

c

∂

∂τ
(H[c(t− τ)− r]) (31)
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Da equação (20), pode-se extrair a segunda integral à direita e analisá-la sepa-

radamente.

∫ t+

0

∫

Γ
p∗(r, t, τ)u(x, τ)dΓ(x)dτ

=
∫

Γ

∫ t+

0

∂

∂r
[u∗(r, t, τ)]

∂r

∂n
u(x, τ)dτdΓ(x)

=
∫

Γ

∫ t+

0

∂

∂r
{U∗(r, t, τ)H[c(t− τ)− r]}u(x, τ)dτ

∂r

∂n
dΓ(x)

=
∫

Γ
{
∫ t+

0

∂

∂r
[U∗(r, t, τ)]H[c(t− τ)− r]u(x, τ)dτ

+
∫ t+

0
U∗(r, t, τ)

∂

∂r
(H[c(t− τ)− r])u(x, τ)dτ} ∂r

∂n
dΓ(x)

=
∫

Γ
{
∫ t+

0
U∗

r (r, t, τ)H[c(t− τ)− r] u(x, τ) dτ

+
∫ t+

0
U∗(r, t, τ)(−1

c
)δ(τ − tr) u(x, τ) dτ} ∂r

∂n
dΓ(x)

=
∫

Γ
{
∫ t+

0
U∗

r (r, t, τ)H[c(t− τ)− r]u(x, τ)dτ

−1

c
U∗(r, t, τ)u(x, τ)|τ=tr}

∂r

∂n
dΓ(x)

=
∫

Γ

∫ t+

0
u∗r(r, t, τ)u(x, τ)dτ

∂r

∂n
dΓ(x) (32)

Uma vez que U∗(r, t, τ)|τ=tr = 0 (vide expressão (29)), fica demonstrado que a

integral (32) pode ser analisada no sentido usual (integrais de Riemann).

O terceiro termo à direita da equação (38) é operado como segue:

− 1

c2

∫

Ω
v∗0(r, t)u

0(x) dΩ(x)

= − 1

c2

∫

Ω
v∗0(r, t, τ)u0(x, τ)|τ=0 dΩ(x)

= − 1

c2

∫

Ω

∂

∂τ
[u∗(r, t, τ)]u(x, τ)|τ=0 dΩ(x)

= − 1

c2

∫

Ω

∂

∂τ
{U∗(r, t, τ)}H[c(t− τ)− r]|τ=0u

0(x) dΩ(x)

− 1

c2

∫

Ω
U∗(r, t, τ)

∂

∂τ
{H[c(t− τ)− r]}|τ=0u

0(x) dΩ(x) (33)
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Substituindo (31) em (33):

− 1

c2

∫

Ω
v∗0(r, t)u

0(x)dΩ(x) =

− 1

c2

∫

Ω

∂

∂τ
[U∗

0 (r, t)]H[ct− r]u0(x) dΩ(x)

−1

c

∫

Ω
U∗

0 (r, t)
∂

∂r
[H(ct− r)]u0(x) dΩ(x) (34)

Tomando a segunda integral à direita de (34) e considerando a notação abaixo

(o procedimento seguido aqui é similar ao apresentado por Mansur [9]):

I1 =
∫

Ω
u0(x)U∗

0 (r, t)
∂

∂r
[H(ct− r)]dΩ(x)

pode-se usar coordenadas polares para se obter

I1 =
∫ θ2

θ1

∫ rΓ

0
u0(r0)U

∗
0 (r, t)

∂

∂r
[H(ct− r)]rdrdθ

onde:

rΓ = rΓ(θ) = distância até o contorno Γ

r0 = r(x) = ||x− 0||

Efetuando a integral I1, obtém-se o seguinte resultado:

I1 = {
∫ θ2

θ1

∫ rΓ

0
U∗

0 (r, t)H(ct− r)u0(r0)rdrdθ

+
∫ θ2

θ1

∫ rΓ

0
U∗

0 (r, t)H(ct− r)ru0
r(r0)drdθ

+
∫ θ2

θ1

∫ rΓ

0

∂

∂r
[U∗

0 (r, t)]H(ct− r)ru0(r0)drdθ

+
∫ θ2

θ1

∂

∂r
[U∗

0 (rΓ, t)]H(ct− rΓ)rΓu0(r0)dθ }

Retornando a integral de domı́nio:

I1 = − {
∫

Ω

1

r
U∗

0 (r, t)H(ct− r)u0(x) dΩ(x)

−
∫

Ω
U∗

0 (r, t)H(ct− r)
∂

∂r
[u0(x)] dΩ(x)

−
∫

Ω

∂

∂r
[U∗

0 (r, t)]H(ct− r)u0(x) dΩ(x)

+
∫ θ2

θ1

U∗
r (rΓ, t)H(ct− rΓ)rΓu(r0) dθ } (35)
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Integrando por partes em coordenadas polares a última integral de I1 (ver [9]),

tem-se:

I1 =
∫

Ω

1

r
U∗

0 (r, t)
∂

∂r
H(ct− r)u0(x) dΩ(x)

= −
∫

Ω

1

r
U∗

0 (r, t)H(ct− r)u0(x) dΩ(x)

−
∫

Ω
U∗

0 (r, t)H(ct− r)
∂

∂r
[u0(x)] dΩ(x)

−
∫

Ω

∂

∂r
[U∗

0 (r, t)]H(ct− r)u0(x) dΩ(x)

+
∫

Γ
U∗

0 (r, t)H(ct− r)u0(x)
∂r

∂n
dΓ(x) (36)

Substituindo a última igualdade de (36), o terceiro termo de (38), equação (33),

pode ser facilmente reescrito como:

− 1

c2

∫

Ω
v∗0(r, t)u

0(x) dΩ(x) = − 1

c2

∫

Ω

∂

∂τ
[u∗0(r, t)]u

0(x, τ) dΩ(x)

+
1

c

∫

Ω

1

r
u∗0(r)u

0(x) dΩ(x) +
1

c

∫

Ω
u∗0(r, t)

∂

∂r
[u0(x)] dΩ(x)

+
1

c

∫

Ω

∂

∂r
[u∗0(r, t)]u

0(x) dΩ(x)− 1

c

∫

Γ
u∗0(r, t)u

0(x)
∂r

∂n
dΓ(x) (37)

Substituindo (32) e (37) em (20), tem-se a representação integral para a equação

da onda no domı́nio do tempo correspondente ao problema da onda escalar (2) - (6),

que é escrita como [9]:

∫ t+

0
4πc(ξ)u(ξ, τ)f(t− τ)dτ =

∫

Γ

∫ t+

0
u∗(r, t, τ)p(x, τ)dτdΓ(x)

−
∫

Γ

∫ t+

0
u∗r(r, t, τ)u(x, τ)dτ

∂r

∂n
dΓ(x)

− 1

c

∫

Γ
u∗0(r, t)u

0(x)
∂r

∂n
dΓ(x)

+
1

c2

∫

Ω
u∗0(r, t)v

0(x)dΩ(x)

+
1

c

∫

Ω
[
1

r
u∗0(r, t)− b∗0(r, t)]u

0(x)dΩ(x)

+
1

c

∫

Ω
u∗0(r, t)

∂

∂r
[u0(x)]dΩ(x) (38)

onde, conforme já especificado, Γ é o contorno do domı́nio Ω (interior) da região Ω

de interesse, x = (x1, x2) = (x, y) ∈ Ω = Γ ∪ Ω, é o vetor posição (variável espacial
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em 2D), t a variável temporal, n = (n1, n2) = (nx, ny) é o vetor normal a Γ no ponto

x, u(x, t) é a função potencial, solução do problema (2) - (6) e p(x, t) é a derivada

de u(x, t) na direção n, dada por:

p(x, t) =
∂u(x, t)

∂n

=
∂u(x, t)

∂r

∂r

∂n
(39)

A função p∗(r, t, τ), fluxo fundamental, definida em (30), é a derivada de u∗(r, tτ)

na direção n.

A velocidade fundamental, definida como a derivada da solução fundamental em

relação a variável temporal, é dada por:

v∗(x, t, ξ, τ) = v∗(r, t, ξ) =
∂

∂t
[u∗(r, t, τ)]

=
∂

∂t
{U∗(r, t, τ)H[c(t− τ)− r]} (40)

e a função b∗(r, t, τ) é dada por:

b∗(r, t, τ) =
1

c
u∗τ (r, t, τ)− u∗r(r, t, τ)

=
2

r

c(t− τ)√
c2(t− τ)2 − r2

H[c(t− τ)− r] (41)

= B∗(r, t, τ)H[c(t− τ)− r] (42)

com

u∗r(r, t, τ) = U∗
r (r, t, τ)H[c(t− τ)− r] (43)

u∗τ (r, t, τ) = U∗
τ (r, t, τ)H[c(t− τ)− r] (44)

O subescrito ”0”na equação (38) refere-se à situação inicial τ = 0 para a solução

fundamental e o supescrito ”0”para o potencial e/ou derivadas, isto é:

u∗0(r, t, τ) = u∗(r, t, 0) = u∗(r, t)

b∗0(r, t, τ) = b∗(r, t, 0) = b∗(r, t)

u0(x, τ) = u0(x, 0) = u0(x)

v0(x)v(x, 0) = v(x, 0) =
∂

∂τ
[u(x, τ)]|τ=0
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e, com isso:

U∗
0 (r, t) = U∗(r, t, 0) (45)

B∗
0(r, t) = B∗(r, t, 0) (46)

A influência da perturbação devido à propagação de ondas não é percebida ime-

diatamente em dois pontos separados (pontos fonte e campo). O tempo atrasado que

depende da distância entre os pontos campo e fonte é chamado de tempo retardado

e é definido por tr = t − r

c
[9]. Pode-se então interpretar tr como sendo o tempo

que a onda necessitou para percorrer a distância r. Fazendo uso desta definição, a

equação (38) pode ser escrita como:

∫ t

0
4πu(x, τ)F (t− τ)dτ =

∫ tr

0

∫

Γ
U∗(r, t, τ)p(x, τ)dΓ(x)dτ

−
∫ tr

0

∫

Γ
U∗

r (r, t, τ)u(x, τ)
∂r

∂n
dΓ(x)dτ − 1

c

∫

Γ
U∗

0 (r, t)u0(x)
∂r

∂n
dΓ(x)

+
1

c2

∫

Ω
U∗

0 (r, t)v0(x)dΩ(x) +
1

c

∫

Ω
[
1

r
U∗

0 (r, t)−B∗
0(r, t)]u

0(x)dΩ(x)

+
1

c

∫

Ω
U∗

0 (r, t)
∂u0(x)

∂r
dΩ(x) (47)

Diferentemente do trabalho discutido em [11] em que a formulação apresentada

é desenvolvida utilizando o conceito de parte finita, neste trabalho os núcleos tem-

porais da solução fundamental não reproduzem singularidades, o que simplifica os

cálculos, uma vez que as integrais são calculadas no sentido de Riemann. Entretanto,

o conceito de parte finita será utilizado para a obtenção das expressões das derivadas

temporais e espaciais, empregadas para a análise da solução para pontos interiores.

As contribuições que são devidas às condições iniciais também serão inclúıdas.

22



3 Discretização Temporal

Neste caṕıtulo, a equação integral (47) será investigada do ponto de vista numérico.

Na formulação do Método dos Elementos de Contorno que emprega soluções

fundamentais dependentes do tempo, é conveniente uma forma anaĺıtica para os

núcleos temporais de (47). Como u(x, τ) e p(x, τ) são funções incógnitas, é necessário

particularizá-las em funções conhecidas, na variável τ .

Visando a implementação numérica, é necessário trabalhar com a forma inter-

polada de u e p. Para isso, sobre o intervalo temporal [0, t] = [t0, tn+1] toma-se

uma partição Pt = [t0 = 0, t1, t2, . . . , tn+1] e considera-se valores discretos de t. Os

núcleos integrais serão tomados sobre cada intervalo temporal Pk
t = [tk, tk+1] ⊂ Pt,

exigindo-se que u e p sejam funções seccionalmente cont́ınuas.

Com estas imposições e excluindo-se as condições iniciais, pode-se representar a

equação (47) como:

4πc(ξ)
n∑

k=0

∫ tk+1

tk

u(ξ, τ)F (tn+1 − τ) dτ

=
∫

Γ

n∑

k=0

∫ tk+1

tk

U∗(r, tn+1, τ)p(x, τ)dτ dΓ(x)

−
∫

Γ

n∑

k=0

∫ tk+1

tk

U∗
r (r, tn+1, τ)u(x, τ)dτ

∂r

∂n
dΓ(x) (48)

A notação tn+1 = tN será empregada para simplificar as expressões.

Vale observar que para o tempo final tn+1 = tN , a soma das integrais sobre a

partição é igual à integral no intervalo [t0, tN ]; porém, cada integral sobre Pk
t terá um

sentido diferente, que depende da posição da frente de onda. Assim, se tr ∈ [tk, tk+1],

as integrais à direita da igualdade (48) serão efetuadas no intervalo [tk, tr], uma vez

que tr < tk+1. Se tr > tk+1, as integrais são calculadas em cada intervalo [tk, tk+1].

Fisicamente as condições acima significam que, no primeiro caso, o fenômeno está

ocorrendo: é o intervalo de tempo em que ocorre a perturbação; o segundo caso

indica que o fenômeno já ocorreu, não havendo mais qualquer interferência da per-
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turbação. A influência desta perturbação é destacada pela função de Heaviside em

u∗. Assim se tk < tr ≤ tk+1, tem-se:

u∗(r, tN , τ) = U∗(r, tN , τ)H[c(tN − τ)− r]

enquanto que se o fenômeno já ocorreu, (tk+1 < tr), u∗ será dada por:

u∗(r, tN , τ) = U∗(r, tN , τ), N = n + 1

3.1 Interpolação Linear em τ

Resta definir as interpolações adequadas para as funções u(x, τ) e p(x, τ). Neste

trabalho será adotada uma interpolação linear em u e em p na variável temporal τ .

Portanto, para um intervalo de tempo genérico Pk
t = [tk, tk+1], tem-se as expressões

escritas para o potencial u(x, τ) e o fluxo p(x, τ) como uma equação de variáveis

separáveis:

u(x, τ) = φI(τ)uk(x) + φF (τ)uk+1(x) (49)

p(x, τ) = φI(τ)pk(x) + φF (τ)pk+1(x) (50)

onde uk(x) = u(x, tk) é o valor (nodal temporal) de u no extremo inferior do intervalo

Pk
t = [tk, tk+1], uk+1(x) = u(x, tk+1) é o valor de u no extremo superior de Pk

t , o

mesmo se aplicando a pk(x) = p(x, tk) e pk+1(x) = p(x, tk+1).

Figura 2: As funções interpolantes para u e p
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As funções lineares φI e φF são ilustradas na figura (2) e definidas sobre cada

intervalo Pk
t = [tk, tk+1] ⊂ Pt como:

φI(τ) =





1
∆t

[tk+1 − τ ] , se tk ≤ τ ≤ tk+1

0 , de outro modo
(51)

φF (τ) =





1
∆t

[τ − tk] , se tk ≤ τ ≤ tk+1

0 , de outro modo
(52)

com ∆t = tk+1 − tk =constante (partição uniforme) e τ ∈ [tk, tk+1].

Uma vez adotadas as funções de interpolação correspondentes a u(x, τ) e p(x, τ),

o cálculo da integral em Pk
t será efetuado analiticamente, obtendo-se as expressões

dos núcleos a serem integradas numericamente no contorno.

Estas considerações podem ser melhor compreendidas observando-se as figuras

(3).

Observe que tN = tk+1 é um caso particular da primeira situação (3a).

Figura 3: Posição da frente de onda (FO) correspondente ao cálculo das integrais em Pk
t

(a) tr ≤ tk+1 = tN (b) tr ≤ tk+1 < tN (c) tk+1 < tr.

As definições (51) e (52) acima possibilitam os cálculos nos núcleos integrais de

(48). Substituindo (49) e (50) em (48), tem-se:

4πc(ξ)
n∑

k=0

∫ tk+1

tk

[uk(ξ)φI(τ) + uk+1(ξ)φF (τ)]f(tN − τ)dτ

=
∫

Γ

n∑

k=0

∫ tk+1

tk

U∗(r, tN , τ)[pk(x)φI(τ) + pk+1(x)φF (τ)] dτ dΓ(x)

−
∫

Γ

n∑

k=0

∫ tk+1

tk

U∗
r (r, tN , τ)[uk(x)φI(τ) + uk+1(x)φF (τ)] dτ

∂r

∂n
dΓ(x)
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ou (omitindo-se as variáveis em U∗ e U∗
r )

4πc(ξ)
n∑

k=0

{uk(ξ)
∫ tk+1

tk

f(tN − τ)φI(τ)dτ + uk+1(ξ)
∫ tk+1

tk

f(tN − τ)φF (τ)dτ}

=
∫

Γ

n∑

k=0

{pk(x)
∫ tk+1

tk

U∗φI(τ)dτ + pk+1(x)
∫ tk+1

tk

U∗φF (τ)dτ} dΓ(x)

−
∫

Γ

n∑

k=0

{uk(x)
∫ tk+1

tk

U∗
r φI(τ)dτ + uk+1(x)

∫ tk+1

tk

U∗
r φF (τ)dτ} ∂r

∂n
dΓ(x) (53)

Com a intenção de simplificar as expressões dos núcleos, considera-se a seguinte

notação sobre um intervalo genérico Pk
t = [tk, tk+1], no qual cada integral de (53)

será calculada.

fI(tN) = fk
I =

∫ tk+1

tk

f(tN − τ)φI(τ)dτ (54)

fF (tN) = fk
F =

∫ tk+1

tk

f(tN − τ)φF (τ)dτ (55)

gI(r, tN) = gk
I =

∫ T

tk

U∗(r, tN , τ)φI(τ)dτ (56)

gF (r, tN) = gk
F =

∫ T

tk

U∗(r, tN , τ)φF (τ)dτ (57)

hI(r, tN) = hk
I =

∫ T

tk

U∗
r (r, tN , τ)φI(τ)dτ (58)

hF (r, tN) = hk
F =

∫ T

tk

U∗
r (r, tN , τ)φF (τ)dτ (59)

onde r = r(x, ξ) =
√

(x− ξx)2 + (y − ξy)2

e

T =





tr = tN − r

c
, se tk ≤ tr ≤ tk+1 ≤ tN

tk+1 , se tk ≤ tk+1 ≤ tr

Usando a notação acima, pode-se reescrever (53) como:

4πc(ξ)
n∑

k=0

[uk(ξ)fk
I + uk+1(ξ)fk

F ]

=
∫

Γ

n∑

k=0

[pk(x)gk
I + pk+1(x)gk

F ] dτ dΓ(x)

−
∫

Γ

n∑

k=0

[uk(x)hk
I + uk+1(x)hk

F ] dτ
∂r

∂n
dΓ(x) (60)
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Em (60), reservando as integrais sobre o último intervalo de tempo [tn, tN ] obtém-

se um destaque das integrais em que a incógnita está presente.

4πc(ξ)uN(ξ)fn
F −

∫

Γ
pN(x)gn

F dΓ(x) +
∫

Γ
uN(x)hn

F

∂r

∂n
dΓ(x) =

− 4πc(ξ) { un(ξ)fn
I +

n−1∑

k=0

[uk(ξ)fk
I + uk+1(ξ)fk

F ] }

+ {
∫

Γ
pn(x)gn

I dΓ(x) +
∫

Γ

n−1∑

k=0

[pk(x)gk
I + pk+1(x)gk

F ] dΓ(x) }

− {
∫

Γ
un(x)hn

I dΓ(x) +
∫

Γ

n−1∑

k=0

[uk(x)hk
I + uk+1(x)hk

F ]
∂r

∂n
dΓ(x) } (61)

Em função do método proposto, para cada instante de tempo a expressão (61)

fornece um sistema em que as incógnitas são o potencial u e o fluxo p no instante tN .

O vetor à direita de (61) contém somente valores de u e p em instantes anteriores e,

portanto, valores conhecidos, formando assim o termo independente para cada um

dos n sistemas lineares a serem resolvidos.

3.2 O Método θ-linear

Neste trabalho, como mencionado anteriormente, as funções de interpolação ado-

tadas para u(x, τ) e p(x, τ) são ambas lineares nas variáveis temporal e espacial.

Segundo [11] e [9], com esta adoção não se obtém resultados razoáveis. Uma forma

de tornar posśıvel a utilização da formulação desenvolvida aqui, (isto é, os resulta-

dos numéricos devem apresentar uma boa precisão), consiste em empregar o método

θ, similar ao método Wilson-θ, utilizado no Método dos Elementos Finitos, combi-

nando as funções de interpolação lineares em τ .

O método θ consiste basicamente em modificar o último intervalo de tempo de

tal forma que tn+1 é substituido por tn+θ = tn + (θ∆t), para θ ≥ 1.

Assim, para τ ∈ [tn, tn+θ], tem-se

u(x, tn+θ) = un+θ(x) = un(x)φI(tn+θ) + un+1φF (tn+θ) (62)

p(x, tn+θ) = pn+θ(x) = pn(x)φI(tn+θ) + pn+1φF (tn+θ) (63)
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sendo, para τ = tn+θ = (n + θ)∆t:

φI(tn+θ) =
1

∆t
(tn+1 − tn+θ)

=
1

∆t
[(n + 1)∆t− (n + θ)∆t] = 1− θ

φF (tn+θ) =
1

∆t
(tn+θ − tn)

=
1

∆t
[(n + θ)∆t− n∆t] = θ

Com isso as equações (62) e (63) podem ser reescritas como

un+θ(x) = un(1− θ) + un+1(x)θ

pn+θ(x) = pn(1− θ) + pn+1(x)θ

Este método fornece a solução num tempo fict́ıcio tn+θ. As respostas para o

potencial u e o fluxo p no tempo tn+1 podem ser obtidas empregando as fórmulas

de recorrência abaixo:

un+1(x) =
1

θ
[un+θ(x) + (θ − 1)un(x)] (64)

pn+1(x) =
1

θ
[pn+θ(x) + (θ − 1)pn(x)] (65)

Substituindo (64) e (65) na equação (61), pode-se obter:

4πc(ξ)
1

θ
un+θ(ξ)fn

F −
∫

Γ

1

θ
pn+θ(x)gn

F dΓ(x) +
∫

Γ

1

θ
un+θ(x)hn

F

∂r

∂n
dΓ(x)

= −4πc(ξ)un(ξ)[fn
I +

1

θ
(θ − 1)fn

F ] +
n−1∑

k=0

[uk(ξ)fk
I + uk+1(ξ)fk

F ]

+
∫

Γ
{pn(x)[gn

I +
1

θ
(θ − 1)gn

F ] +
n−1∑

k=0

pk(x)gk
I + pk+1(x)gk

F} dΓ(x)

−
∫

Γ
{un(x)[hn

I +
1

θ
(θ − 1)hn

F ] +
n−1∑

k=0

uk(x)hk
I + uk+1(x)hk

F}
∂r

∂n
dΓ(x) (66)

Considerando a função fonte f(tn+θ− τ) = H[c(tn+θ− τ)− r], os núcleos fI e fF

são calculados como:

fk
I =

∫ T

tn
φI(τ)dτ =





1
2
θ2∆t, se T = tn+θ

1
2
∆t, se T = tk+1

(67)

28



fk
F =

∫ T

tn
φF (τ)dτ =





1
2
θ2∆t, se T = tn+θ

1
2
∆t, se T = tk+1

(68)

com φI(τ) e φF (τ) dadas por (51) e (52).

Substituindo (67) e (68) na equação (66), tem-se:

4πc(ξ)
θ∆t

2
un+θ(ξ) +

1

θ

∫

Γ
un+θ(x)hn

F

∂r

∂n
dΓ(x)− 1

θ

∫

Γ
pn+θ(x)gn

F dΓ(x)

= −4πc(ξ){θ∆t

2
un(ξ) +

∆t

2

n−1∑

k=0

[uk(ξ) + uk+1(ξ)]
∂r

∂n
}

−
∫

Γ
{un(x)[hn

I +
1

θ
(θ − 1)hn

F ] +
n−1∑

k=0

[uk(x)hk
I + uk+1(x)hk

F ]} ∂r

∂n
dΓ(x)

+
∫

Γ
{pn(x)[gn

I +
1

θ
(θ − 1)gn

F ] +
n−1∑

k=0

[pk(x)gk
I + pk+1(x)gk

F ]} dΓ(x) (69)

Vale lembrar que a equação (66) foi escrita utilizando a notação descrita pelas

equações (54)-(59), onde:

T =





tr = tn+θ − r

c
, se tk ≤ tr ≤ tk+1

tk+1, se tk ≤ tk+1 ≤ tr

(70)

3.3 Determinação dos Núcleos Temporais

Uma vez definidas a solução fundamental e as funções de interpolação, os núcleos

temporais são calculados analiticamente, como se tornou usual nas formulações de-

pendentes do tempo no MEC (note-se que mesmo na formulação padrão, que ap-

resenta expressões envolvendo parte finita de integrais, uma integração numérica

poderia ser efetuada alternativamente).

Neste trabalho a solução fundamental, conforme já mencionado, é dada pela

equação (29), com:

U∗(r, tn+θ, τ) = −2{ln(r) + ln[c(tn+θ − τ) +
√

c2(tn+θ − τ)2 − r2]} (71)

De (71), pode-se calcular:

U∗
r (r, tn+θ, τ) =

∂U∗

∂r
= −2

r

c(tn+θ − τ)√
c2(tn+θ − τ)2 − r2

(72)
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U∗
τ (r, tn+θ, τ) =

∂U∗

∂τ
= − 2c√

c2(tn+θ − τ)− r2
(73)

= −U∗
t (r, tn+θ, τ) = −∂U∗

∂t
(74)

B∗(r, tn+θ, τ) =
1

c
U∗

r (r, t, τ)− U∗
τ (r, t, τ)

=
2

r

c(tn+θ − τ)√
c2(tn+θ − τ)− r2

(75)

Antes de proceder ao cálculo dos núcleos temporais, é conveniente observar que:

tk+1 = tk + ∆t

Então, se φF (τ) =
1

∆t
(τ − tk), uma forma mais simples de efetuar os cálculos é

substituir:

φI(τ) =
1

∆t
(tk+1 − τ)

= − 1

∆t
(τ − tk)− 1 = φF (τ)− 1

Como um resultado preliminar, visando simplificar a exposição das expressões

dos núcleos temporais calculados analiticamente em um intervalo de tempo [tk, T ],

introduz-se a notação:

A1 = A1(tn+θ, r) = c(tn+θ − τ)|τ=T = c(tn+θ − T ) (76)

A2 = A2(tn+θ, r) =
√

c2(tn+θ − τ)2 − r2|τ=T

=
√

A2
1 − r2 (77)

A3 = A3(tn+θ, r) = ln[c(tn+θ − τ) +
√

c2(tn+θ − τ)2 − r2]|τ=T

= ln(A1 + A2) (78)

A4 = A4(tn+θ, r) = c(tn+θ − τ)|τ=tk = c(tn+θ − tk) (79)

A5 = A5(tn+θ, r) =
√

c2(tn+θ − τ)2 − r2|τ=tk

=
√

A2
4 − r2 (80)

A6 = A6(tn+θ, r) = ln[c(tn+θ − τ) +
√

c2(tn+θ − τ)2 − r2]|τ=tk

= ln(A4 + A5) (81)
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onde T é dada por (70).

Com a notação acima, a resolução dos núcleos temporais em um intervalo de

tempo [tk, T ] pode ser exposta como:

gk
F = gF (r, tn+θ) =

∫ T

tk

U∗(r, tn+θ, τ)φF (τ)dτ =

−2

c2∆T
{[1

2
A2

1 − A1A4] ln(r) + [
1

4
A1 − A4]A2 +

1

2
A2

4 ln(r) +

[A1A4 − 1

2
A2

1 +
1

4
r2]A3 +

3

4
A4A5 − [

1

2
A42 +

1

4
r2]A6} (82)

gk
I = gI(r, tn+θ) =

∫ T

tk

U∗(r, tn+θ, τ)φI(τ)dτ

=
∫ T

tk

U∗(r, tn+θ, τ)[1− φF (τ)]dτ

=
∫ T

tk

U∗(r, tn+θ, τ)dτ − gF (r, tn+θ)

=
−2

c
[(A4 − A1) ln(r) + A1A3 − A4A6 + A5 − A2]− gn

F

(83)

hk
F = hF (r, tn+θ) =

∫ T

tk

U∗
r (r, tn+θ, τ)φF (τ)dτ =

2

c2r∆T
{[A4 − 1

2
A1]A2 − 1

2
r2A3 − 1

2
A4A5 +

1

2
r2A6} (84)

hk
I = hI(r, tn+θ) =

∫ T

tk

U∗
r (r, tn+θ, τ)φI(τ)dτ

=
∫ T

tk

U∗
r (r, tn+θ, τ)[1− φF (τ)]dτ

=
∫ T

tk

U∗
r (r, tn+θ, τ)dτ − hF (r, tn+θ)

=
2

cr
[(A2 − A5]− hn

F (85)

Com os resultados (82)–(85), as expressões finais para os núcleos temporais são

obtidas com a análise dos casos dependentes da posição da frente de onda, carac-

terizada pelo tempo retardado tr = tn+θ − r

c
, o que gera situações particulares para

os três posśıveis casos que são considerados sobre cada intervalo temporal [tk, tk+1],

descritos abaixo (vide figura 3):
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• Primeira Situação: intervalo de tempo em que a frente de onda pode ser

percebida.

Para esta situação, tr ∈ [tk, tk+1] e podemos descrevê-lo em dois casos:

caso 1: tk+1 = tn+θ, com tn−1 ≤ tr ≤ tn+θ

caso 2: tk+1 < tn+θ, com tk ≤ tr ≤ tk+1 < tn+θ

Em ambos os casos, tr = tn+θ − r

c
é o limite superior de cada integral.

As expressões (76) – (81) são escritas como:

A1 = c(tn+θ − τ)|τ=tr = r

A2 =
√

A2
1 − r2 = 0

A3 = ln(A1 + A2)

A4 = c(tn+θ − τ)|τ=tk = c(tn+θ − tk)

A5 =
√

A2
4 − r2

A6 = ln(A4 + A5)

• Segunda Situação: a frente de onda não pode ser percebida.

Para esta situação tr /∈ [tk, tk+1] e entende-se o caso em que a onda ”já passou”,

descrito como o caso 3 abaixo.

caso 3: tk+1 < tr, com tk ≤ τ ≤ tk+1 < tr

Neste caso, as funções resultantes das integrais são as mesmas das expressões

(76)–(81), bem como as expressões dos núcleos integrados, equações (82)–(85)).

Como uma observação importante, para cada caso os resultados apresentados

descrevem expressões particularmente diferentes mas nenhuma delas apresenta qual-

quer singularidade (vide equações (76)–(81) e (82)–(85)).
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4 A Discretização do Contorno

O esquema numérico para a representação da equação (47) depende inicialmente

de uma partição temporal Pt = [t0, t1, . . . tn] (equação (66)), além de uma partição

PC = [x1, x2, . . . xM ] do contorno Γ. Tal discretização de Γ deve proporcionar de

uma boa aproximação tanto para a geometria quanto para o potencial u(x, ξ) e o

fluxo p(x, τ). Uma vez determinados os núcleos temporais, toma-se PC uniforme,

para obter M segmentos de reta Γj, elementos lineares, de comprimento constante

L (elementos isoparamétricos) sobre o contorno Γ.

A solução no tempo tk será calculada como um acúmulo (soma) de todas as

contribuições anteriores até o instante tk−1, dos subintervalos temporais [tk, tk+1],

para 0 ≤ k ≤ n.

Seja ξ
i
um ponto onde a solução fundamental é aplicada, denominado ponto de

colocação. As funções envolvidas em (66) serão representadas na forma discreta,

temporal e espacial, por uma notação simplificada, sendo dadas por:

r(x, ξ) = rij

gI(r, tn+θ) = gIk
ij

gF (r, tn+θ) = gF k
ij

hI(r, tn+θ) = hIk
ij

hF (r, tn+θ) = hF k
ij

onde o supeŕındice significa a discretização temporal no instante tk e os sub́ındices

a discretização espacial num ponto ξ
i
, do elemento Γj.

Para aproximar a geometria de um elemento deve-se estabelecer que as coorde-

nadas x e y de um ponto x do elemento sejam obtidas a partir das parametrizações

x(η) = ϕ1(η)x1j + ϕ2(η)x2j

y(η) = ϕ1(η)y1j + ϕ2(η)y2j
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onde x1j e y1j indicam as coordenadas nodais no extremo inicial do elemento j, x2j

e y2j as coordenadas nodais no extremo final do elemento j, j = 1, 2, · · ·M , e ϕ1(η),

ϕ2(η) são as funções de interpolação da coordenada natural η, com η ∈ [−1, 1],

descritas por:

ϕ1(η) =
1

2
(1− η) (86)

ϕ2(η) =
1

2
(1 + η) (87)

O potencial u e o fluxo p são interpolados linearmente em cada elemento usando-

se as mesmas funções ϕ1(η) e ϕ2(η) que aproximam a geometria, ou seja, será con-

siderada uma variação linear do potencial u e do fluxo p, em cada instante de tempo

tk, onde os valores de u e p em cada ponto x sobre um elemento Γj podem ser

definidos em termos de seus valores nodais e das duas funções de interpolação ϕ1(η)

e ϕ2(η), isto é:

u = u(η, tk) = ϕ1(η)uk
1j + ϕ2(η)uk

2j (88)

p = p(η, tk) = ϕ1(η)pk
1j + ϕ2(η)pk

2j (89)

Com a parametrização (86) e (87), as funções de interpolação e o pontos de inte-

gração são dados na coordenada η e as integrais serão efetuadas nesta coordenada.

Com isso:

dΓj = ‖J(η)‖dη

A expressão para dΓj no ponto η do elemento Γj, associada à transformação

da coordenada indicada, pode ser deduzida a partir das equações paramétricas do

segmento de reta Γj utilizando-se a representação paramétrica de r:

r = x(η)i + y(η)j

onde os vetores i e j formam a base canônica.
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Conseqüentemente:

dΓj =
√

dr · dr

=

√
(
dx

dη
)2 + (

dy

dη
)2dη

= ‖dr‖dη = ‖J(η)‖dη

onde dr é a diferencial total de r.

A representação na forma discreta da equação integral (66) é escrita como:

4πci
θ∆t

2
un+θ

i +
M∑

j=1

1

θ
HF n

iju
n+θ
j −

M∑

j=1

1

θ
GF n

ijp
n+θ
j

= − 4πci{θ∆t

2
un

i +
∆t

2

n−1∑

k=0

[uk
i + uk+1

i ]}

−
M∑

j=1

[HIn
ij +

1

θ
(θ − 1)HF n

ij]u
n
j −

n−1∑

k=0

M∑

j=1

[HIk
iju

k
j + HF k

j uk+1
j ]

+
M∑

j=1

[GIn
ij +

1

θ
(θ − 1)GF n

ij]p
n
j +

n−1∑

k=0

M∑

j=1

[GIk
ijp

k
j + GF k

j pk+1
j ] (90)

A equação (90) utiliza j para ı́ndice de elemento e um esquema de numeração

local para cada elemento Γj, j = 1, 2, · · · ,M identificando os pontos nodais inicial

e final do potencial u e do fluxo p no tempo tl, obtendo assim M × M matrizes

elementares de ordem (1 × 2). Um coeficiente genérico de cada matriz elementar

GIk
ij, GF k

ij, HIk
ij e HF k

ij, é descrito por:

GIk
ij =

[ ∫ 1

−1
ϕ1(η)gIk

1j‖J(η)‖ dη
∫ 1

−1
ϕ2(η)gIk

2j‖J(η)‖ dη
]

GF k
ij =

[ ∫ 1

−1
ϕ1(η)gF k

1j‖J(η)‖ dη
∫ 1

−1
ϕ2(η)gF k

2j‖J(η)‖ dη
]

HIk
ij =

[ ∫ 1

−1
ϕ1(η)hIk

1j

∂r

∂n
‖J(η)‖ dη

∫ 1

−1
ϕ2(η)hIk

2j

∂r

∂n
‖J(η)‖ dη

]

HF k
ij =

[ ∫ 1

−1
ϕ1(η)hF k

1j

∂r

∂n
‖J(η)‖ dη

∫ 1

−1
ϕ2(η)hF k

2j

∂r

∂n
‖J(η)‖ dη

]
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A fórmula da quadratura de Gauss pode então ser utilizada para efetuar todas

as integrações sobre os elementos e, no esquema de integração numérica, deve-se

empregar um número de pontos de Gauss definido por algum critério seletivo que

forneça uma melhor eficiência da integração numérica. Entretanto os integrandos

contêm as funções u∗ e p∗ que dependem da distância r entre os pontos x e ξ e

quando ξ pertence ao elemento, (elemento singular) é aconselhável algum esquema

especial de integração.

Neste trabalho, foi adotada a integração anaĺıtica nos elementos singulares para

a função ln(r), impĺıcita nos núcleos integrais. A integração envolvendo p∗ não

apresenta problemas quando se utiliza elementos lineares: neste caso,
∂r

∂n
= 0 nos

elementos lineares.

Para a montagem final do sistema de equações lineares é necessário relacionar

a numeração local dos elementos a um sistema de numeração global, onde cada nó

fica associado a um número inteiro j = 1, 2, · · · , M . Uma vez relacionados os dois

sistemas (local e global), o termo à direita da equação (90) contém valores de u e de

p calculados em tempos anteriores (valores conhecidos) e contribui para o vetor do

termo independente do sistema. Para o tempo tn+θ, a equação (90) assume a forma

matricial escrita como indicado abaixo:

θ∆t

2
Cun+θ + Hn+θun+θ −Gn+θpn+θ =

θ∆t

2
Cun − ∆t

2

n−1∑

k=0

C[uk + uk+1] +
n∑

k=0

[Gkpk −Hkuk]

ou

θ∆t

2
Cun+θHn+θun+θ = Gn+θpn+θ + R (91)

onde C é a mesma matriz da formulação padrão e:
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R =
θ∆t

2
Cun − ∆t

2

n−1∑

k=0

C[uk + uk+1]

+[GIn +
1

θ
(θ − 1)GFn]pn − [HIn +

1

θ
(θ − 1)HFn]un

+
n∑

k=0

[(GIkpk + GFkpk+1)− (HIkuk + HFkuk+1)]

sendo a parcela R que inclui os termos anteriores, isto é, os termos de história.

Quando os valores nodais das condições de contorno prescritas são inclúıdos na

equação (91), o remanejamento adequado das colunas das matrizes Gn+θ e Hn+θ para

o termo independente permite escrever, para o tempo tn+θ, o sistema de equações

lineares do MEC, ou seja

Hun+θ = Gpn+θ + R (92)

ou:

Ayn+θ = b (93)

onde A é a matriz dos coeficientes do sistema, y é o vetor de incógnitas e b o vetor

dos termos independentes.
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5 A Discretização do Domı́nio - Condições Ini-

ciais

Para a análise do problema transiente, as integrais de domı́nio de (47), dos termos

inerciais, devem ser agora inclúıdas na formulação e, para efeito de implementação

numérica, sua resolução contribui no termo independente do sistema linear resul-

tante.

A inclusão destas integrais torna obrigatória a discretização do domı́nio em

células internas. Neste trabalho, o subdomı́nio onde as condições iniciais não são

todas nulas será discretizado com células triangulares (referência [9]) sobre as quais

o potencial u0 e a velocidade v0 serão interpoladas linearmente por funções de forma.

As considerações a seguir serão feitas sobre as integrais de domı́nio, destacadas

abaixo, em t = tn+θ.

IΩ,v0 + IΩ,u0 =
1

c2

∫

Ω
U∗

0 (r, tn+θ)v
0(x) dΩ(x)

+
1

c

∫

Ω
{1

r
U∗

0 (r, tn+θ)−B∗
0(r, tn+θ)}u0(x) dΩ(x)

+
1

c

∫

Ω
U∗

0 (r, tn+θ)
∂u0(x)

∂r
dΩ(x) (94)

Para efetuar os cálculos de (94), o domı́nio Ω é dividido em em L subdomı́nios

triangulares Ωl (células triangulares), como mostra a figura (4).

Figura 4: Discretização do domı́nio Ω em células triangulares.
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Com esta discretização, a expressão para a equação (94) é dada por:

IΩ,v0 + IΩ,u0 =
L∑

l=1

1

c2

∫

Ωl

U∗
0 (r, tn+θ)v

0(x)dΩ(x) +

l∑

l=1

1

c

∫

Ωl

{1

r
U∗

0 (r, tn+θ)−B∗
0(r, tn+θ)}u0(x)dΩ(x) +

L∑

l=1

1

c

∫

Ωl

U∗
0 (r, tn+θ)

∂u0(x)

∂r
dΩ(x) (95)

A generalização das funções de interpolação para uma célula triangular é sim-

plificada se for adotado o sistema de coordenadas triangulares. Para isto, a área de

uma célula triangular Ωl é destacada por:

área do triângulo Ωl = Al =
1

2
base × altura

Figura 5: Numeração local para uma célula triangular.

A figura (5) mostra um esquema de orientação para a numeração do triângulo

genérico Ωl e nela pode-se observar que:

Al =
1

2
‖v‖h

=
1

2
‖v‖‖w‖ sin(θ)

=
1

2
‖v × w‖

onde o śımbolo × denota o produto vetorial. Com base na Álgebra Linear, a área

39



do triângulo Ωl pode ser expressa como:

área do triângulo Ωl = Al =
1

2
det




x1 y1 1

x2 y2 1

x3 y3 1




A numeração dos nós das células fornece o sentido de integração sobre cada

subdomı́nio triangular Ωl.

Considerando um ponto genérico x ∈ Ωl, unindo os vértices do triângulo Ωl

ao ponto x, formam-se três triângulos interiores a Ωl, os quais são denominados

triângulos auxiliares (ver figura 6).

Pelos argumentos anteriores, pode-se expressar as áreas Aα de cada triângulo

auxiliar Ωαl, α = 1, 2, 3, l = 1, 2, · · · , L, em função da área de Ωl como segue:

Figura 6: Áreas para a definição de coordenadas triangulares.

área de Ω1l = A1l =
1

2
det




x y 1

x2 y2 1

x3 y3 1




área de Ω2l = A2l =
1

2
det




x y 1

x3 y3 1

x1 y1 1



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área de Ω3l = A3l =
1

2
det




x y 1

x1 y1 1

x2 y2 1




ou

A1l =
1

2
{xy2 + yx3 + x2y3)− (xy3 + yx2 + x3y2)}

=
1

2
{x(y2 − y3) + y(x3 − y2) + (x2y3 − x3y2)} (96)

A2l =
1

2
{x(y3 − y1) + y(x1 − x3) + (x3y1 − x1y3)} (97)

A3l =
1

2
{x(y1 − y2) + y(x2 − x1) + (x1y2 − x2y1)} (98)

O sistema de coordenadas triangulares µl = (µ1l, µ2l, µ3l) é definido em função

das áreas A1l, A2l e A3l, como segue:

µ1l = µ1 =
A1l

Al

=
A1

Al

(99)

µ2l = µ2 =
A2l

Al

=
A2

Al

(100)

µ3l = µ3 =
A3l

Al

=
A3

Al

(101)

Convém observar que µ1 + µ2 + µ3 = 1, uma vez que A1l + A2l + A3l = Al.

Dentro de cada célula, u0(x), v0(x) e
du0(x)

dr
são interpoladas linearmente, obtendo-

se as seguintes expressões:

u0(x) = u(x, 0) = u0
1lµ1 + u0

2lµ2 + u0
3lµ3 =

3∑

α=1

u0
αlµα (102)

v0(x) = v(x, 0) = v0
1lµ1 + v0

2lµ2 + v0
3lµ3 =

3∑

α=1

v0
αlµα (103)

du0(x)

dr
=

d

dr
[u(x, 0)] = u0

1l

dµ1

dr
+ u0

2l

dµ2

dr
+ u0

3l

dµ3

dr

=
3∑

α=1

u0
αlµα

dµα

dr
(104)

onde u0
αl = u0

α, é o valor do potencial e v0
αl = v0

α é o valor da velocidade no nó local

α, α = 1, 2, 3, da célula Ωl, l = 1, · · ·L, no tempo t0 = 0. Esta numeração é local e

deve ser convenientemente relacionada posteriormente com a numeração global.
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As coordenadas triangulares podem ser relacionadas com as coordenadas retan-

gulares da seguinte maneira:

µα =
Aα

A
+

1

2A
(bαx + aαy) (105)

onde:
aα = xγ − xβ

bα = yβ − yγ

2Aα = xβyγ − xγyβ

A =
1

2
(b1a2 − b2a1)

com α = 1, 2, 3 para β = 2, 3, 1 e γ = 3, 1, 2.

Considerando o sistema de coordenadas polares (r, θ) com origem no ponto ξ
i

(figura (7)), tem-se:

x = x(r, θ) = r cos(θ)

y = y(r, θ) = r sin(θ)

e a expressão (105) torna-se:

µα =
Aα

A
+

1

2A
r[bα cos(θ) + aα sin(θ)]

= Cα + rDα(θ) (106)

onde, claramente

Cα =
Aα

A

Dα(θ) =
1

2A
[bα cos(θ) + aα sin(θ)]

Substituindo (106) em (102), (103) e (104), vem:

u0(x) = u0(r, θ) = u0
1[C1 + rD1(θ)] + u0

2[C2 + rD2(θ)] + u0
3[C3 + rD3(θ)]

v0(x) = v0(r, θ) = v0
1[C1 + rD1(θ)] + v0

2[C2 + rD2(θ)] + v0
3[C3 + rD3(θ)]

d

dr
[u0(x)] =

d

dr
[u0(r, θ)] = u0

1D1(θ) + u0
2D2(θ) + u0

3D3(θ)

42



Figura 7: Coordenadas polares com origem no ponto ξ
i
.

A integração sobre cada célula, então, será executada usando coordenadas polares

e cada integral sobre Ωl será calculada como soma de três integrais sobre as células

auxiliares Ω1l, Ω2l e Ω3l, conforme mostra a figura (8). Uma análise puramente

geometrica da figura (8) revela claramente que a área de Ωl é:

A = A1 + A2 + A3

Figura 8: Células auxiliares usadas para o cálculo das integrais sobre Ωl

Em cada integral sobre Ωαl, α = 1, 2, 3, a variação de θα pode ser calculada por:

θα = arctan(
yα

xα

)
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enquanto que a variação em r (figura (8)) é obtida de (106), e dada por:

r = r(θ) =
−2Aα

bα cos(θ) + aα sin(θ)

Assim, para cada célula Ωl, tem-se:

∫

Ωl

{ 1

c2
U∗

0 v0 +
1

c
(
1

r
U∗

0 −B∗
0)u

0 +
1

c
u∗0

du0

dr
}dΩ

=
∫ θγ

θβ

∫ Rα(θ)

0

1

c2
U∗

0 {
3∑

α=1

v0
αµα}rdrdθ

+
∫ θγ

θβ

∫ Rα(θ)

0

1

c
(
1

r
U∗

0 −B∗
0) {

3∑

α=1

u0
αµα}rdrdθ

+
∫ θγ

θβ

∫ Rα(θ)

0

1

c
U∗

0 {
3∑

α=1

du0
α

dr
µα}rdrdθ

=
1

c2

∫ θγ

θβ

∫ Rα(θ)

0
U∗

0

[
µ1 µ2 µ3

]
rdrdθ




v0
1

v0
2

v0
3




+
1

c

∫ θγ

θβ

∫ Rα(θ)

0

1

r
(U∗

0 −B∗
0)

[
µ1 µ2 µ3

]
rdrdθ




u0
1

u0
2

u0
3




+
1

c

∫ θγ

θβ

∫ Rα(θ)

0
U∗

0

[
D1 D2 D3

]
rdrdθ




u0
1

u0
2

u0
3




=
1

c2

[
R1 R2 R3

]



v0
1

v0
2

v0
3




+
1

c

[
T k

1 T k
2 T k

3

]



u0
1

u0
2

u0
3




onde:

Rα = Rn
αl =

∫ θγ

θβ

∫ Rα(θ)

0
U∗

0 µαrdrdθ (107)

Tα = T n
αl =

∫ θγ

θβ

∫ Rα

0
{[1

r
U∗

0 −B∗
0 ]µα + U∗

0 Dα}rdrdθ (108)
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com µα dada por (106), para α = 2, 3, 1; U∗
0 = U∗

0 (r, tn+θ) dada por (45);

B∗
0 = B∗

0(r, tn+θ), dada por (46) e

u0
α = u0

α(r, θ) = u(x(r, θ), 0)

v0
α = v0

α(r, θ) = v(x(r, θ), 0)

Dα = Dα(θ) , α = 1, 2, 3

5.1 Células Singulares

Quando o ponto fonte coincide com um dos vértices xα da célula, a célula é dita

célula singular. Como conseqüência, tem-se A = Aα e, portanto:

µα =
Aα

A
+

1

2A
[bαx + aαy] =





0 , se ξ 6= xα

1 , se ξ = xα

Por uma translação,

χ = x− ξ

pode-se fazer o ponto fonte ξ como origem do sistema e com isso, todas as células

podem ser tratadas como soma de três células singulares, como mostra a figura (9).

Figura 9: Ponto fonte ξ como origem do sistema para a célula singular
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A motivação para este procedimento é auxiliar a integração numérica dupla, no

sentido de reduzir erros de quadratura.

As integrais em r da equação (107) e (108) serão calculadas analiticamente;

a expressão anaĺıtica obtida é função de θ e será integrada numericamente por

quadratura de Gauss em θ.

Considerando a expressão (106), cada integral α de (107), α = 1, 2, 3, é escrita

como:

In+θ
Ωl,v0 =

1

c2

3∑

α=1

Rn+θ
αl v0

αl =
1

c2

3∑

α=1

Rn+θ
α v0

α

=
1

c2

3∑

α=1

∫ θγ

θβ

∫ Rα(θ)

0
U∗

0 µαrdrdθ v0
α

=
1

c2

3∑

α=1

∫ θγ

θβ

∫ Rα(θ)

0
U∗

0 (Cα + rDα)rdrdθ v0
α

=
1

c2

3∑

α=1

∫ θγ

θβ

{Cα

∫ Rα(θ)

0
U∗

0 rdr + Dα

∫ Rα(θ)

0
U∗

0 r2dr}dθ v0
α (109)

e, para a expressão (108):

In+θ
Ωl,u0 =

1

c

3∑

α=1

T n+θ
αl u0

αl =
1

c

3∑

α=1

T n+θ
α u0

α

=
1

c

3∑

α=1

∫ θγ

θβ

∫ Rα(θ)

0
{(1

r
U∗

0 −B∗
0)µα + U∗

0

dµα

dr
}rdrdθ u0

α

=
1

c

3∑

α=1

∫ θγ

θβ

∫ Rα(θ)

0
{1

r
U∗

0 (Cα + rDα)−B∗
0(Cα + rDα) + U∗

0 Dα}rdrdθ u0
α

=
1

c

3∑

α=1

∫ θγ

θβ

{Cα

∫ Rα(θ)

0
(U∗

0 − rB∗
0)dr

+ Dα(θ)
∫ Rα(θ)

0
(2rU∗

0 − r2B∗
0)dr} dθ u0

α (110)

com

Rα(θ) =





−2Aα

bα cos(θ) + aα sin(θ)
, se Rα(θ) < ctn+θ

ctn+θ , se Rα(θ) > ctn+θ

(111)

Adotando a notação descrita a seguir (α = 1, 2, 3):
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B1 = B1(Rα(θ), tn+θ) =
√

c2t2n+θ −R2
α(θ) (112)

B2 = B2(Rα(θ), tn+θ)

= ln(
ctn+θ +

√
c2t2n+θ −R2

α(θ

Rα(θ)
) = ln[

ctn+θ + B1

Rα(θ)
] (113)

B3 = B3(Rα(θ), tn+θ) = arcsin(
Rα(θ)

ctn+θ

) (114)

as integrais de (109) e (110) são resolvidas na variável r e as integrais (107) e (108)

são denotadas como:

In+θ
Ω,v0 =

1

c2

3∑

α=1

Rn+θ
α v0

α

=
1

c2

3∑

α=1

{
∫ θγ

θβ

Cα[R2
α(θ)B2 − ctn+θB1 + c2t2n+θ]dθ

+
∫ θγ

θβ

Dα(θ)
1

3
[2R3

α(θ)B2 − ctn+θRα(θ)B1 + c3t3n+θB3]dθ v0
α}

=
1

c2

3∑

α=1

∫ θγ

θβ

{CαE(θ) + Dα(θ)F (θ)}dθ v0
α (115)

e

In+θ
Ω,u0 =

1

c

3∑

α=1

T n+θ
α u0

α

=
1

c

3∑

α=1

{
∫ θγ

θβ

2Cα[Rα(θ)B2 −B1 + ctn+θ]dθ

+
∫ θγ

θβ

Dα(θ)[2R2
α(θ)B2 + c2t2n+θB3 −Rα(θ)B1]dθ u0

α}

=
1

c

3∑

α=1

∫ θγ

θβ

{CαM(θ) + Dα(θ)N(θ)}dθ u0
α (116)

onde, claramente:

E(θ) =
∫ Rα(θ)

0
U∗

0 rdr = R2
α(θ)B2 − ctn+θB1 + c2t2n+θ (117)

F (θ) =
∫ Rα(θ)

0
U∗

0 r2dr

=
1

3
(2R3

α(θ)B2 − ctn+θRα(θ)B1 + c3t3n+θB3) (118)
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M(θ) =
∫ Rα(θ)

0
(U∗

0 − rB∗
0)dr = 2(Rα(θ)B2 −B1 + ctn+θ) (119)

N(θ) =
∫ Rα(θ)

0
(2rU∗

0 − r2B∗
0)dr

= 2R2
α(θ)B2 + c2t2n+θB3 −Rα(θ)B1 (120)

Para a integração em θ, basta considerar a parametrização

θ = θ1ϕ1(η) + θ2ϕ2(η)

e usar a quadratura unidimensional de Gauss, com ϕ1(η) e ϕ2(η) dadas por (86) e

(87), respectivamente, sendo a variável η ∈ [−1, 1] e θ1 representando o valor de θ

para o ângulo inicial, θ2 o valor de θ no ângulo final.
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6 Cálculo do Potencial e suas Derivadas em Pon-

tos Internos

A discussão apresentada até agora concentrou-se no cálculo das incógnitas u e p

em pontos do contorno. Em geral, também é necessário que se obtenha o potencial

em pontos internos e suas derivadas espaciais
∂u

∂x
e

∂u

∂y
e temporal

∂u

∂t
. Como as

incógnitas de contorno já foram obtidas, o valor do potencial u em pontos seleciona-

dos ξ ∈ Ω (ξ /∈ Γ), pode ser obtido diretamente a partir da equação (91), com

c(ξ
i
) = ci = 1. Não é necessário, neste caso, resolver sistemas de equações, já que a

única incógnita na equação (91) é ui = u(ξ
i
). Os procedimentos de integração são

os mesmos já discutidos, sendo que neste caso não ocorrem integrais singulares em

r.

Como objeto de principal interesse deste caṕıtulo, as próximas seções mostrarão

como as derivadas
∂u

∂ξx

,
∂u

∂ξy

e
∂u

∂t
podem ser calculadas em pontos internos a partir

de equações integrais que resultam quando a equação (47) é derivada em relação às

coordenadas ξx e ξy e à variável temporal t, do ponto fonte. O fluxo pm(ξ, t) =
∂u

∂m
(m = m(ξ)), na direção m, pode ser obtido calculando-se a derivada direcional de

todos os termos que aparecem na equação (47), na direção do vetor unitário m(ξ).

A velocidade v(ξ, t) =
∂u

∂t
é obtida calculando-se a derivada temporal dos termos da

equação (47).

Um primeiro procedimento será analisar a situação em que as derivadas direcional

e temporal da equação (47) são calculadas nos pontos ξ interiores na ausência de

condições iniciais (exclúındo-se as integrais de domı́nio). Posteriormente será feita

uma análise da equação integral para as derivadas de (47) segundo m (derivada

direcional) e com relação a t (derivada temporal), para pontos ξ ∈ Ω incluindo-se

as condições iniciais.
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6.1 A Derivada Direcional da Equação Integral

O objetivo desta seção é obter uma formulação integral para a derivada da função

potencial u(x, t), segundo uma dada direção m, no ponto x = ξ pertencente ao

interior Ω da região Ω. Uma vez obtida a formulação desejada, pode-se particularizar

m na direção normal n, tomando-se m = n, e calcular os fluxos (px(ξ, t) e py(ξ, t)).

No caso de pontos internos, o vetor distância r = r(x, ξ), entre os pontos do

contorno Γ e do domı́nio Ω, é sempre não nulo e a equação não possui qualquer

singularidade na variável r.

Considerando-se um ponto fonte ξ pertencente ao interior Ω da região Ω tem-se,

neste caso, c(ξ) = 1 e a equação (38) é dada por:

4π
∫ t

0
u(ξ, τ)f(t− τ) dτ =

∫

Γ

∫ t+

0
u∗(r, t, τ)p(x, τ) dτ dΓ(x)

−
∫

Γ

∫ t+

0
u∗r(r, t, τ)u(x, τ) dτ

∂r

∂n
dΓ(x)

− 1

c

∫

Γ
u∗0(r, t)u

0(x)
∂r

∂n
dΓ(x)

+
1

c2

∫

Ω
u∗0(r, t)v

0(x) dΩ(x)

+
1

c

∫

Ω
[
1

r
u∗0(r, t)− b∗0(r, t)]u

0(x) dΩ(x)

+
1

c

∫

Ω
u∗0(r, t)

∂

∂r
[u0(x)] dΩ(x) (121)

onde, conforme definido no caṕıtulo 2, as funções

u∗(r, t, τ) = U∗(x, t, ξ, τ)H[c(t− τ)− r]

u∗r(r, t, τ) = U∗
r (x, t, ξ, τ)H[c(t− τ)− r]

b∗(r, t, τ) = B∗(x, t, ξ, τ)H[c(t− τ)− r]

são dadas por (28), (43) e (42), respectivamente. As funções relacionadas às condições

iniciais são:

u∗0(r, t) = u∗(r, t, 0) ,

b∗0(r, t) = b∗(r, t, 0) ,

50



u0(x) = u(x, 0) ,

v0(x) =
∂

∂τ
[u(x, τ)]|τ=0

e a função distância r = ‖r(x, ξ)‖ é dada por (11).

Tomando-se uma direção genérica m no ponto ξ = (ξx, ξy) ∈ Ω (figura 10) e

derivando-se (121) segundo m, tem-se:

∂

∂m
{4π

∫ t

0
u(ξ, τ)f(t− τ)dτ}

=
∂

∂m
{
∫

Γ

∫ t+

0
u∗(r, t, τ)p(x, τ)dτdΓ(x)}

− ∂

∂m
{
∫

Γ

∫ t+

0
u∗r(r, t, τ)u(x, τ)dτ

∂r

∂n
dΓ(x)}

− ∂

∂m
{1

c

∫

Γ
u∗0(r, t)u

0(x)
∂r

∂n
dΓ(x)}

+
∂

∂m
{ 1

c2

∫

Ω
u∗0(r, t)v

0(x)dΩ(x)}

+
∂

∂m
{1

c

∫

Ω
[
1

r
u∗0(r, t)− b∗0(r, t)]u

0(x)dΩ(x)}

+
∂

∂m
{1

c

∫

Ω
u∗0(r, t)

∂

∂r
[u0(x)]dΩ(x)} (122)

ou simplificando a notação para as integrais de domı́nio:

4π
∫ t

0

∂

∂m
{u(ξ, τ)]f(t− τ)}dτ

=
∫ t+

0

∂

∂m
{
∫

Γ
u∗(r, t, τ)p(x, τ)dΓ(x)}dτ

−
∫ t+

0

∂

∂m
{
∫

Γ
u∗r(r, t, τ)u(x, τ)

∂r

∂n
dΓ(x)}dτ

− ∂

∂m
{
∫

Γ
u∗0(r, t)u

0(x)
∂r

∂n
dΓ(x)}

+
∂

∂m
{IΩ,v0 + IΩ,u0} (123)

onde

IΩ,v0 =
1

c2

∫

Ω
u∗0(r, t)v

0(x)dΩ(x) (124)

e

IΩ,u0 =
1

c

∫

Ω
[
1

r
u∗0(r, t)− b∗0(r, t)]u

0(x)dΩ(x)

+
1

c

∫

Ω

1

c
u∗0(r, t)

∂

∂r
[u0(x)]dΩ(x) (125)

51



Figura 10: Definição dos vetores unitários

Embora não existam singularidades provenientes da variável r nas integrais de

contorno, as integrais na variável temporal τ produzem singularidades devido à

posição de frente de onda quando tk+1 = tr e, para a obtenção das expressões da

derivada direcional da equação (123), a teoria de parte finita de integral será aplicada

às integrais singulares dos núcleos temporais. Assim, na ausência de condições

iniciais e fazendo uso do conceito de Haddamard [7] (parte finita de integral) para

núcleos singulares, a equação (123) é escrita como:

4π
∫ t

0

∂

∂m
{u(ξ, τ)]f(t− τ)dτ}

= −
∫

Γ

∫ t+

0
u∗r(r, t, τ)p(x, τ) dτ(r ·m) dΓ(x)

+
∫

Γ
{
∫ t+

0
= u∗rr(r, t, τ)u(x, τ) dτ (r ·m)(r · n)

−
∫ t+

0
U∗

r (r, t, τ)u(x, τ) dτ
1

r
[(r ·m)(r · n)− (m · n)]}dΓ (126)

onde: ∫ t+

0
= u∗rr(r, t, τ)u(x, τ) dτ =

lim
η→tr

{
∫ η

0
U∗

rr(r, t, τ)u(x, τ) dη − 1

c
(U∗

r (r, t, η)u(x, η)} (127)

define a parte finita da integral, (r ·m), (r ·n), (m ·n) representam o produto interno

dos vetores unitários r, m e n, no ponto ξ, u∗r =
∂

∂r
[u∗(r, t, τ)] e u∗rr =

∂2

∂r2
[u∗(r, t, τ)],
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com U∗
r (r, t, τ) dada por (72) e

U∗
rr(r, t, τ) =

∂U∗
r

∂r
= −2c3(t− τ)3 − 4c(t− τ)r2

r2[c2(t− τ)2 − r2]3/2
(128)

Os detalhes dos cálculos de cadda termo da equação integral (126) encontram-se

no Apêndice A.

A resolução numérica exige uma forma discreta temporal e espacial para a

equação (126) e os procedimentos discutidos a seguir são os mesmos já apresen-

tados para a solução em pontos no contorno.

6.1.1 A Discretização Temporal

Para a discretização temporal, novamente considera-se uma partição em [0, t] sobre

a qual as integrais serão efetuadas em cada subintervalo [tk, tk+1], observando-se

a posição da frente de onda, da solução fundamental, dada por tr. Sobre cada

intervalo, as funções u e p serão interpoladas linearmente pelas funções φk
I (τ) e

φk
F (τ), dadas por (51) e (52) e calculadas analiticamente.

Para os pontos ξ internos, as soluções obtidas no contono Γ, já calculadas, con-

tribuem para o pós-processamento. Desta maneira, o método θ para cálculo da

solução em pontos internos torna-se dispensável. Portanto, para pontos internos,

basta tomar θ = 1 (ver equações (64) e (65)) para se calcular diretamente a solução

do potencial u e derivadas no tempo tn+1 = tN .

Na forma discreta temporal, a equação (126) (ausência de condições iniciais) é

representada como:

4π
N∑

k=0

∫ tk+1

tk

f(tN − τ){∂uk(ξ)

∂m
φI(τ) +

∂uk+1(ξ)

∂m
φF (τ)}dτ

=
∫

Γ

N∑

k=0

∫ T

tk

u∗r(r, tN , τ){pk(x)φI(τ) + pk+1(x)φF (τ)} dτ (r ·m) dΓ(x)

−
∫

Γ

N∑

k=0

∫ T

tk

= u∗rr(r, tN , τ){uk(x)φI(τ) + uk+1(x)φF (τ)} dτ (r ·m)(r · n)dΓ(x)

−
∫

Γ

N∑

k=0

∫ tr

0
u∗r(r, tN , τ)uk(x)φI(τ) dτ

1

r
[(r ·m)(r · n)− (m · n)] }dΓ
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−
∫

Γ

N∑

k=0

∫ tr

0
u∗r(r, tN , τ)uk+1(x)φF (τ) dτ

1

r
[(r ·m)(r · n)− (m · n)] }dΓ (129)

É conveniente lembrar que, neste trabalho, F (tN − τ) = 1. Com isto:

∫ tk+1

tk

F (tN − τ)φI(τ)dτ =
∫ tk+1

tk

φI(τ)dτ =
1

2
∆t

∫ tk+1

tk

F (tN − τ)φF (τ)dτ =
∫ tk+1

tk

φF (τ)dτ =
1

2
∆t

Adotando-se uma notação simplificada, análoga às apresentadas em (94)-(106),

as expressões dos núcleos de (129) são listadas a seguir.

∂

∂r
[gk

I (r, tN)] =
∂gk

I

∂r
=

∫ T

tk

u∗r(r, tN , τ)φI(τ) dτ

∂

∂r
[gk

F (r, tN)] =
∂gk

F

∂r
=

∫ T

tk

u∗r(r, tN , τ)φF (τ) dτ

∂

∂r
[hk

I (r, tN)] =
∂hk

I

∂r
=

∫ T

tk

= u∗rr(r, tN , τ)φI(τ) dτ

∂

∂r
[hk

F (r, tN)] =
∂hk

F

∂r
=

∫ T

tk

= u∗rr(r, tN , τ)φF (τ) dτ

onde T é dado por (70).

Com esta notação e reservando-se os termos incógnitas no último instante tn,

pode-se reescrever (129) como:

2π∆t
∂uN(ξ)

∂m
−

∫

Γ

∂gn
F

∂r
pN(x)(r ·m) dΓ(x) +

∫

Γ
{∂hn

F

∂r
(r ·m)(r · n) + hN

F

1

r
[(r ·m)(r · n)− (m · n)]}uN(x) dΓ

= −2π∆t{
n−1∑

k=0

[
∂uk(ξ)

∂m
+

∂uk+1(ξ)

∂m
}

+
∫

Γ

∂gn
I

∂r
pn(x) (r ·m) dΓ(x) +

∫

Γ

n−1∑

k=0

{∂gk
I

∂r
pk(x) +

∂gk
F

∂r
pk+1(x)} (r ·m) dΓ(x)

−
∫

Γ
{∂hn

I

∂r
(r ·m)(r · n) + hn

I

1

r
[(r ·m)(r · n)− (m · n)]}un(x)} dΓ

−
∫

Γ

n−1∑

k=0

{∂hk
I

∂r
uk(x) +

∂hk
F

∂r
uk+1(x)} (r ·m)(r · n) dΓ(x)

−
∫

Γ

n−1∑

k=0

{hk
Iu

k(x) + hk
F uk+1(x)} 1

r
[(r ·m)(r · n)− (m · n)] }dΓ (130)
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Para resultados finais das expressões dos núcleos temporais, ainda deve-se levar

em consideração a posição de frente de onda, caracterizada pelo tempo retardado tr

e descrita no caṕıtulo (3.3).

Observa-se que os núcleos de
∂gk

I

∂r
e de

∂gk
F

∂r
são idênticos aos núcleos de hk

I e de

hk
F e suas expressões anaĺıticas são, portanto, dadas pelas equações (85) e (84).

Para os núcleos temporais de
∂hk

I

∂r
e de

∂hk
F

∂r
a função urr produz singularidade

quando τ = tr e deve-se, portanto, considerar o conceito de parte finita, descrito

pela equação (127).

Os três casos posśıveis são novamente descritos abaixo, juntamente com as ex-

pressões dos núcleos que fazem uso do conceito de parte finita, que são diferentes

em cada situação.

caso 1: tk < tr < tk+1 = tn

caso 2: tk < tr < tk+1 < tn

∂hk
I

∂r
=

∫ tr

tk

= u∗rr(r, tn, τ)φI(τ) dτ +
1

c
u∗r(r, tn, tk) (131)

∂hk
F

∂r
=

∫ tr

tk

= u∗rr(r, tn, τ)φF (τ) dτ (132)

caso 3: tk < tk+1 < tr < tn

∂hk
I

∂r
=

∫ tr

tk

U∗
rr(r, tn, τ)φI(τ) dτ +

1

c
U∗

r (r, tn, tk) (133)

∂hk
F

∂r
=

∫ tr

tk

U∗
rr(r, tn, τ)φF (τ) dτ − 1

c
U∗

r (r, tn, tk+1) (134)

Tomando-se a notação descrita por (76) – (81), as expressões anaĺıticas de (131)

e (132), resultado das integrais dos núcleos temporais para o caso 1 ou 2, são apre-

sentadas abaixo, numa forma compacta.

∂hk
F

∂r
=

1

c2r2∆t
(r2A6 + A4A5 − ln(r))

∂hk
I

∂r
=

2

cr2

A2
4

A5

− 2

cr

A4

A5

− ∂hk
F

∂r
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As expressões anaĺıticas para o caso 3, equações (133) e (134), são:

∂hk
F

∂r
=

−2

c2r2∆t
{(A4 − 1

2
A1)A2 + r2(

A4 − A1

A2

) +
1

2
r2A3 −

1

2
A4A5 − 1

2
r2A6}

∂hk
I

∂r
= − 2

cr2
(
A2

1

A2

− A2
4

A5

)− 2

cr
(
A4

A5

− A1

A2

)− ∂hk
F

∂r

6.1.2 A Discretização Espacial - Contorno

Para a discretização espacial de (130) sobre o contorno Γ, tomam-se os mesmos

procedimentos descritos no caṕıtulo 4: – serão consideradas uma partição Γj sobre

o contorno Γ e as funções de interpolação ϕ1(η) e ϕ2(η), dadas por (86) e (87) sobre

elementos isoparamétricos lineares e nas funções incógnitas u e p.

A forma discreta no contorno da equação (130) é dada pelo sistema de equações

lineares

2π∆t
∂uN

i

∂m
−

M∑

j=1

(
∂GF

∂r
)n
ijp

N
j +

M∑

j=1

{(∂HF

∂r
)n
ij + HIrn

ij}uN
j

= − 2π∆t { ∂un
i

∂m
+

n−1∑

k=0

{∂uk
i

∂m
+

∂uk+1
i

∂m
}}

+
M∑

j=1

pn
j (

∂GI

∂r
)n
ij +

n−1∑

k=0

M∑

j=1

{pk
j (

∂GI

∂r
)k
ij + pk+1(

∂GI

∂r
)k
ij}

−
M∑

j=1

un−1
j (

∂HI

∂r
)n
ij −

n−1∑

k=0

M∑

j=1

{uk
j (

∂HI

∂r
)k
ij + uk+1

j (
∂HF

∂r
)k
ij}

−
M∑

j=1

un
i HIrn

ij −
n−1∑

k=0

M∑

j=1

{uk
j HIrk

ij + uk+1
j HFrk

ij} (135)

A montagem do sistema acima é executada com o cálculo das matrizes ele-

mentares (de ordem (1× 2)), descritas como:

(
∂GI

∂r
)k
ij =

[
(
∂GI

∂r
)k
1j (

∂GI

∂r
)k
2j

]

(
∂GF

∂r
)k
ij =

[
(
∂GF

∂r
)k
1j (

∂GF

∂r
)k
2j

]
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(
∂HI

∂r
)k
ij =

[
(
∂HI

∂r
)k
1j

l−1∑

k=0

(
∂HI

∂r
)k
2j

]

(
∂HF

∂r
)k =

[
(
∂HF

∂r
)k
1j

l−1∑

k=0

(
∂Hj

∂r
)k
2j

]

HIrk
j =

[
HIk

1j HIk
1j

]

HFrk
j =

[
HF k

1j HF k
2j

]

onde os coeficientes de cada matriz elementar são dado por:

(
∂GI

∂r
)k
1j =

∫ 1

−1
ϕ1(η)

∂gIk
1j

∂r
(r ·m)‖J(η)‖dη

(
∂GI

∂r
)k
2j =

∫ 1

−1
ϕ2(η)

∂gIk
2j

∂r
(r ·m)‖J(η)‖dη

(
∂GF

∂r
)k
1j =

∫ 1

−1
ϕ1(η)

∂gF k
1j

∂r
(r ·m)‖J(η)‖dη

(
∂GF

∂r
)k
2j =

∫ 1

−1
ϕ2(η)

∂gF k
2j

∂r
(r ·m)‖J(η)‖dη

(
∂HI

∂r
)k
1j =

∫ 1

−1
ϕ1(η)

∂hIk
1j

∂r
[(r ·m)(r · n)]‖J(η)‖dη

(
∂HI

∂r
)k
2j =

∫ 1

−1
ϕ2(η)

∂hIk
2j

∂r
[(r ·m)(r · n)]‖J(η)‖dη

(
∂HF

∂r
)k
1j =

∫ 1

−1
ϕ1(η)

∂hF k
1j

∂r
[(r ·m)(r · n)]‖J(η)‖dη

(
∂HF

∂r
)k
2j =

∫ 1

−1
ϕ2(η)

∂hF k
2j

∂r
[(r ·m)(r · n)]‖J(η)‖dη

HIrk
1j =

∫ 1

−1
ϕ1(η)hIk

1j[(r ·m)(r · n)− (m · n)]‖J(η)‖dη

HIrk
2j =

∫ 1

−1
ϕ2(η)hIk

2j[(r ·m)(r · n)− (m · n)]‖J(η)‖dη

HFrk
1j =

∫ 1

−1
ϕ1(η)hF k

1j[(r ·m)(r · n)− (m · n)]‖J(η)‖dη

HFrk
2j =

∫ 1

−1
ϕ2(η)hF k

2j[(r ·m)(r · n)− (m · n)]‖J(η)‖dη

A numeração local 1, 2 dos coeficientes descritos acima está relacionada com o nós
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inicial (1) e final (2) de cada elemento j.

Os termos à direita do sistema (135) contribuem para o termo independente, jun-

tamente com o remanejamento dos valores de u e p prescritos no contorno, conforme

já discutido no caṕıtulo 4.

As derivadas px(ξ) =
∂u

∂ξx

e py(ξ) =
∂u

∂ξy

podem então ser calculados a partir

do sistema (135) tomando-se os vetores unitários i na direção x e j na direção j,

respectivamente.

6.1.3 Condições Iniciais

Considerando-se as condições iniciais, as derivadas das equações (124) e (125) devem

ser inclúıdas em (126).

Toda a discussão apresentada no caṕıtulo (5) deve ser aqui considerada, para

efeitos de implementação numérica da nova equação integral, que é proveniente da

derivada de (38) numa dada direção m.

Derivando-se (124) e (125) numa dada direção m:

∂

∂m
(IΩ,v0 + IΩ,u0) =

∂(IΩ,v0)

∂m
+

∂(IΩ,u0)

∂m

=
∂

∂m
{ 1

c2

∫

Ω
u∗0(r, t)v

0(x)dΩ(x)}

+
∂

∂m
{1

c

∫

Ω
[
1

r
u∗0(r, t)− b∗0(r, t)]u

0(x)dΩ(x)}

+
∂

∂m
{1

c

∫

Ω

1

c
u∗0(r, t)

∂

∂r
[u0(x)]dΩ(x)} (136)

As integrais em (136) podem ser executadas fazendo-se uso da fórmula geral

apresentada abaixo (conforme referência [11]).

Dada a função L = L(F(x, y, x0, y0),G(x, y, x0, y0)) e sua representação integral

I(L) =
∫ x2

x1

∫ y2

y1

Ldydx

onde x1 = x1(x0, y0), x2 = x2(x0, y0), y1 = y1(x, x0, y0) e y2 = y2(x, x0, y0), as
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seguintes relações são válidas:

∂I(L)

∂x0

=
dx2

dx0

∫ y2

y1

L|x=x2dy − dx1

dx0

∫ y2

y1

L|x=x1dy

+
∫ x2

x1

{dy2

dx0

L|y=y2 −
dy1

dx0

L|y=y1 +
∫ y2

y1

[
∂L
∂F

∂F
∂x0

+
∂L
∂G

∂G
∂x0

]dy}dx

(137)

e

∂I(L)

∂y0

=
dx2

dy0

∫ y2

y1

L|x=x2dy − dx1

dy0

{
∫ x2

x1

L|x=x1dx

+
∫ x2

x1

dy2

dy0

L|y=y2 −
dy1

dy0

L|y=y1 +
∫ y2

y1

[
∂L
∂F

∂F
∂y0

+
∂L
∂G

∂G
∂y0

]dy}dx

(138)

Adotando-se a notação descrita por (107) e (108), a derivada (136) é escrita

como:

∂(IΩ,v0)

∂m
+

∂(IΩ,u0)

∂m
=

∂(RN
α )

∂m
v0

α +
∂(T N

α )

∂m
u0

α (139)

Cada derivada de (139) será executada separadamente, segundo a direção dos

vetores unitários x0 e y0 onde serão usadas as relações (137) e (138). Analisando-se

inicialmente a derivada segundo a direção do vetor x0, tem-se:

∂(RN
α )

∂x0

=
∂

∂x0

{
∫ θγ

θβ

∫ Rα(θ)

0
U∗

0 µαrdrdθ}

=
3∑

α=1

{dθγ

dx0

∫ Rα(θ)

0
U∗

0 µα|θ=θγrdrdθ − dθβ

dx0

∫ Rα(θ)

0
U∗

0 µα|θ=θβ
rdrdθ

+
∫ θγ

θβ

[
dRα(θ)

dx0

(U∗
0 µαr)|r=Rα(θ) +

∫ Rα

0
U∗

0

∂µα

∂x0

rdr]dθ} (140)

∂(T N
α )

∂x0

=
∂

∂x0

{
∫ θγ

θβ

∫ Rα(θ)

0
[(

1

r
U∗

0 −B∗
0)µα + U∗

0

dµα

dr
]rdrdθ}

=
3∑

α=1

{dθγ

dx0

∫ Rα(θ)

0
[(

1

r
U∗

0 −B∗
0)µα + U∗

0 Dα]|θ=θγrdrdθ

− dθβ

dx0

∫ Rα(θ)

0
[(

1

r
U∗

0 −B∗
0)µα + U∗

0 Dα]|θ=θβ
rdrdθ

+
∫ θγ

θβ

{dRα(θ)

dx0

([(
1

r
U∗

0 −B∗
0)µα + U∗

0 Dα]r)|r=Rα(θ)

+
∫ Rα

0
[(

1

r
U∗

0 −B∗
0)µα + U∗

0 Dα]
∂µα

∂x0

rdr}dθ} (141)
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onde:

dθγ

dx0

=
dθ

dx0

|θ=θγ =
sin(θγ)

Rα(θγ)
(142)

dθβ

dx0

=
dθ

dx0

|θ=θβ
=

sin(θβ)

Rα(θβ)
(143)

dRα(θ)

dx0

=
dRα(θ)

dAα

dAα

dx0

=
−bα

bα cos(θ) + aα sin(θ)
(144)

dµα

dx0

=
bα

2A
(145)

De uma maneira inteiramente análoga, pode-se estabelecer:

∂(RN
α )

∂y0

=
∂

∂y0

{
∫ θγ

θβ

∫ Rα(θ)

0
U∗

0 µαrdrdθ}

=
3∑

α=1

{dθγ

dy0

∫ Rα(θ)

0
U∗

0 µα|θ=θγrdrdθ − dθβ

dy0

∫ Rα(θ)

0
U∗

0 µα|θ=θβ
rdrdθ

+
∫ θγ

θβ

[
dRα(θ)

dy0

(U∗
0 µαr)|r=Rα(θ) +

∫ Rα

0
U∗

0

∂µα

∂y0

rdr]dθ} (146)

e

∂(T N
α )

∂y0

=
∂

∂y0

{
∫ θγ

θβ

∫ Rα(θ)

0
[(

1

r
U∗

0 −B∗
0)µα + U∗

0

dµα

dr
]rdrdθ}

=
3∑

α=1

{dθγ

dy0

∫ Rα(θ)

0
[(

1

r
U∗

0 −B∗
0)µα + U∗

0 Dα]|θ=θγrdrdθ

− dθβ

dy0

∫ Rα(θ)

0
[(

1

r
U∗

0 −B∗
0)µα + U∗

0 Dα]|θ=θβ
rdrdθ

+
∫ θγ

θβ

{dRα(θ)

dy0

([(
1

r
U∗

0 −B∗
0)µα + U∗

0 Dα]r)|r=Rα(θ)

+
∫ Rα

0
[(

1

r
U∗

0 −B∗
0)µα + U∗

0 Dα]
∂µα

∂y0

rdr}dθ} (147)

onde

dθγ

dy0

=
dθ

dy0

|θ=θγ =
− cos(θγ)

Rα(θγ)
(148)

dθβ

dy0

=
dθ

dy0

|θ=θβ
=
− cos(θβ)

Rα(θβ)
(149)

dRα(θ)

dy0

=
dRα(θ)

dAα

dAα

dy0

=
−aα

bα cos(θ) + aα sin(θ)
(150)

dµα

dy0

=
aα

2A
(151)
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Em cada resultado obtido acima, equações (140), (141), (146) e (147), as ex-

pressões gerais para a implementação numérica, no caso de condições iniciais, são

descritas abaixo, com χ = x0 ou χ = y0.

∂(RN
α )

∂χ
=

3∑

α=1

{Cα[
dθγ

dχ
E(θγ)− dθβ

dχ
E(θβ)

+
∫ θβ

θγ

dRα(θ)

dχ
U∗

0 (Rα(θ))Rα(θ)dθ]}

+ Dα(θγ)
dθγ

dχ
F (θγ)−Dα(θβ)

dθβ

dχ
F (θβ)

+
∫ θβ

θγ

Dα(θ)[
dRα(θ)

dχ
U∗

0 (Rα(θ))R2
α(θ)dθ + E(θ)]} (152)

∂(T N
α )

dχ
=

3∑

α=1

{Cα[
dθγ

dχ
M(θγ)− dθβ

dχ
M(θβ)

+
∫ θβ

θγ

dRα(θ)

dχ
{U∗

0 (Rα(θ))−Rα(θ)B∗
0(Rα(θ))}+ Nn(θ)]dθ]

+ Dα(θγ)
dθγ

dχ
N(θγ)−Dα(θβ)

dθβ

dχ
N(θβ)

+
∫ θβ

θγ

Dα(θ)
dRα(θ)

dχ
{2Rα(θ)U∗

0 (Rα(θ))−R2
α(θ)B∗

0(Rα(θ))}dθ

+
∫ θβ

θγ

Dα(θ)N(θ)dθ (153)

com E(θ), F (θ), M(θ) e N(θ) dadas por (117) – (119).

As expressões finais são estabelecidas mediante a análise das duas posśıveis

situações de Rα(θ) impostas por tr, devendo obedecer à definição (111). Proce-

dendo à análise e adotando-se a notação definida em (112), (113) e (114), cada caso

é descrito abaixo.

• Caso 1 Rα(θ) < ctN :

Para este caso, tem-se:

Rα(θ) =
−2Aα

bα cos(θ) + aα sin(θ)
(154)

Bn
1 =

√
ct2N −R2

α(θ) (155)

Bn
2 = ln(ctN + A2)− ln(Rα(θ)) (156)

Bn
3 = arcsin(

Rα(θ)

ctN
) (157)
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• Caso 2 Rα(θ) > ctN :

Para este caso, tem-se:

Rα(θ) = ctN (158)

Bn
1 = 0 (159)

Bn
2 = 0 (160)

Bn
3 =

π

2
(161)
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6.2 A Derivada Temporal da Equação Integral

O objetivo desta seção é obter uma formulação integral para a derivada no tempo

da equação integral (121).

Assim, derivando (121) em relação a variável temporal t, pode-se escrever:

∂

∂t
{
∫ t

0
4πu(ξ, τ)f(t− τ)dτ} =

=
∂

∂t
{
∫

Γ

∫ t+

0
u∗(r, t, τ)p(x, τ)dτdΓ(x)}

− ∂

∂t
{
∫

Γ

∫ t+

0
u∗r(r, t, τ)u(x, τ)dτ

∂r

∂n
dΓ(x)}

− ∂

∂t
{1

c

∫

Γ
u∗0(r, t)u0(x)

∂r

∂n
dΓ(x)}

+
∂

∂t
{IΩ,v0 + IΩ,u0} (162)

As expressões obtidas, para F (t− τ) = 1, são:

4π
∂

∂t
{u(ξ, τ)}

=
∫

Γ

∫ t+

0

∂

∂t
{u∗(r, t, τ)}p(x, τ)dτdΓ(x)

−
∫

Γ

∫ t+

0

∂

∂t
{u∗r(r, t, τ)}u(x, τ)dτ

∂r

∂n
dΓ(x)

− 1

c

∫

Γ

∂

∂t
{u∗0(r, t)}u0(x)

∂r

∂n
dΓ(x)

+
∂

∂t
{IΩ,v0 + IΩ,u0} (163)

Uma primeira análise a ser feita é com relação a ausência de condições iniciais.

Excluindo-se então as condições iniciais, tem-se:

4π
∂

∂t
{u(ξ, τ)}dτ

=
∫

Γ

∫ tr

0

∂

∂t
{u∗(r, t, τ)}p(x, τ)dτdΓ(x)

−
∫

Γ

∫ tr

0

∂

∂t
{u∗r(r, t, τ)}u(x, τ)dτ

∂r

∂n
dΓ(x) (164)

Um tratamento especial deve ser dado à segunda integral à direita da igualdade

de (164) pois a derivada apresenta singularidade no núcleo relacionado à função u∗rt.
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A maneira de trata-la é fazendo uso do conceito de parte finita de uma integral [7].

Com este conceito, a equação (164) pode ser representada como:

4πut(ξ, τ) =
∫

Γ

∫ tr

0
u∗t (r, t, τ)p(x, τ)dτdΓ(x)

−
∫

Γ

∫ tr

0
= u∗rt(x, t, ξ)u(x, τ)dτ

∂r

∂n
dΓ(x)

que é a equação da formulação clássica com a a consideração de variação linear tanto

para u quanto para p. Por analogia ao trabalho de Carrer e Mansur, referência [11],

tem-se:

∫ tr

0
= u∗rt(x, t, ξ)u(x, τ)dτ =

lim
η→tr=t− r

c

{
∫ η

0
u∗rt(r, t, τ)p(x, τ)dτ + U∗

r (r, t, η)u(x, η)}

6.2.1 Determinação dos Núcleos Temporais

A discretização temporal de (165) pode ser tomada de uma forma semelhante a

exposta na seção 6.1.1 e representada por:

4πuN(ξ)

=
∫

Γ

N∑

k=0

∫ T

tk

U∗
t (r, tN , τ){pk(x)φI(τ) + pk+1(x)φF (τ)} dτdΓ(x)

−
∫

Γ

N∑

k=0

∫ T

tk

= U∗
rt(r, tN , τ){uk(x)φI(τ) +

uk+1(x)φF (τ)} dτ
∂r

∂n
dΓ(x) (165)

É necessário estabelecer os núcleos procedentes das derivadas. A derivada

∂

∂t
{U∗(r, t, τ)} = U∗

t (r, t, τ) = −U∗
τ (r, t, τ)

foi explicitada por (74) e

∂

∂t
{U∗

r (r, t, τ)} = U∗
rt(r, t, τ) =

2cr

[c2(t− τ)2 − r2]3/2
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Para os núcleos das derivadas temporais, num intervalo de tempo [tk, tk+1], tem-

se a seguinte notação:

∂

∂t
{gk

I (r, tN)} =
∂gk

I

∂t
=

∂

∂t
{
∫ T

tk

u∗(r, tN)φI(τ)dτ}
∂

∂t
{gk

f (r, tN)} =
∂gk

F

∂t
=

∂

∂t
{
∫ T

tk

u∗(r, tN)φF (τ)dτ}
∂

∂t
{hk

I (r, tN)} =
∂hk

I

∂t
=

∫ T

tk

=
1

c
u∗rt(r, tN)φI(τ)dτ

∂

∂t
{hk

F (r, tN)} =
∂hk

F

∂t
=

∫ T

tk

= u∗rt(r, tN)φI(τ)dτ

Analogamente como no caṕıtulo (3), a equação (165) pode ser escrita como

4πuN(ξ) =
∫

Γ

N∑

k=0

{uk(x, τ)
∂gk

I

∂t
+ uk+1(x, τ)

∂gk
F

∂t
}dΓ(x)

−
∫

Γ

n−1∑

k=0

{uk
r(x, τ)

∂hk
I

∂t
+ uk+1(x, τ)

∂hk
F

∂t
}dΓ(x) (166)

Com a notação acima e as dadas por (76)–(81), os núcleos das derivadas são

denotados abaixo, descrevendo cada posśıvel situação.

• caso 1: tk < tr < tk+1 = tN

• caso 2: tk < tr < tk+1 < tN

∂

∂t
{gk

F (r, tN)} =
∂gk

F

∂t
=

2

c∆t
(A4(A6 − ln(r))− A5)

∂

∂t
{gk

I (r, tN)} =
∂gk

I

∂t
= 2(A6 − ln(r))− ∂gk

F

∂t
∂

∂t
{hk

F (r, tN)} =
∂hF

∂t
= − 2A5

cr∆t
∂

∂t
{hk

I (r, tN)} =
∂hk

I

∂t
=

2(r − A4)

rA5

− ∂hk
F

∂t

• caso 3: tk < tk+1 < tr < tN

∂

∂t
{gk

F (r, tN)} =
∂gk

F

∂t
=

2

c∆t
(A4(A6 − A3) + A2 − A5)

∂

∂t
{gk

I (r, tN)} =
∂gk

I

∂t
= 2(A6 − A3)− ∂gk

F

∂t

65



∂

∂t
{hk

F (r, tN)} =
∂hk

F

∂t
=

2

cr∆t
(
A1A4 − r2

A2

− A5)− 2

A2

∂

∂t
{hk

I (r, tN)} =
∂hk

I

∂t
=

2

r
(
A1

A2

− A4

A5

) +
2

A5

− 2

A2

− ∂hk
F

∂t

onde, novamente, cada um dos dois casos descritos nos resultado acima depende da

posição da frente de onda.

Uma última observação deve ser feita com relação à solução uN
t (ξ): – os núcleos

∂gk
I

∂t
e

∂gk
F

∂t
podem ser facilmente obtidos derivando-se diretamente as expressões de

gk
I e gk

F enquanto que para os núcleos
∂hk

I

∂t
e

∂hk
F

∂t
deve-se proceder aos cálculos das

integrais como parte finita.

6.2.2 A Discretização Espacial - Contorno

Uma vez obtidos os núcleos temporais, o procedimento para a discretização do con-

torno é a mesma descrita na seção 6.1.2 para as integrais de contorno.

A forma discreta no contorno da equação (166) é dada pelo sistema

4π (ut)
N
i −

M∑

j=1

(
∂GF

∂t
)n
ijp

N
j +

M∑

j=1

(
∂HF

∂t
)n
iju

N
j

=
M∑

j=1

pn
j (

∂GI

∂t
)n
ij +

n∑

k=0

M∑

j=1

{pk
j (

∂GI

∂t
)k
ij + pk+1(

∂GF

∂t
)k
ij}

−
M∑

j=1

un
j (

∂HI

∂t
)n
ij +

n∑

k=0

N∑

j=1

{uk
j (

∂HI

∂t
)k
ij + uk+1

j (
∂HF

∂r
)k
ij} (167)

A montagem do sistema (167) é executada com o aux́ılio das matrizes elementares

já descritas, onde os coeficientes elementares são expostos abaixo.

(
∂GIj

∂t
)k
11 =

∫ 1

−1
ϕ1(η)

∂gIk
1j

∂t
‖J(η)‖dη

(
∂GIj

∂t
)k
12 =

∫ 1

−1
ϕ2(η)

∂gIk
2j

∂t
‖J(η)‖dη

(
∂GFj

∂t
)k
11 =

∫ 1

−1
ϕ1(η)

∂gF k
1j

∂t
‖J(η)‖dη

(
∂GFj

∂t
)k
12 =

∫ 1

−1
ϕ2(η)

∂gF k
2j

∂t
‖J(η)‖dη
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(
∂HIj

∂t
)k
11 =

∫ 1

−1
ϕ1(η)

∂hIk
1j

∂t

∂r

∂n
‖J(η)‖dη

(
∂HIj

∂t
)k
12 =

∫ 1

−1
ϕ2(η)

∂hIk
2j

∂t

∂r

∂n
‖J(η)‖dη

(
∂HFj

∂t
)k
11 =

∫ 1

−1
ϕ1(η)

∂hF k
1j

∂t

∂r

∂n
‖J(η)‖dη

(
∂HFj

∂t
)k
12 =

∫ 1

−1
ϕ2(η)

∂hF k
2j

∂t

∂r

∂n
‖J(η)‖dη

Cada integral de (167) é resolvida numericamente com o esquema de Gauss para

a quadratura.

6.2.3 Condições Iniciais

Considerando as condições iniciais e toda a discussão da seção 3.1, as parcelas da

equação (167)

−1

c

∫

Γ

∂

∂t
{u∗0(r, t)}u0(x)

∂r

∂n
dΓ(x) (168)

e

∂

∂t
{IΩ,v0 + IΩ,u0} (169)

que contém as condições iniciais devem

As integrais em Ω (equação (169)) são discretizadas com o uso de células trian-

gulares, descrito no caṕıtulo 5

Fazendo-se uso das relações (137) e (138) e adotando-se a notação descrita por

(107) e (108), a derivada (169) é escrita como

∂(IΩ,v0)

∂t
+

∂(IΩ,u0)

∂t
=

∂(RN
α )

∂t
v0

α +
∂(T N

α )

∂t
u0

α (170)

As derivadas são calculadas separadamente e suas expressões são dadas abaixo,

para cada situação descrita como casos 1 e caso 2.

• Caso 1 Rα(θ) < ctN :

67



Para este caso, tem-se:

∂(RN
α )

∂t
=

∫ θγ

θβ

{Cα[2− tNU∗
0 ]

+ DαctN [2 arcsin(
Rα(θ)

ctN
)− 1

c
U∗

0 Rα(θ)} dθ (171)

∂(T N
α )

∂t
=

∫ θγ

θβ

{−Cα[U∗
0 −Rα(θ)B∗

0 ]

+ Dα[2c arcsin(
Rα(θ)

ctN
)− 2U∗

0 Rα(θ)−B∗
0R

2
α(θ)}dθ

(172)

• Caso 2 Rα(θ) > ctN :

Para este caso, tem-se:

∂(RN
α )

∂t
= 2Cα(θγ − θβ)

+ ctNπ
bα[sin(θγ)− sin(θβ)]− aα[cos(θγ)− cos(θβ)]

2A
(173)

∂(T N
α )

∂t
= cπ

bα[sin(θγ)− sin(θβ]− aα[cos(θγ)− cos(θβ)]

2A
(174)
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7 Resultados Numéricos

O procedimento numérico descrito neste trabalho será validado com a análise de

dois exemplos descritos abaixo.

O primeiro exemplo descreve uma barra unidimensional submetida a uma função

de força do tipo Heaviside aplicada no tempo t = 0 e mantida constante. Nele serão

descritos duas situações:

• As condições iniciais impostas são nulas: exemplo I.1.

• Serão impostas condições iniciais no potencial u = u0 e velocidade v = v0:

exemplo I.2.

Em ambas as situações, serão calculadas as soluções do potencial u e do fluxo p

no contorno bem como o potencial e derivadas em pontos internos.

O segundo exemplo consiste de uma membrana quadrada com velocidade inicial

v0 prescrita no domı́nio Ω e deslocamento e velocidade nulos nos pontos de contorno

Γ.

Na análise dos exemplos apresentados, o parâmetro

β′ = c
θ∆t

l
= θβ

similar à variável β = c∆t/l empregada por Mansur [9] será tomada como referência

(l é o comprimento do menor elemento de contorno). O intervalo de tempo ∆t

empregado no parâmetro β′ para as análises apresentadas e que fornece melhores re-

sultados, deve ser tal que β′ ∼= 0.6, como pode ser avaliado nos gráficos comparativos

mostrados a seguir.
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7.1 Exemplo I - Barra unidimensional

I.1 - Barra unidimensional sem condições iniciais prescritas

Este primeiro exemplo consiste de uma barra unidimensional medindo a no com-

primento em x e b = a/2 no comprimento em y submetida a uma função de força

aplicada em t = 0 e mantida constante. Neste exemplo, o potencial e a velocidade

iniciais, u0 e v0, são nulos. A geometria e condições de contorno são apresen-

tadas na figura (11a), onde a variável E representa o módulo de Young. Para a

discretização do contorno, foram utilizados nós duplos nos cantos (figura 11b).

Figura 11: Placa unidimensional sem condições iniciais (a) definição da geometria e

condições iniciais (b) discretização do contorno e nós selecionados

O ponto A = (a, b/2) na figura (11b) aponta o nó para a solução para o potencial

u enquanto o nó B = (0, b/2), a solução para o fluxo p. As soluções serão apresen-

tadas para os pontos internos E = (a/8, b/2), F = (a/2, b/2) e G = (3a/4, b/2),

As comparações entre os resultados numéricos e a solução anaĺıtica são apre-

sentadas nas figuras (12) – (15) onde foi variado o parâmetro β′. As respostas são

apresentadas para o potencial (figura (a)) no nó A e para o fluxo (figura (b)) no nó

B nos gráficos abaixo.
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Figura 12: β′ = 0.3 (a) solução para o potencial u; (b) solução para o fluxo p.

Figura 13: β′ = 0.56 (a) solução para o potencial u; (b) solução para o fluxo p.
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Figura 14: β′ = 0.6 (a) solução para o potencial u; (b) solução para o fluxo p.

Figura 15: β′ = 0.9 (a) solução para o potencial u; (b) solução para o fluxo p.
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As figuras (16a) e (16b) mostram as soluções numéricas para o potencial u e sua

derivada temporal
∂u

∂t
em pontos internos.

Figura 16: Análise em pontos internos para β′ = 0.6 (a) solução para u em pontos

internos (b) solução para
∂u

∂t
em pontos internos.

Figura 17: Análise da derivada
∂u

∂x
para β′ = 0.6 (a) solução em E = (a/8, b/2) (b)

solução em F = (a/2, b/2).

73



As figuras (17a) e (17b) mostram as soluções numéricas para a derivada espacial

∂u

∂x
nos pontos internos E = (a/8, b/2) (figura (a)) e em F = (a/2, b/2) (figura (b)).

I.1 - Barra unidimensional com condições iniciais prescritas

Este exemplo possui as mesmas condições de contorno descritas no exemplo

anterior mas possui as seguintes condições iniciais não nulas prescritas no domı́nio

Ω (figura (16a)):

u0(x) =
P

E
(x− 3a

4
)

e

v0(x) =
Pc

E

A discretização do contorno e do domı́nio são mostradas na figura (18b).

Figura 18: Placa unidimensional com condições iniciais (a) definição da geometria e

condições iniciais (b) discretrização do contorno e nós selecionados

Novamente as soluções mostradas nos gráficos das figuras (19) – (21), utilizando

variações diferentes para β′ das apresentadas no exemplo anterior, referem-se aos

pontos A = (a, b/2) para o potencial e B = (0, b/2) para o fluxo no contorno e

são comparados com a solução anaĺıtica, as quais são as mesmas para o problema

74



descrito anteriormente, porém o tempo t é defasado de a/4c, isto é:

u(r, t) = u(r, t− a

4c

p(r, t) = p(r, t− a

4c

Para pontos internos, foram considerados os nós apontados por E = (a/8, b/2),

F = (a/2, b/2), G = (5a/8, b/2) e H = (7a/8, b/2). Na figura (22) são apresentados

os resultaddos relativos a u e à derivada temporal.

Figura 19: β′ = 0.42 (a) solução para o potencial u (b) solução para o fluxo p.
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Figura 20: β′ = 0.57 (a) solução para o potencial u (b) solução para o fluxo p.

Figura 21: β′ = 0.96 (a) solução para o potencial u (b) solução para o fluxo p.
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Figura 22: Solução em pontos internos com β′ = 0.6 (a) solução para o potencial u (b)

solução para a velocidade
∂u

∂t
.

O gráfico da figura (23) mostra a solução para a derivada
∂u

∂x
no ponto interno

F = (a/2, b/2),considerando-se o parâmetro β′ = 0.57.

Figura 23: Solução para
∂u

∂x
no nó interno F = (a/2, b/2), com β′ = 0.57 .

77



7.2 Exemplo II - Membrana Quadrada

Este exemplo investiga o movimento transversal de uma membrana quadrada com

velocidade inicial v0 prescrita sobre o domı́nio Ω e deslocamento u = 0 sobre todo o

contorno, , descritos na figura (24a).

Figura 24: Membrana quadrada: (a) definição da geometria e condições iniciais

(b) discretrização do contorno e nós selecionados.

O contorno foi dividido em 32 elementos e o domı́nio em 4 células, como mostra

a figura (24b), sendo tomado, para efeitos de implementação numérica, a = 10

unidades de comprimento e l = 1.25.

As figuras (25a) – (25c) exibem os resultados numéricos obtidos no nó interno

A = (a/2, a/2), para alguns valores do parâmetro β′ considerados.

Resultados obtidos para o potencial no ponto interno B = (3a/4, a/2) são

mostrados nas figuras (26a) – (26c), considerando-se uma variação do parâmetro

β′, enquanto que as figuras (27a) – (28c) mostram soluções para o fluxo p no nó de

contorno C = (a, a/2).
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Figura 25: Solução para o potencial u no nó interno A = (a/2, a/2) (a) β′ = 0.16

(b) β′ = 0.56 (c) β′ = 0.96 .
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Figura 26: Solução para o potencial u no nó interno B = (3a/4, a/2) (a) β′ = 0.16

(b) β′ = 0.56 (c) β′ = 0.96 .
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Figura 27: Solução para o fluxo p no nó de contorno (a, a/2), com ∆t =0.1 (a) β′ = 0.16

(b) β′ = 0.56 (c) β′ = 0.96 .
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Figura 28: Solução para o fluxo p no nó de contorno (a, a/2), com ∆t =0.2 (a) β′ = 0.4

(b) β′ = 0.6 (c) β′ = 0.8 .
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As figuras (29a) e (29b) mostram uma comparação entre o potencial u e sua

derivada temporal
∂u

∂t
nos nós internos A = (a/2, a/2) e B = (3a/4, a/2), para

β′ = 0.63. A figura (7.2) mostra a solução para a derivada
∂u

∂x
no nó interno

B = (3a/4, a/2).

Figura 29: Comparação entre a solução anaĺıtica de u e numérica de
∂u

∂t
, calculados nos

nós (a) A = (a/2, a/2) (b) B = (3a/4, a/2) .

Figura 30: Solução para
∂u

∂x
no nó interno B = (3a/4, a/2), com β′ = 0.56 .
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8 Conclusões

Na formulação padrão do MEC no domı́nio do tempo, interpolação constante no

tempo é a única aproximação que deve ser empregada quando se tem descontinuidade

temporal no fluxo p, conforme MANSUR [9]. Se a história do fluxo apresenta des-

continuidades, e se a continuidade do fluxo está imposta pelo modelo desenvolvido,

pode-se obter respostas numéricas incorretas. Então, exceto em alguns casos de

análise de domı́nio infinito (quando não há reflexão de ondas), não devem ser usa-

das interpolações lineares no tempo para o fluxo na formulação padrão do MEC no

domı́nio do tempo.

Superar tal limitação foi o objetivo principal do trabalho descrito aqui. Foi

apresentado o desenvolvimento de uma solução fundamental gerada por uma fonte

concentrada, de intensidade constante, agindo continuamente ao longo do tempo.

Assim, a integral de convolução empregada para deduzir a nova solução fundametal

pode ser interpretada como uma superposição de efeitos, isto é, a solução fundamen-

tal é o resultado final da aplicação de uma série infinita de impulsos. A formulação

padrão pode ser considerada como um caso particular da apresentada neste trabalho,

e é obtida quando na equação básica (20) a função f(t − τ) é trocada pela função

delta de Dirac δ(t− τ) e a solução fundamental correspondente é adotada.

Os gráficos dos exemplos analisados demonstram bons resultados para a hipótese

de variação linear no tempo para o potencial e o fluxo, quando são considerados

pontos no contorno. Porém as respostas obtidas para as derivadas espaciais do

potencial em pontos internos não conduziram aos resultados numéricos esperados,

conforme pode ser observados nas figuras (17a) e (17b), (23) e (7.2).

A presente formulação também conduziu algumas simplificações matemáticas:

não houve necessidade de calcular as integrais usando o conceito de parte finita de

integrais e pequenos passos no tempo puderam ser empregados, enquanto que na

formulação padrão, a aproximação exige um grande número de passos no tempo.
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8.1 Sugestões

Em relação ao estudo apresentado aqui, algumas sugestões podem ser feitas. A

primeira, talvez a mais imediata, é o desenvolvimento de métodos que reduzam as

oscilações apresentadas nas respostas referentes aos pontos internos para as derivadas

espaciais do potencial. Uma sugestão é testar o método das variáveis complexas

(conforme [14]) em que as derivadas da equação integral empregam núcleos cujos

pontos de colocação são definidos por variáveis complexas.

Uma outra abordagem pode ser feita adotando-se um esquema de acoplamento

dos métodos MEC e MEF, utilizando a formulação padrão de elementos finitos e a

formulação direta de elementos de contorno.

Uma outra possibilidade a se considerar é desenvolver uma formulação análoga

para problemas de propagação de ondas elastodinâmicas, em duas e em três di-

mensões no domı́nio do tempo e ainda se considerar o acoplamento dos métodos

MEC e MEF.
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A Cálculo das Derivadas Direcionais

A.1 Preliminares

Destacam-se aqui algumas relações e resultados que serão empregados na obtenção

das expressões derivadas da equação integral (122). Antes, porém, cabe um esclare-

cimento: – a notação
∂

∂m(ξ)
e

∂

∂m(x)
, empregada no texto, não é a usual, podendo

ser considerada um abuso de notação mas será utilizada para que fique claro em

relação a que ponto a função é derivada. Com o mesmo propósito, as notações ∇x·
e ∇ξ· para os gradientes em x = (x, y) e ξ = (ξx, ξy) serão utilizadas.

Vale lembrar que o vetor distância é dado por:

r = r(x, ξ) = (x− ξx)i + (y − ξy)j

e a função distância é dada por:

r = r(x, ξ) = ‖r(x, ξ)‖ =
√

(x− ξx)2 + (y − ξy)2

Os vetores unitários são denotados por

r0 = r0(x, ξ) =
r

‖r‖ , n0 = n0(x) =
n

‖n‖ , m0 = m0(ξ) =
m

‖m‖

onde o supeŕındice ”0” é usado para denotar vetores unitários.

Alguns resultados preliminares serão descritos abaixo.

(i) ∇x(r) = r0:

De fato:

∇x(r) =
∂r

∂x
i +

∂r

∂y
j

Derivando-se r com relação a x:

∂r

∂x
=

∂

∂x
{[(x− ξx)

2 + (y − ξy)
2]1/2}

=
1

2
[(x− ξx)

2 + (y − ξy)
2]−1/22(x− ξx) = r−1(x− ξx)
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Analogamente, tem-se:

∂r

∂y
= r−1(y − ξy)

Substituindo, vem:

∇xr = r−1(x− ξx)i + r−1(y − ξy)j

= r−1[(x− ξx)i + (y − ξy)j] =
1

r
r = r0 (175)

(ii) ∇ξ(r) = −r0:

De fato:

∇ξ(r) =
∂r

∂ξx

i +
∂r

∂ξy

j

Derivando-se r com relação a ξx:

∂r

∂ξx

=
∂

∂ξx

{[(x− ξx)
2 + (y − ξy)

2]1/2}

=
1

2
[(x− ξx)

2 + (y − ξy)
2]−1/2(−2)(x− ξx) = −r−1(x− ξx)

Analogamente, tem-se:

∂r

∂ξy

= −r−1(y − ξy)

Substituindo, vem:

∇ξr = −r−1(x− ξx)i− r−1(y − ξy)j

= −r−1[(x− ξx)i + (y − ξy)j] = −1

r
r = −r0 (176)

(iii) ∇x(
1
r
) = − 1

r2 r
0:

De fato:

∇x(
1

r
) =

∂

∂x
(
1

r
)i +

∂

∂y
(
1

r
)j

Derivando-se
1

r
com relação a x:

∂

∂x
(
1

r
) =

∂

∂x
{[(x− ξx)

2 + (y − ξy)
2]−1/2}

=
−1

2
[(x− ξx)

2 + (y − ξy)
2]−3/22(x− ξx)

= −{[(x− ξx)
2 + (y − ξy)

2]1/2}−3(x− ξx) = −r−3(x− ξx)
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Analogamente, tem-se:

∂

∂y
(
1

r
) = −r−3(y − ξy)

Substituindo, vem:

∇x(
1

r
) = −r−3(x− ξx)i− r−3(y − ξy)j

= −r−3[(x− ξx)i + (y − ξy)j] = −1

r
r

= − 1

r3
r = −1

r
r

1

r2
= − 1

r2
r0 (177)

(iv) ∇ξ(
1
r
) = 1

r2 r
0:

De fato:

∇ξ(
1

r
) =

∂

∂ξx

(
1

r
)i +

∂

∂ξy

(
1

r
)j

Derivando-se 1
r

com relação a ξx:

∂

∂ξx

(
1

r
) =

∂

∂ξx

{[(x− ξx)
2 + (y − ξy)

2]−1/2}

=
−1

2
[(x− ξx)

2 + (y − ξy)
2]−3/2(−2)(x− ξx)

= {[(x− ξx)
2 + (y − ξy)

2]1/2}−3(x− ξx) = r−3(x− ξx)

Analogamente, tem-se:

∂

∂ξy

(
1

r
) = r−3(y − ξy)

Substituindo, vem:

∇ξ(
1

r
) = r−3(x− ξx)i + r−3(y − ξy)j

=
r

r

1

r2
=

1

r2
r0 (178)

(v)

∂r

∂n
=

∂r

∂n(x)
= ∇xr · n0 = r0 · n0 (179)
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(vi)

∂r

∂m
=

∂r

∂m(ξ)
= ∇xr ·m0 = −(r0 ·m0) (180)

(vii)

∂

∂n
(
1

r
) =

∂

∂n(x)
(

1

r(x, ξ)
) = ∇x

1

r
· n0 = − 1

r2
(r0 · n0) (181)

(viii)

∂

∂m
(
1

r
) =

∂

∂m(ξ)
(

1

r(x, ξ)
) = ∇ξ(

1

r
) ·m0 =

1

r2
(r0 ·m0) (182)

(ix)

∂

∂m(ξ)
[f(r)] = −∂f(r)

∂r
(r0 ·m0)

De fato:

∂

∂m(ξ)
[f(r)] =

∂f

∂r

∂r

∂m(ξ)

=
∂f

∂m(ξ)
(∇ξr ·m0)

=
∂f

∂r
(−r0 ·m0) = −∂f

∂r
(r0 ·m0) (183)

(x)

∂r

∂m(ξ)
= −m0

De fato:

r = (x− ξx)i + (y − ξy)j

= rxi + ryj

Derivando r com relação a m(ξ):

∂r

∂m(ξ)
=

∂

∂m(ξ)
{rxi + ryj}

=
∂rx

∂m(ξ)
i +

∂ry

∂m(ξ)
j

= [∇ξ(rx) ·m0]i + [∇ξ(ry) ·m0]j
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Mas:

∇ξ(rx) =
∂rx

∂ξx

i +
∂ry

∂ξy

j

=
∂

∂ξx

(x− ξx)i +
∂

∂ξy

(y − ξy)j = −1i + 0j = −i

e, de maneira análoga:

∇ξ(ry) = 0i− 1j = −j

Substituindo:

∂r

∂m(ξ)
= (−i ·m0)i− (j ·m0)j = −m0 (184)

(xi)

∂r0

∂m(ξ)
=

1

r
[r0(r0 ·m0)−m0]

De fato:

∂r0

∂m(ξ)
=

∂

∂m(ξ)
(
r

r
) =

∂r

∂m(ξ)

1

r
+ r

∂

∂m(ξ)
(
1

r
)

= −m0 1

r
+ r

1

r2
(r0 ·m0)

=
1

r

r

r
(r0 ·m0)−m0 1

r

=
1

r
[r0(r0 ·m0)−m0] (185)

(xii)

∂

∂m(ξ)
{f(r)

∂r

∂n(ξ)
} =

1

r
f(r)[(r0 ·m0)(r0 · n0)− (m0 · n0)]

−∂f(r)

∂r
(r0 ·m0)(r0 · n0)

De fato:

∂

∂m(ξ)
{f(r)

∂r

∂n(x)
} =

∂f(r)

∂m(ξ)

∂r

∂n(x)
+ f(r)

∂

∂m(ξ)
{ ∂r

∂n(x)
}

= (
∂f(r)

∂r

∂r

∂m(ξ)
)

∂r

∂n(x)
) + f(r)

∂

∂m(ξ)
(r0 · n0)

=
∂f(r)

∂r
(−r0 ·m0)(r0 · n0) + f(r)[(

∂r0

∂m(ξ)
· n0) + (r0 · ∂n0

∂m(ξ)
)]
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Como n0 6= n0(ξ), a derivada
∂n0

∂m(ξ)
é nula. Então:

∂

∂m(ξ)
{f(r)

∂r

∂n(x)
} =

∂f(r)

∂r
(−r0 ·m0)(r0 · n0) + f(r)(

∂r0

∂m(ξ)
· n0)

= −∂f(r)

∂r
(r0 ·m0)(r0 · n0) + f(r)(

1

r
[(r0 ·m0)r0 −m0] · n0)

= −∂f(r)

∂r
(r0 ·m0)(r0 · n0) + f(r)

1

r
[(r0 ·m0)r0 − (m0 · n0)]

=
1

r
f(r)[(r0 ·m0)(r0 · n0)− (m0 · n0)]− ∂f(r)

∂r
(r0 ·m0)(r0 · n0) (186)

(xiii)Regra de Leibnitz:

d

dr
{
∫ b(r)

a(r)
F (r, t)dt} =

db

dr
F (r, b(r))− da

dr
F (r, a(r)) +

∫ b(r)

a(r)

∂F (r, t)

∂r
dt (187)
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A.2 A Derivada das Integrais no Contorno

Por questões de comodidade, são omitidas as variáveis dos integrandos das integrais

sobre o contorno da equação (47), ou seja:

u∗(x, t, ξ, τ) = u∗(r, t, τ) = u∗

U∗(x, t, ξ, τ) = U∗(r, t, τ) = U∗

u(x, τ) = u

p(x, τ) = p

bem como suas derivadas e condições iniciais (τ = 0).

Objetivando clareza nos cálculos, a derivada de cada integral sobre Γ será efetu-

ada separadamente. Cabe observar que a derivada na direção m se dá no ponto ξ,

ou seja:

∂

∂m(ξ)
[u(x, τ)] =

∂u(x, τ)

∂m(ξ)
=

∂u

∂m
= 0

e

∂

∂m(ξ)
[p(x, τ)] =

∂px, τ)

∂m(ξ)
=

∂p

∂m
= 0

# A derivada de I1 =
∫
Γ

∫ t+

0 u∗(r, t, τ)p(x, τ)dτdΓ(x), na direção m(ξ) = m:

∂I1

∂m
=

∂

∂m
{
∫

Γ

∫ t+

0
u∗pdτdΓ}

=
∫

Γ

∫ t+

0

∂

∂m
{u∗pdτ}dΓ

=
∫

Γ

∫ t+

0

∂u∗

∂m
pdτdΓ

=
∫

Γ

∫ t+

0

∂u∗

∂r

∂r

∂m
pdτdΓ

=
∫

Γ

∫ t+

0

∂

∂r
{U∗H[c(t− τ)− r]}pdτ

∂r

∂m
dΓ

=
∫

Γ
{
∫ t+

0

∂U∗

∂r
H[c(t− τ)− r]pdτ

+
∫ t+

0
U∗ ∂

∂r
(H[c(t− τ)− r])pdτ} ∂r

∂m
dΓ
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=
∫

Γ
{
∫ t+

0
U∗

r H[c(t− τ)− r]pdτ

+
∫ t+

0
U∗ ∂

∂r
(H[c(t− τ)− r])pdτ} ∂r

∂m
dΓ (188)

A segunda integral de (188) pode ser efetuada como segue:

∫ t+

0
U∗ ∂

∂r
(H[c(t− τ)− r])pdτ

=
∫ t+

0
U∗(−δ[c(t− τ)− r])pdτ

= −
∫ t+

0
U∗(δ[c(t− τ)− r])pdτ

= −1

c
U∗p|τ=tr

= −1

c
{−2 ln(c(t− τ) +

√
c2(t− τ)2 − r2)}|τ=tr = 0 (189)

onde foram usadas as seguintes propriedades:

δ(az) =
1

‖a‖δ(z), com a=escalar

∂

∂z
[H(z − a)] = δ(z − a)

H(a− z) = 1−H(z − a)

e com elas:

∂

∂r
(H[c(t− τ)− r]) =

∂

∂r
(1−H[c(t− τ)− r])

= − ∂

∂r
(H[c(t− τ)− r])

= −δ[c(t− τ)− r]

= −δ[τ − (t− r

c
)]

Substituindo (189) e a relação (180) em (188), tem-se:

∂I1

∂m
=

∫

Γ

∫ t+

0
U∗

r H[c(t− τ)− r]pdτ(−r0 ·m0)dΓ

= −
∫

Γ

∫ t+

0
u∗rpdτ(r0 ·m0)dΓ (190)
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# A derivada de I2 =
∫
Γ

∫ t+

0 u∗r(r, t, τ)u(x, τ) ∂r
∂n

dΓ, na direção m(ξ) = m:

∂I2

∂m
=

∂

∂m
{
∫

Γ

∫ t+

0
u∗rudτ

∂r

∂n
dΓ}

=
∫

Γ

∂

∂m
{
∫ t+

0
u∗rudτ

∂r

∂n
}dΓ

=
∫

Γ
{ ∂

∂m
(
∫ t+

0
u∗rudτ)

∂r

∂n
+

∫ t+

0
u∗rudτ

∂

∂m
(
∂r

∂n
)}dΓ

=
∫

Γ
{ ∂

∂r
(
∫ t+

0
u∗rudτ)

∂r

∂m

∂r

∂n
+

∫ t+

0
u∗rudτ

∂

∂m
(
∂r

∂n
)}dΓ (191)

É conveniente derivar cada termo da soma acima separadamente. Para o primeiro

termo:

∂

∂r
{
∫ t+

0
u∗rudτ} =

∂

∂r
{
∫ t+

0
(U∗

r H[c(t− τ)− r]u)dτ

=
∫ t+

0

∂

∂r
(U∗

r )H[c(t− τ)− r]udτ +
∫ t+

0
U∗

r

∂

∂r
(H[c(t− τ)− r])udτ

=
∫ tr

0
U∗

rrH[c(t− τ)− r]udτ − 1

c
(U∗

r u)|τ=tr (192)

Pela expressão (72), a integral acima é uma integral singular.

Usando o conceito de Hadamard, [7], para a integral (192), tem-se:

∂

∂r
{
∫ t+

0
u∗rudτ} =

∫ tr

0

∂

∂r
{U∗

r H[c(t− τ)− r]u}dτ

=
∫ t+

0
= u∗rrudτ = { lim

η→tr

∫ η

0
u∗rrudτ − 1

c
(U∗

r u)|η} (193)

onde tr = t− r

c
.

Para a segunda derivada de (191), pode-se simplesmente fazer uso das relações

(179), (180) e (186); nesta última, tomando f(r) = 1:

∂

∂m
{ ∂r

∂n
} =

1

r
[(r0 ·m0)(r0 · n0)− (m0 · n0)] (194)

Substituindo (192) e (194) em (191) e usando as relações (179), (180) e (186),

tem-se:
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∂I2

∂m
=

∂

∂m
{
∫

Γ

∫ t+

0
u∗rudτ

∂r

∂n
dΓ}

=
∫

Γ
{
∫ t+

0
= u∗rru dτ (r0 ·m0)(r0 · n0)

−
∫ tr

0
u∗ru dτ

1

r
[(r0 ·m0)(r0 · n0)− (m0 · n0)]}dΓ

=
∫

Γ
lim
η→tr

{
∫ η

0
U∗

rr]udη − 1

c
(U∗

r u)|η} (r0 ·m0)(r0 · n0)dΓ

−
∫

Γ

∫ tr

0
U∗

r udτ
1

r
(r0 ·m0)(r0 · n0) dΓ (195)

# A derivada de I3 =
∫
Γ u∗0(r, t)u0(x) ∂r

∂n
dΓ(x), na direção m(ξ) = m:

∂I3

∂m
=

∂

∂m
{
∫

Γ
u∗0u

0 ∂r

∂n
dΓ}

=
∫

Γ

∂

∂m
{u∗0u0 ∂r

∂n
}dΓ

=
∫

Γ
{∂u∗0
∂m

u0 ∂r

∂n
+ u∗0u

0 ∂

∂m
[
∂r

∂n
]}dΓ

=
∫

Γ
{∂u∗0

∂r

∂r

∂m

∂r

∂n
+ u∗0(r)

∂

∂m
[
∂r

∂n
]}u0 dΓ

Usando as relações (179) e (180) na equação acima, tem-se:

∂I3

∂m
=

∫

Γ
{∂u∗0

∂r
[−(r0 ·m0)](r0 · n0)

+ u∗0
1

r
[(r0 ·m0)(r0 · n0)− (n0 ·m0)]}u0dΓ

= −
∫

Γ

∂u∗0
∂r

u0(r0 ·m0)(r0 · n0)dΓ

+
∫

Γ
u∗0(r)u

0 1

r
[(r0 ·m0)(r0 · n0)− (n0 ·m0)]dΓ

=
∫

Γ
u∗0u

0 1

r
[(r0 ·m0)(r0 · n0)− (n0 ·m0)]dΓ

−
∫

Γ

∂u∗0
∂r

u0(r0 ·m0)(r0 · n0)dΓ (196)
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