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Neste trabalho uma metodologia para considerar a contribui¢do de condicdes inicias
em andlise no dominio da frequéncia de problemas governados pela equagdo escaar da
onda, empregando o Método dos Elementos de Contorno (MEC), é apresentada.

Inicialmente, as equagdes bésicas e conceitos fundamentais a serem empregados no
decorrer do trabalho sdo apresentados, incluindo as fungdes de Green empregadas como
solucdes fundamentais no MEC. A andlise no dominio da freqiiéncia para casos onde as
forcas sdo dependentes do tempo é realizada através da Transformada Discreta de
Fourier via algoritmos da Transformada Rgpida de Fourier.

A proposicéo do algoritmo, identificado como Condigdes Iniciais por Pseudo-Forcas
(CIPF), para a inclusdo de condi¢des inicias em andlise no dominio da freqliéncia para
problemas de propagacdo de ondas, constitui a principal contribuicdo deste trabalho.
Considerando as propriedades lineares destes problemas, as contribuigdes das condicdes
iniciais podem ser estudadas separadamente e as solucdes correspondentes adicionadas
a resposta final. A metodologia desenvolvida para a inclusdo das condi¢des iniciais de
potencial e sua derivada temporal descreve como estas condigbes podem ser
substituidas por pseudo-forcas. A geracdo de tais pseudo-forcas é objeto de discussio
detalhada. Os resultados numéricos sugerem que a formulagéo proposta € muito atrativa

para futuras aplicacdes.
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In this work a methodology for considering the contribution of initial conditions in
frequency-domain analysis of problems governed by the scalar wave equation, using the
Boundary Element Method (BEM)), is presented.

Initially, the basic equations and fundamental concepts used in the development of
this work are presented, including the Green’s functions employed as the fundamental
solutions of the BEM. Anaysis in the frequency domain for the cases in which the
external forces are time-dependent are carried out by means of the Discrete Fourier
Transform via Fast Fourier Transform algorithms.

The proposition of an algorithm, identified as Initial Conditions by Pseudo-Forces
(ICPF), for the inclusion of initial conditions in frequency domain analysis of wave
propagation problems is the principal contribution of this work. Considering the linear
properties of these problems, the contributions from the initial conditions can be studied
separately, and added to the fina response. The methodology describes how the initial
conditions of potentia and its time derivative can be substituted by related pseudo
forces. The generation of such pseudo-forces is the object of a detailed discussion. The

results suggest that the proposed formulation is very attractive for future developments.



INDICE

CAPITULO 1. INTRODUCAO @
1.1. Discussdo preliminar. Motivagao (@]
1.2. Objetivos e descricdo do trabalho 5)

CAPITULO 2. EQUACOESBASICAS 6)
2.1. Introdugéo ©)
2.2. Equacéo da onda ©)
2.3. Equagdo de Poisson ©)]
2.4. Equacdo de Helmholtz (10
2.5. Fungdes de Green (10

2.5.1. Funcéo de Green para a equacéo de Poisson 1D (12)
2.5.2. Funcdo de Green para a equacdo de Helmholtz 1D (12
2.5.3. Funcéo de Green para a equacdo de Poisson 2D (12
2.5.4. Fungéo de Green para a equacdo de Helmholtz 2D (12
2.6. Transformada de Fourier (13)
2.7. Principio de superposi¢éo (15
2.8. Principio da causalidade (15)
CAPITULO 3. O METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO PARA
PROBLEMAS HARMONICOS (17)

3.1. Introdug&o (17)
3.2. Formulacdo do MEC 2D a7
3.2.1. Equagdo integral para pontos internos (20
3.2.2. Equagdo integra de contorno (22)
3.2.3. Equacéo integral na presenca de fontes (22)
3.2.4. Discretizagdo (22)
3.2.5. Implementagdo numérica (25)
3.3. Formulagéo do MEC 1D (27
3.3.1. Equacdo integral para pontos internos 27
3.3.2. Equacdo integral de contorno (28)
3.3.3. Implementacdo numérica (29)



3.4. Integragdo numeérica das fontes (30)
3.4.1. Integrais de dominio (32
3.4.2. Integragdo numérica 1D (34

CAPITULO 4. INCLUSAO DAS CONDIGOES INICIAIS EM ANALISE NO
DOMINIO DA FREQUENCIA  (36)

4.1. Introducéo (36)
4.2. Andlise no dominio dafreguéncia (36)
4.2.1. Procedimento numérico (39
4.2.2. Consideragdes (39
4.2.2.a Periodo estendido (40)
4.2.2.b Fregqliéncia de amostragem 43

4.3. Contribuicdo das condi¢fesiniciais (45)
4.3.1. Dedlocamento inicial (46)
4.3.2. Velocidade inicial (50)
CAPITULO 5. EXEMPLOS (53)
5.1. Problemas 1D (53
5.1.1. Corda sob deslocamento inicia do tipo senoidal (7))
5.1.2. Corda sob velocidade inicial do tipo senoidal (7))
5.1.3. Corda sob deslocamento inicial prescrito em todo o dominio (55)
5.1.4. Corda sob velocidade inicia prescrita em todo o dominio (56)
5.1.5. Corda sob deslocamento inicial prescrito em um sub-dominio (57
5.1.6. Corda sob velocidade inicial prescrita em um sub-dominio (58)

5.2. Problemas 2D (59)
5.2.1. Barra sob deslocamento inicial do tipo senoidal (60)
5.2.2. Barra sob velocidade inicia do tipo senoidal (62)
5.2.3. Barra sob deslocamento inicia prescrito em todo o dominio (62
5.2.4. Barra sob velocidade inicial prescrita em todo o dominio (64
5.2.5. Barra sob linha de cargas concentradas (69)
5.2.6. Barra sob deslocamento inicial prescrito em um sub-dominio (74)
5.2.7. Barra sob velocidade inicia prescrita em um sub-dominio (76)
5.2.8. Membrana sob velocidade inicial (80)
CAPITULO 6. CONCLUSOES (84)
REFERENCIAS 87



APENDICE A: ANALISE DIMENSIONAL DA EQUACAO DA ONDA (96)
APENDICE B: SOLUCAO DO PROBLEMA UNIDIMENSIONAL DAS
OSCILACOES FORCADAS DE UM MEIO IMERSO EM UM
FLUIDO VISCOSO (99)



CAPITULO 1

INTRODUCAO

1.1. Discussdo preliminar. Motivagéo

Os primeiros estudos e experimentos sobre ondas e fendmenos vibratérios datam de
centenas de anos e estavam relacionados, principalmente, com a arte musical e a
intencdo de formar uma teoria bem estruturada para a musica. Com o passar do tempo,
muitos trabalhos cientificos relacionados com a propagacdo de ondas foram
desenvolvidos: na atudidade, o estudo das propriedades das ondas, as causas da sua
origem, sua propagacdo e acdo sobre os obstéculos continuam representando um campo
de marcado interesse.

Muitos dos fatos familiares, que no dia a dia & manifestam, tém como base os
fendmenos de propagacdo de ondas e vibratérios Por isso, a motivagdo para o estudo
relacionado a estes temas € crescente, com pesquisas relacionadas a vérias areas de
interesse, tais como: a transmissdo do som no ar, a transmissdo de ondas sismicas na
terra, a transmissdo de ondas de rédio e outros tantos casos de aplicagbes que se
mostram atraves de diversos melos gasosos, liquidos ou solidos. Especificamente, ra
indUstria: so realizadas andlises ndo-destrutivas para determinar propriedades ou falhas
sob agdes simuladas propagando perturbagdes que sdo registradas na superficie; na
andlise da interacdo dindmica solo-estrutura, incluindo também fluidos. Estudos de
propagacdo de ondas sismicas sd0 de grande aplicacdo na indistria do petroleo. Na
aclstica submarina estuda-se o0 impacto ambiental na vida marinha Na aclstica
ambiental: na modelagem acUstica urbana onde a reducéo de niveis de ruido usando
barreiras acUsticas é importante. Na medicina: na ultra-sonografia, no estudo da
propagacdo de sinais bioldgicos ou impulsos neurais e, em geral, na propagacdo de
sinais em meios elasticos, poroelasticos, ndo homogéneos e anisotrdpicos, dentre muitos
outros exemplos.
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Os modelos de propagacdo de ondas baseados na equac&o da onda, devido ao grande
nimero de problemas que esta equacdo representa, sdo a grande importancia. De uma
maneira gera, ao se analisar na literatura fenébmenos dependentes do tempo, é comum
encontrar uma andlise do fendmeno no dominio da freqiiéncia. Isto acontece porque o
contetido de frequéncias de determinados tipos de fendmenos pode conter uma valiosa
informacgdo, especiamente para agueles sistemas cujas propriedades dependem da
freqiiéncia. Por exemplo, diferencas no espectro de um carregamento levam a um
espectro diferente de respostas e, correspondentemente, a comportamentos diferentes no
sstema estudado. Principadmente devido a este motivo estudam-se modeos,
empregando dominios transformados, que podem oferecer uma compreensdo e
interpretacdo mais profunda da natureza fisica do problema analisado.

A técnicade arélise no dominio da freqiéncia é baseada na Transformada de Fourier
(TF), entretanto outras transformadas sdo também utilizadas para obter informagdes ndo
visiveis no dominio d tempo, cabendo citar a Transformada de Laplace (TL), a
Transformada Wavelet (TW), entre outras tantas. O fato das operacBes em dominios
originais levarem a operagdes equivalentes no dominio transformado € um fator que
torna importante o emprego dos méodos transformados. Neste sentido é
particularmente interessante e vantgjoso o trabalho em dominios transformados. por
exemplo, uma convolugdo no dominio origina corresponde a uma multiplicagdo no
dominio transformado e uma derivada no dominio original se converte simplesmente
em uma operacdo algébrica no dominio transformado. Por estas dualidades, muitas
operacOes tornam-se mais simples no dominio transformado do que em seu dominio
original, porém, deve-se notar que a transformacao inversa, se necessaria para retornar
ao dominio original, pode demandar um consideravel esforco computacional.

A reducdo de problemas fisicos a model os matemati cos que possam ser resolvidos de
forma anaitica muitas vezes se torna impraticavel, sobretudo quando o fenédmeno
possui um elevado nivel de complexidade. Esta complexidade € devida, principal mente,
a geometria e as condi¢des de contorno que o problema apresenta e que devem ser
impostas, por este motivo, a sua abordagem numérica se faz necessaria. Dentre os
métodos numéricos que podem ser aplicados & Modelagem Numérica, o Método dos
Elementos de Contorno (MEC) € um dos mais usados e sera adotado neste trabalho. O
MEC estd sendo aplicado a solugdo de uma grande variedade de problemas e, entre eles,

0s que simulam a propagacdo de ondas acUsticas.
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Um detalhe importante nas formulagdes do MEC € o uso de funcfes de Green como
funcbes de ponderacdo (ou solucdes fundamentais bases das suas apoximagdes) que,
em alguns casos, somente podem ser determinadas de forma analitica no dominio
transformado. Diversas formulagbes do MEC tém sido desenvolvidas para a
determinacdo de solucfes numéricas de problemas governados pela equacdo da onda e,
para propésitos gerais, estas formulagdes podem ser classificadas como:

Formulagdes no dominio do tempo (DT-MEC):

Estas formulagdes oferecem uma boa representacdo da condicéo de causalidade, e
proporcionam resultados precisos, principalmente em problemas envolvendo
descontinuidades (saltos) no tempo, por exemplo, Mansur [1], Dominguez [2], Antes et
al. [3, Carrer et al. [4], Mansur et al. [5]. Além d mais, o fato de que sgja satisfeita a
condicdo de radiacdo astorna apropriadas para andise de dominios infinitos. Porém, o
custo computacional é ato quando o tempo de andise é muito longo, devido a
convolucéo feita desde o tempo inicial até o tempo final Para evitar tais custos
computacionais sem uma perch significativa de acurécia, técnicas de truncamento, tais
como as apresentadas por Mansur et al. [6] podem ser empregadas. Neste trabalho se
identifica o dominio origina da andlise como dominio do tempo.

Formulagdes no dominio transformado:

Formulagbes do MEC em dominios transformados também tém sido objeto de
intenso trabalho de pesquisa e sag principamente, relativas ao dominio da freqiéncia
(DF-MEC). Por exemplo, Dominguez [2], Gaul et al. [7], ou ao dominio de Laplace
(DL-MEC), por exemplo, Cruse et al. [8,9], Manolis et al. [1(], Gaul et al. [11], etc.
Quando estas formulagbes sd0 empregadas, de um modo geral, o problema é
inicialmente resolvido no dominio transformado para um ndmero conveniente de
valores discretos do parémetro da transformada e, quando requerida, a solucdo no
dominio original (ou dominio do tempo) pode ser obtida usando um procedimento de
transformagdo inverso como, por exemplo, Dubner et al. [12] e Durbin [13] para
transformadas de Laplace e os conhecidos agoritmos de DFT (ou FFT) para
transformadas de Fourier. As expressis das solugdes fundamentais do MEC envolvidas
nestes casos dependem do pardmetro da transformada empregada. Uma formulacéo
interessante que se afasta do procedimento padrédo explicado anteriormente para as
formulagdes em dominios transformados € baseada em Lubich [14,15,16. O Método da
Quadratura Operacional (MQO) é uma eficiente técnica numérica de solucéo na qua a
solucdo fundamental empregada esta expressa no dominio de Laplace e a resposta é

12



obtida diretamente no tempa Esse método é desenvolvido com o emprego de uma
aproximagdo polinomial “ multistep” para as fungdes envolvidas nas integrais de
convolucdo, ndo requerendo o emprego explicito de um procedimento de transformacéo
inverso Exemplos desta formulag&o podem ser encontradasem Gaul et al. [11], Schanz
et al. [17,18], Abreuet al. [19-21], VeraTudela et al. [22,23.

Além das formulagdes anteriormente mencionadas, € importante citar aproximagoes
aternativas que empregam a solucdo fundamental “estética’ correspondente ao
problema analisado. No caso da andlise no dominio do tempo, duas formulagdes do
MEC que empregam a solugdo fundamental estética tém sido empregadas com sucesso.
De acordo com o tratamento dado &s integrais de dominio que envolvem os termos
inerciais temse: 0 denominado D-MEC (D significa dominio), que mantém as integrais
de dominio, por exemplo, Carrer et al. [24] e Hatzigeorgiou et al. [25], e 0 DR-MEC
(DR significa dupla reciprocidade). Esta Ultima transforma as integrais de dominio em
integrais de contorno, usando convenientemente fungbes de interpolagdo como as
descritas por Nardini et al. [26] e Partridgeet al. [27]. Uma caracteristicacomum a estas
formulacbes é a necessidade de usar procedimentos de avango no tempo similares
aqueles empregados nas formulagBes do Método de Elementos Finitos (MEF).

Uma caracteristica comum apresentada nas formulagbes que empregam a
transformada Fourier, é o fato de todas elas imporem condi¢des inicias nulas.

Na andise de problemas no dominio da frequiéncia empregando a transformada de
Fourier [28,29,30,32], gerdmente os sistemas estudados sdo considerados com
condi¢desiniciais nulas, ou neles se releva aimportancia das respostas permanentes (ou
steady-state) em detrimento da influéncia das respostas transientes e, desta forma, o
efeito das condicBes iniciais sGo desconsiderados. Também é comum encontrar na
literatura [32,33,35] problemas que lidam com condi¢des iniciais ndo nulas sendo
analisados empregando a transformada de Laplace. Este procedimento pode estar
associado ao fato de ndo estar envolvido o zero nos limites inferiores do par de integrais
gue definem a transformada de Fourier: a transformada de Fourier estabel ece condicbes
a funcdo que se integra e & suas derivadas em + ¥, enquanto que a transformada de
Laplace estabelece uma das condigbes no infinito e a outra em zero, tornando-a

gjustavel aos problemas onde as condicdes iniciais séo dadas
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1.2. Objetivosedescrigao do trabalho

Neste trabalho apresenta-se uma formulacdo do MEC no dominio da frequéncia que
leva em conta a contribuicdo de condic¢des iniciais na solucdo de problemas governados
pela equacdo da onda escalar. Diferertemente das formulacbes do MEC no dominio de
Laplace, nas quais as condigbes iniciais aparecem explicitamente nas equagOes de
equilibrio, as formulagBes que envolvem o dominio da freqiiéncia usando transformada
de Fourier consideram condigdes iniciais nulas. Neste trabaho, esta dificuldade foi

solucionada com uma metodologia elegante e smples que consiste em substituir as
condi¢Oes iniciais, relativas ao potencia e a sua derivada temporal, por pseudo-forgas

Uma discussdo detal hada envolvendo vérios aspectos desta metodologia, identificada
aqui como CIPF (Condigdes Iniciais por Pseudo-Forcas), € apresentada. Uma
introducéo para & casos bidimensional (2D) e unidimensional (1D) é feita. Elementos
de contorno lineares e células triangulares lineares foram empregadas na formulacéo do
MEC; para aspectos relativos a integragdo de dominio ver Mansur [1] e Carrer et al.
[76].

O capitulo 2 apresenta as equacdes basicas envolvidas no trabalho, com as condicbes
de contorno e as condi¢des iniciais, bem como as funcdes de Green e as expressdes da
transformada de Fourier empregadas, além de outros conceitos Uteis.

No terceiro capitulo a formulagdo convencional do MEC para problemas harménicos
no dominio da freqiiéncia é apresentada. Também sdo apresentados detalhes da
integracéo numeérica empregada no tratamento das integrais de dominio.

No capitulo 4 a andlise no dominio da frequéncia para problemas harmdnicos €
mostrada, como também os principios da andlise de Fourier, com énfase nas importantes
consideracOes a serem tomadas quando problemas deste tipo sdo resolvidos com o uso
de procedimentos numéricos. A seguir o método CIPF € apresentado e discutido
detalhadamente, para a considerac&o da contribuic¢do das condigdes de deslocamentos e
velocidades iniciais no dominio da fregiiéncia usando o MEC. Finalmente, os exemplos
(onde respostas 1D e 2D sdo comparadas) e as conclusdes sdo oferecidos nos capitulos 5
e 6, respectivamente, para validar a excelente acurécia dos resultados e aplicabilidade
do método proposto. Adicionalmente, dgumas dedugdes importantes sdo apresentadas

NOS anexos.
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CAPITULO?2

EQUACOESBASICAS

2.1. Introducéo

Neste capitulo apresentam-se as equagdes e alguns conceitos a serem empregados nos
proximos capitulos. Deve ser observado que a obtencdo destas equacBes pode ser
encontrada em diferentes livros [32,36,39,42]; por isso, 0 objetivo ndo é a obtencdo
rigorosa das mesmas e sim sua introducao.

Muitos problemas da fisica se reduzem a equagdes diferenciais em derivadas parciais
de segunda ordem. Entre os poblemas que se reduzem a equagdes deste tipo tem-se: a
equacdo @s oscilaches transversais em cordas e membranas, da vibracdo longitudinal
de uma barra; do movimento oscilatério de pequena amplitude em um determinado

ambiente, dando origem a ondas acusticas nesse ambiente, entre outros.

2.2. Equacgéo da Onda

No que segue a letra u serd utilizach para deslocamentos, reservando as letrasy e X para
expressar a posicao espacial X = (x,y) em duas dimensdes, e X = (X) em uma dimensao.
Neste trabalho, consideramse sistemas continuos e como exemplos destes sistemas
podem ser citados: cordas, barras e membranas. Embora a obtencéo da equacéo da onda
n&o constitua um objetivo, é necessario mencionar que o trabalho se limitara ao modelo
gue considera as peguenas deflexdes que situam o sistema no entorno da sua posicao de
equilibrio; desta forma, a equacgéo € linear. Além disso os materiais serdo considerados
homogéneos.

Ao s estudar sSistemas vibratérios ou oscilatorios como os mencionados
anteriormente, cada ponto do material continuo pode ser caracterizado pelo valor X das
suas coordenadas e a descri¢cdo desse processo de oscilagdo pode ser feita declarando-se
a posicdo de cada ponto do materia em distintos instantes de tempo. Para determinar a

configuracdo do sistema no tempo t, é necessario determinar o desocamento u(X,t) dos
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pontos X em t Estes sistemas executam movimentos que, satisfazem uma equacdo
conhecida como a equacéo da onda, caso ndo atuem forgas externas, sua expressao €

dada pela seguinte equacdo diferencial homogénea em derivadas parciais:

2 Nu(Xt) - %;(—Q =0 (2.1)
Nesta equagido N2 representa o operador de Laplace ou Laplaciano, que é definido

2
nas coordenadas unidimensionais X = (X) como N2=%. Quando problemas de

I . ~ | T .
oscilagdes transversais em cordas sdo tratados, €= . representa a velocidade de

propagacdo da onda, T é a tracdo a qual a corda esta submetida e r é a densidade
linear de massa da corda
Os dedocamentos longitudinais de uma barratambém podem ser representados por
uma equacdo de forma igua a da equagdo (2.1). Neste caso, o Laplaciano €
12 1°

representado como N2= W + W e avelocidade de propagacdo da onda é dada por

C="\ /TE , sendo E 0 modulo de Young er adensidade de massa por unidade de area.
Situagdo smilar acontece quando se deduz a equacdo das peguenas oscilagdes das
membranas: sua forma se reduz a mesma equagdo (2.1), com ¢ ="\ /SI , onde T

representa a tracdo constante que atua em cada ponto da membrana e s € a densidade
superficial da membrana.

Nas trés situagbes descritas anteriormente, ou seja, em cordas, barras e membranas,
também pode ocorrer a presenca de uma forca externa distribuida com uma densidade
de carga f(X,t). Neste caso a equacdo (2.1) deixa de ser uma equacdo homogénea e pode
ser representada por [32,36,37,39,45]:

2 Nau(Xt) - %= b(Xt) b(X,t)=_f|E—X’t) (2.2)

A equagdo acima deixa de representar as oscilagdes livres dos sistemas mencionados
descrevendo o movimento de oscilacéo forcado dos mesmos.

Nos sistemas reais, as oscilagdes livres sempre se amortecem. A causa deste
amortecimento deve-se a acdo exercida pelas forgas ndo conservativas (por exemplo, o
atrito) , onde uma transferéncia de energia a0 meio circundante esta presente. Desta

maneira, a equagdo (2.2) descreve os movimentos forgados, porém, ndo amortecidos; é
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possivel considerar um efeito amortecedor que pode ser aproximado admitindo-se uma
forca dissipativa viscosa f\(Xt) que atua em cada momento em oposi¢do ao sentido do
movimento de oscilagdo do sistema, e que se relaciona a um coeficiente de
amortecimento viscoso by (bv> 0). A baixas velocidades esta for¢a pode ser expressa
segundo:

Tuxt)

Tt

onde o sina negativo indica que esta forga e a velocidade sdo de sentidos opostos. A

fXt) = - by (2.3)
equacdo (2.2) pode, entdo, ser escrita de maneira mais completa, cuja expressao €:

TuXp T2t by
P L O 24

Identifica-se, neste trabalho, ¢, como um fator de amortecimento viscoso. A

NUXL) - o

expressdo anterior (2.4) é conhecida como a equacao da onda amortecida [36,39,41].
Deta hes da andlise dimensional desta equacédo podem ser encontrados no Apéndice A.

Uma vez apresentada a principal equacdo considerada neste trabalho, é necessério
agregar condigdes para sua resolucdo. Todas as equagdes diferenciais (em derivadas
parciais ou ordindrias e independerte da ordem) possuem um conjunto infinito de
solugdes. Quando se descreve matematicamente um fendmeno fisico que se reduz a uma
equacdo em derivadas parciais de segunda ordem, como as apresentadas até aqui, é
necessario introduzir condi¢cbes complementares para a caracterizagdo Unica do
problema: por ser de segunda ordem no tempo, deve-se ter duas condi¢cBes no tempo
denominadas condigdes iniciais existindo derivadas de ordem 2 no espago devem
existir duas condicdes no espagco denominadas condicdes de contorno. Para este tipo de
equacdo existem diferentes formas destas condicdes A seguir, sdo apresentadas as
condicdes envolvidas no presente trabal ho.

Condi¢des de contorno:

Fundamental mente aparecerdo dois tipos de condi¢des de contorno:
uX,)% = u(t) (condicao de primeira espécie ou de regime dado)  (2.5)

1 ‘;T(if’t)l/a@ o= pp - bi(t) (condicio de sequnda espécie ou de forca dada (Y)) (2.6)

onde u(t) e p(t) sdo funcbes do tempo avaliadas, neste caso, em pontos X que pertencem
ao contorno G. Deve-se notar que u(t) também pode ser identificada como condicdo

essencial ou de Dirichlet, e p(t) como condicdo natural ou de Neumann. A condig&o
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(2.6) foi oferecida para 0 caso de uma corda onde X = x e T representa a tragéo sobre a
corda nos extremos. No caso de barras, a condi¢cdo (2.6) se escreve da mesma forma,
porém, substituindo a tracdopelo médulo de elasticidade E.

Considerando problemas 1D, £ ambas as condi¢cBes de contorno sdo homogéness,

u(t) = 0 se interpreta como condicdo de extremo fixo e p(t) = 0 como condigdo de
extremo livre. Combinando os tipos enumerados de condi¢Bes de contorno, € possivel
obter quatro tipos de problemas de contorno.

Condiclesiniciais:

O processo das oscilagfes dos sistema estudados neste trabalho também depende de
sua forma ou perfil inicial e da distribuicdo das velocidades iniciais existem, para estes

sistemas, dois tipos de condigdes iniciais:

u(X,t)%=0= ugX) (condicao de deslocamento inicial) (2.7)
Xt - : -
%/3:0 = vo(X) (condicdo de velocidade inicial) (2.8

onde ug(X) e vo(X) sdo fungdes conhecidas das coordenadas. Deve-se notar que up(X) e
Vo(X) também se conhecem como condi¢des de Cauchy em relagdo avariavel t. Estas
condigdes iniciais devem ser combinadas com as condig¢fes de contorno anteriormente
apresentadas para definir os sistemas analisados.

2.3. Equacéo de Poisson

Considerem-se problemas governados pela seguinte equacéo nao-homogénea:
N2U(X) = B(X) (2.9)
A equacdo (2.9) é conhecidacomo equacéo de Poisson. A equacdo de Laplace pode
ser vista como a variante homogénea daequacdo (2.9), isto é, quando:
N2U(X)= 0 (2.10)
A equacdo (2.9) aparece em problemas onde o campo escalar € afetado pela presenca
de uma fonte B(X) (que também conforma outro campo escalar). Esta equacéo requer
condigées de Dirichlet e/ou Neumann para ser resolvida, ou sgja, condigdes de contorno

dotipo:
UX)= U (X) emX G (essenciais ou de Dirichlet) (2.11)
P(X) = T‘”;J% =P(X) emX G (naturais ou de Neumann) (2.12)
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Neste caso, ndo ha dependéncia tempora e o deslocamento U(X) (deflexdes
estéticas) € uma funcdo somente de X. Neste trabalho ooperador Laplaciano pode ser

expresso em umaou duas dimensdes.
2.4. Equacéo de Helmholtz

A equacao de Helmholtz para um meio homogéneo que ocupa um determinado dominio
€ dada por:
N2U(X) + g2U(X) = 0 (2.13)
Sendo g real, esta expressdo conduz a solugdes periddicas na variavel espacia X. O
termo g € conhecido como numero deonda g= w /c onde w € afreguéncia angular.
De um modo geral, esta equacdo aparece quando a abordagem alternativa no dominio
da freqiiéncia é feita a problemas dependentes do tempo através de uma transformagao.

Para resolver esta equagdo € necessario considerar as condigoes:

UX) =U(X) emX G (2.14)
P(X) = T%&= PX) emX G (2.15)

Com as condigdes de contorno (2.14) e (2.15) dadas, o problema (2.13) pode ser

resolvido para um nimero de ondag dado, ou para uma freqiiéncia dada

2.5. FuncBes de Green

A solucdo matemética de uma equacdo diferencial ndo homogénea cuja nac
homogeneidade seja dada por um delta de Dirac € conhecida como fun¢éo de Green.
Este delta de Dirac é representado pelo smbolo d(t- t) e freqlentemente é usado para
representar pulsos de duracdo infinitamente curta no instante t ou, ainda, forgas

concentradas de modo que sua integral sgja

¥
dt-t)dt=1
" ¥ (2.16)

o d OO0

—> — N —

t-t)=0 setlt
e apresentando a propriedade:

¥
d(t-t) f(t) dt = f(t) (2.17)
- ¥

QOO
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Deve s notado que o delta de Dirac é identificado nos termos de fungdo
generalizada, que também pode apresentar argumentos espaciais, isto €, d(X- x), onde,
neste caso, X representariao ponto onde o pulso esta aplicado.

Uma funcéo Util para o presente estudo € a funcdo de Heaviside H(X- x), definida
como:

i0 se XEX

HX- ><)=}1 ® X>x (2.18)
e com a importante propriedade de ser considerada a “primitivad’ do delta de Dirac, ou
sgja

ﬂ—l_u(TX)_(—X) =d (X- x)

(2.19)

Pode-se, entdo, interpretar fiscamente a funcdo de Green G(Xx) como sendo a
resposta no ponto X de um impulso unitério infinitamente curto aplicado em x. Esta
funcdo também é conhecida como funcdo de influéncia. A seguir apresentam-se as

fungdes de Green a serem empregadas em capitul os posteriores.

2.5.1. Funcéo de Green para a equacado de Poisson 1D

A presenta-se, a seguir,afuncéo de Green para a equacado de Poisson 1D. Ao considerar

um sistema sob a agéo de uma carga concentrada Qo no ponto x = X, esta intensidade de

- Qod(xx) Qo
T

carga concentrada representa-se como: B(x) = e se for admitido que Bl la

equacdo (2. 9) escreve-se como:
N 2G(xx) = - d(xx) (2.20)
A solucéo da equacéo (2.20) é dada por [39,40,79:

GXX) = Er 2.21)
e
Gxx) 1
1 ﬂ(ﬁ X) _ E% (2.22)

onder = ¥x - X¥%arepresenta, aqui e a0 longo do texto, a distancia entre o ponto x, onde
a carga estd aplicada, e o ponto X, onde a resposta € calculada. Usualmente x é

identificado como ponto fonte e x como ponto campo.
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2.5.2. Funcdo de Green para a equacéo de Helmholtz 1D

A funcdo de Green para a equacdo de Helmholtz 1D é obtida da equaco (2.13) reescrita
abaixo coma:

40090 4761000 = - ) @2

A solucéo da equacéo (2.23) € dada por [38,39,40,79:

ig 9"
GX,X g = G(r,g = 20 (2.24)
e
T6(x.d_16(d_ e fr (229

fn ~ In 2 1n
Note-se que, desta vez, G(r, ) depende do nimero de onda g

2.5.3. Funcao de Green para a equacado de Poisson 2D

Apresenta-se, a seguir, a funcdo de Green para a equacdo de Poisson bidimensional
Agora, a carga concentrada Qg Stua-se no ponto X = x. Esta intensdade de carga

- Qod(Xx)
r

concentrada pode ser representadacomo B(X) = e se for admitido que %’ =1

aequacao (2.9) escreve-se como:
N2G(Xx ) = - d(Xx) (2.26)
A solucdo da equacéo (2.26) é dada por [39,40,79:

G(Xx) = 2_pl In(r) (2.27)

T6(Xx) _-119r
fn 2prqn (2:28)

2.5.4. Funcao de Green para aequacdo de Helmholtz 2D

A funcdo de Green para a equacdo de Helmholtz bidimensional é obtida da equacéo
(2.13) rescrita abaixo como:
NZG(Xx) + g% G(X,x) = - d(X ) (2.29)
A solucdo da equacdo (2.29) é dada por [38,39,40,79:

Gox 9=6¢.d=3H g 230
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16Xx.9 169 _ig, @, ,1r
in =" qn ‘4H1 (rg)‘ﬂn (2.31)
Asfuncbes H 0(1)(rg) eH l(l)(rg) representam as funcdes de Hankel [82] de ordem 0 e 1,

respectivamente. Note-se que, também aqui, G(r,g depende do nimero de ondag

2.6. Transformada de Fourier

Algumas das vantagens da aplicac&o das técnicas de transformadas, foram comentadas
no primeiro capitulo. Note-se, porém, que os métodos transformados sdo aplicaveis
somente se 0 sistema sob pesquisa obedece a algumas condicdes de restricdo, as quais
dependem da natureza do problema e do tipo de transformacdo aplicada.

Uma maneira de representar as vibragdes consiste em decompd-las em freguéncias.
Movimentos ndo periodicos podem ser considerados como uma superposicdo de
movimentos periddicos de todas as freqiéncias em um espaco definido de - ¥ a +¥.
Neste trabalho, o tempo t sera usado como avaridvel a ser transformada. Se usada uma
forma exponencia complexa para as componentes harmoénicas simples, a representacdo
integral de Fourier € dada por [ 28,29,31,45,46]

e F(w) dw (2.32)
- ¥

[e{e)e}

ft) =

Se aintegral anterior existe ela € chamada de transformada de Fourier de f(t). Esta
equacdo mostra que uma fungdo f(t), que deve cumprir certas condigdes, pode ser
expressa em termos de uma superposicdo de todas as freqUéncias possivels. F(w)
determina o espectro de freqliéncias daf(t) analisada e € dada pela expressdo a seguir:

o ¥

Fw) = i@ e ") dt (2.33)

2p 6. ¥

Para que a relacdo de reciprocidade das equagdes (2.32) e (2.33) tenha significado,
suficiente que a integral gi af(t)velt exista. Uma condicdo necessaria resulta em
f(t)® Oquando t® *¥.

Deve-se notar que se f(t) representa uma funcado real do tempo (t éreal), entdo F(- w)
serdigual ao complexo conjugado de F(w), ou sgja

F(- w)=F(w) (2.34)

onde o asterisco denota o complexo conjugado.
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Uma outra importante propriedade é relativa &s derivadas da transformada de

Fourier, para as quais se cumpre a relacdo:

o CwtdPf)
8_ , e Wdt = (iw)"F(w) (2.35)

onde (n) indica a n-ésima derivada. Esta férmula se dotém de integrar por partes n vezes
e assumir, ndo so que f(t) ® 0 quando t® ¥ mas que, tambdm as sucessivas
derivadas satisfazem a mesma condic¢éo. Esta propriedade sera de muita utilidade nos
préximos capitul os.

Na prética, o procedimento a ser utilizado € numérico. Porém, como se sabe, 0 par de
transformadas definidas em (2.32) e (2.33) ndo € apropriado para o calculo em
computador e algoritmos de DFT (pela sigla em inglés de Discrete Fourier Transform)
[28,29,31] necessitam ser utilizados. Para isso, precisa-se definir a funcdo f(t) em um
ndimero finito NT de pontos, de tal forma que quando f(t) for conhecida nesses NT
valores discretos de t, igualmente espagados, ou sgja, quando forem conhecidos f(tq)
paant=1, 2, 3..., NT, o vaor de F(wy), em pontos discretos do espectro das Wi

freqliéncias, podera ser avaliado numericamente através da expressao:

NT- 1
o

1 2
Fin) == QL 5) € (g )™ (2:36)
j=0
A resposta no dominio do tempo f(tn) poderd, entdo, ser avaliada pela expressao:
NT-1

Q > )
)= QL Fow) ey (237)

n=0

As expressdes (2.36) e (2.37) so as versdes discretizadas das expressdes (2.33) e
(2.32), respectivamente, e i representa a unidade imaginéria

Com o objetivo de reduzir o esforco computacional na avaliacdo da DFT, utilizam-se
algoritmos de FFT (Fast Fourier Transform) e IFFT (Inverse Fast Fourier Transform)
[28,31,65]. Cabe observar que os agoritmos de FFT sdo apenas agoritmos eficientes
para calcular a DFT muito mais rapidamente que outros métodos existentes, tornando
desta forma os métodos no dominio da freqiéncia competitivos com os métodos no

dominio do tempo.
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2.7. Principio de superposicao

O principio da superposicdo [39,40] é uma técnica amplamente empregada para
solucionar algumas equacdes diferenciais parciais lineares e estabelece que: existindo
funcbes que satisfacam uma equacdo diferencia parcia linear homogénea (isto €, que
sgjam solugBes da mesma), qualquer combinacdo linear dessas solugles também
satisfara a prépria equagéo, sendo essa combinagdo linear umasolugdo geral daequagéo
diferencial.

Empregando este principio em combinacdo com o método de separacao de variaveis
(que consiste, basicamente, em admitir que a solugdo do problema possa ser
representada pelo produto de fungdes de cada uma das variavels independentes) é
possivel gerar a solugdo geral que satisfaca uma equacdo diferencial. Esta combinagéo
do méodo de separacdo e do princ ipio da superposicdo, quando empregada, € conhecida
como 0 método de Fourier para a determinagéo das soluctes de equagdes diferenciais e
congtitui a base deste trabalho onde, numericamente, se analisa separadamente cada
problema harménico e os resultados sdo superpostos obtendo a resposta final. Para mais
detalhes da aplicagdo deste método, um exemplo de como este método se aborda

analiticamente pode ser visto no ApéndiceB.

2.8. Principio da causalidade

Na literatura, quando equactes diferenciais sdo solucionadas, restricdes nos dominios de
definicdo do problema devem ser feitas; geralmente o dominio espacia X, sgjaeste 1D,
2D ou 3D, pode ser encontrado sendo tratado como finito, semkinfinito ou infinito,
dependendo do problema especifico de aplicagdo. Porém, a parte relativa ao dominio do
tempo baseia-se no prindpio da causalidade, que determinaque: o tempo decorre em
um anico sentido, queé o de avango e, destaforma, eventos futuros nunca devem afetar
eventos passados. Este principio governa as equagdes que sdo ditas de evolugdo, como é
0 caso daequacdo do tipo hiperbdlico que é a equacdo da onda (2.1).

Do ponto de vista da Mecéanica Cléassica(que € determinista), conhecer o conjunto de
condi¢cBes que atuam solre o0 sistema, a partir de determinado instante, sempre permite
determinar, univocamente, 0 que acontecera em instantes posteriores, mas nunca o que
aconteceu antes. A o % falar de tp= 0 nadamais é do que uma convengdo universal
porém, se 0 que aconteceu em to< O for sabido, também se conseguiria resolver o

problema pois este depende de quando o observador comegou a medir o tempo. Neste
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trabalho o interesse se concentra em problemas definidos para to= 0, ou sgja, o tempo t

€ sempre zero ou positivo (t3 to).
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CAPITULO 3

O METODO DOSELEMENTOS DE CONTORNO PARA
PROBLEMASHARMONICOS

3.1. Introducéao

O constante aperfeicoamento dos computadores tem conduzido a uma importante
transformagdo na tecnologia e das pesquisas cientificas em geral, devido & aplicacdo ca
simulacdo matemédtica e dos métodos numéricos [86]. Desta forma, tem-se aumentado
as possibilidades dos estudos de projecdo, dos prognésticos e da smulacdo na
Engenharia. Um destes métodos numéricos é o MEC, no qual a descricdo aproximada
do problema estudado, ou modelo matemético, € em forma de equagles integrais. A
apresentacéo da equacdo integra do MEC é um dos objetivos deste capitulo onde sua
formulacdo no dominio da frequiéncia, particularizada aos casos bidimensionais (2D) e
unidimensionais (1D), € obtida. Alguns detalhes da discretizacdo sdo apresentados,
como também da integracdo numérica quando integrais de dominio estejam presentes;
em sSituacOes deste tipo, ou sga, caos 2D, células triangulares sdo utilizadas na
representacdo da parte do dominio ra qual a integracdo é requerida para casos 1D o
tratamento da integracdo numérica também é apresentado.
3.2. FormulaggodoMEC 2D
A equacdo integrd do MEC pode ser obtida mediante métodos distintos, sendo o
M étodo dos Residuos Ponderados (MRP) um deles.

Considerese um meio homogéneo e eastico W, como mostrado na figura 3.1,
governado pela equagdo de Helmholtz (2.13):

N2U(X) + g?U(X)= 0 (3.1)
onde g € o nimero de onda: g=w/c, w é afregiéncia da onda w= 2pf (f éa

freqliéncia ciclica da onda). X indica a dependéncia espacia. Como mencionado
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anteriormente, X pode ser X=X para 0 caso unidimensional, X = (x)y) para casos
bidimensionaisou X = (x,y,2) para casos tridimensionais (3D).

D=T3emcl59___

Dominio W

X=(Xx,Xy)

u=uoemGu

Figura 3.1. Dominio 2D e defini¢bes basicas.

Para resolver a equagdo (3.1) consideram-se os contornos G, e G, do dominio W
sujeitos as condicdes de contorno (2.11) e (2.12), respectivamente. Admite-se o
contorno G constituido destas duas partes, de modo que G= G, E G,. Aplicando o MRP
aequacdo (3.1) eas condic¢des de contorno (2.11) e (2.12), paraa solucdo aproximada U

, sera definido o problema a seguir:

N2U+g2U:RW
U- U=Rg (3.2)
P- P=Rg

onde Rw, Ra, € Rg, S0 os residuos e U e P, agora, representam valores aproximados. O
proximo passo consiste em minimizar esses residuos e, com essa finalidade, o seu
produto por funcles de ponderagdo w, w e w (cujas derivadas normais sdo

% : %e%}v ) é integrado no dominio e no contorno e igualado azero. Procedendo

assim, obtém-se a seguinte equagao:

6 . 6 -
RyWwdW+ § Rg WdG+ § Rgw dG=0 (3.3)
a @

Aplicando as equagdes (3.2) em (3.3) tem-se:

é ot O

6 . , 6 - 6 - =
6 [ NU + g°UlwdW+ 3§ (U- U)wdG+ g (P- P) wdG=0 (3.4)
cu G

B3
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. ~ ~ - W =
Escolhendo convenientemente as fungdes de ponderacdo w=ﬂ— ew=-wa

n
equacdo (3.4) fica:
o [N2U+ gZU]WdW+0 (R U)—dG o(P P)de 0 (3.5)
w Gu Gp

Integrando por partes duas vezes o primeiro termo da primeira integral do lado

esquerdo da equacdo (3.9 chega-se &

Tw

n VG + 0 [N2W]Ud\N (3.6)

w

8 [NZU]dezo Ty

WdG-oU
c In

G
U

Substituindo (3.6) em (3.5), onde ﬁ = P, obtém-se:

B3

o)
0 [ Naw+ gw]Udw+ 5 PwdG- § UT4e+ § 1w
G G ﬂ Gu ﬂn

—=
=

dG-

@Ozo
Ca
>
-
o
®

3

0 0 -
- 6 PwdG+9 PwdG=0 (3.7
Gp Gp

6 6 6
6 PwdG- § PwdG=g PwdG
G @ Qi
e (3.8

6
6Uﬂ—WdG oUﬂ—WdG oUﬂ—WdG
0 T2 Fyn T8 Py

e (3.9

fw 1w
n dG= GUﬂ dG

aequagdo (3.7) pode ser novamente escrita como segue:

6 . 6 6
& [ N+ g?w]U dW+ § PwdG- & Uﬂ—WdG= 0 (3.10)
W G G ﬂn
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Desta forma o operador de Helmholtz (N?+ g?), aplicado sobre a solucdo U
procurada, foi “movido” para a funcdo de ponderacdo w. O proximo objetivo consiste
em eliminar aintegral de dominio da equaco (3. 10). Para isso, pode ser escolhidacomo
funcdo de ponderagdow uma fungdo que segja solugdo da equacdo de Helmholtz com
fonte singular (isto €, representada pelo delta de Dirac). Esta solugcdo € denominada
solucdo fundamental do problema e corresponde a0 campo gerado por uma fonte
concentrada unitaria. Sua expressao foi mostrada no capitulo anterior, tanto para a
equacdo de Poisson quanto para a equagcdo de Helmholtz; em outras palavras,
w= U (XX )= G(Xx ), onde G(X,x ) é afuncdo de Green do problema (3.10) reescrito
como:

8 [ R2u*(X,x ) + g% u* (X,x )JU(X) dw+8 ET—L;((% u*(Xx ) dG-
w G

6 U XX)
6 V9 e

A equacdo anterior € conhecida como equacao integral do problema governado pela

dG=0 (3.12)

equacdo (3.1). Neste caso, a solucdo fundamental u*(X,x ) que se deve aplicar é a
correspondente a equacdo de Helmholtz.

D%ignandow =p*(Xx)e TUEY

T n(X)

00 = P(X) a equagéo (3.11) pode ser escrita

como:

8 [ N2u* (X x)+ g2u* (X,x )] U (X) dw:8 UX)p* (X,x) de-g POX)u*(Xx)dG (3.12)
G G

B3

3.2.1. Equacéo integral para pontosinternos

Do capitulo anterior sabe-se que o operador de Helmholtz aplicado a funcdo de Green
iguala-se a funcdo generalizada delta de Dirac. Usando-se a propriedade (2.17), a

equacdo (3.12) pode ser escrita como:

UK) = - § UX) p*(Xx) dG+ 8 P(X) U*(X.x)dG (3.13)
G G

aqua é vdlida para pontos x pertencentes aodominio W.
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3.2.2. Equacéo integral de contorno

A equacdo integral de contorno pode ser obtida quando o ponto x € levado ao contorna
Asintegraisem G, agora, devem ser calculadas por processos limites a medida em que x
goroxima-se de G. Para detalhes deste procedimento podem ser consultadas as

referéncias [38,77,78]. A equacdo integral de contorno escreve-se como:

c(X)U(x) = - g U(X) p*(Xx)dG+ 8 P(X) u* (X x)dG (3.14)
G G

O coeficiente o(x) € representado por c(x) = a /2p onde a € o0 angulo interno definido

nafigura3.2.

Contorno G

Dominio W & "\
- X

Figura 3.2. Definicdo do angulo a.

Deve-se notar que, na equacdo (3.14), o cao 2D esta sendo analisado e X = (xy)

representa as coordenadas do ponto campo e X = (Xy,Xy) representa as coordenadas do

ponto fonte (ver figura 3.1).

3.2.3. Equagdo integral na presenca de fontes

Se o problema apresenta fontes no dominio, por exemplo B(X), a equacéo (3.1) deixa de
ser uma equacdo diferencia homogénea para converter-se em:
N2U(X) + g2 U(X) = B(X) (3.15)

A equagdo integral do MEC correspondente pode ser escrita como:

Q Q Q
c)UX) = - 8 U p*(Xx)dG+8 P(X) u*(Xx)dG+8 B(X) u* (Xx)dW (3.16)
G G W

Se no problema esté presente uma série de fontes concentradas B(X) = é Bfid (XX,

onde Bfy representa a intensidade da fonte na posicdo Xk , a equagdo (3.16) pode ser
rescrita como:
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Q 9 o
cOOUK) = - 8 U0 p*(Xx)dG+8 PO u*(Xx)dG+ Al BRU*(xkx)  (3.17)
G G Kk

onde a propriedade db delta de Dirac (2.17) foi empregada.
3.2.4. Discretizagcao

Uma distincdo deve ser feita para a solucdo fundamental: sera apresentada com dois
argumentos guando corresponde a equacdo de Helmholtz, ou sgja, u*(r,g). Reserva-sea
nomenclatura u* (r) somente para a solugcdo fundamental correspondente a equacdo de
Poisson.
O modelo numérico empregado considera o contorno G dividido em NE elementos e
a equacdo (3.16) pode ser discretizada para formar um sistema de equagdes de onde
valores de contorno desconhecidos podem ser calculados a partir de valores de contorno
prescritos. Obtém-se, para um determinado ponto x coincidente com o0 nd i de um
elemento G de contorno (1 £ ] £ NE) a expressdo discretizada da equagéo integral
(3.16):
o ) 0
cui=-A & uXprigde+a @ PX) (i gdG+ B (3.18)
=1 j=1 4]
naqua U(X) e P(X) representam valores prescritos ou valores desconhecidos a serem
calculados Em cada elemento | estes vaores variam de acordo com funcBes de
interpolacdo predefinidas. O dltimo termo da equagéo (3.18) é dado por:

Bi =8 B(X)u*(ri ,g dW (3.19)

< oo

e representa a contribui¢cdo das fontes ao nd i. Em item posterior sera apresentado o
tratamento feito para o clculo da integral da equacdo (3. 19) particularizado para casos
2D e1D.

O proximo passo consiste em determinar as integrais dentro do paréntesis da equacéo
(3.18), isto &

U(X) p* (ri .9 dG (3.20)

5O QOO
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P(X) u*(ri ,0 dG (3.21)

5 QOO

Estas integrais relacionam o n6 i (onde afontex esté localizada) com o ponto campo
X pertencente ao elemento j sob o qual aintegral esta sendo resolvida. Neste trabaho o
contorno G é aproximado por meio de elementos lineares, nos quais as variaveis U e P,
envolvidas nas equagdes (3.20) e (3.21) sdo interpoladas linearmente como mostra a
figura 3. 3. Desta forma, considerando um elemento qualquer G, os vaores deU ede P
em cada ponto pertencente ao elemento G podem ser definidos mediante seus valores
nodais e duas funcdes de interpolacdo lineares f 1 e f », dependentes das coordenadas

naturaish (h1 [-11]) segundo:

U(h)j = f i Uj (32)
Ph)y=f;R (3.2)
onde:
Ui PPy
fi.=[f foli U=i "y =iy 3.24
] [ 1 2]] ] 1U2bl ] TPZDI ( )

Na representacdo anterior j indica o elemento integrado, U; e U, representam os
valores nodais deU nosnos 1 e 2, respectivamente, e P, e P, os valores nodais de P nos

seus nos correspondentes (ver figura 3. 3). As fungdes de interpolacéo f 1 ef 2 sdo:

flzil(l—h) e f2:51(1+h) (3.5)

Figura 3.3 Funcdes deinterpolagéo linear para U e P no contorno G,

Da mesma maneira, as coordenadas de um ponto X qualquer que pertence ao
elemento j sdo dadas por:
CiXafl i Y)ad

Xhy=fic;  Cj=iy y=1.">7
(h)=f;C; i Xopi 1 (X Y)2bi

(3.26)
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Tem-se entao:
dG = ¥2%eh (3.27)

ondeJ é o jacobiano da transformag&o linear:

e o]
¢ [adxo?  adyo’r |
14,114— = = = = .
%=\ Gng " Sy 572 (3.8)
sendo |; o comprimento do elemento j.
Desta forma as integrais das equagoes (3.20) e (3.21) podem ser escritas como:
: : 2 :
o UX)p*(ri @ dG=¢ [f;Uj]p*(ri .9 dG = (é‘o fip* (.9 dG =Y, (3.29)
G G G 7]
e
0 0 e 0
8 POO U (ri .9 dG=8 [f,Plu*(r.@dG =3 f,u*(i 9dG it (3.30)
G G

As representagBes anteriores definem a interacdo entre o n0 i e um né particular

localizado sobre 0 elemento j. A equagdo discreta correspondente ao no i é dada por:

(I)\IE (I;IE
CiuU+ a. Hij U; :a G;jj Pj + Bi (3.3)
=1 j=1
onde:
2§
Hij=0 f;p*(ri .9 dG (3.2)
G
e
8
Gj=o f;u"(ri,9dG (3.3)
G
| dentificando-se:
THj seit]
Hij=1 a (3.3

Levando-se em conta (3.4), aequagéo (3.3L) se escreve como:

NE NE

o] [o]

a Hj U = a Gij Pj + B (3.%)
=1 =1
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Apos a aplicacdo da equagdo (3.31) atodos os nds do contorno, obtém-se um sistema
deN equagdes, que em formamatricial pode ser representado segundo:

HU=GP+B (3.3)
onde H e G sdo matrizes de ordem N"N e U, P e B séo vetores deordem N (N éo0
nimero de nos).Uma vez que as condi¢des de contorno conhecidas sdo introduzidas, o
sistema representado por (3.36) pode se estruturar de forma que os valores de contorno
ainda desconhecidos possam ser cal culados segundo:

AX=Y+B (3.37)

Na expressdo anterior A é matriz de ordem N" N que contém os coeficientes dos
valores incognitos, agrupados no vetor X, e o vetor Y é formado pela contribuicdo dos
valores prescritos conhecidos. ApGs a resolugdo do sistema de equagdes (3.37), 0s
valores do contorno passam a ser conhecidos e valores de U em pontos internos podem
ser diretamente calculados com a equagéo (3.18); neste caso C; = 1. O vetor contendo as
respostas procuradas pode ser denominado de U, e, caso fontes de dominio estejam

ausentes, pode ser denominado simplesmente de U.
3.2.5. Implementacédo numérica

A seguir particulariza-se 0 uso das fungdes de Green apresentadas no capitulo anterior,
para as equagoes de Poisson e de Helmholtz como solugdes fundamentais das equactes
integrais do MEC. A solucdo fundamental empregada para o caso 2D , quando a equacéo
de Helmholtz é resolvida, corresponde a solugéo dada pela equagdo (2. 30):

* - — I 1
u(rg) = 5 H Vo (3.39)
de onde se obtém:
i 1 ir
pre) = 7 H, 09 1 (3:39)

Quando a equacdo de Poisson é resolvida, trabalha-se com a solucéo fundamental

corresponde nte & solucdo dada pela equacdo (2.27), iso &

-1
u*(r) = gln(r) (3.40)
de onde se obtém:
-119r
p*(r) = 20 1 n E . (3.41)
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As fungdes Ho(l)(rg) e Hl(l)(rg) sd0 as funcbes de Hankel jé& citadas no capitulo
anterior. Depois de substituir as expressbes das solugbes fundamentais e suas
respectivas derivadas nas equagdes (3.3) e (3.33) é possivel determinar os de mentos

das matrizes H e G. Alguns detalhes @ integracd devem ser citados, principalmente

com relacdo as integrais de contorno quando o ponto fonte X pertence ao elemento a ser
integrado. Quando este ndo € 0 caso, as integrais ndo apresentam nenhuma dificuldade e
podem ser avaliadas normalmente, utilizando quadratura gaussiana. Como mencionado
anteriormente, elementos de contorno de geometria linear tém sido empregados afim de

desenvolver a discretizacdo do contorno. Devido a este fato, os coeficientes da sub

AN
matriz Hj quando o ponto fonte x; pertence ao elemento a ser integrado sdo nulos

porgue 1 r/ffn =0 no caso de elemento linear; destaforma:

H.._—(Ll‘-JIQ fi H(l)( gﬂ LdGo 0 (3.42)

onde \- 1 representa a unidade imaginaria. A mesma situagdo acontece quando a
N
matriz H;; é calculada empregando a solugdo fundamental de Poisson (3.40), uma vez

que o termo Y r/fn = 0 também esta presente.
Para o célculo dos coeficientes que pertencem a matriz Gii de Helmholtz alguns
cuidados devem ser tomados devido ao comportamento logaritmico da rie empregada

para aproximar afuncdo de Hankel H (1)(r@ [82,83; neste caso:

(V_)ofHa) ~ (F)o (9 ¢

Gii 9 dG reo 7I—adG+ O(rig (3.43)

O termo logaritmico pode ser integrado de forma anaditica ou usando um
procedimento numeérico que se baseia em uma transformag&o de coordenadas ver Telles
[87], a qual origina um jacobiano de valor nulo no ponto onde ocorre a singularidade,
anulando-a. Neste trabalho uma transformecéo de coordenadas de segundo grau foi
empregada (Telles [87]) e a <frie adotada para representar as fungdes de Hankel,
fornecidasem ABRAMOWITZ [82], foi dividida, por sua vez, em outras duas fries de
acordo com os valores dos argumentcs (rg). Para a andlise numérica, osargumentos (rg
se classificam em:

Argumentos pequenos ¥4 g/2£ 2,
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Argumentos grandes: Yag/2> 2.
Situacdes similares as explicadas acontecem quando a solucdo fundamental (3.40),

correspondente a equacdo de Poisson, e sua derivada (3.41) sdo empregadas. De uma

N
maneira didética é possivel resumir as expressdes deH e G como:

| Helmholtziil (\/4_)9§ 1(1)( @ﬂ_dG (regular) xil G
T . G

. f 0 i

) }J-16 17 (3.44)
] | - Q .
| Poisson 1i 2080y ndG’ (regular) xil G
X . G
T to xil G

e

-I |'_(\£r__11 fi H(l)(rg)dq (regular) % G
i Helmholtz G s
| f ooy >~f§< i G

Gi=| . (3.55)
I |2_pl8 jIn(ri)dG  (regular) xi G
| Poisson | G
T Tr®02:0f In(ri)dG +O(ri) xil G

G

As integras de H e G podem ser calculadas empregando quadraturas de Gauss
[77,78,79] para todos os elementos.

3.3. FormulagdodoMEC 1D

A seguir, a formulagdo do MEC, anteriormente apresentada, particulariza-se para casos
1D. O exemplo tipico de problemas 1D tratado neste trabalho se reduz a oscilagdes de
cordas; desta forma, uma vez referenciado o problema 1D se empregara a variavel
espacial como X = x.

3.3.1. Equacéao integral para pontosinternos

Desenvolvendo em (3.13) as integrais de contorno, tem-se [ 79]:
U(x) = [PX) u*(xx)]a+ [P(X) U (xX)]a - [UK) p*(xX)]au - [UX) pr(xx)] e (3.46)
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Esta expressdo € vdida para pontos internos X pertencentes ao dominio W
unidimensional e p*(xx)= 1 u*(xx)fin. Seguindo a notacdo usua do MEC, x
representa 0 ponto fonte e x € o ponto campo. Neste caso, se 0 eixo x € tomado como
eixo de referéncia, a notagdo entre 0 ponto campo e a sua abscissa ndo pode ser
distinguida. Com a presenca de fontes B(x) no dominio 1D, um termo a mais deve ser
acrescentado a equacdo (3.46):

U(x) + [UX) p*(xX)]xe0 + [U(K) p* (X, X)]=L = [PO) U* (X, X)]eo + [P(X) U* (X X)L +
5] L
+ 80 B(X) u*(x,x) dx (3.47)
sendo L o comprimento da corda. Nota-se que as equactes (3.46) e (3.47) apresentam
varidveis conhecidas e variaveis incognitas, tanto de condicdes de contorno essenciais
quanto naturais, razdo pelo qual estas equacdes ndo serdo possivels de aplicar até que as
varidveis incognitas do contorno sgjam determinadas.

3.3.2. Equacéo integral de contorno
Quando a equacdo integral € particularizada para o caso 1D, néo é dificil verificar que
os contornos G, e G, séo apenas 0s pontos x= 0 e x= L. Deve-se considerar o

importante fato de que as normais estdo dirigidas para fora do dominio, sendo a

componente escalar da normal positivaem x = L e negativa em x= 0, como mostrado

nafigura3.4
Gu ou Gp Gu ou Gp
x=0 x=L
— 11 I I I I I I I T @ X+
Nx \ / Nx
E+— — €

Figura 3.4. Dominio 1D: contornos e normais para a corda.

Para se determinar asituagdo limite escreve-se a equagao (3.46) em funcdo de certa

distancia e dependente da posicéo da fonte x, isto &
U) + [UKX) pr(xe)lxo + [UX) p*(xe)leL = [P(X) U (x.e)l=o + [P(X) U (xe)]=L (3.48)

Admitiu-se B(x) = 0 para facilitar o desenvolvimento. Passando ao limite quando
X® 0 obtém-se a primeira equacdo de contorno:

UO) + [URX) p*(x0)]x0 + [UX) p*(X.0)]eL = [P(X) U*(x,0)]x=0+ [P(X) U* (><,0)]FL(3 2
Passando a0 limite quando X® L obtém-se asegunda equacdo de contorno: -
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UL) + [URX) p* (xD]eot [UK) p*(XL)er = [P) u*(X,L)] =0 +[P(X) Lf*(x,L)]x:L(3 o)
Arrumando convenientemente as equacdes de contorno (3.49) e (3.50), um sistéma

de equagdes algébrico € obtido:
HU=GP (3.51)
AsmatrizesH e G tém as seguintes representacoes.
ep0O+1 pLO o w00 uw(Lo)
=€ u ; =€ u (3.32)
e p*(oL) p(LL+ 10 eur(o,L) u*(LL)u

Uma vez que as condigdes de contorno conhecidas sdo introduzidas, o sistema pode
se estruturar de forma a se obter um sistema de equagdes do qual os valores incognitos
de contorno podem ser cal culados segundo:

AX=Y (3.)
onde A é matriz de 2" 2 que contém os coeficientes dos valores incognitos, agrupados
no vetor X, e o vetor Y é formado pela contribuicdo dos valores prescritos conhecidos,
ambos s20 de ordem 2. Ap0s a resolucéo do sistema de equacfes (3.53), os vaores do
contorno passam a ser conhecidos e valores de desocamento U da corda em pontos
internos podem ser diretamente calculados com a equagéo (3.46). O vetor contendo as
respostas procuradas pode ser denominado U.

No caso de fontes estarem presentes, procede-se de maneira similar ao explicado
onde, neste caso, para a determinacao das incdgnitas, o sistema a ser resolvido é similar
ao sistema (3.53). A diferenca é a presenca da um vetor conhecido B que contém a
contribuicdo da fonte B(x). Este sistema pode ser escrito segundo:

AX=Y+B (3.54)

O céculo dos deslocamentos para pontos internos, neste caso, requer 0 uso da
equacdo (3.47) uma vez que os valores de contorno incognitos ja foram determinados
segundo (3.54). O vetor resposta que contém os valores procurados para este caso, ha
presenca de B, pode ser denominado U,

A partir de agora ha condictes de determinar U(x) da equacéo (3.1), para um nlimero
de onda g dado, com as condi¢bes de contorno (2.14) e (2.15) e a presenca ou ndo de
fontes B(x).

3.3.3. Implementacéo numérica

Desta vez a discretizagdo do contorno ndo é necesséria, e apresentam-se diretamente as

expressoes das matrizes H e G particularizadas para as equagdes de Poisson e de
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Helmholtz. A solugdo fundamental empregada para o caso 1D, quando a equagéo de
Helmholtz é resolvida, € dada pela equacéo (2.24), transcrita aqui:

. .igr
U (rg) = (3.5)
1 Zg .
de onde se obtém:
ey A
p*(rg) = in (3.%)
Quando se trata da eguagéo de Poisson, trabahase com a solugdo fundamental
corresponde a equacéo (2.21):
urm = (357)
de onde se obtém:
sy = L Ir
p*(r) = 29 (3.58)

Substituindo as solugdes fundamentais na representacéo (3.52) das matrizes H e G

obtém-se, para cada caso:

AN 3 igL .
e ) N s L gL
| t > il 1 |L i1
| Helmholtz | -1 . I Helmholtz{ | g
I = | {— i = ]
o . ¢ T 2g
Hij= | =12 , j=12 e Gj= | ] (3.59)

s 1 =12 , j=1.2
I 5 it | L .
| Posonl_ . Poisson i 2 :
I T2 '~ 1o =]

Nota se que no caso das matrizes de Helmholtz nenhuma é singular sendo as duas
simétricas e complexas. Para 0 caso das matrizes de Poisson ambas sdo simétricas e

reaissendo H singular.
3.4. Integracdo numérica das fontes

A seguir o problema da integracdo & dominio é abordado. O tratamento da integral
(3.19) para 0 caso 2D, e do Ultimo termo da equacdo (3.47) para o caso 1D sdo
explicados.
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3.4.1. Integrais de dominio

No item 3.2.3. apresentou-se a equacdo integral do MEC com a presenca de fontes A
contribuicdo das fontes em qualquer n6 i € dada por :
; ;
Bi=o0 BX)u*(r,9dW=g BX)u*(r,0 dWo (3.60)
W Wo

Nesta situacdo a parte de dominio W, correspondente a presenca de fontes ndo nulas
pode ser discretizada com o emprego de células triangulares lineares, onde as fontes sdo
interpoladas linearmente [1,76]. Isto consste em dividir o dominio Wp em | sub
dominios triangulares W (ou j células), ondej = 1, 2,... NC, sendo NC o nimero total de

células empregadas, como mostrado na figura 3. 5.

Figura 3.5. Discretizagéo do dominio Wo em W células triangulares lineares e
areas que definem as coordenadas triangul ares.

Segundo este procedimento, a posi¢do de um ponto interno X dentro da cada célulaé
definida por coordenadas triangulares. Em uma célulatriangular W de érea AJ, onde as
areas Alj, Azj e A3’; S80 as areas dos triangulos V\/lJ \/\éJ e V\lo,J respectivamente (ver figura
3.5, tem-<=:

ALALA

I _
Nt A R=1 (A=A) (3.61)

AL+ A+ A=Al b
e se definem as coordenadas triangul ares:
AL A A

As fontes sdo interpoladas linearmente sendo dadas por:
BX)=Bfim (k=1,2,3) (3.63)
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sendo Bfy € o valor da fonte no nd k dacéulatriangular W,.
No sistema de coordenas cartesianas, as coordenadas triangulares sdo definidas como
segue:
AL L

onde:

az=x"- x°

ba - yb _ yc

(3.66)

2Aa0: bec_ bec

2A=bia- ajbs

Os sub-indices a, b e ¢ referemse aos pontos nodais dos vértices das células
triangulares e assumem valores segundo a ordem:

a=123parab=2,3,1ec =3,1,2 (3.60)

Definindo um sistema de coordenadas polares (r; ,q) com origem no ponto fonte x

(ver figura 3.6), a expressdo (3.64) pode ser rescrita como segue:

m= Ck+ Dk(q)r: (3.67)
onde;
AO
Ck: Kk (368)
1
Dk(@) = 55 [becosa) + acsen(a)] (3.69)
2
3
X
g 1
i

X

Figura 3.6. Sistema de coordenadas polares compdlo no ponto fonte x.

Tomando como base o sistema de coordenadas polares (r, ,qg), tem-se:

B(X) = Bfi[Ck+ Di(a)r] (k=1,2,3) (3.7)
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e a integracdo sob uma célula é realizada pela soma de trés integrais auxiliares. Sendo
assm, para cada célula analisada, a integral (3.60) pode ser escrita segundo:

N 8% §R(@)

B=aA 3. 8, Bfi [Cc+ Di(@) 1] u*(rr,) rr dr, dg (3.71)
=1
onde os indicesque variam respectivamente segundo:
t=1,2,3,a=2,31eb=3,1,2 (3.72)

s80 relativos aos vértices da célula triangular eBfy representa os valores nodais da fonte
B(X) nacélula W.

Como mencionado, 0 somatério na expressao (3.71) aparece devido ao esquema de
integracdo adotado, no qua a integracdo na célula j é obtida por meio da soma da
integracdo de outras trés células (células auxiliares Ej, E, e Ez), como mostra o

esquema dafigura 3. 7.

E1

X X X
Figura 3. 7. Dominios usados para a integracao sob cada célula.
Ostermos ga, gbe Rt (q ) da expressdo (3.71) estdo representados na figura 3.8 e a
expressao de R¢(q ) € dada por:

- 2A;
by cos() + a (@)

-2 A

t RO ey - sy

Figura 3. 8 Definicdes para aintegracdo dascélulas.

Generalizando paraum numero total NC de células empregadas, tem-se:
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NC & ga gR()
j=1 t=1
No caso particular de fontes concentradas, o traiamento € bem mais smples;, a

oD OO
D> OO

0. 80 Bfi [Ci+ Di(a)re ] u*(rr,g)rv dr; dg (3.74)
a

integrac@o ndo se faz necessaria reduzindo-se a:
K
o)
Bi= a. Bfku*(rk,0 (3.7)
k=1
Neste caso K é 0 nimero de fontes concentradas e rk representa a distancia entre o
ponto fonte X; e o ponto campo de coordenadas Xy localizado na posi¢éo de cada fonte

concentrada de intensidade Bf.
3.4.2. Integracdo numérica 1D

Ao se trabalhar com o problema 1D, observa-se que ndo € preciso discretizar os
contornos, por eses serem simplesmente pontos. Desta forma um sistema de dimensdo
2" 2 define o problema de contorno; porém, quando fontes no dominio estdo presentes, a
discretizacdo torna-se necess&ria e “células’ lineares unidimensionais sdo empregadas
para a integracdo das fontes. Na equagdo (3.47) a Ultima integra do lado direito € uma
integral no dominio W= [O,L].

Apbs a discretizacdo da cordaem j=1, 2, 3, ... NE elementos (ou células, para
manter a nomenclatura), o vetor B que contém as contribuicbes das fontes pode
expressar -se da seguinte maneira:

NE— 1
Bi= gxz LU*(rig) dx Bf, + a @Xﬁlf U (rig dx BfJ éxN fLu*(rig dngfN

X1 2 j=2 Xj-1 gXN 1 7]
(3.76)

na equacao anterior i = 1, 2, 3, ... N, onde N é o nimero total de n6s (incluindo os nés
do contorno) e Bf; sdo os vaores nodais das fontes atuando em cada nd A fonte B(x) €
interpolada linearmente segundo:
B(h); = f; Bf 377)
onde:
1Bl

=[f1 fz]j ij=|

y 3.78
iBopi (3.78)
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Na representacéo anterior j indica o elemento integrado e B; e B, representam os
valores nodais de B(x) nos nés 1 e 2 do elemento j, ver figura 3.9. As funcles de

interpolacdo f ; ef , s80 as mesmas apresentadas em (3.25).

1

2
<l—

Figura 3.9. Funcgdes de interpolacdo linear para a integracdo das fontes B(X).

O procedimento para o calculo da integral (3.76) pode ser efetuado numericamente
com quadratura de Gauss [77,78,79.
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CAPITULO 4

INCLUSAO DAS CONDICOESINICIAISEM ANALISE NO
DOMINIO DA FREQUENCIA

4.1.Introducéo

Apresenta-se, a seguir, a andlise no dominio da frequiéncia (ou andlise de Fourier) para
vibrac@oforcada. A andlise é realizada através da transformada de Fourier.

4. 2. Andlise no dominio da frequiéncia

Quando uma técnica transformada é usada, o problema origina € transferido a um novo
dominio (ou dominio transformado) o qual, geramente, conduz a uma melhor
compreensdo do problema: efeitos que permaneciam “escondidos’ na descrigéo original
(ou dominio original), tornam-se visiveis. Sabe-se que em aguns problemas estruturais,
tais como os gque envolvem interacdo solo-estrutura, para citar um exemplo, as forcas de
interacdo sdo dependentes da freqliéncia; assim sendo, para a solucdo destes sistemas, €
indicada a andlise dinamica no dominio da freqliéncia, devido a informagdo que a
presenca de tais forgas proporciona

Uma das vias para expressar um sistema, ou a equagdo que descreve este sistema
(como é o casoda equacdo da onda), no dominio da freqiiéncia € aplicar a transformada

de Fourier a esta equagdo. Também € possivel admitir uma dependéncia temporal da

forma e wt para u e, de igua forma, chegar a mesma equacdo de Helmholtz que
descreve o problema no dominio da freqiiéncia

Na natureza ndo existe vibragdo sem amortecimento e, por menor que ee sga,
sempre estad presente. Este amortecimento serd responsavel pela atenuagdo do
movimento, tendendo a diminuir sua amplitude com o aumento do tempo.

As técnicas de DFT ou FFT somente podem ser aplicadas quando um tipo de
amortecimento est4 presente. A razdo desta afirmacdo se deve a presenca de
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singularidades do espectro nas frequiéncias naturais do sistema: aqueles casos onde a
fregUiéncia da perturbacéo externa coincide com uma das frequéncias caracteristicas do
sistema estudado séo exemplos de ressonancia. Qualquer excitacdo externa que estgja
em ressonancia can uma das frequiéncias naturais ou caracteristicas do sistema excitara
o modo de vibragdo correspondente, provocando um aumento das amplitudes até
ocorrer uma “ruptura’ deste sistema, a menos que 0 pProcesso segja interrompido por
meio de amortecimento. As consequéncias deste fato sdo menos dréasticas uma vez que
sistemas mecani cos reais sempre apresentam algum tipo de amortecimento.

Ao tentar empregar DFT ou FFT em sistemas n&o amortecidos, teoricamente estaria
sendo violada acondicdo necesséria para a convergéncia daintegral de Fourier, umavez
gue as respostas u(Xt) destes tipos de sistemas ndo cumprem a hipétese u(Xt) ® 0
quandot® ¥.

Para evitar o anteriormente dito, um tipo de amortecimento deve ser adotado. No

segundo capitulo foi apresentada a equacéo escalar da onda amortecida sob uma forca

externa:
RAUXY - & ”ﬂ(f’t) =1 21‘?(:2(’0 + bXt) (4.)
Esta equacdo sera resolvida com as condi¢des de contorno em G dadas por:
uX) = uXt X1 G (4.2)
pXH = pXt) X1 G (4.3)

Se 0s parametros que caracterizam as propriedades fisicas do sistema ndo variam no
curso do processo que se estuda (como é o caso considerado aqui), o sistema € linear
bem como as equacfes que descrevem seu movimento e oprincipio da superposicdo €
véalido, sendo possivel representar as vibragdes decompondo-as em suas componentes
defrequéncias.

Aplicando a transformada de Fourier (2.33) acadatermo da equacéo (4.1) e usando a
propriedade (2.35) , tem-se:

o ¥ . . . Q N .
A3 e MR di= ERY=08 e ™lu(xi) dif = RAUXw) (44)
2pg . ¥ 2ps. ¥
10%  wy fuxd, - 10 fuxd) o
2p8_ . e [- ¢ Tt ] dt=- Q’[Zpg_ y e 1 dtf] = - ¢ (w)U(X,w)

(4.5)
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10¥ e TUKD 16 ¥ .Wt‘ﬂzu(Xt)

2 I T A
= w2 U(X,w) (4.6)
onde:

1Q¥ -iwt

—0 e "uXd=UXw (4.7)
2p0_¥
e

1Q¥ - iwt

550 € 7 b(Xpdt=B(Xw) (4.8)
p0_¥

Substituindo as equagdes (4.4) a (4.8) na equacéo (4.1), dotém-se uma expressao
familiar para U(X,w):

- aw’

N2U(Xw) + Ca~ W ——U(xW) B(X,w) (4.9)

O termo entre paréntesis pode ser denominado:
2

a/ a0 5

K@~ IW@;, & (4.10)
e aequacdo (4.9) é rescrita como:

N2UXw) + g2 UX,w) = B(X,w) (4.11)

Note-se que a forma da equagdo (4.11) é similar a forma da equagdo de Helmholtz
(2.13) apresentada no segundo capitulo. De fato, se ¢, = 0, 0 que corresponde ao sistema
sem amortecimento, a equagdo (4.11) torna-se a equacdo de Helmholtz com o termo de
fontes. A equacdo (4.11) neste trabalho € denominada de equacéo de Helmholtz
generalizada. Neste caso 0 novo nimero de onda, g, € complexo, assim como U(X,w) e
B(X,w). Como consequiiéncia, a funcdo de Green associada a (4.11), que sera usada
como solucdo fundamental do MEC, de agora em diante também terd como parémetro
um ndmero de onda complexo.

Uma vez que a transformada de Fourier sga aplicada as condi¢des de contorno (4.2)
e (4.3), novas expressdes para as condigdes de contorno séo obtidas, similares aguelas
dadas pelas equacdes (2.14) e (2.15), respectivamente, isto &

uxXw)=uxw) XI G (4.12)

Pxw) =Pxw) X1 G (4.13)
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Sendo g. um nuimero de onda complexo, o novo problema, definido por (4.11)-

(4.12)-(4.13), s0 faz sentido no dominio da frequéncia.

4.2.1. Procedimento numérico

Para propésitos numéricos, o sistema estudado, sgja 1D ou 2D, pode ser discretizado
espacidmente em NE elementos e N nds nos quais a resposta sera calculada
numericamente. Uma vez que os valores discretos de b(X,t) s8o conhecidos para NT
valores de tempo (tota de pontos amostrados), o espectro de freqiiéncias B(X,w¢) pode
ser obtido, através do emprego da DFT ou FFT, nas wy freqiéncias igualmente
espacadas, onde nt=1, 2, ... NT. O intervao de tempo € calculado segundo
Dt= T/(NT), onde T € o periodo da analise.

Até aqui, problemas dependendo de cada freqiiéncia Wy e governados pela equacdo
de Helmholtz generalizada (4.11) tém sido descritos. Desta forma, NT problemas de
contorno similares aos resolvidos no capitulo 3 empregando o procedimento do MEC
s80 resolvidos. As matrizes G e H sdo geradas NT vezes, uma vez qie dependem das
freqliéncias wy. Para o calculo dos valores de contorno incognitos, seréo determinados
sistemas similares aos apresentados na equacdo (3.37), e as respostas nos pontos
internos sdo calculadas, para cada frequéncia wy, empregando o MEC com o
procedimento ja explicado no capitulo 3. Um caso importante a ser notado é aguele que
define a fregéncia zero ou proxima a zero, para o qual uma toleréncia pode ser fixada.
Estes casos identificam-se com os problemas resolvidos no capitulo anterior para a
equacdo de Poisson e sdo equivalentes ao caso estéatico.

Uma vez redlizado este procedimento, as respostas nos pontos internos e nés do
contorno, para cada freqiiéncia, podem ser armazenadas em uma matriz M. As respostas
no dominio do tempo devido a b(X,t) sdo calculadas aplicando a FFT inversaamatriz M

e podem ser armazenadas em um Vetor up.
4.2.2. Consider acdes

Alguns detalhes devem ser tomados em consideragdo quando a anadlise de Fourier é
empregada. A primeira delas é a relativa ao periodo da andlise, conceito que, neste
trabalho, se identificacomo periodo estendido. A segunda consideracéo tem aver com a
amostragem da freqiéncia, ou sga, envolve as freqiéncias a serem empregadas. O
cumprimento de ambas as consideracfes é de grande significado para este trabalho. A

discussdo a seguir aprofunda o que f oi mencionado.
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4.2.2.aPeriodo estendido

Uma excitagdo harménica de qualquer frequéncia arbitraria w € periddica, isto € se
repete a intervalos de tempo iguais, T= 2p/w, sendo T o periodo da andlise, ja
mencionado anteriormente. Quando vibrages sdo estudadas outros tipos de excitagoes,
ndo necessariamente harménicas, podem estar presentes; porém, umafuncdo periddica
(satisfazendo algumas condi¢des) pode ser representada por uma série convergente de
fungdes harmonicas cujas freqiéncias sdo multiplos de uma fregiiéncia fundamental
w = 2p/T.

Ao se estudar problemas ndo periédicos com a FFT, deve-se criar um periodo
ficticio, o periodo Tp, a0 final do qual o sistema mecanico deve atingir 0 repouso.
Assim o comportamento ndo causal, que perturba as condi¢desiniciais € evitado.

O periodo estendido Tp € estimado para que a condi¢do ¢k causalidade seja cumprida
no sistema. Dado que o sistema é considerado como amortecido @ dependéncia
exponencial da solucdo analitica 1D pode ser vista no Apéndice B, para o caso da corda
fixa em suas extremidades e para 0 caso dacor da fixa em uma extremidade e livre na
outrg), é possivel estimar este periodo exigindo que o valor do decremento exponencial
a0 fina da andlise do sistema amortecido, se reduza a um valor prefixada Uma boa
aproximacdo para este periodo estendido tem sido relatada na literatura [ 88,89,90,91] e
requer que a amplitude da vibragdo livre do sistema, ao final de Tp, sejaigud a 1% do
valor inicial. Um critério similar a este serd empregado a seguir para a estimativa do
periodo estendido Tp.

De umamaneira anaoga a seguida quando se trabal ha com vibracGe s mecanicas com
a presenca de amortecimento, uma razao de amortecimento z relativa ao fator de
amorteci mento viscoso critico ¢, pode ser definida

Umavez que neste trabalho sistemas continuos séo analisados, existird um conjunto

de frequéncias naturais wh definindo o problema; desta maneira, € possivel identificar

12 Cv &b 2 .
nes reizes g, =- 5= SEB- W, quando o radicando se anula (ver detalhes no

Apéndice B) e definir o amortecimento viscoso critico como ¢ = 2w,. A azdo de

amortecimento z, relativa acvc, pode ser definida como:
= & = _Ql
Cc 2Wh
de onde:

(4.14)
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W, = > (4.15)

Destaforma, o decremento exponencia na resposta pode ser representado em termos

zwnTp

da raz&o de amortecimento z como € , onde W, representa asfreguéncias naturais

(lembrar que em um sistema massa-mola de massa m esta raz8o de amortecimento se

. c c C - N
define como z = . 2m/vde onde zw = 2m). Por ser o primeiro modo de vibragéo o

gue mais contribui para o deslocamento e o que fornece o maior periodo, este serd o
modo responsdvel pelo periodo admissivel minimo a ser estimado. Pode-se escrever,

entao, acontribuicdo navibragdo produzida por este modo da forma:

-zw, Tp_ 1
e = 0o (4.16)

guando foi adotado o vaor de 1% no decaimento da amplitude fina do sistema em

relacdo a sua amplitude inicial Daf ormula anterior:

1
-z(W)Tp=1n (—100 ) (4.17)
e, finamente:
4,60
Tp=—" 4,18
p W (4.18)

gue sera a expressao empregada neste trabalho para calcular o periodoestendido Tp.
Alguns aspectos devem ser notados aqui: 0 primeiro € chamar a atencdo ao fato das

freqiéncias naturais dependerem da natureza do problema. Por exemplo, para uma

. : ~ npc
corda fixa em suas extremidades, estas sdo representadas por Wn = % e, neste caso, 0

periodo Tp pode ser determinado por:
_460L

Tp= Zp ¢ (4.19)
: . . (2n- 1)pc
Para o caso dacorda fixa em uma extremidade e livre na outra: W, = Tez
921L
Tp=— 4.20
P= e (4.20)

O outro aspecto a ser notado é relativo a porcentagem que podera ser fixada, a qua
dependera das propriedades do sistema. Por este motivo, embora uma boa aproximagao
segja dach pela formula (4.18), a determinagcdo do mesmo é essencial mente empirica.

Deve-se notar a importancia da estimativa adequada do periodo da andlise
estimativas inadequadas conduzem a erros que podem invalidar os resultados. Para

50



ilustrar 0 que foi dito, dois exemplos numéricos relativos a andlise de uma corda sob
deslocamento inicia do tipo senoidal so analisados. No primeiro deles, representado na
figura 4.1, a resposta para 0 ponto centra da corda, obtida com um periodo adequado
Tp = 1842,07 é mostrada; note-se o circulo envolvendo a saida do sistema no tempo

t = 0 com o correto atendimento da condi¢éo de causalidade.

1,0 j

0,5 H i .i.

-0,5 {

K

1,0 . 1 . 1 . 1 . 1 .
0,0 200,0 400,0 t 600,0 800,0 1000,0

Figura4.1 Resposta de um sistemna com um periodo adequado Tp = 1842,07

Na figura 4.2 se apresenta novamente o mesmo exemplo analisado anteriormente.
Agora, um periodo ndo adequado Tp = 250. € adotado e verifica-se que a condicéo de
causalidade ndo € atendida. Neste caso, como a resposta ndo estd4 suficientemente
amortecida, condi¢les iniciais “esplrias’ aparecem no tempo t = 0; o0 réo atendimento

da condic¢éo de causalidade € obvio.

15
4

1,0 H

05 4

05 [ |

-1,0 | 34

1,5 . 1 . 1 .
0,0 100,0 t 200,0 300,0

Figura4.2 Resposta de um sistema com um periodo ndo adequado Tp = 250.
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Na figura 4.3 estdo representadas, em um mesmo gré&fico, as repostas antes
apresentadas separadamente, evidenciando-se a diferenca entre elas Naturalmente, essa
diferenca seria evitada se uma correta escolha do periodo estendido Tp tivesse sido
efetuada.

15

Tp=1842,07
10k ——Tp=250

0,5

-0,5

-1,0

-1,5 N | N | N | N | N
0,0 10,0 20,0 t 30,0 40,0 50,0

Figura4.3 Comparacao das respostas de um sistema com periodo estendido
adequado e ndo adequado.

4.2.2.b Frequéncia de amostragem

Outra consideracdo a levar em conta € relacionada com a escolha das possiveis
fregliéncias que serdo utilizadas na andise. Com este fim, o intervalo de discretizacéo
da freqiéncia deve ter um valor méximo de freqiéncia Wmax= p/Dt. Este vaor de
freqiiéncia maxima é conhecido como freqiiéncia de Nyquist e detalhes deste fendmeno
podem ser vistos na literatura [29,30,31]. Se esta condicdo € violada, o resultado da
transformacdo sera uma superposicdo de efeitos que conduzirdo a uma distor¢do da
transformada de Fourier calculada, provocando o fenémeno conhecido como aliasing.

ApGs a determinacdo do intervalo de tempo Dt, como indicado anteriormente, a
freqiiéncia de Nyquist € calculada e o intervalo de freqliéncias entre zero € Wiex €
discretizado em NT/2 pontos.

No exemplo representado na figura 4.1, onde a resposta do sistema foi calculada
corretamente para Tp = 184207, a quantidade de termos empregados @ transformada
foi NT = 1024. Assm, para o intervalo de tempo adotou-se Dt = 1,80 e a freqiiéncia de
Nyqui st calculada para este caso foi Wiex = 1,75.
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Este mesmo exemplo, com o periodo estendido correto Tp = 1842,07, foi novamente
analisado com o0 emprego de somente NT = 256 termos a Fourier. Para o intervalo de
tempo Dt = 7,20 obtém-se a freqiiéncia de Nyquist Wimax= 0,44.

Nafigura 4.4 é possivel observar (ver detalhes dentro do circulo e do quadrado)
como o sind ndo foi corretamente reproduzido devido ao emprego de uma freqiéncia
de Nyquist ndo adequada, implicando em uma amostragem do tempo em intervalos
maiores que os permitidos e provocando a superposi¢ao de sinais adjacentes no dominio

dafrequéncia, de tal forma que o sina perdeu suas caracteristicas proprias.

0,5}

_110 L | L | L | L | L
0,0 200,0 400,0 t 600,0 800,0 1000,0

Figura4.4 Resposta de um sistema com uma fregiiéncia de Nyquist
ndo adequada.

A diferenca entre o sinal corretamerte reproduzido e o sinal deformado devido ao
aliasing € mostrada na figura 4.5 onde se observa que o sinal deformado também
impede 0 ndoatendimento da condi¢éo de causalidade.
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1,0

0,5

-0,5

-1,0

1,5 . 1 . 1 . 1 . 1 .
0,0 10,0 200 30,0 40,0 50,0

Figura4.5 Comparacao das respostas de um sistema com fregiiéncia de Nyquist
adeguada e ndo adequada.

Tomando cuidados para que as consideragOes apresentadas anteriormente relativas ao
periodo da andlise e a amostragem da frequiéncia sejam cumpridas, apresenta-se, a partir
daqui, a metodologia adotada para a inclusdo da contribuicdo das condicles iniciais

guando a andlise de Fourier é realizada.

4.3. Contribuigéo das condigOesiniciais

No decorrer deste trabalho o termo “pseudo” ser4 empregado para identificar forcas
que, embora sua presenca fisica ndo sgja evidente, so consideradas como sendo as
causas que provocam as condicfes iniciais e, neste sentido, identificadas como falsas
forgas, sdo introduzidas no sistema como sendo equivalentes as condigdes iniciais. Os
conceitos apresentados a seguir também ser&o relacionados afuncéo generalizada delta
de Dirac e a fungdo de Heaviside apresentadas no segundo capitulo. As pseudo-forgas
consideradas também podem ser admitidas separaveis em uma parte espacial e em outra
temporal.

Devido a linearidade do problema, a contribui¢ des devidas as condic¢fes iniciais
podem ser estudadas separadamente e, com base no principio da superposicdo, as
solugdes correspondentes podem ser adicionadas a resposta final.

A equacdo que seraresolvida é do mesmo tipo da equacdo apresentada em (2.4) e
(4.1), porém € umaegquacd0 homogénea, isto &, livre de forgas externas:

TuXt) TuXt)
@t 9 -

AN uXt) - o (4.21)
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Estaequacéo sera resolvida com as condigdes de contorno em G dadas por:

uX) = uXt X1 G (4.22)
pXH = pXt XTI G (4.23)
Agora, condi¢des iniciais similares as apresentadas nas equagdes (2.7) e (2.8) do

segundo capitulo, do tipo:

u(X,00 = upg(X)  (deslocamentoinicial) (4.24)
v(X,0) = %1/3 -0=Ww(X) (velocidadeinicia) (4.25)

serdo incorporadas quando a andlise for realizada empregando a transformada de

-~ e s

4.3.1. Deslocamento Inicial

Considere o0 sistema dado por (4.21)-(4.24) onde, desta vez, a velocidade inicial sera
considerada nula. A resposta que corresponde a um campo de deslocamento inicia

uo(X) pode ser obtida adicionando-se, a este préprio campo de deslocamento inicial, a
resposta do sistema devida a pseudo-forga fu,(X,t) = - fuy(X) H(t- 0), onde H(t- 0) ea
funcéo de Heaviside e fy,(X) representa a pseudo-forga estética requerida para causar o
campo de deslocamento estético prescrito ug(X).

A razdo desta consideragdo vem do fato de se supor a pseudo-forga fy (X,t) como a
responsavel pelo o campo de deslocamento inicia ug(X). Sendo que na andlise somente
sd0 considerados tempos t3 0, ou sga, 0 Sistema vibra a partir do instante t = 0, eta
pseudo-forca pode ser interpretada como uma forgca que foi imposta ao sistema em
tempos anterioresao do comego da andlise, em outras palavras, em tempos t < 0, para
manter a configuracdo ug(X) original. Uma vez que a andlise comega a ser redlizada, a
pseudo-forca edtatica f,(X) deve ser subtraida do sistema para manter o equilibrio no
instante t = O (razdo do sina negativo) anulando seu efeito para tempos t3 0 (mediante
umafungdo H(t - 0)).

Numericamente, na pratica a pseudo-forca f,,(X) pode ser obtida a partir da equacéo
(3.16) particularizada para o caso estéatico, ou sgja, quando g.= 0 naequagdo (4.11) ea
funcdo de Green correspondente & equagdo de Poisson for empregada. Usando a
formulacdo do MEC, a pseudo-for¢a pode ser calculada, para cada ponto fonte X;, a
partir de:
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Q Q Q

8 u*(r) fu () dW= ox)U(xi) + § U(X) p*(r) dG- § P(X) u*(r)) dG (4.26)

w G G

ApbGs a discretizagao do contorno e da parte do dominio W que apresenta condi¢oes
iniciais ndo nulas, @ valores nodais ths pseudo-forgas, tanto para 0s nds do contorno
guanto para 0s pontos internos, podem ser determinados através do seguinte sistema

matricial:

61 U &y op€us U goeepbel U0
Fe  U=¢Cg e U i€ U+ (4.27)
gl g &8H® | leu! 0 Ec*lEn (g

onde “c” significa contorno e “d” significa dominio, indicando as posi¢des ocupadas
pelos pontos do contorno ou do dominio, respectivamente, durante a montagem das
matrizes. Note-se que as matrizes H e G mostradas consideram os pontos internos (na
prética, a determinacdo do potencial em pontos internos, para quaquer formulacéodo
MEC, pode seguir esse procedimento; as matrizes resultantes apresentam dimensdo
maior do que as resultantesde integragdes apenas no contorno): a submatriz identidade
| que aparece namatriz H corresponde aos coeficientes ¢(x) = 1 dos pontos internos. A
matriz F resulta da integracdo em W. A equacdo (4.27) pode ser escrita na notagdo

compacta como:
F fy= [H Uo - Gpo] (4.28)

Note que fu, representa o vetor de forca reativa que resulta do campo u, de
deslocamentos prescritos conhecidos. Os valores nodais de p, também serdo

conhecidos, se for conhecida a forma anditica do campo de deslocamentos inicias
uo(X), e podem ser introduzidos diretamente como dados ou cal culados humericamente

utilizando férmulas de diferencas a partir dos dados de u, oferecidos.
Na montagem das matrizes H e G apresentadas na equacéo (4.28), como ¢ = 0, as

expressdes correspondentes para u* (r) e p*(r) sdo dadas por:

u*(r) = 2_pl In(r) (4.29)
_-19r
P*= 257 ¥ (4.20)
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Um outro detalhe importante deve ser notado: quando grad(us(X)) € descontinuo, em

cada ponto j onde esta descontinuidade existe, linhas de forgca de contorno (p(c) ) j e/ou de

dominio (pg )j aparecem; as contribuigdes destas linhas de for¢a devem ser consideradas

mediante integrais de linha. Desta forma, as integrais de volume envolvidas na equagéo
integral do MEC s&o consideradas como integrais de linha, ver exemplo 52.5 do
proximo capitulo 5.

Obsarve-s, ainda, que 0 emprego da equacado (4.28) nem sempre € necessario: se a
expressdo andlitica de u, for conhecida, & pseudo-forcas fu, podem ser calculadas,
levando-se em conta aequagao de Poisson, aplicando oL aplaciano a u, (¢ N 2uy).

A equacéo (4.28) pode ser particularizada ao caso 1D, sendo que a integral de

dominio neste caso fica:

]
AL Fii(fip)i = Ul) - [POU ()] =+ UG pr ()] = (4.3)
i=1
onde:
5] L
Fiji= 8, F 0 u*(ri ) dx (4.22)

Determinada a variagdo espacial (ou dependéncia espacial) da pseudo-forga fu,(Xt),
andisa-se, a seguir a dependéncia temporal da mesma. Baseada na periodicidade da
transformada de Fourier, a dependéncia temporal @ pseudo-forca fy (Xt) deve ser tal
que a sua influéncia sobre a resposta no final do periodo estendido seja desprezivel. Este
efeito pode ser obtido quando a dependéncia no tempo € uma funcéo do tipo Heaviside
H(Tp- t), onde o periodo estendido Tp pode ser estimado com o emprego de (4.18)
apresentada anteriormente. Este periodo sera suficiente para que se atinja o repousa
Depois deste periodo Tp considera-se 0 movimento como sendo um movimento de
vibragdo livre, onde o repouso do sistema € alcangado apds outro periodo Tp.

Consegiientemente, o periodo estendido final deve ser igual a 2Tp, sendo fuy(Xt)
constante no intervalo [0,Tp] e igua a zero em [Tp,2Tp]. Se outras forcas estdo
presentes no dominio, por exemplo b(X,t), seu periodo estendido também deve ser
considerado igua a 2Tp.

Partindo da equagéo da onda (4.21) onde f, (Xt) éintroduzida como umaforca, tem-

S€e:l
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TuXt) T _
e = fu OX) (4.33)

Procedendo de maneira similar a explicada anteriormente, a pseudo-forga fu,(X,)

AN uXt) - o

pode ser descomposta em suas componentes de freqliéncias usando a transformada de
Fourier. Aplicando a transformada de Fourier a equacéo anterior, obtém-se:
NAUXw) + g2 UX,W) = Fu(X.w) (4.34)
O coeficiente g. € 0 mesmo apresentado nos itensanteriores Na equagéo (4.34):
-18¥e”w%(xom—F(xM (4.3)
205 y AR |
Note-se que aforma da equacéo (4.34) € similar a forma da equacéo de Helmholtz
(2.13) com a presenca de um termo de fontes. Uma vez que atransformada de Fourier €
aplicada as condic¢les de contorno (4.22) e (4.23), expressdes similares aquelas dadas
pelas equagdes (2.14) e (2.15) sdo obtidas Uma vez que - fy, € conhecida para os NT
termos no tempo, a transformada de Fourier de- fy pode ser calculada numericamente.

Esta transformada de Fourier € identificada como - Fy, e se obtém, para cada

freqiéncia, um sistema similar ao descrito na equagéo (3.37):

nt

nt_
AXo=-F,

(4.3%)

A partir daqui - Fy, pode ser tratada como a fungdo B(X,w) estudada no capitulo
anterior. O procedimento numerico € o mesmo descrito no item 4.2.1 onde problemas
dependendo de cada fregiéncia W, e governados pela equacdo de Helmholtz
generdiizada (4.34) foram determinados, assim sendo, NT problemas de contorno
podem ser resolvidos empregando o procedimento do MEC, onde as matrizes G e H
dependentes das wy; freqiéncias sdo geradas NT vezes, caso as freqiéncias sgam
diferentes de zero. No caso da fregiiéncia zero, as matrizes montadas sdo as relativas a
equacdo de Poisson.

O espectro de respostas no X UT pode ser obtido de (4.36) para todas as fregliéncias e
as respostas U(X) nos nés do contorno e nos pontos internos, para cada frequéncia,
podem ser armazenadas em uma matriz M. As respostas no dominio do tempo Uy, S80
calculadas aplicando a FFT inversaamatriz M.

A resposta devida ao deslocamento inicia u, € calculada somando este deslocamento
inicial e aresposta correspondente a - f,, da seguinte maneira:
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ondedi significa deslocamento inicial
A seguir, o tratamento dado a condi¢éo de velocidade inicia é apresentado.

4.3.2. Velocidade inicial

Considere 0 sistema (4.21)-(4.22)-(4.23) e (4.25) onde, desta vez, o dedocamento
inicial € considerado nulo. A resposta correspondente a um campo de velocidade inicia
Vo(X) pode ser calculada associando-se a esse campo de velocidade inicia uma pseudo
forca impulsiva do tipo fy (Xt) = f\ (X)d(t - 0). a resposta do sistema a pseudo-forca
sera equivalente a resposta correspondente ao campo Vo X).

Supde-se, agora, que a pseudo-forga f,(Xt) € responsavel pela existéncia do campo
de velocidade inicial vo(X). A determinagdo de f,(Xt) surge naturamente a partir da
segunda lei de Newton, considerando a forga resultante que atua no sistema como sendo
impulsiva. Para determinar a expressdo espacial de fy (X,t) primeiramente define-se
(particularizando o caso 1D):

Quantidade de Movimento K(x,t) do elemento de massa situado em X:

Kt =1 (X (1) (4.38)
onde v(t) = v(x,t) é a velocidade do elemento de massa. Neste trabalho sdo considerados
sistemas continuos com r (X) admitida constante.

O impulso de uma forca f(x,t) durante um periodo finito de tempo Dt é igual a
integral:

oDt

0 f(xt)dt (4.39)

Oo

Se o intervalo de tempo Dt for pegueno, a forca poderd ser considerada constante e,
consequentemente, o seu impulso ser&

ot Dt

o]
0 f(xt)dt= fVO(X)C:) dt = f(x) Dt (4.40)
Op Og

Sendo a pseudofaca suposta como impulsiva e aplicada em t= 0, é possivel
relacionar o impulso e a velocidade mediante a segunda lei de Newton.

Segunda lei de Newton: a variagdo da quantidade de movimento de um sistema é
igual aresultante de forgas que atua sobre esse sistema.

Destaforma é possivel escrever:
G VDY
fu () Dt=r 8 dv=r [ VDt - v0)] (4.42)
¢

Se for feita uma expansdo em série de Taylor da velocidade entorno ao Dt, isto é:
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v(Dt) = v(0) + [_(Jg)ll/a:o] Dt + [ ;—I jd%)(t%))'/:g:o] Dt2+ Y, (4.42)

no limite Dt® 0 os termos de poténcia sdo despreziveis, e arelagdo v(Dt)DtgO v(0) = vo

se torna vélida. Substituindo na equagéo 4.41 obtém-se, finalmente, a expressdo da parte

espacial da pseudo-forca:
r vo(X
fug0) = (4.43)
Andisase, a seguir, a dependéncia tempora desta pseudo-forca: sendo considerada
fy,(X) impulsiva, aplicada no instante t= 0, seu efeito para tempos t> 0 pode ser

anulado mediante a multiplicacéo pelo delta de Dirac d(t - 0), resultando na definicéo

mais formal para a pseudo-forca:

i (t) = O(X) d(t- 0) (4.44)

Introduzindo na equagdo da onda (4.21) afy(xt) como uma forca, tem-se:

Tuxt) T2uxb

SN 2u(x.t) - 0 oTe = fyo(Xt) (4.45)
onde, finalmente:
fi(Xt) = Md(t opééd(t 0) (4.46)

T
ec="\ /r— representa a velocidade de propagacdo da onda

Numericamente esta pseudo-forca pode ser calculada pela expressdo:

Vo
fvo= c?Dt o

onde o vetor vy € a versdo discretizada do campo de velocidade inicial vo(X).

t- 0) (4.47)

Procedendo de maneira similar a explicada anteriormente para o caso do
desocamento inicia, f, (X;) pode ser descomposta em suas componentes de
freqliéncias usando a transformada de Fourier. Aplicando a transformada de Fourier a

equacdo anterior, obtém-se:

NAUXw) + g& U(X,w) = Fy (Xw) (4.48)
Aplicando a transformada de Fourier as condicdes de contorno (4.22) e (4.23), sdo

obtidas as expressdes para as condi¢es de contorno, similares aguelas dadas pelas
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equacdes (2.14) e (215), respectivamente. O coeficiente g de (4.47) € o mesmo

apresentado nos desenvolvimentos anteriores. Na equagéo (4.47):

10 % iwt

Z_pg L e fi,(Xt) dt = Fy (Xw) (4.49)

A transformada de Fourier F,, pode ser obtida numericamente a partir do vetor f,,
dado pela equacéo (4.46) nos NT termos no tempo. Assim sendo, procede-se de maneira
similar a adotada para- F,e 0 seguinte sistema € obtido:

AX o =F/ (4.50)

O espectro de respostas U(X) pode ser obtido a partir do vetor X VE‘ nos noés do
contorno e pontos internos, para cada freqiéncia, e estas respostas podem ser
armazenadas em uma matriz M. As respostas no dominio do tempo Uus, S80 calculadas
aplicando a FFT inversaamatriz M.

Finamente, a resposta devida a uma velocidade inicia v, é dada por (Vi significa
velocidade inicial):

Uy = Ufo (4.51)

A resposta final no dominio do tempo, devida a presenca de condigdesiniciais, Ug,
tanto de deslocamento inicial quanto de velocidade inicial, é dada por:

Ug = Ug + Uy (4.52)

Se no problema também esta presente uma excitacdo do tipo b(Xt), aresposta final,
Usinal, que contempla todos os efeitos é dada por:

Ufina = U + Up + (Uuo + Uo) + Utwo (4.53)
onde u e up representam as respostas dos problemas com condigdes iniciais nulas e
devido a presenca das fontes b(Xt), respectivamente.
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CAPITULOS

EXEMPLOS

Com o objetivo de validar a formulagéo do MEC desenvolvida no presente trabaho
algumas aplicacbes sdo apresentadas. O parametro adimensional b = c(Dt)/l [1,76] que
indica a medida do passo de tempo a ser adotado nas analises, sera referenciado (1 é o
comprimento do menor elemento). Os algoritmos de FFT e IFFT [28,29,30,31] foram
usados e também foi empregada a propriedade apresentada na formula (2.34) para o
caso em que b(X,t) é real. Neste caso, a matriz M, que acumula as respostas na
frequiéncia, é calculada somente até os NT/2 primeiros pontos, pois. M(- w) = M™(w );
desta forma, o esforgo computacional foi consideravelmente reduzido.

As respostas bidimensionais (2D) foram comparadas com as correspondentes
respostas unidimensionais (1D), determinadas usando a mesma metodologia, Mansur et
al. [99-102.

5.1. Problemas 1D

A seguir sdo apresentados dois exemplos 1D, os quais consistem de uma corda de
comprimento L = 10 fixa em suas extremidades e submetida as condigbes de
deslocamento inicial uy(X) e de velocidade inicial Vvo(X) que possuem forma senoidal.
Para estes exemplos acorda foi discretizadaem NE = 20 cdlulas lineares. As respostas
1D foram comparadas com as apresentadas por Cooper [97], que resolve o problema no
dominio do tempo usando o Método das Diferencgas Finitas (MDF).

Os dados para a andlise dos dois primeiros exemplos 1D foram c= 1 e z= 0,016.
Para o calculo do periodo estendido Tp foi empregada a formula (4.18) e calculou-se
2Tp = 1832 34. Para 0 uso da transformada foram empregados NT = 8192 termos de

Fourier e um intervalo de tempo Dt = 0,225.
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5.1.1. Corda sob deslocamento inicial do tipo senoidal

Tem-se, para o primeiro exemplo 1D, as seguintes condic¢des de contorno:
u@O,) =0 (5.1)
ulL,)=0 (5.2)

A condicdo inicial, neste caso, é dada por:
UX0) = () = sen(t)  (0£xEL) (5.3)

A figura 5.1 mostra os deslocamentos da corda submetida ao deslocamento inicia do
tipo (5.3), para véios intervalos de tempo, calculados pelo presente método e pelo
Método dos Elementos Finitos (MEF) (estas respostas foram, por sua vez, comparadas
com as apresentadas por Cooper [ 97], empregando o MDF).

1,20

1,00 b —O0—MEC

0,80 -
0,60 -
0,40 -
>

0,20 -

0,00 -

-0,20 - -
\\. '\\‘_‘\‘t‘:. 60Dt ,_o _o* S
)
-0,40 |- AN yd
\. t = 50Dt ./.
e o

-0,60 | | " ! !

0,00 2,00 4,00 X 6,00 8,00 10,00

Figura5.1 Deslocamentos da corda com deslocamento inicial ug(x).

5.1.2. Corda sob velocidadeinicial dotipo senoidal

A figura 5.2 mostra 0 deslocamento para varios intervalos de tempo, calculados pelo

presente método, para uma corda sob o efeito do campo de velocidade inicial do tipo:

V(X,0) = Vo(X) = %n(pT (0£XE L) (5.4)
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Figura 5.2 Deslocamentos da corda com velocidade inicial vy(x).

5.1.3. Corda sob deslocamento inicial prescrito em todo o dominio

Os exemplos 1D apresentados a seguir correspondem a uma corda de comprimento
L = 12, analisada por Mansur [1], porém, a presenca do fator de amortecimento ¢, nas
equacles estd presente. Assim sendo, as respostas numeéricas amortecidas sd0
comparadas com a solugdo analitica apresentada no Apéndice B. Os dadbs para a
anadlise numérica destes exemplos foram c= 1 e z= 0,01 e, de maneira smilar aos
exemplos anteriores, a corda foi discretizada em NE = 20 células lineares. Todas as
respostas foram obtidas para um periodo estendido 2Tp= 1842,07, empregando
NT = 8192 e um intervalo de tempo Dt = 0,225.

A figura 5.3 mostra uma corda submetida as condi¢des de contorno:

p0,t)=0 (5.5)

uL,p)=0 (5.6)
eacondicdo inicial:

udx)=L- x (OExXEL) (5.7)
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Uo(X)=L - X

p=0

: 2\
'

Figura5.3 Corda comdeslocamentoinicial ug(x) prescrito no dominio.

O dedocamento do ponto x= 0 é apresentado na figura 5.4 e observa-se a boa
concordancia entre as respostas numerica e a analitica. A relagdo E/P = 1 évdlida neste

exemplo e nos proximos (E é o médulo de Y oung).

1,00

o 1D MEC
1D Anditica

050 - °

0,00

EwPL

-0,50

\s
-1,00 . 1 . 1 . 1 .

0,00 2,00 4,00 6,00 8,00
ct/L

Figura 5.4 Comparacao dos deslocamentos no ponto x = 0 da corda sob
deslocamento inicial prescrito no dominio e a resposta analitica
amortecida.

5.1.4. Corda sob velocidadeinicial prescrita em todo o dominio

A corda do exemplo anterior € submetida, agora, a acdo do campo de velocidade inicia
Vo(X):

VoX)=Cc (OEXEL) (5.8)
onde ¢ é velocidade de propagacéo da onda (figura 5.5).
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v(=c

L ||_|:||
p=0 u=0

Figura5.5 Corda com velocidade inicial vyx) prescrita no dominio.

O gréfico 5.6 apresenta o deslocamento do ponto x = 0. Observa-se, novamente, boa

concordancia entre a solugdo numérica e analitica.

1,00

o 1D MEC
1D Andlitica

0,50

S 0,00

Euw/PL

-0,50

_1,00 ) | ) | ) | )
0,00 2,00 4,00 6,00 8,00

ct/L

Figura 5.6 Comparacéao dos deslocamentos no ponto x = 0 da corda sob
velocidade inicial prescrita no dominio e a resposta analitica
amortecida.

5.1.5. Corda sob deslocamento inicial prescrito em um sub-dominio

O exemplo a seguir consiste da corda mostrada na figura 5.7 com as condic¢des de
contorno dadas pelas equacdes (5.5) e (5.6) e condigdo inicial definida dada por:

uo(x)=ZL- X (OEXEZL) (5.9)
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Uo(X)=L/4 - x
|

L/4+

| - /4~ ] 4%

I
p=0 u=0

Figura5.7 Corda com deslocamento inicial ug(X) prescrito emumsub-dominio.

O resultado para este caso € mostrado no gréfico 5.8, no qual o deslocamento do

ponto x = 0 é comparado com a soluc&o analitica amortecida.
0,25,

o 1D MEC
1D Anadlitica

0,08 4

0,00

Eu/PL

-0,08

-0,17

0,25 . 1 . 1 . 1 .
0,00 2,00 4,00 6,00 8,00
ct/L

Figura 5.8 Comparacao dos deslocamentos no ponto x = 0 da corda sob
deslocamento inicial prescrito em um sub-dominio e a resposta
analitica amortecida.

5.1.6. Corda sob velocidadeinicial prescrita em um sub-dominio

O exemplo a seguir consiste da corda mostrada na figura 5.9 com as mesmas condigdes

de contorno dadas pelas equacdes (5.5) e (5.6) e condicéo inicia definida por:

Vo(X)= € (OEXE ZL) (5.10)
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W(X)=C

: - L4 4%

p=0 u=0
Figura5.9 Corda com velocidade inicial vo(X) prescrita em um sub-dominio.

A resposta deste caso € apresentada no gréfico 5.10, no qual o deslocamento do

ponto x = 0 é comparado com a solugéo analitica amortecida.

0,30

L o o 1DMEC
§ 1D Andlitica

0,20

0,10 (£

0,00

EwPL

-0,10

-0,20

-0,30 ) 1 ) 1 ) 1 )
0,00 2,00 4,00 6,00 8,00
ct/L

Figura 5.10 Comparacéo dos deslocamentos no ponto x = 0 da corda sob
velocidadeinicial prescrita em um sub-dominio e a resposta
analitica amortecida.

5.2. Problemas 2D

Seguemt-se os resultados dos exemplos 2D testados. Os resultados foram comparados
com os de uma corda de comprimento L = 12 submetida as mesmas condicfes iniciais.
Para estes exemplos a corda foi discretizada ean NE = 8 elementos lineares (“células’
unidimensionais) sendo N = 9 a quantidade de nés empregados. Os dados para a andlise
1D foram: c=1, z= 0,01, 2Tp = 184207, sendo o nimero de termos de Fourier

NT = 8192, para um intervalo de tempo Dt = 0,225.
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5.2.1. Barra sob deslocamentoinicial dotipo senoidal

O primeiro exemplo 2D, mostrado na figura 5.11, consiste de uma barra fixa em seus

extremos x = 0 ex = a sob a a¢éo do dedocamento inicia up(X):

U(X,0) = Uo(X) = Asen(% (0EXE a, f‘gyg Za) (5.11)

onde A é aamplitude; nestecaso, A= 1 ea= 12.
Uo(X) = Asen(px/a) y

Asen(p/

e

Figura5.11 Barra comdesocamento inicial senoidal uy(X).

A figura 5.12 mostra a malha empregada nesta andlise para a discretizacdo do
contorno e do dominio. Os pontos internos selecionados para os quais as respostas
numéricas foram calculadas sdo os correspondentes a linha horizontal y= 0. Este
modelo numérico 2D empregou NE = 24 elementos lineares resultando em N =28 nés
de contorno sendo 4 nés duplos e NC = 64 células lineares triangulares para a completa
discretizacdo do dominio estudado.

Os dados relativos a transformada de Fourier foram NT = 2048 termos, resultando
em um intervalo de tempo Dt = 0,90, o que equivale ab = 0,60.

P9 Py PN

Figura 5.12 Discretizacdo do contorno e do dominio para a barra.

Na figura 5.13 50 apresentadas as respostas devidas ao deslocamento inicial para os
pontos internos selecionados.
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1,00

0,50 -

S 0,00

-0,50

_1'00 | | | | | |
0,00 2,00 4,00 6,00 800 10,00 12,00
X
Figura5.13 Comparacao dos deslocamentos da corda e da barra sob
deslocamento inicial do tipo senoidal.
5.2.2. Barra sob velocidade inicial do tipo senoidal

Neste exemplo, a barra representada na figura 5.14 € submetida a uma distribuicéo de
velocidade inicial segundo:

—-a

V(X.0) = w(¥) = Asen>)  (0ExE a,

EYVE ) (5.12)

onde aamplitude A foi admitidaigual al eaa = 12.

Vd(X) = A sen(px/a) y

Asen(p/2

al

/

o\
D )

Figura5.14 Barra com velocidade inicial senoidal vy(X).

As malhas usadas para a discretizagdo do contorno e dominio 1D e 2D foram as
mesmas do exemplo anterior, assim como os demais parametros. Na figura 5.15

apresenta-se a comparacdo entre as respostas 1D e 2D (em y = 0).
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-1,00 -

-1,50 -

-2,00 1 1 1 1 1 1 1
0,00 2,00 4,00 6,00 8,00 10,00 12,00
X

Figura5.15 Comparacao dos deslocamentos da corda e da barra sob
velocidadeinicial do tipo senoidal.

5.2.3. Barra sob deslocamento inicial prescrito em todo o dominio

Este exemplo consiste de uma barra fixa em um dos seus extremos e livre no outrg

como mostrado na figura 5.16. Estas condi¢es de contorno podem ser escritas como:

PXH=0 (x=0, 5 E£yE ) (513)
UXH=0 (x=a, S EYET) (5.14)
uo(X) = a-x

Figura5.16 Barra com deslocamento inicial uy(X) prescrito no dominio.

M atematicamente a condicéo inicia pode ser escrita segundo:

udX)=a- x (0£x£a,_Ta£y£ Za) (5.15)
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Para esta andise foram adotados os mesmos vaores de ¢, z e 2Tp dos exemplos
anteriores. A malha adotada para este exemplo € a mesma do exemplo 5.2.1(ver figura
5.12); as respostas neste caso 20 relativas ao ponto B.

Uma vez que as respostas 1D foram comparadas anteriormente com as
correspondentes solugdes analiticas, com o objetivo de ndo sobrecarregar os gréficos, a
partir dagui somente a comparacdo das respostas 1D e 2D, calculadas numericamente
com o MEC, é apresentada.

Foram analisados exemplos para diferentes termos NT da transformada de Fourier.
Os resultados sdo apresentados nas figuras 5.17, 518 e 5.19 para NT = 1024,
NT = 2048 e NT = 4096, respectivamente. Para cada caso os vaores do intervalo de
tempo sdo Dt= 1,80, Dt=0,90 e Dt = 0,45, que correspondem, respectivamente, a
b=120b=060eb=0,30.

1,00

0,50

-0,50

_1‘00 1 | 1 | 1 | 1
0,00 2,00 4,00 6,00 8,00
ct/a
Figura5.17 Deslocamentos no né B(0,0) da barra sob deslocamentoinicial

Uo(X) para Dt = 1,80.
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Ll
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-1,00 . 1 . 1 . 1 .
0,00 2,00 4,00 6,00 8,00
ct/a

Figura’5.18 Deslocamentosno né B(0,0) da barra sob deslocamentoinicial
Uo(X) para Dt = 0,90.

1,00

0,50

% 0,00
m
-0,50
-1,00 . 1 . 1 . 1 .
0,00 2,00 4,00 6,00 8,00
ct/a

Figura5.19 Deslocamentosno n6 B(0,0) da barra sob deslocamentoinicial
u¢X) para Dt = 0,45.

5.2.4. Barra sob velocidadeinicial prescritaem todo o dominio

Este exemplo consige da barra fixa em um dos extremos mostrada na figura 5.20, paraa

qual tém-se as seguintes condigdes de contorno:

PXY=0 (x=0, EyEL) (5.16)
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UXH=0 (x=a, 3 EyEL) (5.17)

Vo(X) =C

a

Figura5.20 Barra com velocidadeinicial vy(X) prescrita no dominio.
M atematicamente a condicéo inicia pode ser escrita segundo:
- a a
Vo(X)= ¢ (0£x£a,T£y£Z) (5.18)

Para a andlise foram adotados os mesmos vaores de ¢, z e 2Tp dos exemplos
anteriores. A malha adotada para este exemplo € a mesma do exemplo anterior.

Novamente, foram analisados exemplos para diferentes nimeros de termos NT da
transformada de Fourier. As respostas séo apresentadas nas figuras 5.21, 5.22 e 5.23
paraNT = 1024, NT = 2048 e NT = 4096, respectivamente. Os valores dos intervalos de

tempo e dos parametros b também coincidem com os apresentados anteriormente.

1,00

0,50

-0,50

_1’00 1 | 1 | 1 | 1
0,00 2,00 4,00 6,00 8,00

ct/a

Figura5.21 Deslocamentos no n6 B(0,0) da barra sob velocidadeinicial
Vo(X) para Dt = 1,80.
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1,00

0,50

-0,50

_1’00 N 1 N 1 N 1 N
0,00 2,00 4,00 6,00 8,00
ct/a

Figura5.22 Deslocamentos no n6 B(0,0) da barra sob velocidadeinicial
Vo(X) para Dt = 0,90.

1,00

0,50

0,00
|

-0,50

_1’00 1 | 1 | 1 | 1
0,00 2,00 4,00 6,00 8,00
ct/a

Figura5.23 Deslocamentos no né B(0,0) da barra sob velocidade inicial
Vo(X) para Dt = 045.

A seguir apresenta- se a mesma barra submetida a uma forca tipo funcdo de Heaviside
aplicada emt = 0 e mantida constante até o final da andlise, como mostrado na figura

5.24. Neste caso, as condic¢des de contorno sdo:
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p(X.) = PIEH(Tp- 0)=p) (x=0, 5 £yE %) (5.19)

uX,H = 0 x=a, 5 EyE) (5.20)
y
p(t) = P/E H(t - 0) p=0
al2 p—]
| X
u=0
p=0

Figura5.24 Barra com condicéao de contornop(t) emx= 0.

Para a andlise foram adotados os mesmos valores de ¢, z , 2Tp, assim como a mesma
malha dos exemplos anteriores e os mesmos termos da transforma da Fourier. As
figuras 5.25, 5.26 e 5.27 mostram, para 0s mesmos interval os de tempo e do parametro
adimensional b j& mencionados, duas curvas representando as respostas no ponto B
devidas somente a condicéo de contorno ndo nula (com u,= Vo= 0) e devidas a soma
das contribuiges das condigOes iniciais dos exemplos 5.2.3 e 5.2.4 com a contribuicdo

de condicéo de contorno ndo nula.

2,00

1D MEC

A )
— Uo+VorP()
2D MEC

o P

©  Uot+VotR(t)

1,50

%1,00
LlJ

0,50

r
0,00 1 1 1 1 1 1
0,00 2,00 4,00 6,00 8,00

ct/a
Figura5.25 Deslocamentosno né B(0,0) da barra sob condi¢fesiniciais prescritas

emtodo o dominio: acdo conjunta da carga no contorno p(t),
deslocamento inicial uyX) e velocidade inicial vy(X) e cargap(t)
atuando separadamente. Analise paraDt = 1,80.
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2,00

1,50

0,50

0,00 - ' - ' - -
0,00 2,00 4,00 6,00 8,00

ct/a
Figura6.26 Deslocamentos no n6 B(0,0) da barra sob condigdesiniciais prescritas
emtodo o dominio: agéo conjunta da carga no contorno p(t),
deslocamento inicial uyX) e velocidade inicial vo(X) e carga p(t)
atuando separadamente. Analise para Dt = 0,90.

2,00
1D MEC
7 - =Ry
9 o —— Uo+VotP(t)
7% 2D MEC
o Ry
o Uo+Vo+R(t)

1,50

0,50

0,00 - - - -
0,00 2,00 4,00 6,00 8,00

ct/a
Figura5.27 Deslocamentos no né B(0,0) da barra sob condi¢Besiniciais prescritas
emtodo o dominio: agéo conjunta da carga no contorno p(t),
deslocamento inicial ud(X) e velocidade inicial w(X) e carga p(t)
atuando separadamente. Anélise paraDt = 045.
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5.2.5. Barra sob linha de car gas concentradas

Este exemplo consiste de uma barra fixa em um extremo como mostrado na figura 5.28,

as condicBesiniciais sdo nulas e as condi¢des de contorno podem ser expressas como:

pOXH) = 0 x=0, 'Tasyg Za) (5.21)
uX.H = 0 x=a, 'Ta£ yE Za ) (5.22)
y=Bf d(X,x)
|
p=0
p=0 — L
al2 — -
| X
] U=0
- a/4-= p=0
a

Figura5.28 Barra sob carga de linhas concentradas emx = a/4.

A barra, neste caso, encontrase submetida a uma linha de cargas com intensidade

constante, aplicadas em x = a/4. Matematicamente este carregamento pode ser expresso
- a a
por: b(X;t) = Bf d(X,a/4) H(Tp- f) onde (T £EyE 1 ).

Apos a discretizagdo do contorno e da linha de cargas, como representado na figura
5.29, a expressdo da carga é escrita de maneira discreta como:
5
o)
bt =Al  Bfkd(Xx) H(Tp- 1 (5.23)
k=1
onde Bfy= 1 representa os valores nodais das fontes. Para a integracdo ao longo da
linha, admite-se variagdo linear das fontes a0 longo de cada “eéemento”. A maha
empregada neste exemplo estd representada na figura 5.29 onde o contorno foi
discretizado em 24 elementos e 28 nds sendo 4 nés duplos. Os parémetros ¢, z e 2Tp
continuam sendo 0S mesmos.
A inclusdodeste exemplo tem a finalidade de verificar a possibilidade de um caso onde

ha descontinuidade de deslocamento no interior do dominio. Assim sendo, uma vez que
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a formulag@o demostra ser aplicavel paratal tipo de andlise, um exemplo mais completo
tal como aexemplo 5.2.6 seré estudado.

L ]
]

Figura5.29 Discretizacdo do conbrno e do dominio para a barra sob
acao de fontes concentradasem x = a/4 e - a/4£y £ a/4.

As respostas correspondentes ao ponto D para os diferentes intervalos de tempo
adotados anteriormente podem ser vistas nas figuras 5.30, 5.31 e 5.32 para NT = 1024,
NT = 2048 e NT = 4096, respectivamente.

1,50

1D MEC
o 2DMEC

1,00

Eu/Pa

0,50

0,00

L | L | L | L
0,00 2,00 4,00 6,00 8,00
ct/a

Figura5.30 Deslocamentosdo n6 D(0,0) da barra devidos as cargas
concentradas localizadas na linha x = a/4 paraDt = 1,80.
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1,50

1D MEC
o 2DMEC

1,00

Eu/Pa

0,50

0,00 2,00 4,00 6,00 8,00

Figura5.31 Deslocamentos do né D(0,0) da barra devidos as cargas
concentradas |localizadas na linha x = a/4 paraDt = 0,90.

1,50

1D MEC
o 2D MEC

1,00

EwPa

0,50

0,00 %

0,00 2,00 4,00 6,00 8,00
ct/a

Figura5.32 Deslocamentosdo n6 D(0,0) da barra devidos as cargas
concentradas localizadas na linha x = a/4 paraDt = 0,45.

Nas figuras 5.30, 5.31 e 5.32 deve-se notar que ndo ha uma boa concordancia entre
as respostas. Com 0 objetivo de melhorar as respostas 2D o contorno foi refinado em 48

elementos e alinha de cargas em 8 “eementos’, como pode ser visto nafigura 5.33.
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Figura 5.33 Discretizacdo do contorno e do dominio para a barra sob
acao defontes concentradasem x= a/d e - a/l4£ y £ al4:
malha refinada.

As respostas correspondentes ao ponto D para os diferentes intervalos de tempo
podem ser vistas nas figuras 5.34, 5.35 e 5.36 para 0s mesmos coeficientes da
transformada de Fourier, evidenciando uma melhora significativa dos resultados.

1,50

1,00

L | L | L | L
0,00 2,00 4,00 6,00 8,00
ct/a

Figura5.34 Deslocamentosdo n6 D(0,0) da barra devidos as cargas
concentradas localizadas nalinhax = a/4 paraDt = 1,80:
malha refinada.
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1,50

1,00

Eu/Pa

0,50

! | ! | ! | !
0,00 2,00 4,00 6,00 8,00
ct/a

Figura5.35 Deslocamentosdo n6 D(0,0) da barra devidos as cargas
concentradaslocalizadas na linha x = a/4 paraDt = 0,90:
malha refinada.

1,50
1D MEC
o 2DMEC
1,00
o
3
L
0,50
0,00 §a
1 | 1 | 1 | 1
0,00 2,00 4,00 6,00 8,00

ct/a

Figura5.36 Deslocamentosdo n6 D(0,0) da barra devidos as cargas
concentradaslocalizadas nalinhax = a/4 paraDt = 0,45:
malha refinada.
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5.2.6. Barra sob deslocamentoinicial prescrito em um sub-dominio

O exemplo a seguir consiste da barra mostrada na figura 5.37 com as condi¢bes de

contorno:
- a a
p(X,;t) =0 (x=0, TEyE Z) (5.24)
uX.H = 0 (x=a, —2gye2) (5.25)
4 4
e acondicéo inicial é expressa por:
u(X,0)=uo(x)=Za- x  (0EXEZ, 'Taﬁyﬁ Za) (5.26)

Uo(X) = a/4-x

a

Figura 5.37 Barra comdeslocamento inicial udX) prescrito em um sub-dominio.

Uma malhade 52 elementos de contorno foi empregada. Somente foi discretizada a
parte do dominio onde o deslocamento inicial uy(X) é diferente de zero, com o emprego

de64 céulas triangulares lineares, como mostrado na figura 5.38.

vvvvvvvvvvv

Y

Figura 5.38 Discretizacao do contorno e do sub-dominio paraabarra.

Neste exemplo devido a descontinuidade do grad(uo(X)) emy = %, 0 deslocamento

inicia uy(X) foi tratado segundo o exemplo 5.2.5 (onde foi testado que a formulag&o era

aplicavel paratal tipo de andlise), ou seja, como devido as linhas de forgas aplicadas em

a
y= Oey:Z.
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As respostas no ponto E devidas ao campo de deslocamento inicial sdo apresentadas
a seguir nas figuras 5.39, 5.40 e 5.41, para diferentes intervalos de tempo.

0,30

1D MEC

0,20

0,10

< 0,00
L

-0,10

-0,20

_0'30 1 1 1 1 1 1 1
0,00 2,00 4,00 6,00 8,00

ct/a

Figura5.39 Deslocamentos no né E(0,0) da barra sob deslocamento inicial ug(X)
em um sub-dominio paraDt = 1,80.

0,30

- 1D MEC

0,20

0,10

< 0,00
LD

-0,10

-0,20

_0’30 1 1 1 1 1 1 1
0,00 2,00 4,00 6,00 8,00

ct/a

Figura5.40 Deslocamentos no né E(0,0) da barra sobdeslocamento inicial uo(X)
em um sub-dominio paraDt = 0,90.
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0,30

[ 1D MEC
o 2D MEC

0,20

0,10

0,00

EuwPa

-0,10

-0,20

-0,30 L 1 L 1 L 1 L
0,00 2,00 4,00 6,00 8,00
ct/a

Figura5.41 Deslocamentos no nd E(0,0) da barra sob deslocamento inicial ug(X)
em um sub-dominio paraDt = 0,45.

5.2.7. Barra sob velocidade inicial prescrita em um sub-dominio

A figura 5.42 mostra a mesma barra do exemplo anterior. A s condicBes de contorno s2o:

pOXH = 0 x=0, _TaEyE Za) (5.27)

ueXH) = 0 x=a, 'Ta‘£ yE Za) (5.28)
e acondicéo inicial é expressa por:

V(X,0) = W) = ¢ (0£x£za, 'T""gygf) (5.29)

y

Vo(X) = ¢

Figura5.42 Barra comvelocidade inicial vo(X) prescrita em um sub-dominio.

Neste caso, empregou-se a mesma malha do exemplo anterior (ver figura 5.38). As
respostas no ponto E sdo mostradas nas figuras 3.43, 3.44 e 3.45 para diferentes valores

deDt.
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0,30

0,20

0,10

0,001

Eu/Pa

-0,10

-0,20

_0’30 1 1 1 1 1 1 1
0,00 2,00 4,00 6,00 8,00
ct/a
Figura5.43 Deslocamentos no n6 E(0,0) da barra sob velocidadeinicial vo(X)

em um sub-dominio paraDt= 1,80.

0,30

0,20
0,10
30,00‘

L
-0,10

-0,20

-0,30 ) 1 ) 1 ) 1 )
0,00 2,00 4,00 6,00 8,00
ct/a

Figura5.44 Deslocamentos no né E(0,0) da barra sob velocidade inicial vo(X)
em um sub-dominio paraDt= 0,90.
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010 H

= 0,00 4
m

-0,10

-0,20

-0,30 L 1 L 1 L 1 L
0,00 2,00 4,00 6,00 8,00
ct/a

Figura5.45 Deslocamentos no n6 E(0,0) da barra sob velocidade inicial vo(X)
em um sub-dominio paraDt= 0,45.

A malha de 52 nés e 48 elementos foi utilizada para as andlises como condigdes de
contorno abaixo:

PO = H(Tp- =pl)  (x=0 , 5 EYE ) (5.30)

- a
4

Da mesma maneira que no exemplo 5.2.4, nas figuras 5.46, 547 e 5.48 estdo

uX.H = 0 x=a, EVE f ) (5.31)

apresentados os resultados considerando-se somente a acdo de p(t) (Uo= Vo= 0) ea
acao conjunta de p(t) com as condic¢des iniciais dos exemplos 5.26 e 5.27. Nota-se que,

agora, as respostas apresentam uma defasagem, no tempo, igua a a/4c.,
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2,00

1D MEC

o) - - R

\ —— Uo+Vo+P(Y)
| 2D MEC

i o P

"y 0 Uo+Vo+R(t)

150 -

§ 1,00
o

0,50

N 1 N
0,00 2,00 4,00 6,00 8,00
ct/a

0,00 - ' - '

Figura5.46 Deslocamentos no né E(0,0) da barra sob condicBesiniciais prescritas
emum sub-dominio: acéo conjunta da carga no contornop(t),
deslocamento inicial uyX) e velocidade inicial vo(X) e cargap(t)
atuando separadamente. Anélise paraDt = 1 30.

2,00

7 EL'}I 1D MEC
"y 4 — — P
T —— Uo+VorR(Y)
y o 2D MEC
q 8 = P
& 2\ o Uo+Vo+P(t)

1,50

= 1,00
D

0,50

0,00 q L ] L ] L ] L
0,00 2,00 4,00 6,00 8,00

ct/a
Figura5.47 Deslocamentos no n6 E(0,0) da barra sob condic¢Besiniciais prescritas
em um sub-dominio: acéo conjunta da carga no contornop(t),
deslocamento inicial ud(X) e velocidade inicial wo(X) e carga p(t)
atuando separadamente. Analise para Dt = 090.
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2,00

1,50

1,00

EuPa

050 |- 4

0,00% . 1 . 1 . 1 .
0,00 2,00 4,00 6,00 8,00
ct/a
Figura 5.48 Deslocamentos no n6 E(0,0) da barra sob condi¢desiniciais prescritas
emum sub-dominio: acédo conjunta da carga no contornop(t),
deslocamento inicial uyX) e velocidade inicial vy(X) e cargap(t)
atuando separadamente. Analise paraDt = 045.

5.2.8. Membrana sob velocidadeinicial

: . - a
Este exemplo consiste de uma membrana fixa em seus extremos x = 0 e x=aey = >

ey= _a’ como mostra a figura 5.49, sob velocidade inicial prescrita. A condicéo inicial

2
esta restrita a um sub-dominio definido por:
3a 5a - a a
Vo(X)=cC (§£X£§ ,?£y£§) (5.32)
y
Vo(X) = €

X

| a4 |

I*aé4+l

Figura 5.49 Membrana sob velocidade inicial vo(X).

A figura 5.50 mostra a maha utilizada: 64 elementos foram usados para discretizar o

contorno e 8 células lineares triangulares foram usadas para discretizar a parte do
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dominio onde a velocidade inicial ndo € nula. Note-se que, neste exemplo, ndo foram

utilizados nés duplos.

N
/N

Figura 5.50 Discretizacdo do contorno e do dominio para a membrana.

Nas figuras a seguir sdo apresentadas as respostas relativas a0 deslocamento do
ponto F para dois vaores diferentes do fator de amortecimento. Na figura 551 a
resposta obtida com o emprego de z= 0,25, Dt=0,03 (b=0,48) e NT=4096 ¢é
comparada com a resposta analitica néo amortecida [40]; aqui 0 periodo empregado foi
2Tp = 123.

0,10

Anditica
° MEC

0,05

u/a

0,00

-0,05

0,00 | 0,50 1,00y, 150 2,00 | 2,50
Figura 5.51 Deslocamentos no ponto F(a/2,0) da membrana sob velocidade
inicial paraz = 0,25.

Tu

As respostas relativas n

no n6 G(a,0) sdo apresentadas na figura 5.52.
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0,60

0,40

0,20

-0,20

-0.40 - Anditica
o MEC
-0,60 : =1 : ' :
0,00 0,50 t/a 1,00 1,50

Figura5.52 Derivada normal de deslocamentos no né G(a,0) da membrana sob
velocidade inicial paraz = 0,25.

A figura 5.53 mostra as respostas relativas ao ponto F(a/2,0) para z = 0,025,
Dt= 0,025 (b = 0,4) eNT = 8192; o periodo empregado foi 2Tp = 205.

0,10
Andlitica
o MEC

0,05 14
©

~

3

0,00 ¢
-0,05

0,00 0,50 1,00 ct/a 1,50 2,00 2,50

Figura 5.53 Deslocamentos no ponto F(a/2,0) da membrana sob velocidade inicial
paraz= 0,025.

Na figura 5.54 se apresentam as respostas relativas ao né G(a,0).
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0,00 0,50 ct/a 1,00 1,50

Figura’5.54 Derivada normal de deslocamentos no né G(a,0) da membrana sob
velocidade inicial paraz= 0,025.
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CAPITULO®6

CONCLUSOES

No presente trabalho foi apresentada uma metodologia original que possibilita calcular
as contribui¢des das condigdes iniciais na analise de problemas de propagagdo de ondas
considerados no dominio da freqiéncia. A metodologia proposta foi aplicada com
sucesso a formulacéo do Método dos Elementos de Contorno na andlise de problemas
uni- e bi-dimensionais.

Inicialmente foram apresentadas as equacgOes bésicas e conceitos empregados no
decorrer do trabalho. No terceiro capitulo foi apresentada a formulacdo do MEC para
problemas harménicos onde elementos lineares foram usados para aproximar a
geometria do contorno. No tratamento das integrais de dominio células triangulares
lineares foram empregadas na discretizacdo da parte do dominio na qual aintegragéo foi
requerida.

No quarto capitulo discuti-se 0o emprego da transformada discreta de Fourier
(DFT/FFT) para a andlise no dominio da fregiéncia. Consideracbes importantes
relativas ao periodo estendido e a freqliéncia de amostragem, conceitos vitais para este
tipo de andlise, foram apresentados.

Na aproximacdo denominada Condi¢des Iniciais por PseudoForcas (CIPF), os
deslocamentos e vel ocidades inicias séo apropriadamente substituidos por pseudo-forcas
equivalentes com o emprego da funcdo generalizada delta de Dirac e da funcéo de
Heaviside. Os passos basicos da metodologia para a determinacéo destas pseudo-forgas
foram apresentados em detalhes no capitulo quatro, onde, de uma maneira gera, estas
pseudo-forgas podem ser determinadas numericamente empregando o MEC ou
analiticamente. Uma vez determinadas as pseudofor¢as o problema origina, em
principio considerado homogéneo, é tratado como um problema auxiliar nac
homogéneo, cuja ndo-homogeneidade é devida e essa pseudo-forca.
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Um detalhe importante deve ser notado no tratamento do deslocamento inicia uq(X):
guando grad(uy(X)) € descontinuo, linhas de forca aparecerd em cada ponto onde a
descontinuidade existe, assm sendo, as integrais de volume envolvidas na equacéo
integral do MEC devem ser consideradas como integrais de linha. Este tipo de problema
esta representado no exemplo 5.2.6 onde foi realizado o tratamento anterior explicado.

Os exemplos foram apresentados no quinto capitulo com o objetivo de demonstrar a
eficiéncia da formulagéo ou, em outras palavras, a acurécia dos resultados. Inicialmente
os exemplos 1D foram comparados com as respostas analiticas e sendo consideradas
satisfatorias, as respostas 2D foram comparadas com as correspondentes 1D, onde 0s
resultados of ereceram igualmente resultados satisfatorios.

Deve-se mencionar que, de uma forma geral, nos resultados que corresponderam a
intervalos de tempo menores (e, consequentemente, a um parametro adimensional b
menor) as respostas numeéricas 2D comegaram a gresentar oscilagdes entorno das
respostas numericas 1D. Esta situagdo associa-se ao fato de nestes casos ter aumentado
0 numero de termos da transformada de Fourier mantendo a mesma discretizacdo
espacial, desta forma a resolugdo da malha empregada nos exemplos néo foi capaz de
representar as atas fregiéncias.

Deve-se notar também que no presente trabalho ndo ha um ganho significativo de
desempenho computacional em relacdo a andise no dominio do tempo empregando a
FFT, ja que a maior parte do tempo € gasto na solucdo dos sistemas de egquacoes.
Exemplos de grande porte podem ser tratados com solvers iterativos. Entretanto cabe
observar que a andlise no dominio da freqiiéncia é necess&ria se as propriedades do
sistema mecéanico sdo dependentes da frequiéncia.

Uma vez que o desenvolvimento apresentado para considerar as condicdes iniciais
envolve diretamente a equacdo diferencial e ndo algoritmos numéricos, a metodologia
também pode ser aplicivel a outros métodos numéricos como o0 Método dos Elementos
Finitos, o Método das Diferencas Finitas ou 0 Método dos Volumes Finitos, e também
quando outros métodos transformados sdo empregados, por exemplo, transformada de
Hankel, Wavelets, etc.

Embora no presente trabalho somente problemas escalares 1D e 2D tenham sido
analisados, a metodologia desenvolvida, pode ser empregada para a solucéo de
problemas de propagacéo de ondas escadares 3D e para a solucdo de problemas
elastodindmicos 1D, 2D e 3D.
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Uma interessante proposta para trabalhos futuros é aprofundar no topico relativo a
Problemas Inversos (Pl): o calculo numérico das pseudo-forgas correspondentes ao
deslocamento inicia envolve operacbes similares as de Pls. O problema é ma
condicionado e, do ponto de vista numérico, este mal condicionamento reflete-se na
amplificacdo de eventuais erros. Portanto, uma vez que a metodologia para a incluséo
das condicOes iniciais emprega a légica dos Pls, se propde a evisdo dos conceitos e
modernas teorias sobre PIs, conceitos que sdo de fundamental importancia na

determinacdo numeérica das pseudo-forgas equival entes aos deslocamentos iniciais.
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APENDICE A

ANALISE DIMENSIONAL DA EQUACAO DA ONDA

Considere-se uma corda submetida a uma tracdo T, onde o efeito devido a0 meio
circundante também € cmonsiderado. Este efeito amortecedor pode ser representado por
uma forca dissipativa viscosa f(x,t) dependendo de um coeficiente de amortecimento
viscoso by (bv > 0).

Considere-se também a presenca de uma forca transversal externa distribuida por
unidade de comprimento e de densidade f(x,t) atuando sob a corda.

A densidade linear da corda se identifica como r, sendo r Ds a massa de um

elemento Ds dacorda, e%

das consideragOes impostas para a obtencdo da equacdo, as deflexdes da corda séo

aaceleracdo do elemento Ds na direcéo y (vertical). Dentro

pequenas e situamse no entarno da sua posicao de equilibrio; o baargo de forgas na
direcéoy oferece:

U U
TR_XZ_ bv%: r%— f(xt) (AD

Caso a corda sgja homogénea e a densidade constante e igual a r aequacdo (Al)

freglientemente setorna:

2Tk Tuld _ 1)
1% Yot T g

+ b(xt) (A2

onde:

bxf) = —Xl)

- ; ~ representa a densidade da forca em relagdo a unidade de massa,

T
c="\ /T representa a velocidade de propagacdo da onda,

by . .
Cv= r_ representa um fator de amortecimento Vviscoso.

A equacdo (A2) é conhecida como equagdo escalar da onda unidimensional.
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A seguir se apresenta a andlise dimensiona das varidveis envolvidas na equacéo da
onda 1D em base a0 Sistema Internacional de unidades (Sl), com unidades mecanicas
fundamentais 0 metro, o quilograma e o segundo. Os simbolos L, T e M representam as
unidades de comprimento, de tempo e a massa respectivamente. Notar que T (em letras

itélicas) representa a tragdo sob a corda.

[T]I=MLT? (trac&ona corda)
b =MLt (coeficiente de amortecimento viscoso)
Tu(xt)
[fd [D9= [b] [ Tt ] [DX=
=MLTHLTHL=MLT? (forca viscosa)
[r] =% =ML1? (densidade linear da corda)
[M=[r]Dd=MLYHL=M (massa do elemento Ds)
[r ][Dx][?”—ztg] =MLT? (forcade inércia)
-2
[f]= % =MT™? (densidade de forca externa)
-2
[c] = '[TT]lz %z L2T?=(L T Y2 (quadrado ce velocidade)
b ML . .
[c] = m =ML - T (fator de amortecimento viscoso)
f] MT?
[b] = % =L I=LT 2 (unidades de aceleracso)
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APENDICE B

SOLUCAO DO PROBLEMA UNIDIMENSIONAL DAS
OSCILACOES FORCADAS DE UM MEIO IMERSO EM UM
FLUIDO VISCOSO

Procurase a funcéo u(x,t) (deslocamento local em relacdo a posicéo de equilibrio no
instante t) que satisfaz a equacao:
Ty Tt  Tuxp

e e Cv Tt +bXt ; o<x<L ,t>0 (B1)
sob as condigdes de contorno:
u@O,t) = u(L,t)= 0 ; t3 0 (condicdo de extremos fixos) (B2
e as condigdes iniciais:
u(x,0 = uog(X) ; %z Vo(X) ; OEXEL (B3)

Para solucionar a equagéo anterior, aguns detalhes devem ser notados:

1) Todos ostermos do lado direito representam “aceleragdes locais’, que respondem
a diferentes causas. o primeiro € devido as forgas elésticas, 0 segundo aos efeitos da
viscosidade e, o terceiro, a presenca de outras forgas externas atuando sobre o sistema,

2) Ela foi obtida na aproximagdo de oscilagbes pequenas (respeitando o limite
eléstico do material) deste modo é uma equacao linear,

3) Nela estd implicito o fato de ter considerado o materia homogéneo. Nestas
circunstancias, o coeficiente ¢ corresponde ao valor absoluto da velocidade uniforme de
propagacao da onda no meio.

Para abordar a resolucdo do problema, propdem-se dois “problemas auxiliares’:
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T At

3 u(xt) ‘I]U(x,t)
| e Tt =2 X2 ,0<xX<L, t>o0
)= uEh= ULh=o0, t3o0 (B4)
Tu(xo)—uo(x) ﬂ—l%(xt—ol=vo(x), 0EXEL
] To00u) | T _ o] .Y
I e Cy 1t 1 + b(xt), o<x<L, t>o0
)= 1{ uoh) = uLh=o0, t3o (B5)
1ﬁ(x )_ﬂu(xo) 0, 0EXEL

Sendo capaz de resolver os dois problemas auxiliares 1) e I1), a soma das solugdes
u(xt) = u(xt) + lj(X,t) sera uma solucéo da equacdo de partida (B1), esta equacéo, com
as condi¢des impostas (B2) e (B3), tem solugdo Unica. Portanto, pode-se afirmar que
u(xt) = Ux,t) + U(xt) éasolucio procurada.

Solucéo do primeiro problema auxiliar.

Note-se que este primeiro problema (homogéne o e com coeficientes constantes) ndo

apresenta derivadas misturadas e, portanto, € separavel. Assim sendo, pode-se propor

u(x,t) = T(t) X(x). Substituindo na equacdo (B4) obtém-se:

X(X) Tagt) + cy X(X) T¢t) = c? X@®x) T(t) (B6)
ou sgj a,
ToD + ¢, TE)  XHx)
2T XX ! CY)

onde- | éachamada constante de separacao.
Para a parte espacial, tem-se 0 seguinte problema de autoval ores e autovetores:

I Xax) +1 X(x) =0, 0<x<L
1X0 = XU = 0 (B8)

Estas ultimas condi¢des surgem das condi¢des que foram impostas nos contornos.
como u(ot) = T(t) X(0) = 0 e u(L,t) = T(t) X(L) = 0, necessariamente X(0) = X(L) = 0; ja

que T(0) = o levariaasolucdo trivial.
2
Como o operador (;jt > € hermiteano no espago das fungdes duas vezes diferenciaveis

no intervalo (0,L) que se anulam nos extremos, seus autovalores tém de ser reais. Tem-

se entdo, trés possiveis situagbes. | < 0,1 =0ou | > 0. Nao resulta dificil comprovar
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gue as duas primeiras conduzem a solucdo trivial. Portanto, admitindo que | > O, tem-

se:
XX) = Acosyl x) + Bsen(yl x) (B9)
X0=0 P A=o0,XL=Bsenii 1)=0
ou seja,
Al L= m " nl N
edal,
In:?Lng (B10)

gue representam os autovalores deste problema.
As solugdes espaciais que satisfazem as condic¢des de contorno, adotam a forma:

XoX) = By sen (1 (B11)
A parte temporal responde a equagéo:

apar
Tat) + ¢, T¢t) + 8LL QT(t) =0 (B12)
Trés diferentes ocorréncias podem, aqui, estar presentes para as raizes da equacéo
carateristica (B12) :
1T " [} a/d2 wpa)2 . 3 )
D$nl Ntdque" n<n tdquegg m>o,sendoque,para n3n,o
resultado anterior € um ndmero negativo,
0 2F aepdf_ < , N
2)$n’'l Ntd que ggb— %szj_ 0. Entéo, se n < n’, esxe resultado € positivo,
enquanto que se n > n’ ele sera negativo e,
- &d aepdf
3)" nl Ntd que ggb— %szj< 0
As solugdes, para cada uma das ocorréncias anteriores, sdo reportadas abaixo.

Caso )

I - &/té Wint -Wlntl:l
le 2 @,e  +be 0 sen<n’
TH(t) =1 (B13)
7
Te 2 [ancos(Wznt)+bnsen(Wznt)] sen3n
_ . |y @pdf . [@pd el
onde wy, = gz.a- 8{_5 €W = S—IELB' gz.a (B14)
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Cas0 2

le 28 G e e !
n n u sen<n
I o
=1 ¢ 2 [an+bnt] sen=n' (B15)
1 &
| e 2 [ancoi\’vznt)"'bnsen(wznt)] sen>n'
Caso 3
_ Yy
T{) =€ 2 [ancogwat)+ bnsen(wn1)] (B16)

Nos dois primeiros casos anteriores, aprecia-se que existem freqiéncias naturais

Wy = % que sdo “apagadas’ pelo efeito da viscosidade, sem chance de se manifestar

como oscilagBes; enquanto as restantes (Wor), V8o se manifestando com amplitude de
oscilacéo decrescentes no tempo.

Todas as fungdes u(xt) = Tn(t) X(X) agqui determinadas, satisfazem a equacéo a qual
responde o primeiro problema auxiliar 1), como também as correspondentes condi¢des
de contorno. Porém, nenhuma delas (isoladamente) satisfara (em principio) as condi¢des
iniciais estabelecidas. Por isso, propde-se como solugdo gera deste problema:

¥
o
u(x,t) = a Chn Ta(t) Xn(X) (B17)
n=1
que, também satisfaz tanto a equacdo quanto as condi¢des de contorno; mas permite que
0 peso C,, de cada soma sgja gustado de tal forma que as condic¢les inicias sgam
satisfeitas. A forma especifica desta solugdo geral vai depender, naturalmente, de cada
caso especificoantes analisado. Assim, para cada situacéo, temse:
Cas 1)
n 1

Gy
-4 € wid - W, tu n
u(xt)—a e 2 nel + Bne " p +

&
e 2 t[AnCOS(Wmt) + Bpsen (W) | sen% (B18)

+
Qo
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n'-1
o) G g
ixo=a € 2 g™ Bye " feen y)+e 2" [Av+ Bt] s (2 +
n=1
¥
Q S
+ A €2 t[An cog(Went) + Bnsen(want) | sen(—— L>3 (B19)
n=n'+1
Caso 3
¥
Cv
u(x,t) = a e 2 [Ancos(\/\/znt)+ BnSen(Wznt)] sen( (B20)
n=1

Tomando em conta o fato de que o conjunto I sen( L >()y (nT N) é ortonormal, com

oL
p@o% no intervalo [O,L] (ou sga, que %8 sen( nE >Ssen(mf >3 dx =dpm, onded m é
0o
10 se k'm -
0 delta de Kroenecker, definido segundo d = | 1 s k= ) os coeficientes A, e

Bn Bodem ser determinados, em cada caso, impondo as condi¢Bes inicias.
Laso 1

n-1 ¥
o o)
10 =Cl [Ant B ] sn(TH+ A Ay sen ("B = ugy (B21)
n=1 n=n'
o o
T u(xt n G np X
e, , =a Win [An- By] sen(2 - Eal [An+B1] sen(2%) +
B _
2 C
+ A wenBn sen (X - Va Ao SEN(T) = Vo) (B22)
entdo, se n<n’, resulta
2Q L
[Act Bn] =20 uo(¥) sen1-) aix (B23)
Op
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oL
2 n
Win [An' Bn] Eg VO(X) Sen( E >3dX
Oo

dai,
oL ol
_1o P 156
An= T2 o) sen Ly)olx+wlnLQ vo(x) sen (2 Ly)dx
Op Op
oL Q'—
1
anfg ug(x) sen( p>de LQ vo(X) sen(—— L)de; sen<n'
OO 1n
e
oL
2
An=E8 uo(x)sen( >de
Oo
o 8" p 5
Bn= o o(X) sen¢ >3dx+ o vo(x)sen(—)de, sen3n
nLQ Q
Op (0]

Caso 2
gL 1 @b
15

An= T2 Ul sen( X)o|x+ Lg Vi) sen ()
0o 0o
gL 1 ¢t
1

Bn==2 u uo(X) sen( p>de- 0 vo(x)sen( )de; sen<n'
L8 Lg L

e

oL
2

A”‘Eg uo(xX) sen(— — L>3dx
0o
Cv gL p 8

n= ~  Ug(X) sen( >§dx+ ~ vo(x)sen(—>3dx, sen>n
Won LQ LO

Op (0]
e

oL
2

An—tg Uo(X) sen( L >()dx
o
CQL n'p QL

Bi=12 Uo¥ sen(T’3dx+—g vix) sen (LR ’de
0o 6
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(B26)

(B27)

(B28)

(B29)

(B30)

(B31)

(B32)

(B33)

(B34)



25 np
Anzfé uo(x)sen(—l_ dx (B35
0o
oL n 2 oL n
Bn= —20  yyx) sen 2 dix O v sent2Xdx ; " nl N (B36)
g L g L

Determinadas as constantes para cada caso, 0 primeiro problema auxiliar esta
complemente resolvido em todas suas possivels variantes.
Solucéo do segundo problema auxiliar.

1% i B
| Tud - fukd T,
[ % e

y={ ot = uLH=o0, t3o (B37)
f Goco) = 1 (K)_o, 0EXEL

Destacando o fato de que a “aceleracdo local” b(x.t) provocada pelas forgas externas,

+ b(xt), o<x<L, t>o0

somente aparece na equacdo; sendo que nela o conhecimento de b(x,t) se limita,
especialmente, ao intervalo aberto (0,L). Isto autoriza a impor qualquer condicdo para
esta func&o nos extremos, sem que por isso sgja aterado o problema. Como se considera
o problema de extremos fixos, € natural exigir qie f(0,t) = f(L,t) = 0. Esta é, diés, a
Unica situacdo fisicamente realizavel no caso de extremos fixos. os “ pontos de sujei ¢éo”
nos extremos exercem forcas de reacdo (que também sdo externas) anulando qualquer
outra acdo externa que tenda a deslocar esses pontos da posi¢éo original.

Desta forma, € possivel propor para b(x,t) uma expansdo em series de Fourier do

tipo:
¥
b(x,0) = é. bn(t) sen( ) (B39)
onde "
bi(t) =1 g OL b(x) sen(—+-) dx (B39)

Por outro lado, ja que os extremos estdo fixos, é possivel escrever:
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¥
o

= A u® sen( (B40)
n=1
Esta solugéo proposta satisfaz, as condig¢des de contorno.
Substituindo estas duas propostas (B38) e (B40) na equacéo de partida, resulta a
seguinte equacdo diferencia ordinéria e linear para un(t):
dls) , . dun(t) , 2ep of

dt2 vt TS guD=Dbd0),t>0 (B41)
ur(0) = dugft)l/z:ﬁ 0 (B42)

A solugdo geral do problema (B41)- (B42) acima vem dada pela soma da solucéo
geral do problema homogéneo (quando byt) © 0) com uma solucdo particular da
equacdo ndo homogénea.

Na resolucéo do problema homogéneo apresentamse, novamente, trés possivels
Situagbes, em cada uma das quais registram-se duas solugdes Linearmente

Independentes (LI) que permitem compor a solucéo geral da equacdo homogénea.

oy aepd
Cao ) s &Lg O

Cy Cv,
aqui, up= € (27 W o e (2 Wt (B43)
.2 (02
onde wy, = ga%g ?}ﬁ
oy @B
CasoZ)gEB- m— 0;
_ G, _ G,
aqui,up)=€ 2 e uxt)=te 2 (B44)
o apdF
I, Lo~ "
v, G,
aqui, Un(t)= € 2 cos(Wnt) € Un()=€ 2 sen(Vient) (B45)

) ..
ondew, = |2 B

Para cada uma destas possiveis situagdes, se deve procurar uma solucdo particular da
equacao ndo homogénea para compor a solugdo geral do problema. Somente depois dela
configurada, exigira-se que as condigdes iniciais sgam satisfeitas. Para tais efeitos,
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emprega-se 0 chamado método da variacdo dos parmetros (ndo é a Unica variante, mas
aque sera aqui usada).

Uma solucéo particular do problema ndo homogéneo se escreve segundo:

W0 = A Uin) + BAY ux() (B46)
onde:
dAn(t) _ bn(t) uxn(t) dBn(t) _ bn(t) uin(t) (B47)
dt Wi, ua(0] dt~ Witr), ua()]

Un(t) Uan(t)
Sendo WU (1), Uan(t)] =]/21um(t} dun(t) 1/2chamado de Wronskiano de uy(t) e
dt dt

Uor(1).

Pode ser demonstrado que se uyn(t) e ux(t) sdo solugdes LI da equagdo homogénea
(como de fato sdo), o Wronskiano ndo se anula em nenhum ponto do intervalo (ai
também incluindo o extremo t= 0). Nos diferentes casos, 0s resultados sdo 0s seguintes:

Can 1)

W)= - 2w e ' (B48)
Can 2)
W= e &' (B49)
Ca0 3)
WD) = W€ (B50)

Como se aprecia, 0 Wronskiano nos caso 1 e 3 sdo, simplesmente, multiplos do
Wronskiano no caso 2. Por isso, bastard calcular a solugdo particular no caso 2 para
poder gerar a solugdo nos outros dois casos.

dA®) _

Y dBy(t
at - A eC tbn(t) Uzn(t) : 4B _

& = A e bn(t) Un(t) (B51)

ondeA é o fator nafrente de eCVt em cada caso nCanl,1nCan?2 e

2Win 2Wi,
no Can 3') e uy(t), ux(t) as correspondentes solugdes LI para cada uma das situagoes,

antes declaradas.

Assim,
8 ot et ot

Adt) = - Ag e bt us®dt e By = Ag eV bu(t) ut) dt  (B52)
Oo Oo

115



Entdo,
h 8 ot e Gt
0= - Aun®F € bt un) ot + A un®3 € bty un®)dt  (B53)
Oo Oo

Apreciase que esta funcdo € zero em t= 0; ja que, nesse caso, O intervao de
integracdo tem medida nula. Por outro lado, n&o resulta dificil provar que sua derivada
também é zero em t= 0. Com efeito, ra derivada aparecem termos em que as integrais

ficam intocadas. Essas vao a zero pelo critério anterior. Tem-se, entdo

dau"

\ €l cut U
r(]jt Ya=o= - A uin(0) qtg er bt ) u=r(t) dtu +
e 0o Ut=0
édgt cut l;|
+ A ux(0) €0 € bn(t) un() dtu (B54)
€ 0o Ut=0o
a8
ele) _ .
Como s F(t)dt = F(t), setem:
0o
au™o)
S = A U(0) Un(0) b{(0) + A Un(0) Ux(0) br(0) = O (B55)

Entdo, a solucdo “particular” encontrada € justamente a solucdo do nosso problema ja
que, além de satisfazer a equacdo de partida satisfaz, também, as condi¢les iniciais.

Assim, para os diferentes casos declarados, nosso segundo problema auxiliar tem as
seguintes solugoes:

Caso 1)
e = a Z-T % eC"t br(t)[uln(t Mor(t) - Ut )Um(t)] dt Qsen( nE >3 +
160 0
g .
1 &1 0
+ a E eg eq,t bn(t )[U m(t)Uzn(t) - UZn(t )uln(t) ] dt l}{l% (% (856)
n=n+1 €90 0
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Caso 2

n- 1
é. S18 U_
U(Xt): W % e br(t)[uln(t)uzr(t)' Uzr(t)uln(t)]dtusen( L>S+
n=1 "&o u
et .
u !
+% e br(t) [um(t)Un(t) - uzn(t)umv(t)]dtgsen(%+
o u
¥
o 1 ’ t
+ a = 9 &% bt [un(t)un(d) - uzn(t)um(o]dtusm( (B57)
Wz
€00 u
Caso 3)
axt) = a e bn(t)[um(t)um(t)— uzn(t)uln(t)]dtusen( L’3 (B58)
éDO u

Observacéo: Nos casos 1 e 2 as somas ndo podem se agrupar porque as funcgdes uy, e
U,n Variam de uma para outra.

Em todos os casos:
28"

bn(t)—fﬁ b(x,t)sen( )dx (B59)
Oo

Para construir a solugéo definitiva do problema 1D das oscilagfes forcadas de um

meio imerso em um fluido viscoso, bastar4 somar, para cada caso, as solugdes u(xt) e

u(x,t) obtidas. Os aqui chamados “casos’ sdo, obviamente excludentes. Somente um

deles estara presente em cada situagao especifica; e isso dependera de alguns parémetros

especificos tanto do meio que oscila quanto do meio em que ele esta imerso.
PROBLEMA SIMILAR COM DIFERENTES CONDICOESDE CONTORNO

Para 0 caso de se procurar a funcdo u(xt) que satisfaz a mesma equagdo (B1), porém

com condigdes de contorno diferentes do tipo:

%ﬁ‘(’ﬂr 0=0: t30 (condicio de extremo livre) (B60)
ulL,t)=0 ; 13 0 (condicdo de extremo fixo) (B61)
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e as condiges iniciais:

T u(x0) _
Mt

Procede-se de maneira similar ao problema anterior, a diferenca sera dada pelos

u(x,0 = uog(X) ; =voX) ; 0OEXEL (B62)

autovalores e autovetores:

| _&2n- 1)po?
=¥ 2L g

A forma especifica da solucdo geral dependera de cada caso especifico antes

'N=1,2,¥%N (B63)

analisado. Assim, para cada situagéo, tem-se:

Cas0 1)
n-1
2 -&é Wit -Wtu (2n—1p
ux)= Al € 2'@ane "+ Bae " acos %)+
n=1
¥
2 & 2n- 1)p
+d e 2t[AnCOS(Wmt)+anen(W2nt)] COS((ZiLy) (B64)
n=n
oL gL _
An=12 u) cost BB s 0y ot IR ok (e
o Win o
18" (2n- 1)|oy) 18 (2n- 1px :
B”:EQ ug(x) cost oL dx - L0 Vo(X) cos( 5L dx; sen<n
Op (0]
(B26)
e
28" (2n- 1p
An:EQ uo(x) cos(— dx (B66)
0o
6L ] gL _
Bn=—220 1) cos- 2 1)p>3d o 20 ) cos IR N - s
(B67)
Caso 9
n'-l
&  wint - WirtUl 2n-1 1
u(xt)—a e ZeAn "+Bre 1r'0009(( )p>3 te 2[Am*Bnt] cosc® zL)p)SJ’
n=1
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Cv
2 [ Ao cositin) + By sen(wnd)| cos 2R (869)

-a

Q'— ) oL _
An=%8 e cost 2 n 1)'0 %) dx + Lg vo(¥) 008(—(2n—2|_1)p—x) dx,  (B69)
Oo Op
gL o}
1 n- 1 2n- 1
Bn:fg Ug(X) cos( — % dx- Lg Vo(X) cos(% dx : sen<n'
(B70)
e
_EgL (2n- 1p
=10 uoX) cos(— dx (B71)
00
gL QL
& 0 (2n - 1)|O 2 (2n- 1p . .
Br= g o) cos %) e + LQ i) cos 2R 4 - sensn
(B72)
e
oL
2% - 1
0o
gL . gL ‘
&0 (2n- px . . 20 (2n'- 1p
Br=19 U cod——— - X dx + T Vo) cos— 1 X dx (B74)
0o o
Cas0 3
S
a CV 2n - l)p
u(x.t) = e 2 [An co(Wont) + anen(wmt)] cos( X) (B75)

Q i
Anz%g Ug(x) co 2”2L1 dx (B76)
Op

gL oL
& 2n- 1 2 2n-1 -
Bn= Lg Uo(X) cos(( 5L )p)de- vanLS vo(X) cos(iT)% dx ; " nl N
Oo Op

(B77)
onde Wi, = \/aa,o ae(2n ' 1)p 002 \/ae( 2n - 1)p of gag\,c? (878)

Para 0 segundo problema auxiliar tem-se:
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Caso 1)

n- 1

o @t (2n )9
= Al ﬁ% €% bift) [usnlt (1) - uzr(t)um(t)]dtuCOS(

_ u

0

t N
+ a . % ecvt bn(t)[Um(t)Uzn(t) Uzn(t)uln(t)]dtucos( )p)S (B79)
n= n+1 e00 u
Caso 2
nol
7 A t N
u -
u(xt):a. ﬁ% e br(t)[Uln(t)Uzn(t) Uzn(t)um(t)]d gcost n2|_1)px)+
1 o u
7 t y
U .
+% et bri(t) [Us(t)uan(t) - Uan(t)um() dt (Jeogt —( n2L1)p>3+
u
¥
O 1 é)t ot ‘ 1)
r A L& b Oun®un) - unOus]ctgeos 252 @
V\lzn ]
n=n+1 €90 u
Caso 3
¥
ZA t
U(x.t) = a —gg e bn(t)[un(t)un(t) - uzn(t)um(t)]dtuco >3
sendo em todos 0s casos (B81)
br(t)_rzg b(mcoH)dx (B82)
00

120



