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Neste trabalho uma metodologia para considerar a contribuição de condições inicias 

em análise no domínio da freqüência de problemas governados pela equação escalar da 

onda, empregando o Método dos Elementos de Contorno (MEC), é apresentada. 

Inicialmente, as equações básicas e conceitos fundamentais a serem empregados no 

decorrer do trabalho são apresentados, incluindo as funções de Green empregadas como 

soluções fundamentais no MEC. A análise no domínio da freqüência para casos onde as 

forças são dependentes do tempo é realizada através da Transformada Discreta de 

Fourier via algoritmos da Transformada Rápida de Fourier. 

A proposição do algoritmo, identificado como Condições Iniciais por Pseudo-Forças 

(CIPF), para a inclusão de condições inicias em análise no domínio da freqüência para 

problemas de propagação de ondas, constitui a principal contribuição deste trabalho. 

Considerando as propriedades lineares destes problemas, as contribuições das condições 

iniciais podem ser estudadas separadamente e as soluções correspondentes adicionadas 

à resposta final. A metodologia desenvolvida para a inclusão das condições iniciais de 

potencial e sua derivada temporal descreve como estas condições podem ser 

substituídas por pseudo-forças. A geração de tais pseudo-forças é objeto de discussão 

detalhada. Os resultados numéricos sugerem que a formulação proposta é muito atrativa 

para futuras aplicações. 
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INITIAL CONDITIONS CONTRIBUTION IN FREQUENCY DOMAIN ANALYSIS 
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In this work a methodology for considering the contribution of initial conditions in 

frequency-domain analysis of problems governed by the scalar wave equation, using the 

Boundary Element Method (BEM), is presented.  

Initially, the basic equations and fundamental concepts used in the development of 

this work are presented, including the Green’s functions employed as the fundamental 

solutions of the BEM. Analysis in the frequency domain for the cases in which the 

external forces are time -dependent are carried out by means of the Discrete Fourier 

Transform via Fast Fourier Transform algorithms. 

The proposition of an algorithm, identified as Initial Conditions by Pseudo-Forces 

(ICPF), for the inclusion of initial conditions in frequency domain analysis of wave 

propagation problems is the principal contribution of this work. Considering the linear 

properties of these problems, the contributions from the initial conditions can be studied 

separately, and added to the final response. The methodology describes how the initial 

conditions of potential and its time derivative can be substituted by related pseudo-

forces. The generation of such pseudo-forces is the object of a detailed discussion. The 

results suggest that the proposed formulation is very attractive for future developments. 
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CAPÍTULO 1 
 

INTRODUÇÃO 
 

 

 

1.1. Discussão preliminar. Motivação  

Os primeiros estudos e experimentos sobre ondas e fenômenos vibratórios datam de 

centenas de anos e estavam relacionados, principalmente, com a arte musical e a 

intenção de formar uma teoria bem estruturada para a música. Com o passar do tempo, 

muitos trabalhos científicos relacionados com a propagação de ondas foram 

desenvolvidos : na atualidade, o estudo das propriedades das ondas, as causas da sua 

origem, sua propagação e ação sobre os obstáculos continuam representando um campo 

de marcado interesse. 

Muitos dos fatos familiares, que no dia a dia se manifestam, têm como base os 

fenômenos de propagação de ondas e vibratórios. Por isso, a motivação para o estudo 

relacionado a estes temas é crescente, com pesquisas relacionadas a várias áreas de 

interesse , tais como: a transmissão do som no ar, a transmissão de ondas sísmicas na 

terra, a transmissão de ondas de rádio e outros tantos casos de aplicações que se 

mostram através de diversos meios gasosos, líquidos ou sólidos. Especificamente, na 

indústria: são realizadas análises não-destrutivas para determinar propriedades ou falhas 

sob ações simuladas propagando perturbações que são registradas na superfície ; na 

análise da interação dinâmica solo -estrutura, incluindo também fluidos. Estudos de 

propagação de ondas sísmicas são de grande aplicação na indústria do petróleo. Na 

acústica submarina estuda-se o impacto ambiental na vida marinha. Na acústica 

ambiental: na modelagem acústica urbana onde a redução de níveis de ruído usando 

barreiras acústicas é importante. Na medicina: na ultra-sonografia, no estudo da 

propagação de sinais biológicos ou impulsos neurais e, em geral, na propagação de 

sinais em meios elásticos, poroelásticos, não homogêneos e anisotrópicos, dentre muitos 

outros exemplos. 
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Os modelos de propagação de ondas baseados na equação da onda, devido ao grande 

número de problemas que esta equação representa, são de grande importância. De uma 

maneira geral, ao se analisar na literatura fenômenos dependentes do tempo, é comum 

encontrar uma análise do fenômeno no domínio da freqüência . Isto acontece porque o 

conteúdo de freqüências de determinados tipos de fenômenos pode conter uma valiosa 

informação, especialmente para aqueles sistemas cujas propriedades dependem da 

freqüência. Por exemplo, diferenças no espectro de um carregamento levam a um 

espectro diferente de respostas e, correspondentemente, a comportamentos diferentes no 

sistema estudado. Principalmente  devido a este motivo estudam-se modelos, 

empregando domínios transformados , que podem oferecer uma compreensão e 

interpretação mais profunda da natureza física do problema analisado. 

A técnica de análise no domínio da freqüência  é baseada na Transformada de Fourier 

(TF), entretanto outras transformadas são também utilizadas para obter informações não 

visíveis no domínio d tempo, cabendo citar a Transformada de Laplace (TL), a 

Transformada Wavelet (TW), entre outras tantas. O fato das operações em domínios 

originais leva rem a operações equivalentes no domínio transformado é um fator que 

torna importante o emprego dos métodos transformados . Neste sentido é 

particularmente interessante e vantajoso o trabalho em domínios transformados: por 

exemplo, uma convolução no domínio original corresponde a uma multiplicação no 

domínio transformado e uma derivada no domínio original se converte simplesmente 

em uma operação algébrica no domínio transformado. Por estas dualidades, muitas 

operações tornam-se mais simples no domínio transformado do que em seu domínio 

original; porém, deve-se notar que a transformação inversa, se necessária para retornar 

ao domínio original, pode demandar um considerável esforço computacional. 

A redução de problemas físicos a modelos matemáticos que possam ser resolvidos de 

forma analítica muitas vezes se torna impraticável, sobretudo quando o fenômeno 

possui um elevado nível de complexidade. Esta complexidade é devida, principalmente, 

à geometria e às condições de contorno que o problema apresenta e que devem ser 

impostas; por este motivo, a sua abordagem numérica se faz necessária. Dentre os 

métodos numéricos que podem ser aplicados à Modelagem Numérica, o Método dos 

Elementos de Contorno (MEC) é um dos mais usados e será adotado neste trabalho. O 

MEC está sendo aplicado à solução de uma grande variedade de problemas e, entre eles, 

os que simulam a propagação de ondas acústicas. 
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Um detalhe importante nas formulações do MEC é o uso de funções de Green como 

funções de ponderação (ou soluções fundamentais bases das suas aproximações) que, 

em alguns casos, somente podem ser determinadas de forma analítica no domínio 

transformado. Diversas formulações do MEC têm sido desenvolvidas para a 

determinação de soluções numéricas de problemas governados pela equação da onda e, 

para propósitos gerais, estas formulações podem ser classificadas como: 

Formulações no domínio do tempo (DT-MEC): 

Estas formulações oferecem uma boa representação da condição de causalidade, e 

proporcionam resultados precisos, principalmente em problemas envolvendo 

descontinuidades (saltos) no tempo, por exemplo, Mansur [1], Dominguez [2], Antes et 

a l. [3], Carrer et al. [4], Mansur et al. [5]. Além do mais, o fato de que seja satisfeita a 

condição de radiação as torna apropriadas para análise de domínios infinitos. Porém, o 

custo computacional é alto quando o tempo de analise é muito longo, devido à 

convolução feita desde o tempo inicial até o tempo final. Para evitar tais custos 

computacionais sem uma perda significativa de acurácia, técnicas de truncamento, tais 

como as apresentadas por Mansur et al. [6] podem ser empregadas. Neste trabalho se 

identifica o domínio original da análise como domínio do tempo. 

Formulações no domínio transformado: 

Formulações do MEC em domínios transformados também têm sido objeto de 

intenso trabalho de pesquisa e são, principalmente , relativas ao domínio da freqüência 

(DF-MEC). Por exemplo, Dominguez [2], Gaul et al. [7], ou ao domínio de Laplace 

(DL-MEC), por exemplo, Cruse et al. [8,9], Manolis et al. [10], Gaul et al. [11], etc. 

Quando estas formulações são empregadas, de um modo geral, o problema é 

inicialmente resolvido no domínio transformado para um número conveniente de 

valores discretos do parâmetro da transformada e, quando requerida, a solução no 

domínio original (ou domínio do tempo) pode ser obtida usando um procedimento de 

transformação inverso como, por exemplo, Dubner et al. [12] e Durbin [13] para 

transformadas de Laplace e os conhecidos algoritmos de DFT (ou FFT) para 

transformadas de Fourier. As expressões das soluções fundamentais do MEC envolvidas 

nestes casos dependem do parâmetro da transformada empregada. Uma formulação 

interessante que se afasta do procedimento padrão explicado anteriormente para as  

formulações em domínios transformados  é baseada em Lubich [14,15,16]. O Método da 

Quadratura Operacional (MQO) é uma eficiente técnica numérica de solução na qual a 

solução fundamental empregada está expressa no domínio de Laplace e a resposta é 
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obtida diretamente no tempo. Esse método é desenvolvido com o emprego de uma 

aproximação polinomial “multistep” para as funções envolvidas nas integrais de 

convolução, não requerendo o emprego explícito de um procedimento de transformação 

inverso. Exemplos desta formulação podem ser encontradas em Gaul et al. [11], Schanz 

et al. [17,18], Abreu et al. [19-21], Vera-Tudela et al. [22,23]. 

Alé m das formulações anteriormente mencionadas, é importante citar  aproximações 

alternativas que empregam a solução fundamental “estática” correspondente ao 

problema analisado. No caso da análise no domínio do tempo, duas formulações do 

MEC que empregam a solução fundamental estática têm sido empregadas com sucesso. 

De acordo com o tratamento dado às integrais de domínio que envolvem os termos 

inerciais tem-se: o denominado D-MEC (D significa domínio), que mantém as integrais 

de domínio, por exemplo, Carrer et al. [24] e Hatzigeorgiou et al. [25], e o DR-MEC 

(DR significa dupla reciprocidade). Esta última transforma as integrais de domínio em 

integrais de contorno, usando convenientemente funções de interpolação como as 

descritas por Nardini et al. [26] e Partridge et al. [27]. Uma característica comum a estas 

formulações é a necessidade de usar procedimentos de avanço no tempo similares 

àqueles empregados nas formulações do Método de Elementos Finitos (MEF). 

Uma característica comum apresentada nas formulações que empregam a 

transformada Fourier, é o fato de todas elas imporem condições inicias nulas. 

Na análise de problemas no domínio da freqüência empregando a transformada de 

Fourier [28,29,30,32], geralmente os sistemas estudados são considerados com 

condições iniciais nulas, ou neles se releva a importância das respostas permanentes (ou 

steady-state) em detrimento da influência das respostas transientes e, desta forma, o 

efeito das condições iniciais são desconsiderados. Também é comum encontrar na 

literatura [32,33,35] problemas que lidam com condições iniciais não nulas sendo 

analisados empregando a transformada de Laplace. Este procedimento pode estar 

associa do ao fato de não estar envolvido o zero nos limites inferiores do par de integrais 

que definem a transformada de Fourier: a transformada de Fourier estabelece condições 

à função que se integra e às suas derivadas em ± ∞, enquanto que a transformada de 

Laplace estabelece uma das condições no infinito e a outra em zero, tornando-a 

ajustável aos problemas onde as condições iniciais são dadas. 
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1.2. Objetivos e descrição do trabalho 

Neste trabalho apresenta-se uma formulação do MEC no domínio da freqüência que 

leva em conta a contribuição de condições iniciais na solução de problemas governados 

pela equação da onda escalar. Diferentemente  das formulações do MEC no domínio de 

Laplace, nas quais as condições inicia is aparecem explicitamente nas equações de 

equilíbrio, as formulações que envolvem o domínio da freqüência usando transformada 

de Fourier consideram condições iniciais nulas. Neste trabalho, esta dificuldade foi 

solucionada com uma metodologia elegante e simples que consiste em substituir as 

condições iniciais, relativas ao potencial e a sua derivada temporal, por pseudo-forças. 

Uma discussão detalhada envolvendo vários aspectos desta metodologia, identificada 

aqui como CIPF (Condições Iniciais por Pseudo-Forças), é apresentada. Uma 

introdução para os casos bidimensional (2D) e unidimensional (1D) é feita. Elementos 

de contorno lineares e células triangulares lineares foram empregadas na formulação do 

MEC; para aspectos relativos à integração de domínio ver Mansur [1] e Carrer et al. 

[76]. 

O capítulo 2 apresenta as equações básicas envolvidas no trabalho, com as condições 

de contorno e as condições iniciais, bem como as funções de Green e as expressões da 

transformada de Fourier empregadas , além de outros conceitos úteis. 

No terceiro capítulo a formulação convencional do MEC para problemas harmônicos 

no domínio da freqüência é apresentada. Também são apresentados detalhes da 

integração numérica empregada no tratamento das integrais de domínio. 

No capítulo 4 a análise no domínio da freqüência para problemas harmônicos é 

mostrada, como também os princípios da análise de Fourier, com ênfase nas importantes 

considerações a serem tomadas quando problemas deste tipo são resolvidos com o uso 

de procedimentos numéricos. A seguir o método CIPF é apresentado e discutido 

detalhadamente, para a consideração da contribuição das condições de deslocamentos e 

velocidades iniciais no domínio da freqüência usando o MEC. Finalmente, os exemplos 

(onde respostas 1D e 2D são comparadas) e as conclusões são oferecidos nos capítulos 5 

e 6, respectivamente, para validar a excelente acurácia dos resultados e aplicabilidade 

do método proposto. Adicionalmente, algumas deduções importantes são apresentadas 

nos anexos. 
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CAPÍTULO 2 
 

EQUAÇÕES BÁSICAS 
 

 

 

2.1. Introdução  

Neste capítulo apresentam-se as equações e alguns conceitos a serem empregados nos 

próximos capítulos. Deve ser observado que a obtenção destas equações pode ser 

encontrada em diferentes livros [32,36,39,42]; por isso, o objetivo não é a obtenção 

rigorosa das mesmas e sim sua introdução. 

Muitos problemas da física se reduzem a equações diferenciais em derivadas parciais 

de segunda ordem. Entre os problemas que se reduzem a equações deste tipo tem-se: a 

equação das oscilações transversais em cordas e membranas; da vibração longitudinal 

de uma barra; do movimento oscilatório de pequena amplitude em um determinado 

ambiente, dando origem a ondas acústicas nesse ambiente, entre outros. 

2.2. Equação da Onda 

No que segue a letra u será utilizada para deslocamentos , reservando as letras y e x para 

expressar a posição espacial X = (x,y) em duas dimensões, e X = (x) em uma dimensão. 

Neste trabalho, consideram-se sistemas contínuos e como exemplos destes sistemas 

podem ser citados: cordas, barras e membranas. Embora a obtenção da equação da onda 

não constitua um objetivo, é necessário mencionar que o trabalho se limitará ao modelo 

que considera as pequenas deflexões que situam o sistema no entorno da sua posição de 

equilíbrio; desta forma, a equação é linear. Além disso os materiais serão considerados  

homogêneos. 

Ao se estudar sistemas vibratórios ou oscilatórios como os mencionados 

anteriormente , cada ponto do material contínuo pode ser caracterizado pelo valor X das 

suas coordenadas e a descrição desse processo de oscilação pode ser feita declarando-se 

a posição de cada ponto do material em distintos instantes de tempo. Para determinar a 

configuração do sistema no tempo t, é necessário determinar o deslocamento u(X,t) dos 
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pontos X em t. Estes sistemas executam movimentos que, satisfazem uma equação 

conhecida como a equação da onda, caso não atuem forças externas, sua expressão é 

dada pela seguinte equação diferencial homogênea em derivadas parciais: 

c2 ∇2u(X,t) −  
∂ 2u(X,t)

∂ t2  = 0  (2.1) 

Nesta equação ∇2 representa o operador de Laplace ou Laplaciano, que é definido 

nas coordenadas unidimensionais X = (x) como ∇2 = 
∂ 2

∂  x2 . Quando problemas de 

oscilações transversais em cordas são tratados, c = 
 T
ρ   representa a velocidade de 

propagação da onda , T é a tração  à qual a corda está submetida e ρ é a densidade 

linear de massa da corda. 

Os deslocamentos longitudinais de uma ba rra também podem ser representados por 

uma equação de forma igual à da equação (2.1). Neste caso, o Laplaciano é 

representado como ∇2 = 
∂  2

∂  x2 + 
∂  2

∂ y2 e a velocidade de propa gação da onda é dada por 

c = 
 E
 ρ

  , sendo E o módulo de Young e ρ  a densidade de massa por unidade de área. 

Situação similar acontece quando se deduz a equação das pequenas oscilações das 

membranas : sua forma se reduz à mesma equação (2.1), com c = 
 T
σ

  , onde T 

representa a tração constante que atua em cada ponto da membrana e σ é a densidade 

superficial da membrana. 

Nas três situações descritas anteriormente, ou seja, em cordas, barras e membranas, 

também pode  ocorrer a presença de uma força externa distribuída com uma densidade 

de carga f(X,t). Neste caso a equação (2.1) deixa de ser uma equação homogênea e pode 

ser representada por [32,36,37,39,45]: 

c2 ∇2u(X,t) −  
∂ 2u(X,t)

∂ t2  = b(X,t)       ;      b(X,t) = 
− f(X,t)

ρ  (2.2) 

A equação acima deixa de representar as oscilações livres dos sistemas mencionados 

descrevendo o movimento de oscilação forçado dos mesmos. 

Nos sistemas reais, as oscilações livres sempre se amortecem. A causa deste 

amortecimento deve-se à ação exercida pelas forças não conservativas (por exemplo, o 

atrito) , onde uma transferência de energia ao meio circundante  está presente . Desta 

maneira, a equação (2.2) descreve os movimentos forçados, porém, não amortecidos; é 
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possível considerar um efeito amortecedor que pode ser aproximado admitindo-se uma 

força dissipativa viscosa fv(X,t) que atua em cada momento em oposição ao sentido do 

movimento de oscilação do sistema, e que se relaciona a um coeficiente de 

amortecimento viscoso bv (b v > 0). A baixas velocidades esta força pode ser expressa 

segundo: 

fv(X,t) = − bv 
∂ u(X,t)

∂ t
 (2.3) 

onde o sinal negativo indica que esta força e a velocidade são de sentidos opostos. A 

equação (2.2) pode , então, ser escrita de maneira mais completa, cuja expressão é: 

c2 ∇2u(X,t) −  cv 
∂ u(X,t)

∂ t  −  
∂  2u(X,t)

∂  t2  = b(X,t)       ;      cv = 
 bv

ρ   (2.4) 

Identifica-se, neste trabalho, cv como um fator de amortecimento viscoso. A 

expressão anterior (2.4) é conhecida como a equação da onda amortecida  [36,39,41]. 

Detalhes da análise dimensional desta equação podem ser encontrados no Apêndice A. 

Uma vez apresentada a principal equação considerada neste trabalho, é necessário 

agregar condições para sua resolução. Todas as equações diferenciais (em derivadas 

parciais ou ordinárias e independente da ordem) possuem um conjunto infinito de 

soluções. Quando se descreve matematicamente um fenômeno físico que se reduz a uma 

equação em derivadas parciais de segunda ordem, como as apresentadas até aqui, é 

necessário introduzir condições complementares para a caracterização única do 

problema: por ser de segunda ordem no tempo, deve-se ter duas condições no tempo 

denominadas condições iniciais; existindo derivadas de ordem 2  no espaço devem 

existir duas condições no espaço, denominadas condições de contorno. Para este tipo de 

equação existem diferentes formas destas condições.  A seguir , são apresenta das as 

condições envolvidas no presente trabalho. 

Condições de contorno: 

Fundamentalmente aparecerão dois tipos de condições de contorno: 

u(X,t)X∈Γ = −u(t)                (condição de primeira espécie ou de regime dado) (2.5) 

∂  u(X,t)
∂  n X∈Γ = 

 p(t)
T  = −p(t) (condição de segunda espécie ou de força dada − p(t)) (2.6) 

onde −u(t) e −p(t) são funções do tempo avaliadas, neste caso, em pontos X que pertencem 

ao contorno Γ. Deve-se notar que −u(t) também pode ser identificada  como condição 

essencial ou de Dirichlet, e −p(t) como condição natural ou de Neumann. A condição 
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(2.6) foi oferecida para o caso de uma corda onde X = x e T representa a tração sobre a 

corda nos extremos. No caso de barras, a condição (2.6) se escreve da mesma forma, 

porém, substituindo a tração pelo módulo de elasticidade E. 

Considerando problemas 1D, se ambas as condições de contorno são homogêneas, 
−u(t) = 0 se interpreta como condição de extremo fixo e −p(t) = 0 como condição de 

extremo livre. Combinando os tipos enumerados de condições de contorno, é possível 

obter quatro tipos de problemas de contorno. 

Condições iniciais: 

O processo das oscilações dos sistema estudados neste trabalho também depende de 

sua forma ou perfil inicial e da distribuição das velocidades iniciais; existem, para estes 

sistemas, dois tipos de condições iniciais: 

u(X,t)t=0 = u0(X)          (condição de deslocamento inicial) (2.7) 

∂  u(X,t)
∂  t  t=0 = v0(X)       (condição de velocidade inicial) (2.8) 

onde u0(X) e v0(X) são funções conhecidas das coordenadas. Deve-se notar que u0(X) e 

v0(X) também se conhecem como condições de Cauchy em relação à variável t. Estas 

condições iniciais devem ser combinadas com as condições de contorno anteriormente 

apresentadas para definir os sistemas analisados. 

2.3. Equação de Poisson 

Considerem-se problemas governados pela seguinte equação não-homogênea: 

∇2U(X) = B(X) (2.9) 

A equação (2.9) é conhecida como equação de Poisson . A equação de Laplace pode 

ser vista como a variante homogênea da equação (2.9), isto é, quando: 

∇2U(X) = 0 (2.10) 

A equação (2.9) aparece em problemas onde o campo escalar é afetado pela presença 

de uma fonte B(X) (que também conforma outro campo escalar). Esta equação requer 

condições de Dirichlet e/ou Neumann para ser resolvida, ou seja, condições de contorno 

do tipo: 

U(X) = 
−
U(X)                   em X∈Γ          (essenciais ou de Dirichlet) (2.11) 

P(X) = T 
∂  U(X)

∂ n
 = 

−
P(X)    em X∈Γ          (naturais ou de Neumann) (2.12) 
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Neste caso, não há dependência temporal e o deslocamento U(X) (deflexões 

estáticas) é uma função somente de X. Neste  trabalho o operador Laplaciano pode ser 

expresso em uma ou duas dimensões. 

2.4. Equação de Helmholtz 

A equação de Helmholtz para um meio homogêneo que ocupa um determinado domínio 

é dada por: 

∇2U(X) + γ 2 U(X) = 0 (2.13) 

Sendo γ real, esta expressão conduz a soluções periódicas na variável espacial X. O 

termo γ  é conhecido como número de onda  γ = ω /c onde ω  é a freqüência  angular. 

De um modo geral, esta equação aparece quando a abordagem alternativa no domínio 

da freqüência é feita a problemas dependentes do tempo através de uma transformação. 

Para resolver esta equação é necessário considerar as condições : 

U(X) = 
−
U(X)                       em X∈Γ (2.14) 

P(X) = T 
∂  U(X)

∂ n  = 
−
P(X)     em X∈Γ (2.15) 

Com as condições de contorno (2.14) e (2.15) dadas, o problema (2.13) pode ser 

resolvido para um número de onda γ  dado, ou para uma freqüência dada. 

2.5. Funções de Green 

A solução matemática de uma equação diferencial não homogênea cuja não-

homogeneidade seja dada por um delta de Dirac é conhecida como função de Green. 

Este delta de Dirac é representado pelo símbolo δ (t−τ) e freqüentemente é usado para 

representar pulsos de duração infinitamente curta no instante τ ou, ainda, forças 

concentradas de modo que sua integral seja: 





⌡

⌠

− ∞

  ∞
 δ (t−τ) dt = 1

e

δ (t−τ) = 0        se  t ≠  τ

 (2.16) 

e apresentando a propriedade: 

⌡

⌠

− ∞

  ∞
 δ (t−τ) f(t) dt = f(τ) (2.17) 
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Deve ser notado que  o delta de Dirac é identificado nos termos de função 

generalizada, que também pode apresentar argumentos espaciais, isto é, δ(X− ξ), onde, 

neste caso, ξ representaria o ponto onde o pulso está aplicado. 

Uma função útil para o presente estudo é a função de Heaviside H(X− ξ), definida 

como: 

H(X− ξ) = 


0     se   X ≤ ξ

1     se   X > ξ
 (2.18) 

e com a importante propriedade de ser considerada a “primitiva” do delta de Dirac, ou 

seja: 

∂  H(X− ξ  )
∂ X  = δ (X− ξ ) (2.19) 

Pode-se, então, interpretar fisicamente a função de Green G(X,ξ ) como sendo a 

resposta no ponto X de um impulso unitário infinitamente curto aplicado em ξ. Esta 

função também é conhecida como função de influência. A seguir apresentam-se as 

funções de Green a serem empregadas em capítulos posteriores. 

2.5.1. Função de Green para a equação de Poisson 1D 

Apresenta-se, a seguir, a função de Green para a equação de Poisson 1D. Ao considerar 

um sistema sob a ação de uma carga concentrada Q0 no ponto x = ξ, esta intensidade de 

carga concentrada representa -se como: B(x) = 
− Q0δ(x,ξ )

T  e se for admitido que 
Q0

T  =1 a 

equação (2. 9) escreve-se como: 

∇  2G(x,ξ ) = − δ(x,ξ) (2.20) 

A solução da equação (2.20) é dada por [39,40,79]: 

G(x,ξ) = 
 r
2  (2.21) 

e 

∂  G(x,ξ)
∂  n

 = 
 1
2 

∂ r
∂ n

 (2.22) 

onde r = x − ξ representa, aqui e ao longo do texto, a distância entre o ponto ξ, onde 

a carga está aplicada, e o ponto x, onde a resposta é calculada. Usualmente ξ é 

identificado como ponto fonte e x como ponto campo.  
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2.5.2. Função de Green para a e quação de Helmholtz 1D 

A função de Green para a equação de Helmholtz 1D  é obtida da equação (2.13) reescrita 

abaixo como: 

d  2G(x,ξ)
dx2  + γ 2 G(x,ξ) = − δ(x,ξ ) (2.23) 

A solução da equação (2.23) é dada por [38,39,40,79]: 

G(x,ξ ,γ) = G(r,γ) = 
 ie− iγ r

2γ
 (2.24) 

e 

∂  G(x,ξ ,γ)
∂ n  = 

∂ G(r,γ)
∂ n  = 

 e− iγ r

2  
∂ r
∂ n (2.25) 

Note-se que, desta vez, G(r,γ) depende do número de onda γ. 

2.5.3. Função de Green para a equação de Poisson 2D 

Apresenta-se, a seguir, a função de Green para a equação de Poisson bidimensional. 

Agora, a carga concentrada Q0 situa-se no ponto X = ξ . Esta intensidade de carga 

concentrada pode ser representada como B(X) = 
− Q0δ(X,ξ )

ρ  e se for admitido que 
Q0

ρ  =1

a equação (2.9) escreve-se como: 

∇  2G(X,ξ  ) = − δ (X,ξ ) (2.26) 

A solução da equação (2.26) é dada por [39,40,79]: 

G(X,ξ ) = 
− 1
2π

 ln(r)  (2.27) 

e 

∂  G(X,ξ)
∂  n

 = 
− 1
2π

 
 1
r  

∂ r
∂  n

 (2.28) 

2.5.4. Função de Green para a equação de Helmholtz 2D 

A função de Green para a equação de Helmholtz bidimensional é obtida da equação 

(2.13) rescrita abaixo como: 

∇2G(X,ξ ) + γ 2 G(X,ξ ) = − δ (X,ξ) (2.29) 

A solução da equação (2.29) é dada por [38,39,40,79]: 

G(X,ξ  ,γ) = G(r,γ) = 
 − i
4  H

 (1)
0 (rγ) (2.30) 

e 
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∂  G(X,ξ ,γ)
∂ n  = 

∂ G(r,γ)
∂ n  = 

 i γ
4  H (1)

1 (rγ) 
∂  r
∂  n (2.31) 

As funções H
 (1)
0

(rγ) e H (1)
1

(rγ) representam as funções de Hankel [82] de ordem 0  e 1, 

respectivamente. Note-se que , também aqui, G(r,γ) depende do número de onda γ. 

2.6. Transformada de Fourier 

Algumas das vantagens da aplicação das técnicas de transformadas, foram comentadas 

no primeiro capítulo. Note-se, porém, que os métodos transformados são aplicáveis 

somente se o sistema sob pesquisa obedece a algumas condições de restrição, as quais 

dependem da natureza do problema e do tipo de transformação aplicada. 

Uma maneira de representar as vibrações consiste em decompô-las em freqüências. 

Movimentos não periódicos podem ser considerados como uma superposição de 

movimentos periódicos de todas as freqüências em um espaço definido de −∞ a +∞. 

Neste trabalho, o tempo t será usado como a variável a ser transformada. Se usada uma 

forma exponencial complexa para as componentes harmônicas simples, a representação 

integral de Fourier é dada por [28,29,31,45,46]: 

f(t) = 
⌡

⌠

− ∞

  ∞
 e iω t F(ω) dω (2.32) 

Se a integral anterior existe ela é chamada  de transformada de Fourier de f(t). Esta 

equação mostra que uma função f(t) , que deve cumprir certas condições, pode ser 

expressa em termos de uma superposição de todas as freqüências possíveis. F(ω) 

determina o espectro de freqüências da f(t) analisada e é dada pela expressão a seguir: 

F(ω) = 
1

2π
 
⌡

⌠

− ∞

  ∞
 e − iω  t f(t) d t (2.33) 

Para que a relação de reciprocidade das equações (2.32) e (2.33) tenha significado, é 

suficiente que a integral ⌡⌠− ∞

  ∞
  f(t)dt exista. Uma condição necessária resulta  em 

f(t) → 0 quando t → ±∞. 

Deve-se notar que se f(t) representa uma função real do tempo (t é real), então F(− ω) 

será igual ao complexo conjugado de F(ω), ou seja: 

F(− ω) = F*(ω) (2.34) 

onde o asterisco denota o complexo conjugado. 
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Uma outra importante propriedade é relativa às derivadas da transformada de 

Fourier, para as quais se cumpre a relação: 

⌡

⌠

− ∞

  ∞
 e − iω t 

d (n)f(t)
d t( n )  dt = (iω)nF(ω) (2.35) 

onde (n) indica a n-ésima derivada. Esta fórmula se obtém de integrar por partes n vezes 

e assumir, não só que f(t) → 0  quando t → ±∞  mas que, também as sucessivas 

derivadas satisfazem a mesma condição. Esta propriedade será de muita utilidade nos 

próximos capítulos. 

Na prática, o procedimento a ser utilizado é numérico. Porém, como se sabe, o par de 

transformadas definidas em (2.32) e (2.33) não é apropriado para o cálculo em 

computador e algoritmos de DFT (pela sigla em inglês de Discrete Fourier Transform) 

[28,29,31] necessitam ser utilizados. Para isso, precisa -se definir a função f(t) em um 

número finito NT de pontos, de tal forma que quando f(t) for conhecida nesses NT 

valores discretos de t, igualmente espaçados, ou seja, quando forem conhecidos f(tnt) 

para nt = 1, 2, 3..., NT , o valor de F(ωnt), em pontos discretos do espectro das ωnt 

freqüências , poderá ser avaliado numericamente através da expressão: 

F(ωnt ) = 
 1

NT ∑
j=0

NT − 1

 f(tj ) e − ( i 
2π

NT  
 ) n j) (2.36) 

A resposta no domínio do tempo f(tnt) poderá, então, ser avaliada pela expressão: 

f(tj ) = ∑
n=0

NT − 1

 F(ωn ) e ( i 
2π

NT  
 ) n j) (2.37) 

As expressões (2.36) e (2.37) são as versões discretizadas das expressões (2.33) e 

(2.32), respectivamente, e i representa a unidade imaginária. 

Com o objetivo de reduzir o esforço computacional na avaliação da DFT, utilizam-se 

algoritmos de FFT (Fast Fourier Transform) e IFFT (Inverse Fast Fourier Transform) 

[28,31,65]. Cabe observar que os algoritmos de FFT são apenas algoritmos eficientes 

para calcular a DFT muito mais rapidamente que outros métodos existentes, tornando 

desta forma os métodos no domínio da freqüência competitivos com os métodos no 

domínio do tempo.  
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2.7. Princípio de superposição  

O principio da superposição  [39,40] é uma técnica amplamente empregada para 

solucionar algumas equações diferenciais parciais lineares e estabelece que: existindo 

funções que satisfaçam uma equação diferencial parcial linear homogênea (isto é, que 

sejam soluções da mesma), qualquer combinação linear dessas soluções também 

satisfará a própria equação, sendo essa combinação linear uma solução geral da equação 

diferencial. 

Empregando este princípio em combinação com o método de separação de variáveis 

(que consiste, basicamente, em admitir que a solução do problema possa  ser 

representada pelo produto de funções de cada uma das variáveis independentes) é 

possível gerar a solução geral que satisfaça uma equação diferencial. Esta combinação 

do método de separação e do princ ípio da superposição, quando empregada, é conhecida 

como o método de Fourier para a determinação das soluções de equações diferenciais e 

constitui a base deste trabalho onde, numericamente, se analisa separadamente cada 

problema harmônico e os resultados são superpostos obtendo a resposta final. Para mais 

detalhes da aplicação deste método, um exemplo de como este método se aborda 

analiticamente pode ser visto no Apêndice B. 

2.8. Princípio da causalidade 

Na literatura, quando equações diferenciais são solucionadas, restrições nos domínios de 

definição do problema devem ser feitas; geralmente o domínio espacial X , seja este 1D, 

2D ou 3D, pode ser encontrado sendo tratado como finito, semi-infinito ou infinito, 

dependendo do problema específico de aplicação. Porém, a parte relativa ao domínio do 

tempo baseia-se no princípio da causalidade, que determina que: o tempo decorre em 

um único sentido, que é o de avanço e, desta forma , eventos futuros nunca devem afetar 

eventos passados. Este princípio governa as equações que são ditas de evolução, como é 

o caso da equação do tipo hiperbólico que é a equação da onda (2.1). 

Do ponto de vista da Mecânica Clássica (que é determinista), conhecer o conjunto de 

condições que atuam sobre o sistema, a partir de determinado instante, sempre permite 

determinar, univocamente , o que acontecerá em instantes posteriores; mas nunca o que 

aconteceu antes. A o se falar de t0 = 0  nada mais é do que uma convenção universal; 

porém, se o que aconteceu em t0 < 0  for sabido, também se conseguiria  resolver o 

problema  pois este depende de quando o observador começou a medir o tempo. Neste 
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trabalho o interesse se concentra em problemas definidos para t0 = 0 , ou seja, o tempo t 

é sempre zero ou positivo (t ≥ t0). 

 



 26 

 

CAPÍTULO 3 
 

O MÉTODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO PARA 

PROBLEMAS HARMÔNICOS 
 

 

 

3.1. Introdução  

O constante aperfeiçoamento dos computadores tem conduzido a uma importante 

transformação na tecnologia e das pesquisas científicas em geral, devido à aplicação da 

simulação matemática e dos métodos numéricos  [86]. Desta forma, tem-se aumentado 

as possibilidades dos estudos de projeção, dos prognósticos e da simulação na 

Engenharia. Um destes métodos numéricos é o MEC, no qual a descrição aproximada 

do problema estudado, ou modelo matemático, é em forma de equações integrais. A 

apresentação da equação integral do MEC é um dos objetivos deste capítulo onde sua 

formulação no domínio da freqüência, particularizada aos casos bidimensionais (2D) e 

unidimensionais (1D), é obtida. Alguns detalhes da discretização são apresentados, 

como também da integração numérica quando integrais de domínio estejam presentes; 

em situações deste tipo, ou seja, casos 2D , células triangulares são utilizadas na 

representação da parte do domínio na qual a integração é requerida; para casos 1D o 

tratamento da integração numérica também é apresentado.  

3.2. Formulação do MEC 2D 

A equação integral do MEC pode ser obtida mediante métodos distintos, sendo o 

Método dos Resíduos Ponderados (MRP) um deles. 

Considere-se um meio homogêneo e elástico Ω , como mostrado na figura 3.1, 

governado pela equação de Helmholtz (2.13): 

∇2 U(X) + γ 2 U(X) = 0  (3.1) 

onde γ  é o número de onda: γ = ω /c , ω é a freqüência da onda: ω = 2π f (f é a 

freqüência cíclica da onda). X indica a dependência espacial. Como mencionado 
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anteriormente , X  pode ser X = x para o caso unidimensional, X = (x,y)  para casos 

bidimensionais ou X = (x,y,z) para casos tridimensionais (3D). 

Domínio  Ω

ξ=(ξx ,ξy)

z

ξy

X

x

u = u em Γ u

Contorno Γ
n

X=(x,y)r

p = p em Γ p

 
Figura 3.1. Domínio 2D e definições básicas. 

Para resolver a equação (3.1) consider am-se os contornos Γu e Γp do domínio Ω 

sujeitos às condições de contorno (2.11) e (2.12), respectivamente. Admite-se o 

contorno Γ constituído destas duas partes , de modo que Γ = Γu ∪ Γp. Aplicando o MRP 

à equação (3.1) e às condições de contorno (2.11) e (2.12), para a solução aproximada  U

, será definido o problema a seguir: 

∇2  U + γ  2  U = RΩ 

U −  
−
U = RΓu (3.2) 

P −  
−
P = RΓp 

onde RΩ, RΓu e RΓp são os resíduos e U  e P, agora, representam valores aproximados. O 

próximo passo consiste em minimizar esses resíduos e, com essa finalidade, o seu 

produto por funções de ponderação w, w−  e w 
=

 (cujas derivadas normais são 

∂w
∂n , 

∂ w−

∂n e 
∂w 

=

∂n  ) é integrado no domínio e no contorno e igualado a zero. Procedendo 

assim, obtém-se a seguinte equação: 

⌡
⌠

Ω
 RΩ  w dΩ  + ⌡

⌠

Γu
 RΓu w −  dΓ + ⌡

⌠

Γp
 RΓp w = dΓ = 0 (3.3) 

Aplicando as equações (3.2) em (3.3) tem-se: 

⌡
⌠

Ω
 [ ∇2U + γ 

2U] w dΩ + ⌡
⌠

Γu
 (U −  

−
U) w−  dΓ + ⌡

⌠

Γp
 (P −  

−
P) w 

=
 dΓ = 0  (3.4) 
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Escolhendo convenientemente as funções de ponderação w−  = 
∂  w
∂  n e w = =− w a 

equação (3.4) fica: 

⌡
⌠

Ω
 [ ∇2U + γ 

2U] w dΩ + ⌡
⌠

Γu
 (U −  

−
U ) 

∂ w
∂ n

 dΓ −  ⌡
⌠

Γp
(P −  

−
P) w dΓ = 0 (3.5) 

Integrando por partes duas vezes o primeiro termo da primeira integral do lado 

esquerdo da equação (3.5) chega-se a: 

⌡
⌠

Ω
 [ ∇2U] w dΩ = ⌡

⌠

Γ
 ∂ U

∂ n w dΓ −  ⌡
⌠

Γ
 U 

∂ w
∂ n dΓ + ⌡

⌠

Ω
 [ ∇2w]U dΩ  (3.6) 

Substituindo (3.6) em (3.5), onde 
∂ U
∂ n

 = P, obtém-se: 

⌡
⌠

Ω
 [ ∇2w + γ 

2w]U dΩ + ⌡
⌠

Γ
 P w dΓ − ⌡

⌠

Γ
 U 

∂  w
∂  n dΓ + ⌡

⌠

Γu
 U 

∂ w
∂ n dΓ − ⌡

⌠

Γu
  

−
U 

∂ w
∂ n dΓ −   

− ⌡
⌠

Γp
 Pw dΓ + ⌡

⌠

Γp
  −P w dΓ = 0  (3.7) 

Como: 

⌡
⌠

Γ
 Pw dΓ − ⌡

⌠

Γp
 Pw dΓ = ⌡

⌠

Γu
 Pw dΓ 

e (3.8) 

⌡
⌠

Γ
 U 

∂  w
∂  n

 dΓ − ⌡
⌠

Γu
 U 

∂  w
∂  n

 dΓ = ⌡
⌠

Γp
 U 

∂  w
∂  n

 dΓ 

Também: 

⌡
⌠

Γu
 Pw  dΓ + ⌡

⌠

Γp
  −Pw dΓ = ⌡

⌠

Γ
 Pw dΓ 

e (3.9) 

⌡
⌠

Γp
 U 

∂  w
∂  n dΓ + ⌡

⌠

Γu
  −U 

∂ w
∂ n dΓ = ⌡

⌠

Γ
 U 

∂ w
∂ n dΓ 

a equação (3.7) pode ser novamente escrita como segue: 

⌡
⌠

Ω
 [ ∇2w + γ 

2w]U dΩ + ⌡
⌠

Γ
 Pw dΓ − ⌡

⌠

Γ
 U 

∂ w
∂  n dΓ = 0  (3.10) 
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Desta forma o operador de Helmholtz (∇2 + γ 
2 ), aplicado sobre a solução U 

procurada, foi “movido” para a função de ponderação w. O próximo objetivo consiste 

em eliminar a integral de domínio da equação (3. 10). Para isso, pode ser escolhida como 

função de ponderação w uma função que seja solução da equação de Helmholtz com 

fonte singular (isto é, representada pelo delta de Dirac). Esta solução é denominada 

solução fundamental do problema e corresponde ao campo gerado por uma fonte 

concentrada unitária.  Sua expressão foi mostrada no capítulo anterior, tanto para a 

equação de Poisson quanto para a equação de Helmholtz; em outras palavras, 

w = u*(X,ξ  ) = G(X,ξ  ), onde G(X,ξ ) é a função de Green do problema (3.10) reescrito 

como: 

⌡
⌠

Ω
 [ ∇2 u*(X,ξ  ) + γ 

2 u*(X,ξ )]U(X) dΩ + ⌡
⌠

Γ
 ∂  U(X)
∂  n(X) u

*(X,ξ ) dΓ − 

− ⌡
⌠

Γ
 U(X) 

∂  u*(X,ξ  )
∂  n(X)

 dΓ = 0 (3.11) 

A equação anterior é conhecida como equação integral do problema governado pela 

equação (3.1). Neste caso, a solução fundamental u*(X,ξ ) que se deve aplicar é a 

correspondente à equação de Helmholtz. 

Designando 
∂  u*(X,ξ  )

∂ n(X)  = p*(X,ξ ) e 
∂ U(X)
∂ n(X) = P(X) a equação (3.11) pode ser escrita 

como: 

⌡
⌠

Ω
 [ ∇2u*(X,ξ )+ γ 

2u*(X,ξ )] U (X) dΩ = ⌡
⌠

Γ
 U(X)p*(X,ξ) dΓ − ⌡

⌠

Γ
 P(X)u*(X,ξ ) dΓ (3.12) 

3.2.1. Equação integral para pontos internos 

Do capítulo anterior sabe-se que o operador de Helmholtz aplicado à função de Green 

iguala-se à função generalizada delta de Dirac. Usando-se a propriedade (2.17), a 

equação (3.12) pode ser escrita como: 

U(ξ ) = − ⌡
⌠

Γ
 U(X) p*(X,ξ) dΓ + ⌡

⌠

Γ
 P(X) u*(X,ξ ) dΓ (3.13) 

a qual é válida para pontos ξ pertencentes ao domínio Ω. 
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3.2.2. Equação integral de contorno 

A equação integral de c ontorno pode ser obtida quando o ponto ξ é levado ao contorno. 

As integrais em Γ, agora, devem ser calculadas por processos limites à medida em que ξ 

aproxima-se de Γ. Para detalhes deste procedimento podem ser consultadas as 

referências [38,77,78]. A equação integral de contorno escreve-se como: 

c(ξ)U(ξ) = − ⌡
⌠

Γ
 U(X) p*(X,ξ ) dΓ + ⌡

⌠

Γ
 P(X) u*(X,ξ ) dΓ (3.14) 

O coeficiente c(ξ) é representado por c(ξ ) = α  /2π onde α é o ângulo interno definido 

na figura 3.2.  

Contorno Γ

Domínio  Ω

ξ

 α

 
Figura 3.2. Definição do ângulo α. 

Deve-se notar que , na equação (3.14) , o caso 2D  está sendo analisado e X = (x,y)  

representa as coordenadas do ponto campo e ξ = (ξx,ξy) representa as coordenadas do 

ponto fonte (ver figura 3.1). 

3.2.3. Equação integral na presença de fontes 

Se o problema apresenta fontes no domínio, por exemplo B(X), a equação (3.1) deixa de 

ser uma equação diferencial homogênea para converter-se em: 

∇2 U(X) + γ 2 U(X) = B(X) (3.15) 

A equação integral do MEC correspondente pode ser escrita como: 

c(ξ)U(ξ) = − ⌡

⌠

Γ

 U(X) p*(X,ξ ) dΓ + ⌡

⌠

Γ

 P(X) u*(X,ξ ) dΓ + ⌡

⌠

Ω

 B(X) u*(X,ξ ) dΩ  (3.16) 

Se no problema está presente uma série de fontes concentradas B(X) = ∑Bfkδ  (X,ξ k), 

onde Bfk representa a intensidade da fonte na posição ξk , a equação (3.16) pode ser 

rescrita como: 
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c(ξ)U(ξ) = − ⌡

⌠

Γ

 U(X) p*(X,ξ ) dΓ + ⌡

⌠

Γ

 P(X) u*(X,ξ ) dΓ + ∑
k

 Bfk u*(ξ k ,ξ) (3.17) 

onde a propriedade do delta de Dirac (2.17) foi empregada. 

3.2.4. Discretização 

Uma distinção deve ser feita para a solução fundamental: será apresentada com dois 

argumentos quando corresponde à equação de Helmholtz, ou seja, u*(r,γ). Reserva-se a 

nomenclatura u*(r) somente para a solução fundamental correspondente à equação de 

Poisson.  

O modelo numérico empregado considera o contorno Γ dividido em NE elementos e 

a equação (3.16) pode ser discretizada para formar um sistema de equações de onde 

valores de contorno desconhecidos podem ser calculados a partir de valores de contorno 

prescritos. Obtém-se, para um determinado ponto ξ  coincidente com o nó i de um 

elemento Γ j de contorno (1 ≤ j ≤ NE) a expressão discretizada da equação integral 

(3.16): 

C i Ui = −∑
j=1

 NE

 








⌡
⌠

Γj

 U(X) p*(ri ,γ) dΓ + ∑
j=1

 NE

 








⌡
⌠

Γj

 P(X) u*(ri ,γ) dΓ  + B i (3.18) 

na qual U(X) e P(X) representam valores prescritos ou valores desconhecidos a serem 

calculados. Em cada elemento j estes valores variam de acordo com funções de 

interpolação predefinidas. O último termo da equação (3.18) é dado por: 

Bi = ⌡
⌠

Ω

 B(X) u*(ri ,γ) dΩ  (3.19) 

e representa a contribuição das fontes ao nó i. Em item posterior será apresentado o 

tratamento feito para o cálculo da integral da equação (3. 19) particularizado para casos 

2D e 1D. 

O próximo passo consiste em determinar as integrais dentro do parêntesis da equação 

(3.18), isto é: 

⌡

⌠

Γj

 U(X) p*(ri ,γ) dΓ (3.20) 

e 
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⌡

⌠

Γj

 P(X) u*(ri ,γ) dΓ  (3.21) 

Estas integrais relacionam o nó i (onde a fonte ξ  está localizada) com o ponto campo 

X pertencente ao elemento j sob o qual a integral está sendo resolvida. Neste trabalho o 

contorno Γj é aproximado por meio de elementos lineares, nos quais as variáveis U e P, 

envolvidas nas equações (3.20) e (3.21) são interpoladas linearmente como mostra a 

figura 3. 3. Desta forma, considerando um elemento qualquer Γj, os valores de U e de P 

em cada ponto pertencente ao elemento Γj podem ser definidos mediante seus valores 

nodais e duas funções de interpolação lineares φ1 e φ 2 dependentes das coordenadas 

naturais η (η∈[-1,1 ]) segundo: 

U(η)j = φ j Uj (3.22) 

P(η)j = φ j Pj (3.23) 

onde: 

φ j = [φ 1     φ2] j              Uj = 






U1

U2

 
 j
             Pj = 







P1

P2

 
 j
 (3.24) 

Na representação anterior j indica o elemento integrado, U1 e U2 representam os 

valores nodais de U  nos nós 1 e 2, respectivamente , e P1 e P2 os valores nodais de P nos 

seus nós correspondentes (ver figura 3. 3). As funções de interpolação φ 1 e φ2 são: 

φ 1 = 
 1
2  (1 − η )    e     φ2  = 

 1
2 (1 + η ) (3.25) 

21

φ1

η = 0η = −1

1 u2 ou p2 
2

η = 1 η

u1 ou p1 1

lj
Γ j

φ 2
1

 
Figura 3.3. Funções de interpolação linear para U e P no contorno Γj. 

Da mesma maneira , as coordenadas de um ponto X qualquer que pertence ao 

elemento j são dadas por: 

X(η)j = φ j χ j           χ  j = 






X1

X2

 
 j
= 







(x,y)1

(x,y)2

 
 j
  (3.26) 
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Tem-se então: 

dΓj = Jjdη  (3.27) 

onde J é o jacobiano da transformação linear: 

Jj = 








 

 






dx

dη

 2
 + 







dy

dη

 2
 
 

j
 = 

 lj
2  (3.28) 

sendo lj o comprimento do elemento j. 

Desta forma as integrais das equações (3.20) e (3.21) podem ser escritas como: 

⌡

⌠

Γj

 U(X) p*(ri ,γ) dΓ = ⌡

⌠

Γj

 [φ j Uj] p*(ri ,γ) dΓ j = 








⌡

⌠

Γj

 φ j p*(ri ,γ) dΓj Uj  (3.29) 

e 

⌡
⌠

Γj

 P(X) u*(ri ,γ) dΓ = ⌡
⌠

Γj

 [φ j Pj] u*(ri ,γ) dΓj = 








⌡
⌠

Γj

 φ j u*(ri ,γ) dΓj Pj  (3.30) 

As representações ante riores definem a interação entre o nó i e um nó particular 

localizado sobre o elemento j. A equação discreta correspondente ao nó i é dada por: 

C i Ui + ∑
j=1

 NE

  
^

Hij Uj =∑
j=1

 NE

 Gij Pj + B i (3.31) 

onde: 

 
^

Hij = ⌡

⌠

Γj

 φ j p*(ri ,γ) dΓj (3.32) 

e 

 G ij = ⌡

⌠

Γj

 φ j u*(ri ,γ) dΓj  (3.33) 

Identificando-se: 

Hij = 


 

^
Hij               se  i ≠ j

 
^

Hij + Ci      se  i = j
 (3.34) 

Levando-se em conta (3.4), a equação (3.31) se escreve como: 

∑
j=1

 NE

 Hij Uj = ∑
j=1

 NE

 Gij Pj + B i (3.35) 
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Após a aplicação da equação (3.31) a todos os nós do contorno, obtém-se um sistema 

de N equações, que em forma matricial pode ser representado segundo: 

H U = G  P + B (3.36) 

onde H e G são matrizes de ordem N×N e U, P e B são vetores de ordem N (N é o 

número de nós).Uma vez que as condições de contorno conhecidas são introduzidas, o 

sistema representado por (3.36) pode se estruturar de forma que os valores de contorno 

ainda desconhecidos possam ser calculados segundo: 

A  X = Y + B (3.37) 

Na expressão anterior A é matriz de ordem N×N que contém os coeficientes dos 

valores incógnitos, agrupados no vetor X, e o vetor Y  é formado pela contribuição dos 

valores prescritos conhecidos. Após a resolução do sistema de equações (3.37), os 

valores do contorno passam a ser conhecidos e valores de U em pontos internos podem 

ser diretamente calculados com a equação (3.18); neste caso Ci = 1 . O vetor contendo as 

respostas procuradas pode ser denominado de Ub e, caso fontes de domínio estejam 

ausentes, pode ser denominado simplesmente de U. 

3.2.5. Implementação numérica 

A seguir particulariza-se o uso das funções de Green, apresenta das no capítulo anterior, 

para as equações de Poisson e de Helmholtz como soluções fundamentais das equações 

integrais do MEC. A solução fundamental empregada para o caso 2D , quando a equação 

de Helmholtz é resolvida, corresponde à solução da da pela equação (2. 30): 

 u*(r,γ ) = 
 − i
 4  H (1)

0 (rγ)  (3.38) 

de onde se obtém: 

 p*(r,γ ) = 
 i γ
4  H (1)

1 (rγ) 
∂ r
∂ n

 (3.39) 

Quando a equação de Poisson é resolvida, trabalha-se com a solução fundamental 

corresponde nte à solução dada pela equação (2.27), isto é: 

u*(r) = 
− 1
2π  ln (r) (3.40) 

de onde se obtém: 

p*(r) = 
− 1
2π  

1
r 

∂ r
∂ n (3.41) 
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As funções H (1)
0 (rγ) e H  (1)

1 (rγ) são as funções de Hankel já citadas no capítulo 

anterior. Depois de substituir as expressões das soluções fundamentais e suas 

respectivas derivadas nas equações (3.32) e (3.33) é possível determinar os ele mentos 

das matrizes  
^

H e G. Alguns detalhes de integração devem ser citados, principalmente 

com relação às integrais de contorno quando o ponto fonte ξ pertence ao elemento a ser 

integrado. Quando este não é o caso, as integrais não apresentam nenhuma dificuldade e 

podem ser avaliadas normalmente , utilizando quadratura gaussiana. Como mencionado 

anteriormente, elementos de contorno de geometria linear têm sido empregados a fim de 

desenvolver a discretização do contorno. Devido a este fato, os coeficientes da sub-

matriz  
^

H ii quando o ponto fonte ξ i pertence ao elemento a ser integrado são nulos 

porque ∂ r/∂n = 0  no caso de elemento linear; desta forma: 

 
^

Hii = 
 ( −1  )γ

4  ⌡
⌠

Γi

 φ i H
 (1)
1 (riγ) 

∂  r
∂ n dΓi ≡ 0 (3.42) 

onde −1  representa a unidade imaginária . A mesma situação acontece quando a 

matriz  
^

Hii é calculada empregando a solução fundamental de Poisson (3.40), uma vez 

que o termo ∂ r/∂n = 0 também está presente. 

Para o cálculo dos coeficientes que pertencem à matriz G ii de Helmholtz alguns 

cuidados devem ser tomados devido ao comportamento logarítmico da série empregada 

para aproximar a função de Hankel H (1)
0 (rγ) [82,83]; neste caso: 

Gii = 
− ( −1 )

4  ⌡
⌠

Γi

 φ i H
 (1)
0 (riγ) dΓi   ∼r i →  0  

− ( −1 )
4  ⌡

⌠

Γi

 φ i 



ln 

(riγ)
2   dΓ i + O (riγ)  (3.43) 

O termo logarítmico pode ser integrado de forma analítica ou usando um 

procedimento numérico que se baseia em uma transformação de coordenadas, ver Telles 

[87], a qual origina um jacobiano de valor nulo no ponto onde ocorre a singularidade, 

anulando-a. Neste trabalho uma transformação de coordenadas de segundo grau foi 

empregada (Telles [87]) e a série adotada para representar as funções de Hankel, 

fornecida s em ABRAMOWITZ [82], foi dividida , por sua vez, em outras duas séries de 

acordo com os valores dos argumentos (rγ). Para a análise numérica, os argumentos (rγ) 

se classificam em: 

Argumentos pequenos: rγ ≤ 2, 
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Argumentos grandes: rγ > 2 . 

Situações similares às explicadas acontecem quando a solução fundamental (3.40), 

correspondente à equação de Poisson, e sua derivada (3.41) são empregadas. De uma 

maneira didática é possível resumir as expressões de  
^

H e G como: 

 
^

H ij= 





Helmholtz 



 ( −1  )γ

4  ⌡

⌠

Γj

φ j H
 (1)
1 (riγ) 

∂ r
∂ n dΓj     (regular)     ξi ∉ Γj

               0                                                        ξ i ∈  Γ j

Poisson  



 

− 1
2π  ⌡


⌠

Γj

φ j  
1
ri

 
∂ r
∂ n dΓj   (regular)                         ξ i ∉  Γ j

       0                                                               ξ i ∈ Γj

 (3.44) 

e 

G ij= 









Helmholtz 





− ( −1 )
4 ⌡

⌠

Γj

 φ j H
 (1)
0 (riγ) dΓ j    (regular)                ξi ∉ Γj

   ∼(r
 
iγ) → 0 

− ( −1 )
4  ⌡

⌠

Γi

 φ i 



ln 

(riγ)
2  dΓi + O(riγ)     ξ i ∈ Γ j 

Poisson  





− 1
2π

 ⌡
⌠

Γj

 φ j ln (ri ) dΓj     (regular)                       ξ i ∉  Γ j

 ∼r i  → 0  
− 1
2π  ⌡

⌠

Γi

 φ i ln (ri ) dΓ i + O (ri )                    ξ i ∈  Γ j

 (3.45) 

As integrais de H  e G podem ser calculadas empregando quadraturas de Gauss 

[77,78,79] para todos os elementos. 

3.3. Formulação do MEC 1D 

A seguir , a formulação do MEC, anteriormente apresentada, particulariza-se para casos 

1D. O exemplo típico de problemas 1D tratado neste trabalho se reduz a oscilações de 

cordas; desta forma, uma vez referenciado o problema 1D se empregará a variável 

espacial como X = x. 

3.3.1. Equação integral para pontos internos 

Desenvolvendo em (3.13) as integrais de contorno, tem-se [79]: 

U(ξ) = [P(x) u*(x,ξ )]Γu + [P(x) u*(x,ξ)]Γp − [U(x) p*(x,ξ)]Γu − [U(x) p*(x,ξ )]Γp (3.46) 
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Esta expressão é válida para pontos internos ξ  pertencentes ao domínio Ω 

unidimensional e p*(x,ξ) = ∂ u*(x,ξ )/∂n. Seguindo a notação usual do MEC, ξ 

representa o ponto fonte  e x é o ponto campo. Neste caso, se o eixo x é tomado como 

eixo de referência, a notação entre o ponto campo e a sua abscissa não pode ser 

distinguida. Com a presença de fontes B(x) no domínio 1D , um termo a mais deve ser 

acrescentado à equação (3.46): 

U(ξ) + [U(x) p*(x,ξ )]x=0 + [U(x) p*(x,ξ)]x=L = [P(x) u*(x,ξ)]x=0 + [P(x) u*(x,ξ )]x=L    +    

+ ⌡
⌠

0

 L
 B(x) u*(x,ξ) dx (3.47) 

sendo L o comprimento da corda. Nota-se que as equações (3.46) e (3.47) apresentam 

variáveis conhecidas e variáveis incógnitas, tanto de condições de contorno essenciais 

quanto naturais, razão pelo qual estas equações não serão possíveis de aplicar até que as 

variáveis incógnitas do contorno sejam determinadas. 

3.3.2. Equação integral de contorno 

Quando a equação integral é particularizada para o caso 1D, não é difícil verificar que 

os contornos Γu e Γp são apenas os pontos x = 0  e x = L. Deve-se considerar o 

importante fato de que as normais estão dirigidas para fora do domínio, sendo a 

componente escalar da normal positiva em x = L e negativa em x = 0 , como mostrado 

na figura 3. 4. 

Γ pΓ u  ou

ε

x=0

nx

Γ u  ou Γ p

ε

x=L

nx
x+

 

Figura 3.4. Domínio 1D: contornos e normais para a corda. 

Para se determinar a situação limite escreve-se a equação (3.46) em função de certa 

distância ε  dependente da posição da fonte ξ , isto é: 

U(ε ) + [U(x) p*(x,ε )]x=0  + [U(x) p*(x,ε )]x=L  = [P(x) u*(x,ε)]x=0 + [P(x) u*(x,ε )]x=L  (3.48) 

Admitiu -se B(x) = 0  para facilitar o desenvolvimento. Passando ao limite quando 

ξ→ 0 obtém-se a primeira equação de contorno: 

U(0) + [U(x) p*(x,0)]x=0 + [U(x) p*(x,0)]x=L  = [P(x) u*(x,0 )]x=0 + [P(x) u*(x,0)]x=L 
  (3.49) 

Passando ao limite quando ξ→ L obtém-se a segunda equação de contorno: 
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U(L) + [U(x) p*(x,L)]x=0 + [U(x) p*(x,L)]x=L  = [P(x) u*(x,L)]x=0 +[P(x) u*(x,L)]x=L 
  (3.50) 

Arrumando convenientemente as equações de contorno (3. 49) e (3.50), um sistema 

de equações algébrico é obtido: 

H U = G  P  (3.51) 

As matrizes H  e G têm as seguintes representações: 

H = 





 p*(0,0) + 1     p*(L,0)

   p*(0,L)  p*(L,L) + 1          ;         G = 





 u*(0,0)  u*(L,0)

 u*(0,L)  u*(L,L)  (3.52) 

Uma vez que as condições de contorno conhecidas são introduzidas, o sistema pode 

se estruturar de forma a se obter um sistema de equações do qual os valores incógnitos 

de contorno podem ser calculados segundo: 

A  X = Y (3.53) 

onde A é matriz de 2×2  que contém os coeficientes dos valores incógnitos, agrupados 

no vetor X, e o vetor Y é formado pela contribuição dos valores prescritos conhecidos, 

ambos são de ordem 2. Após a resolução do sistema de equações (3.53), os valores do 

contorno passam a ser conhecidos e valores de deslocamento U  da corda em pontos 

internos podem ser diretamente calculados com a equação (3.46). O vetor contendo as 

respostas procuradas pode ser denominado U. 

No caso de fontes estarem presentes, procede-se de maneira similar ao explicado 

onde, neste caso, para a determinação das incógnitas, o sistema a ser resolvido é similar 

ao sistema (3.53). A diferença é a presença da um vetor conhecido B que contém a 

contribuição da fonte B(x). Este sistema pode ser escrito segundo: 

A  X = Y + B (3.54) 

O cálculo dos deslocamentos para pontos internos, neste caso, requer o uso da 

equação (3.47) uma vez que os valores de contorno incógnitos já foram determinados 

segundo (3.54). O vetor resposta que contém os valores procurados para este caso, na 

presença de B, pode ser denominado Ub. 

A partir de agora há condições de determinar U(x) da equação (3.1), para um número 

de onda γ dado, com as condições de contorno (2.14) e (2.15) e a presença ou não de 

fontes B(x). 

3.3.3. Implementação numérica 

Desta vez a discretização do contorno não é necessária, e apresentam-se diretamente as 

expressões das matrizes H e G particularizadas para as equações de Poisson e de 
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Helmholtz. A solução fundamental empregada para o caso 1D, quando a equação de 

Helmholtz é resolvida , é dada pela equação (2.24), transcrita aqui: 

 u*(r,γ ) = 
 i e− iγ r

2γ  (3.55) 

de onde se obtém: 

 p*(r,γ ) = 
e− iγ r

2  
∂  r
∂  n (3.56) 

Quando se trata da equação de Poisson, trabalha-se com a solução fundamental 

corresponde à equação (2.21): 

 u*(r) = 
 r
2 (3.57) 

de onde se obtém: 

 p*(r) = 
 1
2 

∂ r
∂ n

 (3.58) 

Substituindo as soluções fundamentais na representação (3.52) das matrizes H e G 

obtém-se, para cada caso: 

 Hij= 








Helmholtz 





 e− iγ L

2       i ≠ j

− 1
 2          i = j

  i = 1,2   ,   j = 1,2

Poisson  





 1
 2           i ≠  j

− 1
 2         i = j

     e       Gij= 





Helmholtz 





 i e− iγ L

2γ
      i ≠ j

 
 i
2γ

            i = j

  i = 1,2   ,   j = 1,2

Poisson  


 L
 2               i ≠ j

 0              i = j

 (3.59) 

Nota-se que no caso das matrizes de Helmholtz nenhuma é singular sendo as duas 

simétricas e complexas. Para o caso das matrizes de Poisson ambas são simétricas e 

reais sendo H singular. 

3.4. Integração numérica das fontes 

A seguir o problema da integração de domínio  é abordado. O tratamento da integral 

(3.19) para o caso 2D, e do último termo da equação (3.47) para o caso 1D são 

explicados. 
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3.4.1. Integrais de domínio 

No item 3.2.3. apresentou-se a equação integral do MEC com a presença de fontes. A 

contribuição das fontes em qualquer nó i é dada por : 

Bi = ⌡
⌠

Ω
 B(X) u*(r,γ) dΩ = ⌡

⌠

Ω0

 B(X)u*(r,γ) dΩ0  (3.60) 

Nesta situação a parte de domínio Ω0 correspondente à presença de fontes não nulas 

pode ser discretizada com o emprego de células triangulares lineares, onde as fontes são 

interpoladas linearmente [1,76]. Isto consiste em dividir o domínio Ω0 em j sub-

domínios triangulares Ωj (ou j células), onde j = 1, 2,... NC , sendo NC o número total de 

células empregadas, como mostrado na figura 3. 5. 

 

Domínio  Ω

Domínio  Ω0

Ωj

3

1

2

Γ j

3

Contorno Γ

X
ΩΩ

Ω
j
2

1
j

1

j
3

2

 

Figura 3.5. Discretização do domínio Ω0 em Ωj células triangulares lineares e 
áreas que definem as coordenadas triangulares. 

Segundo este procedimento, a posição de um ponto interno X dentro da cada célula é 

definida por coordenadas triangulares. Em uma célula triangular Ωj de área A
 j
 , onde as 

áreas A j
1 , A j

2 e A j
3 são as áreas dos triângulos Ω j

1 , Ω j
2  e Ω j

3 , respectivamente (ver figura 

3.5), tem-se: 

A j
1 + A j

2 + A j
3 = A

 j
     ⇒     

A  j
1

A  + 
A j

2

A  + 
A j

3

A  = 1    ( A
 j
  = A ) (3.61) 

e se definem as coordenadas triangulares: 

µ1 = 
A j

1

A    ,  µ2 = 
A j

2

A    e   µ3 = 
A j

3

A  (3.62) 

As fontes são interpoladas linearmente sendo dadas por: 

B(X) = Bfk µk   ( k = 1, 2, 3)  (3.63) 
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sendo Bfk é o valor da fonte no nó k  da célula triangular Ωj. 

No sistema de coordenas cartesianas, as coordenadas triangulares são definidas como 

segue: 

µα = 
A o

α

A  +  
1

2A [ ]bα x + aα y  (3.64) 

onde: 

aα = x χ
  −  x β

   

bα = y β
  −  y χ

   
 (3.65) 
2A o

α  = x β
  y χ

 −  y β
  x χ

   

2A = b1 a2 −  a1 b2   

Os sub-índices α, β e χ  referem-se aos pontos nodais dos vértices das células 

triangulares e assumem valores segundo a ordem: 

α  = 1, 2, 3  para β = 2, 3, 1  e  χ  = 3, 1, 2 (3.66) 

Definindo um sistema de coordenadas polares (rρ ,θ) com origem no ponto fonte ξ 

(ver figura 3.6), a expressão (3.64) pode ser rescrita como segue: 

µk = C k + Dk (θ )rρ  (3.67) 

onde: 

Ck = 
A o

k

A  (3.68) 

Dk (θ ) = 
1

2A [ ]bk cos(θ ) + ak sen(θ )  (3.69) 

θ

ξ

rρ 1

3
X

2

 
Figura 3.6. Sistema de coordenadas polares com pólo no ponto fonte ξ . 

Tomando como base o sistema de coordenadas polares (rρ ,θ), tem-se: 

B(X) = Bfk [ ]Ck + Dk (θ )rρ   ( k = 1, 2, 3 ) (3.70) 
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e a integração sob uma célula é realizada pela soma de três integrais auxiliares. Sendo 

assim, para cada célula analisada, a integral (3.60) pode ser escrita segundo: 

Bi =∑
t=1

 3

 ⌡
⌠

θα

θβ

 ⌡
⌠

0

Rt(θ )

 Bfk [ ]Ck + Dk (θ ) rρ  u*(rρ ,γ ) rρ   drρ dθ (3.71) 

onde os índices que variam respectivamente segundo: 

t = 1, 2, 3  ,  α = 2, 3, 1  e  β  = 3, 1, 2  (3.72) 

são relativos aos vértices da célula triangular e Bfk representa  os valores nodais da fonte 

B(X) na célula Ωj. 

Como mencionado, o somatório na expressão (3.71) aparece devido ao esquema de 

integração adotado, no qual a integração na célula j é obtida por meio da soma da 

integração de outras três células (células auxiliares E1, E2, e E3), como mostra o 

esquema da figura 3. 7. 

ξ

E1

3

1

ξ

2

E2

1

3

2

ξ

3

E3

1

2

Figura 3. 7. Domínios usados para a integração sob cada célula. 

Os termos θα, θ β e Rt (θ ) da expressão (3.71) estão representados na figura 3. 8 e a 

expressão de Rt (θ ) é dada por: 

Rt(θ  ) = 
− 2A o

 t

bt cos(θ  ) + at sen (θ  ) (3.73) 

bt cos(θ ) + at sin( θ )

- 2 A t

θ βθ t θα

ξ

α

t

β

Rt  ( θ) =

o

 
Figura 3. 8. Definições para a integração das células. 

Generalizando para um número total NC de células empregadas , tem-se:  
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Bi =∑
j=1

 NC

 ∑
t=1

 3

 ⌡
⌠

θα

θβ

 ⌡
⌠

0

Rt(θ )

 Bfk [ ]Ck + Dk (θ )rρ  u*(rρ ,γ ) rρ drρ dθ  (3.74) 

No caso particular de fontes concentradas, o tratamento é bem mais simples; a 

integração não se faz necessária reduzindo-se a: 

Bi =∑
k=1

K

 Bfk u*(rk ,γ)  (3.75) 

Neste caso K é o número de fontes concentradas e rk representa a distância entre o 

ponto fonte ξi e o ponto campo de coordenadas Xk localizado na posição de cada fonte 

concentrada de intensidade Bfk. 

3.4.2. Integração numérica 1D 

Ao se trabalhar com o problema 1D, observa -se que não é preciso discretizar os 

contornos, por este s serem simplesmente pontos. Desta forma um sistema de dimensão 

2×2  define o problema de contorno; porém, quando fontes no domínio estão presentes, a 

discretização torna -se necessária e “células” lineares unidimensionais são empregadas 

para a integração das fontes. Na equação (3.47) a última integral do lado direito é uma 

integral no domínio Ω  = [0,L]. 

Após a discretização da corda em j = 1, 2, 3, ... NE  elementos (ou células, para 

manter a nomenclatura), o vetor B que contém as contribuições das fontes pode 

expressar -se da seguinte maneira: 

Bi = 










⌡
⌠

x1

x2

 φ  1 u*(riγ) dx  Bf1 +∑
j=2

 NE− 1

 










⌡
⌠

xj- 1

xj+1

 φ j u*(riγ) dx  Bfj + 










⌡
⌠

xN - 1

xN

 φ  2 u*(riγ) dx  BfN  

 (3.76) 

na equação anterior i = 1, 2, 3, ... N , onde N é o número total de nós (incluindo os nós 

do contorno) e Bfi são os valores nodais das fontes atuando em cada nó. A fonte B(x) é 

interpolada linearmente segundo: 

B(η)j = φ j Bfj (3.77) 

onde: 

φ j = [φ 1     φ2] j              Bfj = 






B1

B2

 
 j
 (3.78) 
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Na representação anterior j indica o elemento integrado e B1 e B2 representam os 

valores nodais de B(x) nos nós 1 e 2 do elemento j, ver figura 3.9. As funções de 

interpolação φ 1 e φ2 são as mesmas apresentadas em (3.25). 

Ω1

φ1

1
x1

Bf 1

x2 xN −1x j −1

φ2

1
B1 
x j

Bf j
φ 1

lj

Ωj

B2

2

xj+1

1
Bf N

φ2

ΩNE xN x

Figura 3.9. Funções de interpolação linear para a integração das fontes B(x) . 

O procedimento para o cálculo da integral (3.76) pode ser efetuado numericamente 

com quadratura de Gauss [77,78,79]. 
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CAPÍTULO 4 
 

INCLUSÃO DAS CONDIÇÕES INICIAIS EM ANÁLISE NO 

DOMÍNIO DA FREQÜÊNCIA 
 

 

 

4. 1. Introdução  

Apresenta-se, a seguir, a análise no domínio da freqüência (ou análise de Fourier) para 

vibração forçada . A análise é realizada através da transformada de Fourier. 

4. 2. Análise no domínio da freqüência 

Quando uma técnica transformada é us ada, o problema original é transferido a um novo 

domínio (ou domínio transformado)  o qual, geralmente , conduz a uma melhor 

compreensão do problema: efeitos que permaneciam “escondidos” na descrição original 

(ou domínio original), tornam-se visíveis. Sabe-se que em alguns problemas estruturais, 

tais como os que envolvem interação solo-estrutura, para citar um exemplo, as forças de 

interação são dependentes da freqüência ; assim sendo, para a solução destes sistemas, é 

indicada a análise dinâmica no domínio da freqüência, devido à informação que a 

presença de tais forças proporciona. 

Uma das vias para expressar um sistema, ou a equação que descreve este sistema 

(como é o caso da equação da onda), no domínio da freqüência  é aplicar a transformada 

de Fourier a esta equação. Também é possível admitir uma dependência temporal da 

forma e − iω  t para u e, de igual forma, chegar à mesma equação de Helmholtz que 

descreve o problema no domínio da freqüência. 

Na natureza não existe vibração sem amortecimento e, por menor que ele seja, 

sempre estará presente. Este amortecimento será responsável pela atenuação do 

movimento, tendendo a diminuir sua amplitude com o aumento do tempo.  

As técnicas de DFT ou FFT somente podem ser aplicadas quando um tipo de 

amortecimento está presente. A razão desta afirmação se deve à presença de 
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singularidades do espectro nas freqüências naturais do sistema: aqueles casos onde a 

freqüência da perturbação externa coincide com uma das freqüências características do 

sistema estudado são exemplos de ressonância . Qualquer excitação externa que esteja 

em ressonância com uma das freqüências naturais ou características do sistema excitará 

o modo de vibração correspondente, provocando um aumento das amplitudes até 

ocorrer uma “ruptura” deste sistema, a menos que o processo seja interrompido por 

meio de amortecimento. As conseqüências deste fato são menos drásticas uma vez que 

sistemas mecânicos reais sempre apresentam algum tipo de amortecimento. 

Ao tentar empregar DFT ou FFT em sistemas não amortecidos, teoricamente estaria 

sendo viola da a condição necessária para a convergência da integral de Fourier, uma vez 

que as respostas u(X,t) destes tipos de sistemas não cumprem a hipótese u(X,t) → 0 

quando t → ∞. 

Para evitar o anteriormente dito, um tipo de amortecimento deve ser adotado. No 

segundo capítulo foi apresentada a equação escalar da onda amortecida sob uma força 

externa : 

c2 ∇2u(X,t) − cv 
∂ u(X,t)

∂ t  = 
∂ 2u(X,t)

∂ t2  + b(X,t)  (4.1) 

Esta equação será resolvida com as condições de contorno em Γ dadas por: 

u(X,t) = −u(X,t)      X ∈ Γu  (4.2) 

p(X,t) = −p(X,t)      X ∈ Γp   (4.3) 

Se os parâmetros que caracterizam as propriedades físicas do sistema não variam no 

curso do processo que se estuda (como é o caso considerado aqui), o sistema é linear 

bem como as equações que descrevem seu movimento e o princípio da superposição é 

válido, sendo possível representar as vibrações decompondo-as em suas componentes 

de freqüências. 

Aplicando a transformada de Fourier (2.33) a cada termo da equação (4.1) e usando a 

propriedade (2.35) , tem-se: 

 1
2π⌡


⌠

− ∞

  ∞
 e − iω t [c2 ∇2u(X,t)] dt = c2 ∇2[ 

 1
2π 

⌡

⌠

− ∞

  ∞
 e − iω  t u(X,t) dt] = c2 ∇2U(X,ω) (4.4) 

 1
2π⌡


⌠

− ∞

  ∞
 e − iω t[−  cv 

∂  u(X,t)
∂  t ] dt = − cv [

 1
2π⌡


⌠

− ∞

  ∞
 e  − iω t 

∂  u(X,t)
∂  t  dt] = −  cv (iω)U(X,ω)

 (4.5) 
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1
2π⌡


⌠

− ∞

  ∞
 e − iω t[−  

∂  2u(X,t)
∂  t2 ] dt = − [ 

1
2π⌡


⌠

− ∞

  ∞
 e − iω t ∂ 2u(X,t)

∂ t2  dt] = − (iω)2U(X,ω) =  

= ω 2 U(X,ω) (4.6) 

onde : 

 1
2π⌡


⌠

− ∞

  ∞
 e − iω t u(X,t) dt = U(X,ω) (4.7) 

e 

 1
2π⌡


⌠

− ∞

  ∞
 e − iω t b(X,t) dt = B(X,ω) (4.8) 

Substituindo as equações (4.4) a (4. 8) na equação (4.1), obtém-se uma expressão 

familiar para U(X,ω): 

∇2U(X,ω) + 





ω 2

 c2 − iω 
cv

c2  U(X,ω) = B(X,ω) (4.9) 

O termo entre parêntesis pode ser denominado: 







ω 2

 c2  − iω 
cv

c2  = γc
2  (4.10) 

e a equação (4.9) é rescrita como: 

∇2U(X,ω) + γc
2 U(X,ω) = B(X,ω) (4.11) 

Note-se que a forma da equação (4.11) é similar à forma da equação de  Helmholtz 

(2.13) apresentada no segundo capítulo. De fato, se cv = 0, o que corresponde ao sistema 

sem amortecimento, a equação (4.11) torna-se a equação de Helmholtz com o termo de 

fontes. A equação (4.11) neste trabalho é denominada de equação de Helmholtz 

generalizada. Neste caso o novo número de onda, γc, é complexo, assim como U(X,ω) e 

B(X,ω). Como conseqüência , a função de Green associada a (4.11), que será usada 

como solução fundamental do MEC, de agora em diante também terá como parâmetro 

um número de onda complexo.  

Uma vez que a transformada de Fourier seja aplicada às condições de contorno (4.2) 

e (4.3), novas expressões para as condições de contorno são obtidas, similares àquelas 

dadas pelas equações (2.14) e (2.15), respectivamente, isto é: 

U(X,ω) = 
−

U (X,ω)       X ∈ Γu  (4.12) 

P(x,ω) =  
−
P(x,ω)        X ∈ Γp  (4.13) 
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Sendo γc um número de onda complexo, o novo problema, definido por (4.11)-

(4.12)-(4.13), só faz sentido no domínio da freqüência. 

4.2.1. Procedimento numérico  

Para propósitos numéricos, o sistema estudado, seja 1D  ou 2D, pode ser discretizado 

espacialmente em NE elementos e N nós nos quais a resposta será calculada 

numericamente. Uma vez que os valores discretos de b(X,t) são conhecidos para NT 

valores de tempo (total de pontos amostrados), o espectro de freqüências B(X,ωnt) pode 

ser obtido, através do emprego da DFT ou FFT, nas ωnt freqüências igualmente 

espaçadas, onde nt = 1, 2, … NT. O intervalo de tempo é calculado segundo 

∆t = T/(NT), onde T é o período da aná lise. 

Até aqui, problemas dependendo de cada freqüência ωnt e governados pela equação 

de Helmholtz generalizada (4.11) têm sido descritos. Desta forma, NT problemas de 

contorno similares aos resolvidos no capítulo 3 empregando o procedimento do MEC 

são resolvidos. As matrizes G e H são geradas NT vezes, uma vez que dependem das 

freqüências ωnt. Para o cálculo dos valores de contorno incógnitos, serão determinados 

sistemas similares aos apresentados na equação (3.37), e as respostas nos pontos 

internos são calculadas, para cada freqüência ωnt, empregando o MEC com o 

procedimento já explicado no capítulo 3. Um caso importante a ser notado é aquele que 

define a freqüência zero ou próxima a zero, para o qual uma tolerância pode ser fixada. 

Estes casos identificam-se com os problemas resolvidos no capítulo anterior para a 

equação de Poisson e são equivalentes ao caso estático. 

Uma vez realizado este procedimento, as respostas nos pontos internos e nós do 

contorno, para cada freqüência, podem ser armazenadas em uma matriz M. As respostas 

no domínio do tempo devido a b(X,t) são calculadas aplicando a FFT inversa à matriz M 

e podem ser armazenadas em um vetor ub. 

4.2.2. Considerações 

Alguns detalhes devem ser tomados em consideração quando a análise de Fourier é 

empregada. A primeira delas é a relativa ao período da análise, conceito que, neste 

trabalho, se identifica como período estendido . A segunda consideração tem a ver com a 

amostragem da freqüência, ou seja , envolve as freqüências a serem empregadas. O 

cumprimento de ambas as considerações é de grande significado para este trabalho. A 

discussão a seguir aprofunda o que foi mencionado. 
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4.2.2.a Período estendido  

Uma excitação harmônica de qualquer freqüência arbitraria ω é periódica, isto é, se 

repete a intervalos de tempo iguais, T = 2π/ω, sendo T o período da análise, já 

mencionado anteriormente. Quando vibrações são estudadas outros tipos de excitações, 

não necessariamente harmônicas, podem estar presentes; porém, uma função periódica 

(satisfazendo algumas condições) pode ser representada por uma série convergente de 

funções harmônicas cujas freqüências são múltiplos de uma freqüência fundamental 

ω = 2π/T. 

Ao se estudar problemas não periódicos  com a FFT, deve -se criar um período 

fictício, o período Tp, ao final do qual o sistema mecânico deve atingir o repouso. 

Assim o comportamento não causal, que perturba as condições iniciais é evitado.  

O período estendido Tp  é estimado para que a condição de causalidade seja cumprida 

no sistema. Dado que o sistema é considerado como amortecido (a dependência 

exponencial da solução analítica 1Dpode ser vista no Apêndice B, para o caso da corda 

fixa em suas extremidades e para o caso da cor da fixa em uma extremidade e livre na 

outra), é possível estimar este período exigindo que o valor do decremento exponencial 

ao final da análise do sistema amortecido, se reduza a um valor prefixado. Uma boa 

aproximação para este período estendido tem sido relatada na literatura [88,89,90,91] e 

requer que a amplitude da vibração livre do sistema, ao final de Tp, seja igual a 1% do 

valor inicial. Um critério similar a este será empregado a seguir para a estimativa do 

período estendido Tp. 

De uma maneira análoga à seguida quando se trabalha com vibraçõe s mecânicas com 

a presença de amortecimento, uma razão de amortecimento ζ  relativa ao fator de 

amortecimento viscoso crítico cvc pode ser definida. 

Uma vez que neste trabalho sistemas contínuos são analisados , existirá um conjunto 

de freqüências naturais ωn definindo o problema; desta maneira, é possível identificar 

nas raízes γ
1, 2 

n  = −  
cv

2 ± 






cv

2

2

− ωn
2
 quando o radicando se anula (ver detalhes no 

Apêndice  B) e definir o amortecimento viscoso crítico como cvc = 2ωn.  A razão de 

amortecimento ζ, relativa a cvc, pode ser definida como: 

ζ = 
cv

cvc
 = 

cv

 2ωn
 (4.14) 

de onde: 
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ζωn = 
cv

 2 (4.15) 

Desta forma, o decremento exponencial na resposta pode ser representado em termos 

da razão de amortecimento ζ como e−ζ ωn Tp , onde ωn representa as freqüências naturais 

(lembrar que em um sistema massa -mola de massa m esta razão de amortecimento se 

define como ζ = 
c
cc

 = 
c

 2mω de onde ζω  = 
c

 2m ). Por ser o primeiro modo de vibração o 

que mais contribui para o deslocamento e o que fornece o maior período, este será o 

modo responsável pelo período admissível mínimo a ser estimado.  Pode-se escrever, 

então, a contribuição na vibração produzida por este modo da forma: 

e−ζ ω1 Tp = 1
100

 (4.16) 

quando foi adotado o valor de 1% no decaimento da amplitude final do sistema em 

relação à sua amplitude inicial. Da f órmula anterior: 

−ζ (ω1 )Tp = ln ( 1
100  ) (4.17) 

e, finalmente: 

Tp = 
4,60
ζ ω1 

 (4.18) 

que será a expressão empregada neste trabalho para calcular o período estendido Tp. 

Alguns aspectos devem ser notados aqui: o primeiro é chamar a atenção ao fato das 

freqüências naturais dependerem da natureza do problema.  Por exemplo, para uma 

corda fixa em suas extremidades, estas são representadas por ωn = 
nπc
L  e, neste caso, o 

período Tp pode ser determinado por: 

Tp = 
4,60 L
ζ π c  (4.19) 

Para o caso da corda fixa em uma extremidade e livre na outra: ωn = 
( 2n −  1)π c

2L  e: 

Tp = 
9,21 L
 ζ π c

 (4.20) 

O outro aspecto a ser notado é relativo à porcentagem que poderá ser fixada, a qual 

dependerá das propriedades do sistema. Por este motivo, embora uma boa aproximação 

seja dada pela fórmula (4.18), a determinação do mesmo é essencialmente empírica. 

Deve-se notar a importância da estimativa adequada do período da análise; 

estimativas inadequadas conduzem a erros que podem invalidar os resultados. Para 
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ilustrar o que foi dito, dois exemplos numéricos relativos à análise de uma corda sob 

deslocamento inicial do tipo senoidal são analisados. No primeiro deles , representado na 

figura 4.1, a resposta para o ponto central da corda, obtida com um período adequado 

Tp = 1842,07  é mostrada; note-se o círculo envolvendo a saída do sistema no tempo 

t = 0 com o correto atendimento da condição de causalidade. 

0,0 200,0 400,0 600,0 800,0 1000,0
-1,0

-0,5

0,0

0,5

1,0

 

 
u

t  
Figura 4.1  Resposta de um sistema com um período adequado Tp  = 1842,07 

Na figura 4.2 se apresenta novamente o mesmo exemplo analisado anteriormente. 

Agora, um período não adequado Tp = 250. é adotado e verifica-se que a condição de 

causalidade não é atendida. Neste caso, como a resposta não está suficientemente 

amortecida, condições iniciais “espúrias” aparecem no tempo t = 0; o não atendimento 

da condição de causalidade é óbvio. 
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t  
Figura 4.2  Resposta de um sistema com um período não adequado Tp = 250. 
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Na figura 4.3 estão representadas, em um mesmo gráfico, as repostas antes 

apresentadas separadamente, evidenciando-se a diferença entre elas. Naturalmente, essa 

diferença seria evitada se uma correta escolha do período estendido Tp tivesse sido 

efetuada. 

0,0 10,0 20,0 30,0 40,0 50,0
-1,5
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-0,5

0,0
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} ε  Tp=1842,07
 Tp=250

 u

t  
Figura 4.3  Comparação das respostas de um sistema com período estendido  

adequado e não adeq uado. 

4.2.2.b Freqüência de amostragem 

Outra consideração a levar em conta é relacionada com a escolha das possíveis 

freqüências que serão utilizadas na análise. Com este fim, o intervalo de discretização 

da freqüência deve ter um valor máximo de freqüência ωmax = π /∆t. Este valor de 

freqüência máxima é conhecido como freqüência de Nyquist e detalhes deste fenômeno 

podem ser vistos na literatura [29,30,31]. Se esta condição é violada, o resultado da 

transformação será uma superposição de efeitos que conduzirão a uma distorção da 

transformada de Fourier calculada , provocando o fenômeno conhecido como aliasing. 

Após a determinação do intervalo de tempo ∆t, como indicado anteriormente, a 

freqüência de Nyquist é calculada e o intervalo de freqüências entre zero e ωmax é 

discretizado em NT/2  pontos. 

No exemplo representado na figura 4.1, onde a resposta do sistema foi calculada 

corretamente para Tp = 1842,07, a quantidade de termos empregados na transformada 

foi NT = 1024 . Assim, para o intervalo de tempo adotou-se ∆t = 1,80 e a freqüência de 

Nyquist calculada para este caso foi ωmax = 1,75. 
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Este mesmo exemplo, com o período estendido correto Tp = 1842,07, foi novamente 

analisado com o emprego de somente NT = 256  termos de Fourier. Para o intervalo de 

tempo ∆t = 7,20  obtém-se a freqüência de Nyquist ωmax = 0,44. 

Na figura 4.4 é possível observar (ver detalhes dentro do círculo e do quadrado) 

como o sinal não foi corretamente reproduzido devido ao emprego de uma freqüência 

de Nyquist não adequa da, implicando em uma amostragem do tempo em intervalos 

maiores que os permitidos e provocando a superposição de sinais adjacentes no domín io 

da freqüência, de ta l forma que o sinal perdeu suas características próprias. 

0,0 200,0 400,0 600,0 800,0 1000,0
-1,0

-0,5

0,0
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Figura 4.4  Resposta de um sistema com uma freqüência de Nyquist  
não adequada. 

A diferença entre o sinal corretamente reproduzido e o sinal deformado devido ao 

aliasing é mostrada na figura 4.5, onde se observa  que o sinal deformado também 

impede o não atendimento da condição de causalidade . 
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Figura 4.5  Comparação das respostas de um sistema com freqüência de Nyquist  

adequada e não adequada. 

Tomando cuidados para que as considerações apresentadas anteriormente relativas ao 

período da análise e à amostragem da freqüência sejam cumpridas, apresenta -se, a partir 

daqui, a metodologia adotada para a inclusão da contribuição das condições iniciais 

quando a análise de Fourier é realizada. 

4.3. Contribuição das condições iniciais 

No decorrer deste trabalho o termo “pseudo” será empregado para identificar forças 

que, embora sua presença física não seja evidente, são consideradas como sendo as 

causas que provocam as condições iniciais e, neste sentido, identificadas como falsas 

forças , são introduzidas no sistema como sendo equivalentes às condições iniciais. Os 

conceitos apresentados a seguir também serão relacionados à função generalizada delta 

de Dirac e à função de Heaviside apresentadas no segundo capítulo. As pseudo-forças 

consideradas também podem ser admitidas separáveis em uma parte espacial e em outra 

temporal. 

Devido à linearidade do problema, as contribuiç ões devidas às condições iniciais 

podem ser estudadas separadamente e, com base no princípio da superposição, as 

soluções correspondentes podem ser adicionadas à resposta final. 

A equação que será resolvida é do mesmo tipo da equação apresentada em (2.4) e 

(4.1), porém é uma equação homogênea, isto é, livre de forças externas: 

c2∇ 2u(X,t) −  cv 
∂ u(X,t)

∂ t  −  
∂  2u(X,t)

∂  t2  = 0 (4.21) 



 55 

Esta equação será resolvida com as condições de contorno em Γ dadas por: 

u(X,t) = −u(X,t)        X ∈ Γu  (4.22) 

p(X,t) = −p(X,t)       X ∈ Γp   (4.23) 

Agora, condições iniciais similares às apresentadas nas equações (2.7) e (2.8) do 

segundo capítulo, do tipo: 

u(X,0) = u0(X)      (deslocamento inicial)  (4.24) 

v(X,0) = 
∂ u(X,t)

∂ t
t =0 = v0(X)      (velocidade inicial) (4.25) 

serão incorporadas quando a análise for realizada empregando a transformada de 

Fourier. O procedimento para cada tipo de condição inicial é apresentado a seguir. 

4.3.1.  Deslocamento Inicial 

Considere o sistema dado por (4.21)-(4.24) onde, desta vez, a velocidade inicial será 

considerada nula. A resposta que corresponde a um campo de deslocamento inicial 

u0(X) pode ser obtida adicionando-se, a este próprio campo de deslocamento inicial, a 

resposta do sistema devida à pseudo-força fuo(X,t) = − fuo(X) H(t − 0), onde H(t − 0) é a 

função de Heaviside e fuo(X) representa a pseudo-força estática requerida para causar o 

campo de deslocamento estático prescrito u0(X). 

A razão desta consideração vem do fato de se supor a pseudo-força fuo(X,t) como a 

responsável pelo  o campo de deslocamento inicial u0(X). Sendo que na análise somente 

são considerados tempos t ≥ 0, ou seja , o sistema vibra a partir do instante t = 0, esta 

pseudo-força pode ser interpretada como uma força que foi imposta ao sistema em 

tempos anteriores ao do começo da análise, em outras palavras, em tempos t < 0, para 

manter a configuração u0(X) original. Uma vez que a análise começa a ser realizada, a 

pseudo-força estática fuo(X) deve ser subtraída do sistema para manter o equilíbrio no 

instante t = 0 (razão do sinal negativo) anulando seu efeito para tempos t ≥ 0 (mediante 

uma função H(t − 0)). 

Numericamente , na prática a pseudo-força fuo(X) pode ser obtida a partir da equação 

(3.16) particularizada para o caso estático, ou seja, quando γc = 0 na equação (4.11) e a 

função de Green correspondente à equação de Poisson for empregada. Usando a 

formulação do MEC, a pseudo-força pode ser calculada, para cada ponto fonte ξi, a 

partir de: 
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⌡

⌠

Ω

 u*(ri) fuo(X) dΩ = c(ξi)U(ξi) + ⌡

⌠

Γ

 U(X) p*(ri) dΓ − ⌡

⌠

Γ

 P(X) u*(ri) dΓ (4.26) 

Após a discretização do contorno e da parte do domínio Ω0 que apresenta condições 

iniciais não nulas, os valores nodais das pseudo-forças, tanto para os nós do contorno 

quanto para os pontos internos, podem ser determinados através do seguinte sistema 

matricial: 

Φ  






 f c

uo

 f d
uo

 = 








 




 H cc  0

 H dc  I
 






 uc

o

 ud
o

 −  








 G cc

 G dc
 






 pc

o

 pc
o

  (4.27) 

onde “c” significa contorno e “d” significa domínio, indicando as posições ocupadas 

pelos pontos do contorno ou do domínio, respectivamente, durante a montagem das 

matrizes. Note-se que as matrizes  H  e G mostradas consideram os pontos internos (na 

prática, a determinação do potencial em pontos internos, para qualquer formulação do 

MEC, pode seguir esse procedimento; as matrizes resultantes apresentam dimensão 

maior do que as resultantes de integrações apenas no contorno): a submatriz identidade 

I que aparece na matriz H corresponde aos coeficientes c(ξ) = 1 dos pontos internos. A 

matriz Φ  resulta da integração em Ω. A equação (4.27) pode ser escrita na notação 

compacta como: 

Φ  fuo = [ 
−
H uo −  

−
G po] (4.28) 

Note que fuo representa o vetor de força reativa que resulta do campo uo de 

deslocamentos prescritos conhecidos. Os valores nodais de po também serão 

conhecidos, se for conhecida a forma analítica do campo de deslocamentos inicias  

u0(X), e podem ser introduzidos diretamente como dados ou calculados numericamente 

utilizando fórmulas de diferenças a partir dos dados de u o oferecidos. 

Na montagem das matrizes  
−

H e  
−

G  apresentadas na equação (4.28), como γc = 0, as 

expressões correspondentes para u*(r) e p*(r) são dadas por: 

u*(r) = 
− 1
2π  ln (r) (4.29) 

p*(r) = 
− 1

2π r 
 
∂ r
∂ n

 (4.30) 
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Um outro detalhe importante deve ser notado: quando grad(uo(X)) é descontínuo, em 

cada ponto j onde esta descontinuidade existe, linhas de força de contorno (pc
o )

 
j e/ou de 

domínio (p
d
o )

 
j aparecem; as contribuições destas linhas de força devem ser consideradas 

mediante integrais de linha. Desta forma, as integrais de volume envolvidas na equação 

integral do MEC são consideradas como integrais de linha, ver exemplo 5.2.5 do 

próximo capítulo 5. 

Observe -se, ainda, que o emprego da equação (4.28) nem sempre é necessário: se a 

expressão analítica de uo for conhecida, as pseudo-forças fuo podem ser calculadas, 

levando-se em conta a equação de Poisson, aplicando o Laplaciano a uo (c 2∇  2uo). 

A equação (4.28) pode ser particularizada ao caso 1D, sendo que a integral de 

domínio neste caso fica: 

∑
i =1

 Φji ( fuo )i = U(ξ i) − [P(x) u*(x,ξ i)]
 x= L

x=0
 + [U(x) p*(x,ξi)]

 x= L

x=0
 (4.31) 

onde: 

Φji = ⌡
⌠

0

 L
 Φ j(x) u*(ri ) dx  (4.32) 

Determinada a variação espacial (ou dependência espacial) da pseudo-força fuo(X,t), 

analisa -se, a seguir a dependência temporal da mesma. Baseada na periodicidade da 

transformada de Fourier, a dependência temporal da pseudo-força fuo(X,t) deve ser tal 

que a sua influência sobre a resposta no final do período estendido seja desprezível. Este 

efeito pode ser obtido quando a dependência no tempo é uma função do tipo Heaviside 

H(Tp− t), onde o período estendido Tp pode ser estimado com o emprego de  (4.18) 

apresentada anteriormente. Este período será suficiente para que se atinja o repouso. 

Depois deste período Tp considera-se o movimento como sendo um movimento de 

vibração livre, onde o repouso do sistema é alcançado após outro período Tp. 

Conseqüentemente, o período estendido final deve ser igual a 2Tp, sendo fuo(X,t)

constante no intervalo [0,Tp] e igual a zero em [Tp,2Tp ]. Se outras forças estão 

presentes no domínio, por exemplo b(X,t), seu período estendido também deve ser 

considerado igual a 2Tp . 

Partindo da equação da onda (4.21) onde fuo(X,t) é introduzida como uma força, tem-

se: 
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c2∇ 2u(X,t) −  cv 
∂ u(X,t)

∂ t  −  
∂  2u(X,t)

∂  t2  = fuo(X,t) (4.33) 

Procedendo de maneira similar à explicada anteriormente, a pseudo-força fuo(X,t) 

pode ser descomposta em suas componentes de freqüências usando a transformada de 

Fourier. Aplicando a transformada de Fourier à equação anterior , obtém-se: 

∇2U(X,ω) + γc
2 U(X,ω) = Fuo(X,ω) (4.34) 

O coeficiente γc é o mesmo apresentado nos itens anteriores. Na equação (4.34): 

 1
2π⌡


⌠

− ∞

  ∞
 e − iω t fuo(X,t) dt = Fuo(X,ω) (4.35) 

Note-se que a forma da equação (4.34) é similar à forma da equação de  Helmholtz 

(2.13) com a presença de um termo de fontes. Uma vez que a transformada de Fourier é 

aplicada às condições de contorno (4.22) e (4.23), expressões similares àquelas dadas 

pelas equações (2.14) e (2.15) são obtidas. Uma vez que − fuo é conhecida para os NT 

termos no tempo, a transformada de Fourier de −  fuo pode ser calculada  numericamente. 

Esta transformada de Fourier é identificada como −  Fuo  e se obtém, para cada 

freqüência, um sistema similar ao descrito na equação (3.37): 

A  X  nt
uo

 = − F  nt
uo

 (4.36) 

A partir daqui − Fuo pode ser tratada como a função B(X,ω) estudada no capítulo 

anterior. O procedimento numérico é o mesmo descrito no item 4.2.1 onde problemas 

dependendo de cada freqüência ωnt e governados pela equação de Helmholtz 

generalizada (4. 34) foram determinados; assim sendo, NT problemas de contorno 

podem ser resolvidos empregando o procedimento do MEC, onde as matrizes G e H 

dependentes das ωnt freqüências são geradas NT vezes , caso as freqüências sejam 

diferentes de zero. No caso da freqüência zero, as matrizes montadas são as relativas à 

equação de Poisson. 

O espectro de respostas no X  nt
uo

 pode ser obtido de (4.36) para todas as freqüências e 

as respostas U(X) nos nós do contorno e nos pontos internos , para cada freqüência, 

podem ser armazenadas em uma matriz M. As respostas no domínio do tempo ufuo são 

calculadas aplicando a FFT inversa à matriz M. 

A resposta devida ao deslocamento inicial uo é calculada somando este deslocamento 

inicial e a resposta correspondente a − fuo da seguinte maneira : 

udi = ufuo + uo (4.37) 
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onde di significa deslocamento inicial. 

A seguir , o tratamento dado à condição de velocidade inicial é apresentado. 

4.3.2. Velocidade inicial 

Considere o sistema (4.21)-(4.22)-(4.23) e (4.25) onde, desta vez, o deslocamento 

inicial é considerado nulo. A resposta correspondente a um campo de velocidade inicial 

v0(X) pode ser calculada associando-se a esse campo de velocidade inicial uma pseudo-

força impulsiva do tipo fvo(X,t) = f vo(X)δ (t − 0): a resposta do sistema à pseudo-força 

será equivalente à resposta correspondente ao campo v0(X). 

Supõe-se, agora, que a pseudo-força fvo(X,t) é responsável pela existência do campo 

de velocidade inicial v0(X). A determinação de fvo(X,t) surge naturalmente a partir da 

segunda lei de Newton, considerando a força resultante que atua no sistema como sendo 

impulsiva. Para determinar a expressão espacial de fvo(X,t) primeiramente define-se 

(particularizando o caso 1D): 

Quantidade de Movimento K(x,t) do elemento de massa situado em x : 

K(x,t) = ρ(x) v(t) (4.38) 

onde v(t) = v(x,t) é a velocidade do elemento de massa. Neste trabalho são considerados 

sistemas contínuos com ρ(x) admitida constante. 

O impulso  de uma força f(x,t) durante um período finito de tempo ∆t é igual à 

integral: 

⌡

⌠

0

∆t
 f(x,t) d t (4.39) 

Se o intervalo de tempo ∆ t for pequeno, a força poderá ser considerada constante e, 

consequentemente, o seu impulso será: 

⌡

⌠

0

∆t
 f(x,t) dt = fvo(x)

⌡

⌠

0

∆t
 dt = fvo(x) ∆t (4.40) 

Sendo a pseudo-força suposta como impulsiva e aplicada em t = 0, é possível 

relacionar o impulso e a velocidade mediante a segunda lei de Newton.  

Segunda lei de Newton : a variação da quantidade de movimento de um sistema é 

igual à resultante de forças que atua sobre esse sistema. 

Desta forma é possível escrever: 

fvo(x) ∆t = ρ ⌡
⌠

 v(0)

 v(∆ t)

 dv = ρ  [ v(∆t) −  v(0)] (4.41) 

Se for feita uma expansão em série de Taylor da velocidade entorno ao ∆t, isto é: 
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v(∆t) = v(0) + [
d(v(∆t))

d∆t ∆t=0] ∆t + [ 
1
2! 

d 2(v(∆t))
d∆t 2 ∆t=0 ] ∆t 2 + … (4.42) 

no limite ∆t→0 os termos de potência são desprezíveis, e a relação v(∆t) ≈ 
∆t→ 0 

 v(0) = vo 

se torna válida. Substituindo na equação 4.41 obtém-se, finalmente, a expressão da parte 

espacial da pseudo-força: 

fvo(x) = 
 ρ v0(x)

∆t  (4.43) 

Analisa-se, a seguir, a dependência temporal desta pseudo-força: sendo considerada 

fvo(x) impulsiva, aplicada no instante t = 0, seu efeito para tempos t > 0 pode ser 

anulado mediante a multiplicação pelo delta de Dirac δ (t − 0), resultando na definição 

mais formal para a pseudo-força: 

fvo(x,t) = 
 ρ  v0(x)

∆t  δ (t − 0)  (4.44) 

Introduzindo na equação da onda (4.21) a fvo(x,t) como uma força, tem-se: 

c2∇ 2u(x,t) −  cv 
∂ u(x,t)

∂ t  −  
∂ 2u(x,t)

∂ t2  = fvo(x,t) (4.45) 

onde, finalmente: 

fvo(x,t) = 
 ρ  
T  

v0(x)
∆t  δ (t − 0) = 

v0(x)
 c2 ∆t δ(t − 0) (4.46) 

e c = 
 T
ρ   representa a velocidade de propagação da onda. 

Numericamente esta pseudo-força pode ser calculada pela expressão: 

fvo = 
 v0

 c2∆t δ(t − 0) (4.47) 

onde o vetor v0 é a versão discretizada do campo de velocidade inicial v0(x). 

Procedendo de maneira similar à explicada anteriormente para o caso do 

deslocamento inicial, fvo(X,t) pode ser descomposta em suas componentes de 

freqüências usando a transformada de Fourier. Aplicando a transformada de Fourier à 

equação anterior, obtém-se: 

∇2U(X,ω) + γc
2 U(X,ω) = Fvo(X,ω) (4.48) 

Aplicando a transformada de Fourier às condições de contorno (4.22) e (4.23), são 

obtidas as expressões para as condições de contorno, similares àquelas dadas pelas 
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equações (2.14) e (2.15), respectivamente. O coeficiente γc de (4.47) é o mesmo 

apresentado nos desenvolvimentos anteriores. Na equação (4.47): 

 1
2π⌡


⌠

− ∞

  ∞
 e − iω t fuo(X,t) dt = Fvo(X,ω) (4.49) 

A transformada de Fourier Fvo pode ser obtida numericamente a partir do vetor fvo 

dado pela equação (4.46) nos NT termos no tempo. Assim sendo, procede -se de maneira 

similar à adotada para −  Fuo e o seguinte sistema é obtido: 

A  X  nt
vo

 = F  nt
vo

 (4.50) 

O espectro de respostas U(X) pode ser obtido a partir do vetor X  nt
vo

 nos nós do 

contorno e pontos internos, para cada freqüência, e estas respostas podem ser 

armazenadas em uma matriz M. As respostas no domínio do tempo ufvo são calculadas 

aplicando a FFT inversa à matriz M. 

Finalmente, a resposta devida a uma velocidade inicial vo é dada por (vi significa 

velocidade inicial): 

uvi = ufvo  (4.51) 

A resposta final no domínio do tempo, devida à presença de condições iniciais, uci, 

tanto de deslocamento inicial quanto de velocidade inicial, é dada por: 

uci = udi + uvi (4.52) 

Se no problema também está presente uma excitação do tipo b(X,t) , a resposta final, 

ufinal, que contempla todos os efeitos é dada por: 

ufinal = u + ub + (ufuo + u0 ) + ufvo  (4.53) 

onde u e ub representam as respostas dos problemas com condições iniciais nulas e 

devido à presença das fontes b(X,t), respectivamente. 

 

 



 62 

 

CAPÍTULO 5 
 

EXEMPLOS 
 

 

 

Com o objetivo de validar a formulação do MEC desenvolvida no presente trabalho 

algumas aplicações são apresentadas. O parâmetro adimensional β = c(∆t)/l [1,76] que 

indica a medida do passo de tempo a ser adotado nas análises, será referenciado (l é o 

comprimento do menor elemento). Os algoritmos de FFT e IFFT [28,29,30,31] foram 

usados e também foi empregada a propriedade apresentada na fórmula (2.34) para o 

caso em que b(X,t) é real. Neste caso, a matriz M, que acumula as respostas na 

freqüência, é calculada somente até os NT/2 primeiros pontos, pois: M(−ω) = M*(ω ); 

desta forma, o esforço computacional foi consideravelmente reduzido. 

As respostas bidimensionais (2D) foram comparadas com as correspondentes 

respostas unidimensionais (1D), determinadas usando a mesma metodologia, Mansur et 

a l. [99-102]. 

5.1. Problemas 1D  

A seguir são apresentados dois exemplos 1D, os quais consistem de uma corda de 

comprimento L = 10 fixa em suas extremidades e submetida às condições de 

deslocamento inicial uo(x) e de velocidade inicial vo(x) que possuem forma senoidal. 

Para estes exemplos a corda foi discretizada em NE = 20 células lineares. As respostas 

1D foram comparadas com as apresentadas por Cooper [97], que resolve o problema no 

domínio do tempo usando o Método das Diferenças Finitas (MDF). 

Os dados para a análise dos dois primeiros exemplos 1D foram c = 1 e ζ = 0,016. 

Para o cálculo do período estendido Tp foi empregada a fórmula (4.18) e calculou-se 

2Tp  = 1832,34. Para o uso da transformada foram empregados NT = 8192 termos de 

Fourier e um intervalo de tempo ∆t = 0,225 . 

 

 



 63 

5.1.1. Corda sob deslocamento inicial do tipo senoidal 

Tem-se, para o primeiro exemplo 1D, as seguintes condições de contorno: 

u(0,t) = 0 (5.1) 

u(L,t) = 0 (5.2) 

A condição inicial, neste caso, é dada por: 

u(x,0) = u0(x) = sen(
 π x
L )      ( 0  ≤ x ≤ L) (5.3) 

A figura 5.1 mostra os deslocamentos da corda submetida ao deslocamento inicial do 

tipo (5.3), para vários intervalos de tempo, calculados pelo presente método e pelo 

Método dos Elementos Finitos (MEF) (estas respostas foram, por sua vez, comparadas 

com as apresentadas por Cooper [ 97], empregando o MDF). 
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Figura 5.1  Deslocamentos da corda com deslocamento inicial u0(x). 

5.1.2. Corda sob velocidade inicial do tipo senoidal 

A figura 5.2 mostra o deslocamento para vários intervalos de tempo, calculados pelo 

presente método, para uma corda sob o efeito do campo de velocidade inicial do tipo: 

v(x,0) = v0(x) = sen(
 π x

L )        ( 0 ≤ x ≤ L) (5.4) 
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Figura 5.2  Deslocamentos da corda com velocidade inicial v0(x). 

5.1.3. Corda sob deslocamento inicial prescrito em todo o domínio 

Os exemplos 1D apresentados a seguir correspondem a uma corda de comprimento 

L = 12 , analisada por Mansur [1], porém, a presença do fator de amortecimento cv nas 

equações está presente. Assim sendo, as respostas numéricas amortecidas são 

comparadas com a solução analítica apresentada no Apêndice B. Os dados para a 

análise numérica destes exemplos foram c = 1 e ζ = 0,01 e, de maneira similar aos 

exemplos anteriores, a corda foi discretizada em NE = 20 células lineares. Todas as 

respostas foram obtidas para um período estendido 2Tp = 1842,07 , empregando 

NT = 8192 e um intervalo de tempo ∆t = 0,225. 

A figura 5.3 mostra uma corda submetida às condições de contorno: 

p(0,t) = 0 (5.5) 

u(L,t) = 0 (5.6) 

e à condição inicial: 

uo(x) = L −  x    (0 ≤ x ≤ L) (5.7) 
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p = 0
L

u = 0

L

uo(x)=L − x

 
Figura 5.3  Corda com deslocamento inicial uo(x) prescrito no domínio. 

O deslocamento do ponto x = 0  é apresentado na figura 5.4 e  observa-se a boa 

concordância entre as respostas numérica e a analítica. A relação E/P = 1  é válida neste 

exemplo e nos próximos (E é o módulo de Young). 
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Figura 5.4  Comparação dos deslocamentos no ponto x = 0 da corda sob  

deslocamento inicial prescrito no domínio e a resposta analítica  
amortecida. 

5.1.4. Corda sob velocidade inicial prescrita em todo o domínio  

A corda do exemplo anterior é submetida, agora, à ação do campo de velocidade inicial 

vo(x): 

vo(x) = c    (0 ≤ x ≤ L) (5.8) 

onde c é velocidade de propagação da onda (figura 5.5). 
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L
p = 0 u = 0

vo(x)=c

c

 
Figura 5.5  Corda com velocidade inicial vo(x) prescrita no domínio. 

O gráfico 5.6 apresenta o deslocamento do ponto x = 0. Observa-se, novamente, boa 

concordância entre a solução numérica e analítica. 
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Figura 5.6  Comparação dos deslocamentos no ponto x = 0 da corda sob  
velocidade inicial prescrita no domínio e a resposta analítica  
amortecida. 

5.1.5. Corda sob deslocamento inicial prescrito em um sub-domínio  

O exemplo a seguir consiste da corda mostrada na figura 5.7 com as condições de 

contorno dadas pelas equações (5.5) e (5.6) e condição inicial definida dada por: 

u0(x) = 
 L
4  − x         ( 0 ≤ x ≤ 

 L
4  ) (5.9) 
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L
p = 0 u = 0

uo(x)=L/4 − x

L/4

L/4

 
Figura 5.7 Corda com deslocamento inicial uo(x) prescrito em um sub-domínio. 

O resultado para este caso é mostrado no gráfico 5.8, no qual o deslocamento do 

ponto x = 0  é comparado com a solução analítica amortecida.  
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Figura 5.8  Comparação dos deslocamentos no ponto x = 0 da corda sob   
deslocamento inicial prescrito em um sub-domínio e a resposta  
analítica amortecida. 

5.1.6. Corda sob velocidade inicial prescrita em um sub-domínio 

O exemplo a seguir consiste da corda mostrada na figura 5.9 com as mesmas condições 

de contorno dadas pelas equações (5.5) e (5.6) e condição inicial definida por: 

v0(x) = c        ( 0  ≤ x ≤  
 L
4  ) (5.10) 
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c

vo(x)=c

L/4

 
Figura 5.9  Corda com velocidade inicial vo(x) prescrita em um sub -domínio. 

A resposta deste caso é apresentada no gráfico 5.10, no qual o deslocamento do 

ponto x = 0  é comparado com a solução analítica amortecida.  
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Figura 5.10  Comparação dos deslocamentos no ponto x = 0 da corda sob  
velocidade inicial prescrita em um sub-domínio e a resposta  
analítica amortecida. 

5.2. Problemas 2D  

Seguem-se os resultados dos exemplos 2D testados. Os resultados foram comparados 

com os de uma corda de comprimento L = 12  submetida às mesmas condições iniciais. 

Para estes exemplos a corda foi discretizada em NE = 8 elementos lineares (“células” 

unidimensionais) sendo N = 9 a quantidade de nós empregados. Os dados para a análise 

1D foram: c = 1, ζ = 0,01, 2Tp  = 1842,07, sendo o número de termos de Fourier 

NT = 8192, para um intervalo de tempo ∆ t = 0,225. 
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5.2.1. Barra sob deslocamento inicial do tipo senoidal 

O primeiro exemplo 2D, mostrado na figura 5.11, consiste de uma barra fixa em seus 

extremos x = 0 e x = a sob a ação do deslocamento inicial u0(X): 

u(X,0) = uo(X) = A sen(
 π x
a )            ( 0  ≤ x ≤  a ,  

− a
4  ≤ y ≤  

 a
4  ) (5.11) 

onde A é a amplitude; neste caso, A = 1  e a = 12. 

a

u = 0a/2

p = 0

uo(X) = A sen( πx/a)

u = 0
x

y

p = 0
A sen( π /2)

 
Figura 5.11  Barra com deslocamento inicial senoidal u o(X). 

A figura 5.12 mostra a malha empregada nesta análise para a discretização do 

contorno e do domínio. Os pontos internos selecionados para os quais as respostas 

numéricas foram calculadas são os correspondentes à linha horizontal y = 0 . Este 

modelo numérico 2D empregou NE = 24  elementos lineares resultando em N =28 nós 

de contorno sendo 4 nós duplos e NC = 64 células lineares triangulares para a completa 

discretização do domínio estudado. 

Os dados relativos à transformada de Fourier foram NT = 2048  termos, resultando 

em um intervalo de tempo ∆t = 0,90 , o que equivale a β = 0,60. 

B

 
Figura 5.12  Discretização do contorno e do domínio para a barra. 

Na figura 5.13 são apresentadas as respostas devidas ao deslocamento inicial para os 

pontos internos selecionados. 
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Figura 5.13  Comparação dos deslocamentos da corda e da barra sob 

deslocamento inicial do tipo senoidal. 

5.2.2. Barra sob velocidade inicial do tipo senoidal 

Neste exemplo, a barra representada na figura 5.14 é submetida a uma distribuição de 

velocidade inicial segundo: 

v(X,0) = vo(X) = A sen(
 π x
a )     ( 0  ≤ x ≤  a ,  

 − a
4  ≤ y ≤  

 a
4 ) (5.12) 

onde a amplitude A foi admitida igual a 1  e a a = 12 . 

a

u = 0a/2

p = 0

vo(X) = A sen(π x/a)

u = 0
x

p = 0

y

A sen( π /2)

 

Figura 5.14  Barra com velocidade inicial senoidal vo(X). 

As malhas usadas para a discretização do contorno e domínio 1D e 2D foram as 

mesmas do exemplo anterior, assim como os demais parâmetros. Na figura 5.15 

apresenta -se a comparação entre as respostas 1D e 2D (em y = 0 ). 
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Figura 5.15  Comparação dos deslocamentos da corda e da barra sob  

velocidade inicial do tipo senoidal. 

5.2.3. Barra sob deslocamento inicial prescrito em todo o domínio  

Este exemplo consiste de uma barra fixa em um dos seus extremos e livre no outro, 

como mostrado na figura 5.16. Estas condições de contorno podem ser escritas como: 

p(X,t) = 0     (x = 0 ,  
 − a
4  ≤ y ≤  

 a
4  ) (5.13) 

u(X,t) = 0     (x = a ,  
 − a
4  ≤ y ≤  

 a
4   ) (5.14) 

p = 0

a

uo(X) = a - x

p = 0

p = 0

a

xu = 0

y

 
Figura 5.16  Barra com deslocamento inicial uo(X) prescrito no domínio. 

Matematicamente a condição inicial pode ser escrita segundo: 

uo(X) = a −  x    (0  ≤ x ≤ a  ,  
 − a

4  ≤ y ≤  
 a
4  )  (5.15) 
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Para esta análise foram adotados os mesmos valores de c, ζ  e 2Tp dos exemplos 

anteriores. A malha adotada para este exemplo é a mesma do exemplo 5.2.1 (ver figura 

5.12); as respostas neste caso são relativas ao ponto B. 

Uma vez que as respostas 1D foram comparadas anteriormente com as 

correspondentes soluções analíticas, com o objetivo de não sobrecarregar os gráficos, a 

partir daqui somente a comparação das respostas 1D e 2D, calculadas numericamente 

com o MEC, é apresentada. 

Foram analisados exemplos para diferentes termos NT da transformada de Fourier. 

Os resultados são apresentados nas figuras 5.17, 5.18 e 5.19 para NT = 1024, 

NT = 2048 e NT = 4096, respectivamente. Para cada caso os valores do intervalo de 

tempo são ∆t = 1,80, ∆t = 0,90 e ∆t = 0,45 , que correspondem, respectivamente, a 

β = 1,20, β = 0,60 e β = 0,30 . 
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Figura 5.17  Deslocamentos no nó B(0,0) da barra sob deslocamento inicial 

uo(X) para ∆t = 1,80. 
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Figura 5.18  Deslocamentos no nó B(0,0) da barra so b deslocamento inicial 

uo(X) para ∆t = 0,90. 
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Figura 5.19  Deslocamentos no nó B(0,0) da barra sob deslocamento inicial 

uo(X) para ∆t = 0,45. 

5.2.4. Barra sob velocidade inicial prescrita em todo o domínio  

Este exemplo consiste da barra fixa em um dos extremos mostrada na figura 5.20, para a 

qual têm-se as seguintes condições de contorno: 

p(X,t) = 0     (x = 0 ,  
− a
4  ≤ y ≤  

 a
4   ) (5.16) 
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u(X,t) = 0     (x = a ,  
− a
4  ≤ y ≤  

 a
4   ) (5.17) 

a

y

p = 0

vo(X) = c

c

p = 0

p = 0

u = 0 x

 
Figura 5.20  Barra com velocidade inicial vo(X) prescrita no domínio. 

Matematicamente a condição inicial pode ser escrita segundo: 

vo(X) = c      (0 ≤ x ≤ a  ,  
 − a
4  ≤ y ≤  

 a
4 )  (5.18) 

Para a análise foram adotados os mesmos valores de c, ζ e 2Tp dos exemplos 

anteriores. A malha adotada para este exemplo é a mesma do exemplo anterior. 

Novamente, foram analisados exemplos para diferentes números de termos NT da 

transformada de Fourier. As respostas são apresentadas nas figuras 5.21, 5.22 e 5.23 

para NT = 1024, NT = 2048 e NT = 4096 , respectivamente. Os valores dos intervalos de 

tempo e dos parâmetros β também coincidem com os apresentados anteriormente. 
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Figura 5.21  Deslocamentos no nó B(0,0) da barra sob velocidade inicial 

vo(X) para ∆t = 1,80. 
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Figura 5.22  Deslocamentos no nó B(0,0) da barra sob velocidade inicial 
vo(X) para ∆t = 0,90. 
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Figura 5.23  Deslocamentos no nó B(0,0) da barra sob velocidade inicial 

vo(X) para ∆t = 0,45. 

A seguir apresenta -se a mesma barra submetida a uma força tipo função de Heaviside 

aplicada em t = 0 e mantida constante até o final da análise, como mostrado na figura 

5.24. Neste caso, as condições de contorno são: 
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p(X,t) = P/E H(Tp− 0) = −p(t)      (x = 0  ,  
 − a
4  ≤ y ≤  

 a
4 ) (5.19) 

u(X,t) = 0                                   (x = a  ,    
 − a

4  ≤ y ≤  
 a
4  ) (5.20) 

a

a/2 p

p = 0

p(t) = P/E H(t - 0)

y

p = 0

u = 0
x

 

Figura 5.24  Barra com condição de contorno −p(t) em x = 0. 

Para a análise foram adotados os mesmos valores de c, ζ , 2Tp, assim como a mesma 

malha dos exemplos anteriores e os mesmos termos da transforma da Fourier. As 

figuras 5.25, 5.26 e 5.27 mostram, para os mesmos intervalos de tempo e do parâmetro 

adimensional β já mencionados, duas curvas representando as respostas no ponto B 

devidas somente à condição de contorno não nula (com uo = vo = 0 ) e devidas à soma 

das contribuições das condições iniciais dos exemplos 5.2.3 e 5.2.4 com a contribuição 

de condição de contorno não nula. 
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Figura 5.25  Deslocamentos no nó B(0,0) da barra sob condições iniciais prescritas  

em todo o domínio: ação conjun ta da carga no contorno −p(t),  
deslocamento inicial u o(X) e velocidade inicial vo(X) e carga −p(t)  
atuando separadamente. Análise para ∆t = 1,80. 
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Figura 6.26  Deslocamentos no nó B(0,0) da barra sob condições iniciais prescritas  

em todo o domínio: ação conjunta da carga no contorno −p(t),  
deslocamento inicial u o(X) e velocidade inicial vo(X) e carga −p(t)  
atuando separadamente. Análise para ∆t = 0,90. 
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Figura 5.27  Deslocamentos no nó B(0,0) da barra sob condições iniciais prescritas  

em todo o domínio: ação conjunta da carga no contorno −p(t),  
deslocamento inicial u o(X) e velocidade inicial vo(X) e carga −p(t)  
atuando separadamente. Análise para ∆t = 0,45. 
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5.2.5. Barra sob linha de cargas concentradas 

Este exemplo consiste de uma barra fixa em um extremo como mostrado na figura 5.28, 

as condições iniciais são nulas e as condições de contorno podem ser expressas como: 

p(X,t) = 0                       (x = 0  ,  
 − a
4  ≤ y ≤  

 a
4  ) (5.21) 

u(X,t) = 0                      (x = a  ,    
 − a
4  ≤ y ≤  

 a
4   ) (5.22) 

a

a/2

a/4 p = 0

p = 0

p = 0

u = 0
x

y=Bf δ (X,ξ )

 
Figura 5.28  Barra sob carga de linhas concentradas em x = a/4. 

A barra, neste caso, encontra-se submetida a uma linha de cargas com intensidade 

constante , aplicadas em x = a/4 . Matematicamente este carregamento pode ser expresso 

por: b(X,t) = Bf  δ(X,a/4) H(Tp− t) onde ( 
 − a
4  ≤ y ≤  

 a
4   ). 

Após a discretização do contorno e da linha de cargas, como representado na figura 

5.29, a expressão da carga é escrita de maneira discreta como: 

b(X,t) =∑
k=1

 5

 Bfk δ(X,ξk) H(Tp− t) (5.23) 

onde Bfk = 1 representa os valores nodais das fontes. Para a integração ao longo da 

linha, admite-se variação linear das fontes ao longo de cada “elemento”. A malha 

empregada neste exemplo está representada na  figura 5.29 onde o contorno foi 

discretizado em 24  elementos e 28 nós sendo 4  nós duplos. Os parâmetros c , ζ e 2Tp 

continuam sendo os mesmos. 

A inclusão deste exemplo tem a finalidade de verificar a possibilidade de um caso onde 

há descontinuidade de deslocamento no interior do domínio. Assim sendo, uma vez que 
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a formulação demostra ser aplicável para tal tipo de análise, um exemplo mais completo 

tal como a exemplo 5.2.6 será estudado. 

 

D

 
Figura 5.29  Discretização do contorno e do domínio para a barra sob  

ação de fontes concentradas em x = a/4 e  − a/4 ≤ y ≤ a/4 . 

As respostas correspondentes ao ponto D para os diferentes intervalos de tempo 

adotados anteriormente podem ser vistas nas figuras 5.30, 5.31 e 5.32 para NT = 1024, 

NT = 2048 e NT = 4096 , respectivamente. 
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Figura 5.30  Deslocamentos do nó D(0,0) da barra devidos às cargas  
concentradas localizadas na linha x = a/4 para ∆t = 1,80. 
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Figura 5.31  Deslocamentos do nó D(0,0) da barra devidos às cargas  
concentradas localizadas na linha x = a/4 para ∆t = 0,90. 
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Figura 5.32  Deslocamentos do nó D(0,0) da barra devidos às cargas  
concentradas localizadas na linha x = a/4 para ∆t = 0,45. 

Nas figuras 5.30, 5.31 e 5.32 deve-se notar que não há uma boa concordância entre 

as respostas. Com o objetivo de melhorar as respostas 2D o contorno foi refinado em 48 

elementos e a linha de cargas em 8  “elementos”, como pode ser visto na figura 5.33. 
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Figura 5.33  Discretização do contorno e do domínio para a barra sob  

ação de fontes concentradas em x = a/4 e  − a/4 ≤ y ≤ a/4:  
malha refinada . 

As respostas correspondentes ao ponto D para os diferentes intervalos de tempo 

podem ser vistas nas figuras 5.34, 5.35 e 5.36 para os mesmos coeficientes da 

transformada de Fourier, evidenciando uma melhora significativa dos resultados. 

0,00 2,00 4,00 6,00 8,00

0,00

0,50

1,00

1,50

 1D MEC
 2D MEC

ct/a

Eu
/P

a

 

 

 

Figura 5.34  Deslocamentos do nó D(0,0) da barra devidos às cargas  
concentradas localizadas na linha x = a/4 para ∆t = 1,80:  
malha refinada. 
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Figura 5.35  Deslocamentos do nó D(0,0) da barra devidos às cargas  

concentradas localizadas na linha x = a/4 para ∆t = 0,90: 
malha refinada. 
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Figura 5.36  Deslocamentos do nó D(0,0) da barra devidos às cargas  

concentradas localizadas na linha x = a/4 para ∆t = 0,45: 
malha refinada. 
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5.2.6. Barra sob deslocamento inicial prescrito em um sub-domínio  

O exemplo a seguir cons iste da barra mostrada na figura 5.37 com as condições de 

contorno: 

p(X,t) = 0                       ( x = 0  ,  
 − a
4  ≤ y ≤  

 a
4  ) (5.24) 

u(X,t) = 0                      ( x = a  ,    
 − a

4  ≤ y ≤  
 a
4  ) (5.25) 

e a condição inicial é expressa por: 

u(X,0) = u0(x) = 
 a
4  − x         ( 0  ≤ x ≤ 

 a
4  ,  

 − a
4  ≤ y ≤  

 a
4  ) (5.26) 

a

p = 0

uo(X) = a/4 - x

a/4

p = 0

p = 0

a/4

y

u = 0
x

 
Figura 5.37  Barra com deslocamento inicial u o(X) prescrito em um sub-domínio. 

Uma malha de 52 elementos de contorno foi empregada. Somente foi discretizada a 

parte do domínio onde o deslocamento inicial uo(X) é diferente de zero, com o emprego 

de 64 células triangulares lineares, como mostrado na figura 5.38.  

E

 

Figura 5.38  Discretização do contorno e do sub-domínio para a barra. 

Neste exemplo devido à descontinuidade do grad(uo(X)) em y = 
 a
4 , o deslocamento 

inicial uo(X) foi tratado segundo o exemplo 5.2.5 (onde foi testado que a formulação era 

aplicável para tal tipo de análise), ou seja, como devido às linhas de forças aplicadas em 

y = 0 e y = 
 a
4 . 
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As respostas no ponto E devidas ao campo de deslocamento inicial são apresentadas 

a seguir nas figuras 5.39, 5.40 e 5.41, para diferentes intervalos de tempo.  
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Figura 5.39  Deslocamentos no nó E(0,0) da barra sob deslocamento inicial uo(X)  

em um sub-domínio para ∆t = 1,80. 
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Figura 5.40  Deslocamentos no nó E(0,0) da barra sob deslocamento inicial uo(X)  

em um sub-domínio para ∆t = 0,90. 
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Figura 5.41  Deslocamentos no nó E(0,0) da barra sob deslocamento inicial uo(X)  

em um sub-domínio para ∆t = 0,45. 

5.2.7. Barra sob velocidade inicial prescrita em um sub-domínio 

A figura 5.42 mostra a mesma barra do exemplo anterior. A s condições de contorno são: 

p(X,t) = 0                       (x = 0  ,  
 − a
4  ≤ y ≤  

 a
4  ) (5.27) 

u(X,t) = 0                      (x = a  ,    
 − a
4  ≤ y ≤  

 a
4  ) (5.28) 

e a condição inicial é expressa por: 

v(X,0) = v0(x) = c        ( 0 ≤ x ≤  
 a
4  ,    

 − a
4  ≤ y ≤  

 a
4 ) (5.29) 

x
p = 0

p = 0
a

a/4
u = 0

vo(X) = c

c

y

p = 0

 
Figura 5.42  Barra com velocidade  inicial vo(X) prescrita em um sub-domínio. 

Neste caso, empregou-se a mesma malha do exemplo anterior (ver figura 5.38). As 

respostas no ponto E são mostradas nas figuras 3.43, 3.44 e 3.45 para diferentes valores 

de ∆t. 
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Figura 5.43  Deslocamentos no nó E(0,0) da barra sob velocidade inicial vo(X)  

em um sub-domínio para ∆t = 1,80. 
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Figura 5.44  Deslocamentos no nó E(0,0) da barra sob velocidade inicial vo(X)  

em um sub-domínio para ∆t = 0,90. 
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Figura 5.45  Deslocamentos no nó E(0,0) da barra sob velocidade inicial vo(X)  

em um sub-domínio para ∆t = 0,45. 

A malha de 52 nós e 48 elementos foi utilizada para as análises como condições de 

contorno abaixo: 

p(X,t) = H(Tp− t) = −p(t)      (x = 0  ,  
 − a

4  ≤ y ≤  
 a
4 ) (5.30) 

u(X,t) = 0                            (x = a  ,    
 − a

4  ≤ y ≤  
 a
4  ) (5.31) 

Da mesma maneira que no exemplo 5.2.4, nas figuras 5.46, 5.47 e 5.48 estão 

apresentados os resulta dos considerando-se somente a ação de −p(t) (uo = vo = 0) e a 

ação conjunta de −p(t) com as condições iniciais dos exemplos 5.2.6 e 5.2.7. Nota-se que, 

agora, as respostas apresentam uma defasagem, no tempo, igual a a/4c. 
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Figura 5.46  Deslocamentos no nó E(0,0) da barra sob condições iniciais prescritas 

em um sub -domínio: ação conjunta da carga no contorno −p(t),  
deslocamento inicial u o(X) e velocidade inicial vo(X) e carga −p(t)  
atuando separadamente. Análise para ∆t = 1,80. 
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Figura 5.47  Deslocamentos no nó E(0,0) da barra sob condições iniciais prescritas 

em um sub -domínio: ação conjunta da carga no contorno −p(t),  
deslocamento inicial u o(X) e velocidade inicial vo(X) e carga −p(t)  
atuando separadamente. Análise para ∆t = 0,90. 
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Figura 5.48  Deslocamentos no nó E(0,0) da barra sob condições iniciais prescritas 

em um sub-domínio: ação conjunta da carga no contorno −p(t),  
deslocamento inicial u o(X) e velocidade inicial vo(X) e carga −p(t)  
atuando separadamente. Análise para ∆t = 0,45. 

5.2.8. Membrana sob velocidade inicial 

Este exemplo consiste de uma membrana fixa em seus extremos x = 0 e x = a e y = 
− a
2  

e y = 
 a
2 , como mostra a figura 5.49, sob velocidade inicial prescrita. A condição inicial 

está restrita a um sub-domínio definido por: 

vo(X) = c         ( 
3a
8  ≤ x ≤ 

5a
8   ,  

− a
8  ≤ y ≤ 

 a
8 ) (5.32) 

a

vo(X) = c

a/4

c

y

a/4
x

 

Figura 5.49  Membrana sob velocidade inicial vo(X). 

A figura 5.50 mostra a malha utilizada: 64 elementos foram usados para discretizar o 

contorno e 8 células lineares triangulares foram usadas para discretizar a parte do 
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domínio onde a velocidade inicial não é nula. Note-se que, neste exemplo, não foram 

utilizados nós duplos. 

F G

 
Figura 5.50  Discretização do contorno e do domínio para a membrana. 

Nas figuras a seguir são apresentadas as respostas relativas ao deslocamento do 

ponto F para dois valores diferentes do fator de amortecimento. Na figura 5.51 a 

resposta obtida com o emprego de ζ = 0,25, ∆t = 0,03  (β = 0,48) e NT = 4096 é 

comparada com a resposta analítica não amortecida [40]; aqui o período empregado foi 

2Tp  = 123. 
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Figura 5.51  Deslocamentos no ponto F(a/2,0) da membrana sob velocidade  

inicial para ζ = 0,25 . 

As respostas relativas 
∂  u
∂  n no nó G(a,0) são apresentadas na figura 5.52. 
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Figura 5.52  Derivada normal de deslocamentos no nó G(a,0) da membrana sob 

velocidade inicial para ζ = 0,25. 

A figura 5.53 mostra as respostas relativas ao ponto F(a/2,0) para ζ = 0,025, 

∆t = 0,025 (β = 0,4 ) e NT = 8192 ; o período empregado foi 2Tp  = 205. 
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Figura 5.53  Deslocamentos no ponto F(a/2,0) da membrana sob velocidade inicial 
para ζ = 0,025 . 

Na figura 5.54 se apresentam as respostas relativas ao nó G(a,0). 
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Figura 5.54  Derivada normal de deslocamentos no nó G(a,0) da membrana sob 

velocidade inicial para ζ = 0,025 . 
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CAPÍTULO 6 
 

CONCLUSÕES 
 

 

 

No presente trabalho foi apresentada uma metodologia original que possibilita calcular 

as contribuições das condições iniciais na análise de problemas de propagação de ondas 

considerados no domínio da freqüência. A metodologia proposta foi aplicada com 

sucesso à formulação do Método dos Elementos de Contorno na análise de problemas 

uni- e bi-dimensionais. 

Inicialmente foram apresentadas as equações básicas e conceitos empregados no 

decorrer do trabalho. No terceiro capítulo foi apresentada a formulação do MEC para 

problemas harmônicos onde elementos lineares foram usados para aproximar a 

geometria do contorno. No tratamento das integrais de domínio células triangulares 

lineares foram empregadas na discretização da parte do domínio na qual a integração foi 

requerida . 

No quarto capítulo discutiu-se o emprego da transformada discreta de Fourier 

(DFT/FFT) para a análise no domínio da freqüência. Considerações importantes 

relativas ao período estendido e à freqüência de  amostragem, conceitos vitais para este 

tipo de análise, foram apresentados. 

Na aproximação denominada Condições Iniciais por Pseudo-Forças (CIPF), os 

deslocamentos e velocidades inicias são apropriadamente substituídos por pseudo-forças 

equivalentes com o emprego da função generalizada delta de Dirac e da função de 

Heaviside. Os passos básicos da metodologia para a determinação destas pseudo-forças 

foram apresentados em detalhes no capítulo quatro, onde, de uma maneira geral, estas 

pseudo-forças podem ser determinadas numericamente empregando o MEC ou 

analiticamente. Uma vez determinadas as pseudo-forças o problema original, em 

princípio considerado homogêneo, é tratado como um problema auxiliar não-

homogêneo, cuja não-homogeneidade é devida e essa pseudo-força. 
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Um detalhe importante deve ser notado no tratamento do deslocamento inicial uo(X): 

quando grad(uo(X)) é descontínuo, linhas de força aparecerão em cada ponto onde a 

descontinuidade existe, assim sendo, as integrais de volume envolvidas na equação 

integral do MEC devem ser consideradas como integrais de linha. Este tipo de problema 

está representado no exemplo 5.2.6 onde foi realizado o tratamento anterior explicado.  

Os exemplos foram apresentados no quinto capítulo com o objetivo de demonstrar a 

eficiência da formulação ou, em outras palavras, a acurácia dos resultados. Inicialmente 

os exemplos 1D foram comparados com as respostas analíticas e sendo consideradas 

satisfatórias, as respostas 2D foram comparadas com as correspondentes 1D, onde os 

resultados ofereceram igualmente resultados satisfatórios. 

Deve-se mencionar que, de uma forma geral, nos resultados que corresponderam a 

intervalos de tempo menores (e, consequentemente, a um parâmetro adimensional β 

menor) as respostas numéricas 2D começaram a apresentar oscilações entorno das 

respostas numéricas 1D. Esta situação associa -se ao fato de nestes casos ter aumentado 

o número de termos da transformada de Fourier mantendo a mesma discretização 

espacial, desta forma a resolução da malha empregada nos exemplos não foi capaz de 

representar as altas freqüências. 

Deve-se notar também que no presente trabalho não há um ganho significativo de 

desempenho computacional em relação à análise no domínio do tempo empregando a 

FFT, já que a maior parte do tempo é gasto na solução dos sistemas de equações. 

Exemplos de grande porte podem ser tratados com solvers iterativos. Entretanto cabe 

observar que a análise no domínio da freqüência é necessária se as propriedades do 

sistema mecânico são dependentes da freqüência . 

Uma vez que o desenvolvimento apresentado para considerar as condições iniciais 

envolve diretamente a equação diferencial e não algoritmos numéricos, a metodologia 

também pode ser aplicável a outros métodos numéricos como o Método dos Elementos 

Finitos, o Método das Diferenças Finitas ou o Método dos Volumes Finitos, e também 

quando outros métodos transformados são empregados, por exemplo, transformada de 

Hankel, Wavelets, etc. 

Embora no presente trabalho somente problemas escalares 1D e 2D tenham sido 

analisados, a metodologia desenvolvida, pode ser empregada para a solução de 

problemas de propagação de ondas escalares 3D e para a solução de problemas 

elastodinâmicos 1D, 2D e 3D. 
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Uma interessante proposta para trabalhos futuros é aprofundar no tópico relativo a 

Problemas Inversos (PI): o cálculo numérico das pseudo-forças correspondentes ao 

deslocamento inicial envolve operações similares às de PIs. O problema é mal 

condicionado e, do ponto de vista numérico, este mal condicionamento reflete-se na 

amplificação de eventuais erros. Portanto, uma vez que a metodologia para a inclusão 

das condições iniciais emprega a lógica dos PIs, se propõe a revisão dos conceitos e 

modernas teorias sobre PIs, conceitos que são de fundamental importância na 

determinação numérica das pseudo-forças equivalentes aos deslocamentos iniciais. 
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APÊNDICE A 
 

ANÁLISE DIMENSIONAL DA EQUAÇÃO DA ONDA  
 

 

 

Considere-se uma corda submetida a uma tração T , onde o efeito devido ao meio 

circundante também é considerado. Este efeito amortecedor pode ser representado por 

uma força dissipativa viscosa fv(x,t) dependendo de um coeficiente de amortecimento 

viscoso b v (bv > 0). 

Considere-se também a presença de uma força transversal externa distribuída por 

unidade de comprimento e de densidade f(x,t) atuando sob a corda. 

A densidade linear da corda se identifica como ρ, sendo ρ∆s a massa de um 

elemento ∆s da corda , e 
∂ 2u
∂ t2 a aceleração  do elemento ∆s na direção y (vertical). Dentro 

das considerações im postas para a obtenção da equação, as deflexões da corda são 

pequenas e situam-se no entorno da sua posição de equilíbrio; o balanço de forças na 

direção y oferece: 

T 
∂  2u
∂  x2 −  bv 

∂ u
∂  t = ρ 

∂  2u
∂  t2  − f(x,t)   (A1) 

Caso a corda seja homogênea e a densidade constante e igual a ρ  a equação (A1) 

freqüentemente se torna : 

c2 
∂  2u(x,t)

∂  x2  − cv 
∂ u(x,t)

∂ t  = 
∂ 2u(x,t)

∂ t2  + b(x,t)   (A2) 

onde: 

b(x,t) = 
−  f(x,t)

ρ  representa a densidade da força em relação à unidade de massa, 

c = 
 T
ρ   representa a velocidade de propagação da onda, 

cv = 
 b v

ρ   representa um fator de amortecimento viscoso.  

A equação (A2) é conhecida como equação escalar da onda unidimensional. 
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A seguir se apresenta a análise dimensional das variáveis envolvidas na equação da 

onda 1D em base ao Sistema Internacional de unidades (SI), com unidades mecânicas 

fundamentais o metro, o quilograma e o segundo. Os símbolos L, T e M repre sentam as 

unidades de comprimento, de tempo e a massa respectivamente. Notar que T (em letras 

itálicas) representa a tração sob a corda. 

 

[T ] = M L T −2                                                 (tração na corda) 

[bv] = M L−1T −1                                               (coeficiente de amortecimento viscoso) 

[fv] [∆x]= [bv] [
∂  u(x,t)

∂  t ] [∆x]=    

= (M L−1T −1) (L T −1) L = M L T −2                (força viscosa) 

[ρ] = 
M
 L  = M L−1                                              (densidade linear da corda) 

[m] = [ρ ][∆x]= (M L −1) L = M                         (massa do elemento ∆s) 

[ρ][∆x][
∂ 2u
∂ t2

] = M L T −2                                  (força de inércia) 

[ f ] = 
M L T −2

 L   = M T −2                                 (densidade de força externa) 

[c2] = 
[T ]
[ρ ] = 

M L T −2

 M L−1  = L 2 T −2 = ( L T −1)2   (quadrado de velocidade) 

[cv] = 
[b v]
[ρ ] = 

M L−1T −1

 M L−1  = T −1                          (fator de amortecimento viscoso) 

[b] = 
[f ]
[ρ] = 

M T −2

 M L−1 = L T −2                              (unidades de aceleração)  
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APÊNDICE B 
 

SOLUÇÃO DO PROBLEMA UNIDIMENSIONAL DAS 

OSCILAÇÕES FORÇADAS DE UM MEIO IMERSO EM UM 

FLUIDO VISCOSO 
 

 

 

Procura-se a função u(x,t) (deslocamento local em relação à posição de equilíbrio no 

instante t) que satisfaz a equação: 

∂  2u(x,t)
∂  t2  = c2 

∂ 2u(x,t)
∂ x2  −  cv 

∂  u(x,t)
∂  t  + b (x,t)  ;  0 < x < L  ,  t > 0   (B1) 

sob as condições de contorno: 

u(0,t) = u(L,t) = 0  ;   t ≥ 0  (condição de extremos fixos) (B2) 

e as condições iniciais: 

u(x,0) = u0(x)  ;   
∂  u(x,0)

∂  t
 = v0(x)  ;  0 ≤ x ≤ L  (B3) 

Para solucionar a equação anterior, alguns detalhes devem ser notados: 

1) Todos os termos do lado direito representam “acelerações locais”, que respondem 

a diferentes causas: o primeiro è devido às forças elásticas, o segundo aos efeitos da 

viscosidade e , o terceiro, à presença de outras forças externas atuando sobre o sistema, 

2) Ela foi obtida na aproximação de oscilações pequenas (respeitando o limite 

elástico do material) deste modo é uma equação linear, 

3) Nela está implícito o fato de ter considerado o material homogêneo. Nestas 

circunstâncias, o coeficiente c corresponde ao valor absoluto da velocidade uniforme de 

propagação da onda no meio. 

Para abordar a resolução do problema, propõem-se dois “problemas auxiliares”: 
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I ) = 





∂  2 −u(x,t)
∂  t2  + cv 

∂ −u(x,t)
∂ t  = c2 

∂ 2−u(x,t)
∂ x2  , 0 < x < L ,   t > 0

−u(0,t) =  −u(L,t) = 0  ,   t ≥ 0

−u(x,0) = u0(x) ,  
∂ −u(x,0)

∂ t  = v0(x) ,   0 ≤ x ≤ L

 (B4) 

II ) = 





∂ 2 =u(x,t)
∂ t2  + cv 

∂  =u(x,t)
∂  t

 = c2 
∂  2=u(x,t)

∂  x2  + b(x,t) ,   0 < x < L ,   t > 0

=
u(0,t) = 

=
u(L,t) = 0  ,     t ≥ 0

=u(x,0) = 
∂  =u(x,0)

∂  t
 = 0 ,   0 ≤ x ≤ L

 (B5) 

Sendo capaz de resolver os dois problemas auxiliares I) e II) , a soma das soluções 

u(x,t) = −u(x,t) + 
=
u(x,t)  será uma solução da equação de partida (B1), esta equação, com 

as condições impostas (B2) e (B3), tem solução única. Portanto, pode-se afirmar que 

u(x,t) = −u(x,t) + =u(x,t)  é a solução procurada. 

Solução do primeiro problema auxiliar. 

Note-se que este primeiro problema (homogêne o e com coeficientes constantes) não 

apresenta derivadas misturadas e, portanto, é separável. Assim sendo, pode-se propor 
−u(x,t) = T(t) X(x). Substituindo na equação (B4) obtém-se: 

X(x) T′′(t) + cv X(x) T′(t) = c2 X′′(x) T(t) (B6) 

ou seja, 

T′′(t) + cv T′(t)
c2 T(t)  = 

X′′(x)
X(x)  = − λ (B7) 

onde − λ é a chamada constante de separação. 

Para a parte espacial, tem-se o seguinte problema de autovalores e autovetores: 



X′′(x) + λ X(x) = 0 ,  0 < x < L  

X(0) = X(L) = 0 
 (B8) 

Estas últimas condições surgem das condições que foram impostas nos contornos: 

como −u(0,t) = T(t) X(0) = 0  e −u(L,t) = T(t) X(L) = 0, necessariamente X(0) = X(L) = 0; já 

que T(0) = 0 levaria à solução trivial. 

Como o operador 
d 2

dt 2 é hermiteano  no espaço das funções duas vezes diferenciáveis 

no intervalo (0,L) que se anulam nos extremos, seus autovalores têm de ser reais. Tem-

se então, três possíveis situaçõe s: λ < 0, λ = 0 ou λ > 0. Não resulta difícil comprovar 
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que as duas primeiras conduzem à solução trivial. Portanto, admitindo que λ > 0, tem-

se: 

X(x) = A cos( λ   x) + B sen( λ  x)  (B9) 

X(0) = 0     ⇒    A = 0 , X(L) = B sen( λ  L) = 0  

ou seja, 

λ L = nπ    ∀ n  ∈   N 

e dai, 

λn = 




nπ

L  
2
  (B10) 

que representam os autovalores deste problema. 

As soluções espaciais que satisfazem as condições de contorno, adotam a forma: 

Xn(x) = Bn sen( 
 nπ  x

L )  (B11) 

A parte temporal responde à equação: 

T′′(t) + cv T′(t) + 



nπc

L

2

T(t) = 0  (B12) 

Três diferentes ocorrências podem, aqui, estar presentes para as raízes da equação 

caraterística (B12) : 

1) ∃ n’∈  N tal que ∀ n < n’ tal que 






cv

2

2

−  




nπc

L

2

> 0 ; sendo que, para  n ≥ n’, o 

resultado anterior é um número negativo, 

2) ∃ n’∈  N tal que 






cv

2

2

−  





nπc

L

2

= 0 . Então, se n < n’, esse resultado é positivo, 

enquanto que se n > n’ ele será negativo e, 

3) ∀  n∈ N tal que 






cv

2

2

−  





nπc

L

2

< 0 

As soluções, para cada uma das ocorrências anteriores, são reportadas abaixo.  

Caso 1)  

Tn(t) = 



e− 

cv

2
 t
 





αn e
ω1n t

 + βn e
−ω1n t

                 se n < n’

e
− 

cv

2
 t
 [ ]αn cos(ω2n t) + βn sen(ω2n t)      se n ≥ n’

 (B13) 

onde ω1n = 






cv

2

2

−  



nπc

L

2

 e ω2n = 



nπc

L

2

−  






cv

2

2

 (B14) 
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Caso 2) 

Tn(t) = 





e− 

cv

2  t
 





αn e
ω1n t

 + βn e
−ω1n t

               se n < n’

 e− 
cv

2  t
 [ ]αn' + βn' t                                se n = n'

 e− 
cv

2  t
 [ ]αn cos(ω2n t) + βn sen(ω2n t)   se n > n’

 (B15) 

Caso 3) 

Tn(t) = e
− 

cv

2
 t
 [ ]αn cos(ω2n t) + βn sen(ω2n t)  (B16) 

Nos dois primeiros casos anteriores, aprecia-se que existem freqüências naturais 

ωn = 
nπc
L  que são “apagadas” pelo efeito da viscosidade, sem chance de se manifestar 

como oscilações; enquanto as restantes (ω2n), vão se manifestando com amplitude de 

oscilação decrescentes no tempo. 

Todas as funções −un(x,t ) = Tn(t) Xn(x) aqui determinadas, satisfazem a equação à qual 

responde o primeiro problema auxiliar I), como também as correspondentes condições 

de contorno. Porém, nenhuma delas (isoladamente) satisfará (em princípio) as condições 

iniciais estabelecidas. Por isso, propõe-se como solução geral deste problema : 

−u(x,t) =∑
n=1

∞

 Cn Tn(t) Xn(x)  (B17) 

que, também satisfaz tanto a equação quanto as condições de contorno; mas permite que 

o peso Cn de cada soma seja ajustado de tal forma que as condições inicias sejam 

satisfeitas. A forma especifica desta solução geral vai depender, naturalmente, de cada 

caso específico antes analisado. Assim, para cada situação, tem-se: 

Caso 1) 

−u(x,t)=∑
n=1

n'−1

 e− 
cv

2
t
 





An e
ω1nt

+ Bn e
−ω1nt

 sen(
 nπ  x

L ) +

+ ∑
n=n'

∞

 e− 
cv

2  t[ ]An cos(ω2nt) + B n sen(ω2nt)  sen(
 nπ  x

L )  (B18) 
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Caso 2) 

−u(x,t)=∑
n=1

n'−1

 e− 
cv

2 t
 





An e
ω1nt

+ Bn e
−ω1nt

 sen(
 nπ  x

L ) + e− 
cv

2 t
 [ ]An' + Bn' t  sen(

 n 'π x
L ) +

+ ∑
n=n'+1

∞

 e
− 

cv

2
 t[ ]An cos(ω2nt) + Bn sen(ω2nt)  sen(

 nπ  x
L )  (B19) 

Caso 3) 

−u(x,t) = ∑
n=1

∞

 e
− 

cv

2
 t[ ]An cos(ω2nt) + Bn sen(ω2nt)  sen(

 nπ x
L )  (B20) 

Tomando em conta o fato de que o conjunto 








sen(
 nπ x

L )  (n ∈ N) é ortonormal, com 

peso 
2
L no intervalo [0,L] (ou seja, que 

2
L

⌡


⌠

0

L
 sen(

 nπ x
L ) sen(

 mπ x
L ) dx =δ nm , onde δ  nm é 

o delta de Kröenecker, definido segundo δ  nm = 


 0    se   k ≠  m

 1    se   k = m
 ), os coeficientes An e 

Bn podem ser determinados, em cada caso, impondo as condições iniciais. 
Caso 1)  

−u(x,0) =∑
n=1

n'−1

 [ ]An + Bn  sen(
 nπ x

L ) + ∑
n=n'

∞

 An  sen(
 nπ x

L ) = u0(x) (B21) 

∂  −u(x,t)
∂  t  t=0 =∑

n=1

n'−1

 ω1n [ ]An − Bn  sen(
 nπ  x

L ) − 
cv

2∑
n=1

n'−1

 [ ]An +Bn  sen(
 nπ x

L ) + 

+ ∑
n=n'

∞

 ω2n Bn  sen(
 nπ x

L ) − 
cv

2∑
n=n'

∞

 An  sen(
 nπ x

L ) = v0(x) (B22) 

então, se n<n’, resulta 

[ ]An+ Bn  = 
2
L⌡



⌠

0

L
 u0(x) sen(

 nπ  x
L ) dx  (B23) 
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ω1n [ ]An − Bn  
2
L⌡



⌠

0

L
 v0(x) sen(

 nπ x
L ) dx  (B24) 

dai, 

An = 
1
L⌡



⌠

0

L
 u0(x) sen(

 nπ x
L ) dx + 

1
ω1n L⌡



⌠

0

L
 v0(x) sen (

 nπ  x
L ) dx , (B25) 

Bn = 
1
L⌡



⌠

0

L
 u0(x) sen(

 nπ x
L ) dx − 

1
ω1n L⌡



⌠

0

L
 v0(x) sen (

 nπ x
L ) dx  ;   se n<n' (B26) 

e  

An = 
2
L⌡



⌠

0

L
 u0(x) sen(

 nπ x
L ) dx , (B27) 

Bn = 
cv

 ω2n L⌡


⌠

0

L
 u0(x) sen(

 nπ x
L ) dx + 

2
ω2n L⌡



⌠

0

L
 v0(x) sen (

 nπ x
L ) dx  ;   se n≥n ' (B28) 

Procedendo da mesma forma nos casos 2 e 3, resulta: 

Caso 2) 

An = 
1
L⌡



⌠

0

L
 u0(x) sen(

 nπ x
L ) dx + 

1
ω1n L⌡



⌠

0

L
 v0(x) sen (

 nπ  x
L ) dx , (B29) 

Bn = 
1
L⌡



⌠

0

L
 u0(x) sen(

 nπ x
L ) dx − 

1
ω1n L⌡



⌠

0

L
 v0(x) sen (

 nπ x
L ) dx  ;   se n<n' (B30) 

e  

An = 
2
L⌡



⌠

0

L
 u0(x) sen(

 nπ x
L ) dx , (B31) 

Bn = 
cv

 ω2n L⌡


⌠

0

L
 u0(x) sen(

 nπ x
L ) dx + 

2
ω2n L⌡



⌠

0

L
 v0(x) sen (

 nπ x
L ) dx  ;   se n>n' (B32) 

e 

An' = 
2
L⌡



⌠

0

L
 u0(x) sen(

 nπ  x
L ) dx ,  (B33) 

Bn' = 
cv

L⌡


⌠

0

L
 u0(x) sen(

 n'π x
L ) dx + 

2
L⌡



⌠

0

L
 v0(x) sen (

 n'π  x
L ) dx (B34) 
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Caso 3) 

An = 
2
L⌡



⌠

0

L
 u0(x) sen(

 nπ x
L ) dx (B35) 

Bn = 
cv

 ω2n L⌡


⌠

0

L
 u0(x) sen(

 nπ x
L ) dx −  

2
ω2n L⌡



⌠

0

L
 v0(x) sen (

 nπ x
L ) dx  ;   ∀ n∈ N (B36) 

Determinadas as constantes para cada caso, o primeiro problema auxiliar está 

complemente resolvido em todas suas possíveis variantes. 

Solução do segundo problema auxiliar. 

II ) = 





∂ 2 =u(x,t)
∂ t2  + cv 

∂  =u(x,t)
∂  t

 = c2 
∂  2=u(x,t)

∂  x2  + b(x,t) ,   0 < x < L ,   t > 0

=
u(0,t) = 

=
u(L,t) = 0  ,     t ≥ 0

=u(x,0) = 
∂  =u(x,0)

∂  t
 = 0 ,   0 ≤ x ≤ L

 (B37) 

Destacando o fato de que a “aceleração local” b(x,t) provocada pelas forças externas, 

somente aparece na equação; sendo que nela o conhecimento de b(x,t) se limita, 

especialmente, ao intervalo aberto (0,L). Isto autoriza a impor qualquer condição para 

esta função nos extremos, sem que por isso seja alterado o problema. Como se considera 

o problema de extremos fixos, é natural exigir que f(0,t) = f(L,t) = 0 . Esta é, aliás, a 

única situação fisicamente realizável no caso de extremos fixos: os “pontos de sujeição” 

nos extremos exercem forças de reação (que também são externas) anulando qualquer 

outra ação externa que tenda a deslocar esses pontos da posição original. 

Desta forma, é possível propor para b(x,t) uma expansão em series de Fourier do 

tipo: 

b(x,t) = ∑
n=1

 ∞

 bn(t) sen( 
 nπ x

L ) (B38) 

onde 

bn(t) = 
 2
L  

⌡
⌠

0

 L
 b(x,t) sen( 

 nπ x
L  ) dx  (B39) 

Por outro lado, já que os extremos estão fixos, é possível escrever : 
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=u(x,t) = ∑
n=1

 ∞

 un(t) sen( 
nπ  x

L )  (B40) 

Esta solução proposta satisfaz, as condições de contorno. 

Substituindo estas duas propostas (B38) e (B40) na equação de partida, resulta a 

seguinte equação diferencial ordinária e linear para un(t): 

d2un(t)
dt2  + cv 

dun(t)
dt  + 



nπ  c

L

2

un(t) = b n(t) , t > 0  (B41) 

un(0) = 
dun(t)

d t t=0 = 0 (B42) 

A solução geral do problema (B41)−(B42) acima vem dada pela soma da solução 

geral do problema homogêneo (quando bn(t) ≡ 0) com uma solução particular da 

equação não homogênea. 

Na resolução do problema homogêneo apresentam-se, novamente, três possíveis 

situações, em cada uma das quais registram-se duas soluções Linearmente 

Independentes (LI) que permitem compor a solução geral da equação homogênea. 

Caso 1) 






cv

2

2

−  




nπc

L

2

> 0 ; 

aqui, u 1n(t) = e
− ( 

cv

2
 − ω1n ) t    e  u 2n(t) = e

− ( 
cv

2
 + ω1n ) t (B43) 

onde ω1n = 






cv

2

2

−  



nπc

L

2

 

Caso 2) 






cv

2

2

−  





nπc

L

2

= 0 ; 

aqui, u 1n(t) = e−  
cv

2  t
   e  u2n(t) = t e−  

cv

2  t
 (B44) 

Caso 3) 






cv

2

2
−  







nπc

L

2
< 0 ; 

aqui, u 1n(t) = e−  
cv

2  t
cos(ω2n t)   e  u2n(t) = e−  

cv

2  t
sen(ω2n t) (B45) 

onde ω2n = 



nπc

L

2

−  






cv

2

2

 

Para cada uma destas possíveis situações, se deve procurar uma solução particular da 

equação não homogênea para compor a solução geral do problema. Somente depois dela 

configurada, exigira-se que as condições iniciais sejam satisfeitas. Para tais efeitos, 
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emprega-se o chamado método da variação dos parâmetros (não é a única variante, mas 

a que será aqui usada). 

Uma solução particular do problema não homogêneo se escreve segundo: 

unh
n (t) = An(t) u1n(t) + B n(t) u 2n(t) (B46) 

onde: 

dAn(t)
dt  = − 

bn(t) u2n(t)
W[u1n(t), u 2n(t)]              ,            

dBn(t)
d t  = 

bn(t) u1n(t)
W[u1n(t), u2n(t)]   (B47) 

Sendo W[u 1n(t), u2n(t)] =
u 1n(t)     u 2n(t)
du1n(t)

d t    
du2n(t)

dt
 chamado de Wronskiano  de u1n(t) e 

u 2n(t). 

Pode ser demonstrado que se u1n(t) e u2n(t) são soluções LI da equação homogênea 

(como de fato são), o Wronskiano não se anula em nenhum ponto do intervalo (aí 

também incluindo o extremo t = 0 ). Nos diferentes casos, os resultados são os seguintes: 

Caso 1’)  

Wn(t) = − 2ω1n  e
− cv t (B48) 

Caso 2’)  

Wn(t) =  e
− cv t (B49) 

Caso 3’)  

Wn(t) = ω2n  e
− cv t (B50) 

Como se aprecia, o Wronskiano nos caso 1 e 3 são, simplesmente, múltiplos do 

Wronskiano no caso 2. Por isso, bastará calcular a solução particular no caso 2 para 

poder gerar a solução nos outros dois casos. 

dAn(t)
dt  = − ℵ e

cv t bn(t) u2n(t)             ,            
dBn(t)

dt  = ℵ e
cv t bn(t) u1n(t)  (B51) 

onde ℵ é o fator na frente de ecv t
 em cada caso (

− 1
 2ω1n

 no Caso 1’ , 1  no Caso 2’  e 
1

 2ω1n
 

no Caso 3’) e u1n(t), u 2n(t) as correspondentes soluções LI para cada uma das situações, 

antes declaradas. 

Assim, 

An(t) = − ℵ
⌡


⌠

0

 t
 ecv τbn(τ) u 2n(t) dτ        e      Bn(t) = ℵ

⌡


⌠

0

 t
 ecv τbn(τ) u1n(t) dτ  (B52) 
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Então, 

u
nh
n (t) = − ℵ u1n(t)

⌡


⌠

0

 t
 e

cv τ bn(τ) u 2n(t) dτ + ℵ u2n(t)
⌡


⌠

0

 t
 e

cv τ bn(τ) u1n(t) dτ  (B53) 

Aprecia-se que esta função é zero em t = 0; já que, nesse caso, o intervalo de 

integração tem medida nula. Por outro lado, não resulta difícil provar que sua derivada 

também é zero em t = 0 . Com efeito, na derivada aparecem termos em que as integrais 

ficam intocadas. Essas vão a zero pelo critério anterior. Tem-se, então: 

dunh
n

(t)

d t  t=0 = − ℵ u1n(0) 






d

dt
⌡


⌠

0

 t
 ecv τ  bn(τ) u 2n(t) dτ  

t=0

+  

+ ℵ u 2n(0) 






d

dt⌡


⌠

0

 t
 ecv τ bn(τ) u1n(t) dτ  

t=0

 (B54) 

Como 
d
dt⌡



⌠

0

 t
 F(τ) dτ = F(t), se tem: 

du
nh
n (0)

d t  = − ℵ u 1n(0) u2n(0) bn(0) + ℵ u1n(0) u 2n(0) bn(0) = 0 (B55) 

Então, a solução “particular” encontrada é justamente a solução do nosso problema já 

que, além de satisfazer a equação de partida satisfaz, também, as condições iniciais. 

Assim, para os diferentes casos declarados, nosso segundo problema auxiliar tem as 

seguintes soluções: 

Caso 1) 

=u(x,t) =∑
n=1

 n'− 1

 − 1
2ω1n

 








⌡


⌠

0

 t
 ecvτbn(τ)[ ]u1n(τ)u2n(t) − u 2n(τ)u 1n(t) dτ  sen(

 nπ  x
L ) +  

+ ∑
n=n'+1

 ∞

 1
ω2n

 








⌡


⌠

0

 t
 e

cvτbn(τ)[ ]u 1n(τ)u2n(t) − u2n(τ)u1n(t) dτ  sen(
 nπ x

L )  (B56) 
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Caso 2) 

=
u(x,t) =∑

n=1

 n'− 1

 − 1
2ω1n

 








⌡


⌠

0

 t
 e

cvτbn(τ)[ ]u1n(τ)u2n(t) − u 2n(τ)u 1n(t) dτ  sen(
 nπ  x

L ) +  

+ 








⌡


⌠

0

 t
 ecvτbn'(τ)[ ]u 1n'(τ)u2n'(t) − u2n'(τ)u 1n'(t) dτ  sen(

 n'π x
L ) +  

+ ∑
n=n'+1

 ∞

 1
ω2n

 








⌡


⌠

0

 t
 e

cvτbn(τ)[ ]u 1n(τ)u2n(t) − u2n(τ)u1n(t) dτ  sen(
 nπ x

L )  (B57) 

Caso 3) 

=u(x,t) =∑
n=1

 ∞

 1
ω2n

 








⌡


⌠

0

 t
 ecvτbn(τ)[ ]u 1n(τ)u 2n(t) − u2n(τ)u1n(t) dτ  sen(

 nπ x
L )  (B58) 

Observação: Nos casos 1 e 2 as somas não podem se agrupar porque as funções u1n e 

u 2n variam de uma para outra. 

Em todos os casos : 

bn(τ) = 
 2
L  

⌡
⌠

0

 L
 b(x,τ) sen( 

nπx
L  ) dx (B59) 

Para construir a solução definitiva do problema 1D das oscilações forçadas de um 

meio imerso em um fluido viscoso, bastará somar, para cada caso, as soluções 
=
u(x,t) e 

−u(x,t) obtidas. Os aqui chamados “casos” são, obviamente excludentes. Somente um 

deles estará presente em cada situação especifica; e isso dependerá de alguns parâmetros 

específicos tanto do meio que oscila quanto do meio em que ele está imerso.  

 

PROBLEMA SIMILAR COM DIFERENTES CONDIÇÕES DE CONTORNO 

 

Para o caso de se procurar a função u(x,t) que satisfaz a mesma equação (B1), porém 

com condições de contorno diferentes do tipo: 

∂  u(x,t)
∂  x

x=0 = 0  ;   t ≥ 0    (condição de extremo livre)  (B60) 

u(L,t) = 0          ;   t ≥ 0   (condição de extremo fixo) (B61) 
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e as condições iniciais: 

u(x,0) = u0(x)  ;   
∂  u(x,0)

∂  t
 = v0(x)  ;  0 ≤ x ≤ L  (B62) 

Procede-se de maneira similar ao problema anterior, a diferença será dada pelos 

autovalores e autovetores: 

λn = 





( 2n −  1)π

2L  
2

     ∀  n = 1, 2, … N  (B63) 

A forma especifica da solução geral dependerá de cada caso especifico antes 

analisado. Assim, para cada situação, tem-se: 

Caso 1) 

−u(x,t)=∑
n=1

n'−1

 e− 
cv

2 t
 





An e
ω1nt

+ Bn e
−ω1nt

 cos(
 ( 2n −  1)π  x

2L ) +

+ ∑
n=n'

∞

 e− 
cv

2
 t[ ]An cos(ω2nt) + B n sen(ω2nt)  cos(

 ( 2n −  1)π  x
2L ) (B64) 

An = 
1
L⌡



⌠

0

L
 u0(x) cos(

 ( 2n −  1)π  x
2L ) dx + 

1
ω1n L⌡



⌠

0

L
 v0(x) cos(

 ( 2n −  1)π  x
2L ) dx , (B65) 

Bn = 
1
L

⌡


⌠

0

L
 u0(x) cos(

 ( 2n −  1)π  x
2L ) dx − 

1
ω1n L⌡



⌠

0

L
 v0(x) cos(

 ( 2n −  1)π  x
2L ) dx ;   se n<n' 

  (B26) 
e  

An = 
2
L⌡



⌠

0

L
 u0(x) cos(

 ( 2n −  1)π  x
2L ) dx , (B66) 

Bn = 
cv

 ω2n L⌡


⌠

0

L
 u0(x) cos(

 ( 2n −  1)π x
2L ) dx + 

2
ω2n L⌡



⌠

0

L
 v0(x) cos(

 ( 2n −  1)π  x
2L ) dx ;  se n≥n ' 

  (B67) 

Caso 2) 

−u(x,t)=∑
n=1

n'−1

 e− 
cv

2
t






An e
ω1nt

+Bn e
−ω1nt

 cos(
 (2n−1)πx

2L )+ e
− 

cv

2
t[ ]An'+Bn' t cos(

 (2n '−1)πx
2L )+ 
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+ ∑
n=n'+1

∞

 e− 
cv

2
 t[ ]An cos(ω2nt) + Bn sen(ω2nt)  cos(

 ( 2n −  1)π x
2L )  (B68) 

An = 
1
L

⌡


⌠

0

L
 u0(x) cos(

 ( 2n −  1)π  x
2L ) dx + 

1
ω1n L⌡



⌠

0

L
 v0(x) cos(

 ( 2n −  1)π  x
2L ) dx , (B69) 

Bn = 
1
L

⌡


⌠

0

L
 u0(x) cos(

 ( 2n −  1)π  x
2L ) dx − 

1
ω1n L⌡



⌠

0

L
 v0(x) cos(

 ( 2n −  1)π  x
2L ) dx  ;   se n<n' 

  (B70) 
e  

An = 
2
L

⌡


⌠

0

L
 u0(x) cos(

 ( 2n −  1)π  x
2L ) dx , (B71) 

Bn = 
cv

 ω2n L⌡


⌠

0

L
 u0(x) cos(

 ( 2n −  1)π x
2L ) dx + 

2
ω2n L⌡



⌠

0

L
 v0(x) cos(

 ( 2n −  1)π  x
2L ) dx  ;   se n>n' 

  (B72) 
e 

An' = 
2
L⌡



⌠

0

L
 u0(x) cos(

 ( 2n' −  1)π  x
2L ) dx ,  (B73) 

Bn' = 
cv

L⌡


⌠

0

L
 u0(x) cos(

 ( 2n' −  1)π x
2L ) dx + 

2
L⌡



⌠

0

L
 v0(x) cos(

 ( 2n' −  1)π x
2L ) dx (B74) 

Caso 3) 

−u(x,t) = ∑
n=1

∞

 e− 
cv

2
 t[ ]An cos(ω2nt) + Bn sen(ω2nt)  cos(

 ( 2n −  1)π x
2L )  (B75) 

An = 
2
L

⌡


⌠

0

L
 u0(x) cos(

 ( 2n −  1)π  x
2L ) dx (B76) 

Bn = 
cv

 ω2n L⌡


⌠

0

L
 u0(x) cos(

 ( 2n −  1)π x
2L ) dx −  

2
ω2n L⌡



⌠

0

L
 v0(x) cos(

 ( 2n − 1)π x
2L ) dx  ;   ∀ n∈ N 

  (B77) 

onde ω1n = 






cv

2

2

−  




 ( 2n −  1)π c

2L

2

 e ω2n = 




 ( 2n −  1)π c

2L

2

−  






cv

2

2

 (B78) 

Para o segundo problema auxiliar tem-se: 
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Caso 1) 

=u(x,t) =∑
n=1

 n'− 1

 − 1
2ω1n

 








⌡


⌠

0

 t
 ecvτbn(τ)[ ]u1n(τ)u2n(t) − u 2n(τ)u 1n(t) dτ  cos(

 ( 2n −  1)π  x
2L ) +  

+ ∑
n=n'+1

 ∞

 1
ω2n

 








⌡


⌠

0

 t
 ecvτbn(τ)[ ]u 1n(τ)u2n(t) − u2n(τ)u1n(t) dτ  cos(

 ( 2n −  1)π x
2L )  (B79) 

Caso 2) 

=u(x,t) =∑
n=1

 n'− 1

 − 1
2ω1n

 








⌡


⌠

0

 t
 ecvτbn(τ)[ ]u1n(τ)u2n(t) − u 2n(τ)u 1n(t) dτ  cos(

 ( 2n −  1)π  x
2L ) +  

+ 








⌡


⌠

0

 t
 ecvτbn'(τ)[ ]u 1n'(τ)u2n'(t) − u2n'(τ)u 1n'(t) dτ  cos(

 ( 2n' −  1)π x
2L ) + 

+ ∑
n=n'+1

 ∞

 1
ω2n

 








⌡


⌠

0

 t
 ecvτbn(τ)[ ]u 1n(τ)u2n(t) − u2n(τ)u1n(t) dτ  cos(

 ( 2n −  1)π x
2L )  (B80) 

Caso 3) 

=
u(x,t) =∑

n=1

 ∞

 1
ω2n

 








⌡


⌠

0

 t
 e

cvτbn(τ)[ ]u 1n(τ)u 2n(t) − u2n(τ)u1n(t) dτ  cos(
 ( 2n −  1)π x

2L )

 (B81) sendo em todos os casos 

bn(τ) = 
 2
L  

⌡
⌠

0

 L
 b(x,τ) cos(

 ( 2n −  1)π  x
2L  ) dx (B82) 

 


