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Resumo da Tese apresentada �a COPPE�UFRJ como parte dos requisitos necess�arios

para a obten�c�ao do grau de Doutor em Ci�encias �D� Sc��

T�ECNICAS DE INTEGRAC� �AO REDUZIDA PARA A SIMULAC� �AO DE

PROBLEMAS N�AO�LINEARES DE TRANSPORTE PELO M�ETODO DOS

ELEMENTOS FINITOS

Claudia Mazza Dias

Novembro�
���

Orientador� Alvaro Luiz Gayoso de Azeredo Coutinho

Programa� Programa de Engenharia Civil

A simula�c�ao de processos de escoamentos misc��veis em meios porosos �e uma

das �areas de maior interesse da mec�anica computacional� O tempo de an�alise� o

custo computacional� assim como a precis�ao dos resultados s�ao seus fatores mais

relevantes� O objetivo deste trabalho �e estudar e desenvolver algumas t�ecnicas ca�

pazes de tornar a simula�c�ao de processos de escoamentos em meios porosos mais

e�ciente computacionalmente� Para este �m� utiliza�se o m�etodo dos elementos �ni�

tos� onde estuda�se o comportamento do elemento bilinear� e prop�oe�se a utiliza�c�ao

de uma t�ecnica de integra�c�ao reduzida estabilizada� de forma precisa e e�ciente na

determina�c�ao dos campos de press�oes e concentra�c�oes� �E estudada a avalia�c�ao dos

gradientes de press�oes �velocidades� no ponto de superconverg�encia� e ainda� s�ao

analisadas algumas t�ecnicas de recupera�c�ao da ordem de converg�encia do campo

de velocidades� e a utiliza�c�ao da integra�c�ao reduzida estabilizada em conjunto com

as mesmas� Apresenta�se exemplos num�ericos como a inje�c�ao de tra�cadores em

reservat�orios de petr�oleo� a simula�c�ao de processos de recupera�c�ao terci�aria e de

contamina�c�ao de aqu��feros por subst�ancias reativas e n�ao�reativas�
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Abstract of Thesis presented to COPPE�UFRJ as a partial ful�llment of the

requirements for the degree of Doctor of Science �D� Sc��

REDUCED INTEGRATION TECHNIQUES FOR SIMULATION OF

NONLINEAR TRANSPORT PROBLEMS BY FINITE ELEMENT METHOD

Claudia Mazza Dias

November�
���

Advisor� Alvaro Luiz Gayoso de Azeredo Coutinho

Department� Civil Engineering

The simulation of miscible �ow in porous media is one of the most interesting

areas of computational mechanics� Computational costs and the accuracy are its

most relevant factors� The objective of this work is to study and to develop some

techniques to increase computational performance of such simulations� We propose

the use of a stabilized reduced integration technique for bilinear quadrilateral ele�

ments� on an accurate and e�cient way� in the determination of the pressure and

concentration �elds� We study the evaluation of pressure gradients �Darcy�s veloci�

ty� at the superconvergent points� We also investigate the stabilization of reduced

integration in some current post�processing techniques� Numerical examples are

shown� such as tracer injection simulations� terciary recovery processes� and the

contamination of aquifers with reactive and non�reactive solutes�
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Cap��tulo �

Introdu�c�ao

��� Preliminares

O �exito da mec�anica computacional est�a em sua efetividade na solu�c�ao de problemas

de interesse para a sociedade e em prover um entendimento profundo dos fen�omenos

naturais e de sistemas de engenharia 
��� Dentre as diversas aplica�c�oes da mec�anica

computacional� destacamos os estudos de escoamentos em meios porosos� onde en�

contramos as aplica�c�oes em problemas relacionados �a simula�c�ao de reservat�orios de

petr�oleo� e a simula�c�ao da contamina�c�ao de aqu��feros� objetos do presente trabalho�

Existem quatro est�agios principais para a modelagem do processo de escoamento

em um meio poroso 

��

��o� Modelagem f��sica do processo de escoamento!

�
o� Formula�c�ao matem�atica do modelo f��sico� que geralmente envolve sistemas

acoplados de equa�c�oes diferenciais parciais n�ao�lineares!

��o� Modelagem num�erica� desenvolvida de forma a garantir a exist�encia� unicidade

e regularidade da solu�c�ao� O modelo num�erico deve ter precis�ao e estabilidade su�

�cientes para produzir solu�c�oes representativas do fen�omeno f��sico� sem introduzir

fen�omenos esp�urios associados ao esquema num�erico!
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��o� Programa computacional� capaz de efetuar com e�ci�encia os c�alculos necess�arios�

de forma a se obter resultados concretos para o modelo� que devem estar em acordo

com as observa�c�oes medidas dos processos f��sicos�

Atualmente� a simula�c�ao de processos de escoamentos em meios porosos �e uma

ferramenta importante na tomada de decis�oes� Isto se deve principalmente �as melho�

rias tecnol�ogicas que tornaram mais simples a simula�c�ao e a possibilidade de solu�c�oes

mais real��sticas� Desde seu in��cio na d�ecada de ��� at�e os dias atuais muitas foram

estas melhorias 
��� entre elas salientamos�

� O progresso substancial da computa�c�ao� chegando aos atuais computadores de alto
desempenho que utilizam m�ultiplos processadores em paralelo!

� O crescimento do tamanho e complexidade do modelo computacional� acompa�
nhando o crescimento da velocidade de processamento!

� Avan�cos t�ecnicos� como por exemplo� o uso de malhas �ex��veis!
� Aumento da capacidade do simulador do ponto de vista do usu�ario� incluindo in�
terfaces gr�a�cas� re�namento autom�atico da malha� etc!

� Evolu�c�ao de softwares e suporte�

Hoje em dia� as pesquisas em escoamentos em meios porosos� al�em de ter em

vista a precis�ao da an�alise� devem tamb�em observar o custo computacional� Desta

forma� o objetivo principal deste trabalho �e estudar e desenvolver t�ecnicas que pos�

sam tornar a simula�c�ao de escoamentos em meios porosos mais e�ciente computa�

cionalmente� Para tanto� utiliza�se o m�etodo dos elementos �nitos� onde analisa�se o

comportamento do elemento quadril�atero bilinear associado �a integra�c�ao reduzida�

isto �e� a integra�c�ao com um ponto de quadratura� de modo a diminuir o tempo

necess�ario para a avalia�c�ao dos termos das matrizes de elemento� respons�aveis por

grande parte do tempo de processamento�






��� O Problema da Simula�c�ao de Reservat�orios de Petr�oleo

O petr�oleo na natureza �e encontrado impregnando rochas porosas denominadas

reservat�orios� Estes em geral cont�em camadas de g�as natural� hidrocarbonetos e

�agua� e est�ao submetidos �a grandes press�oes� A perfura�c�ao de um po�co cria um

caminho para que a press�ao impulsione naturalmente o g�as� os hidrocarbonetos ou a

�agua� Este est�agio do processo de recupera�c�ao �e chamado de recupera�c�ao prim�aria�

Em reservat�orios com baixas press�oes internas� ou quando a press�ao inicial diminui

ap�os algum tempo de extra�c�ao� pode�se utilizar algumas t�ecnicas de recupera�c�ao

conhecidas como recupera�c�ao secund�aria� onde um �uido �geralmente �agua� �e inje�

tado em um po�co de modo a for�car o deslocamento do �oleo residente na dire�c�ao dos

po�cos de produ�c�ao� No entanto� atrav�es desta t�ecnica s�o �e poss��vel recuperar algo

em torno de ��" do �oleo contido no reservat�orio� Algumas t�ecnicas foram ent�ao

desenvolvidas com a �nalidade de melhorar a taxa de recupera�c�ao nestes reser�

vat�orios� Estas t�ecnicas s�ao conhecidas como recupera�c�ao terci�aria �Enhanced Oil

Recovery Technique � EOR�� Nestas� obt�em�se um escoamento misc��vel onde os pro�

cessos f��sicos e as mudan�cas de fase que acompanham o processo devem ser descritas

matematicamente� Uma das t�ecnicas de recupera�c�ao terci�aria mais utilizadas �e a

que utiliza a inje�c�ao de um componente qu��mico que se mistura aos hidrocarbonetos

residentes� formando uma fase �u��dica �unica 

��

O prop�osito da gest�ao de reservat�orios �e o controle de opera�c�oes para a obten�c�ao

da m�axima recupera�c�ao poss��vel� com base em fatos� informa�c�oes e conhecimentos�

utilizando os recursos �nanceiros� tecnol�ogicos e humanos� de forma a minimizar os

investimentos e despesas de opera�c�ao 
���

A viabilidade econ�omica de um reservat�orio �e in�uenciada pelo desempenho da

produ�c�ao sob as condi�c�oes correntes e futuras de opera�c�ao� Com a utiliza�c�ao da

simula�c�ao num�erica� �e poss��vel se obter dados quantitativos e qualitativos que po�

dem oferecer uma vis�ao mais clara do fen�omeno� e entender os processos qu��micos�

f��sicos e de escoamento que ocorrem em um reservat�orio� de forma a ser capaz de

otimizar a recupera�c�ao dos hidrocarbonetos�

�



O problema modelo para a simula�c�ao num�erica de reservat�orios geralmente evita

as complexidades envolvidas na simula�c�ao de problemas reais� enquanto exibem as

mesmas di�culdades num�ericas 
��� Uma simpli�ca�c�ao importante �e o caso onde

os componentes qu��micos se misturam formando uma �unica fase� Este modelo �e

conhecido como modelo de deslocamento misc��vel �miscible displacement�� que ser�a

tratado neste trabalho�

Boa parte dos simuladores usados na ind�ustria de petr�oleo utilizam o m�etodo

das diferen�cas �nitas 
��� apesar de suas di�culdades na representa�c�ao de geome�

trias complexas� Outros m�etodos num�ericos tamb�em s�ao utilizados neste tipo de

simula�c�ao como os m�etodos de elementos �nitos mistos 
��� onde press�ao e veloci�

dade s�ao tratadas simult�aneamente� isto �e� ambas s�ao inc�ognitas do problema� Como

para o regime permanente esta formula�c�ao conduz a matrizes n�ao positivas�de�nidas�

passou�se a utilizar t�ecnicas para superar esta di�culdade� como a t�ecnica de sepa�

ra�c�ao de vari�aveis 
��� e mais tarde a t�ecnica de hibridiza�c�ao 
��� Todos estes m�etodos

s�ao caros do ponto de vista computacional em rela�c�ao ao m�etodo de Galerkin com in�

terpola�c�oes Lagrangeanas para a press�ao� Assim� outras alternativas surgiram� como

a aplica�c�ao do m�etodo de volumes de controle 
���� entre outros 
��� �
�� Mais re�

centemente� o m�etodo dos elementos �nitos volta a ser destaque principalmente pela

sua habilidade em representar geometrias complexas� descontinuidades� melhorar a

resolu�c�ao em torno dos po�cos� entre outras vantagens� Biswas e Carey 
��� fazem

um apanhado hist�orico da modelagem do problema� Atualmente� as formula�c�oes

cl�assicas de elementos �nitos� baseadas em interpola�c�oes Lagrangeanas lineares ou

bilineares para o c�alculo das press�oes� s�ao usadas na modelagem de problemas de

escoamentos em meios porosos� incluindo a simula�c�ao num�erica de reservat�orios de

petr�oleo� como ser�a visto mais adiante�
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��� O Problema da Contamina�c�ao de �Aguas Subterr�aneas

�Aguas subterr�aneas s�ao aquelas encontradas nos sistemas aqu��feros� na chamada

zona de satura�c�ao� na qual os poros est�ao completamente preenchidos com �agua�

Armazenadas ao longo de milhares de anos� se encontram� em condi�c�oes naturais�

numa situa�c�ao de quase equil��brio� governado por ummecanismo de carga e descarga�

S�ao de imensa import�ancia para o ser humano� uma vez que �� " da �agua doce

dispon��vel na Terra encontra�se no subsolo 
����

A partir dos anos ��� a �enfase nas pesquisas sobre �aguas subterr�aneas nos pa��ses

industrializados mudou de avalia�c�ao quantitativa �abastecimento de �agua�� para

avalia�c�ao qualitativa e controle da �agua� Recentemente� o problema da contamina�c�ao

das �aguas subterr�aneas tem preocupado muitos pesquisadores 
���� As �aguas podem

ser contaminadas por res��duos industriais perigosos� chorumes de dep�ositos de lixo

urbano� derramamento de petr�oleo� uso de fertilizantes� pesticidas� herbicidas� e

ainda� por res��duos radiativos�

A movimenta�c�ao de um contaminante em um aqu��fero depende das propriedades

deste contaminante� da geologia do aqu��fero e da velocidade das �aguas� O processo

de transporte de um contaminante� assim como no caso dos tra�cadores n�ao�reativos

em reservat�orios� pode ser basicamente descrito como sendo advectivo�difusivo�

Os problemas de contamina�c�ao s�ao complexos e requerem uma abordagem inter�

disciplinar� A modelagem computacional pode ser �util na an�alise do escoamento das

�aguas� onde pode se fazer simula�c�oes de diferentes situa�c�oes e assim estimar e pre�

venir seus efeitos� Muitos modelos foram desenvolvidos usando diferentes m�etodos

num�ericos como o m�etodo das caracter��sticas 
���� m�etodo das diferen�cas �nitas� o

m�etodo dos elementos �nitos� entre outros�

O modelo adotado neste caso �e o mesmo utilizado para a simula�c�ao de reser�

vat�orios de petr�oleo� ou seja� o de escoamento de um contaminante misc��vel em um

meio poroso saturado� que requer a solu�c�ao num�erica de um sistema de equa�c�oes

diferenciais parciais� A primeira �e a equa�c�ao da press�ao� que associada �a lei de Darcy

fornece a distribui�c�ao do �uxo no meio poroso considerado� A segunda �e a equa�c�ao

�



de transporte� que descreve o processo de advec�c�ao�difus�ao� e que nos fornece a dis�

tribui�c�ao da concentra�c�ao do contaminante no decorrer do tempo� As respostas do

modelo matem�atico tamb�em dependem da qualidade dos dados de campo dispon��veis

para se de�nir os par�ametros de entrada e as condi�c�oes de contorno do problema�

��	 Escopo do Trabalho

Como as implementa�c�oes do m�etodo dos elementos �nitos utilizam com frequ�encia

a quadratura de Gauss na avalia�c�ao das integrais oriundas da formula�c�ao fraca do

problema� o custo computacional destas avalia�c�oes �e diretamente proporcional ao

n�umero de pontos de integra�c�ao utilizados� Para um elemento quadril�atero que usa

polin�omios de baixa ordem� uma integra�c�ao precisa pode ser obtida com quadratura

com 
 � 
 pontos de integra�c�ao� A integra�c�ao reduzida mostra�se uma alternativa
interessante para diminuir o custo computacional da avalia�c�ao destas integrais� No

entanto� se uma menor ordem de integra�c�ao for utilizada podem surgir oscila�c�oes

indesej�aveis devido ao fato de que o operador gradiente discreto n�ao ter controle so�

bre certos modos esp�urios conhecidos como hourglass modes� Este fen�omeno se deve

�a de�ci�encia de posto das matrizes de elemento subintegradas� e pode comprometer

a qualidade das solu�c�oes 
����

Para contornar este inconveniente� �e necess�ario que estas instabilidades sejam

controladas sem perda de e�ci�encia computacional� Algumas metodologias de es�

tabiliza�c�ao � hourglass control � j�a s�ao utilizadas� principalmente na mec�anica dos

s�olidos e problemas difusivos 
���� Recentemente� come�cam a ser utilizadas em pro�

blemas advectivos 
���� Em alguns casos a precis�ao do m�etodo estabilizado �e da

mesma ordem da quadratura de Gauss tradicional�

Em particular� o escoamento de �uidos incompress��veis� misc��veis em meios

porosos �e descrito por um sistema de equa�c�oes diferenciais parciais acoplado� Tal

sistema �e composto por um problema el��ptico� onde a velocidade relaciona�se com o

gradiente da press�ao atrav�es da lei de Darcy� e por uma equa�c�ao convectiva�difusiva

associada �a concentra�c�ao� Ser�a estudada a utiliza�c�ao de um esquema de integra�c�ao

�



reduzida capaz de avaliar de forma precisa as matrizes de elemento� e assim obter

corretamente e com grande economia �em alguns casos chegando a ��"�� os campos

de press�ao� velocidades e concentra�c�ao�

Para a discretiza�c�ao com elementos quadril�ateros bilineares ser�a testado o es�

quema desenvolvido por Belytschko e co�autores 
���� conhecido como contr�ole de

modos esp�urios via t�ecnica de perturba�c�ao� Originalmente criado para a elasticidade�

este m�etodo �e muito utilizado em problemas difusivos e recentemente vem sendo apli�

cado a problemas advectivos 
��� 
��� Neste� o controle dos modos esp�urios baseia�

se na modi�ca�c�ao do gradiente discreto� a �m de reestabelecer o posto correto das

matrizes de elemento� Mostra�se atrav�es de testes num�ericos� que o esquema de in�

tegra�c�ao �e e�ciente na determina�c�ao do campo de press�oes� possui boa converg�encia

e �e muito econ�omico quando comparado �a quadratura de Gauss tradicional� A de�

termina�c�ao do campo de velocidades �e estudada uma vez que sua determina�c�ao �e

importante principalmente nos casos onde a viscosidade do �uido injetado �e menor

do que a do �uido residente �alta raz�ao de mobilidade�� Assim� considera�se o c�alculo

das velocidades diretamente da lei de Darcy� utilizando�se o conceito de supercon�

verg�encia� O c�alculo da concentra�c�ao tamb�em utiliza a integra�c�ao reduzida estabi�

lizada de forma similar �a utilizada na determina�c�ao do campo de press�oes� desta vez

considerando o car�ater predominantemente convectivo da equa�c�ao de transporte� As

velocidades calculadas com um ponto de integra�c�ao s�ao utilizadas na obten�c�ao do

campo de concentra�c�oes�

No cap��tulo que se segue �e feito um resumo da formula�c�ao do problema de es�

coamentos misc��veis em meios porosos� Em seguida� no cap��tulo �� apresentam�se

as estrat�egias de estabiliza�c�ao para o c�alculo do campo de press�oes e de concen�

tra�c�oes� No cap��tulo � �e feita a descri�c�ao da metodologia para o c�alculo do campo

de velocidades� Em seguida� no cap��tulo � apresenta�se os experimentos num�ericos

de valida�c�ao da proposta para o problema press�ao�velocidade� Os cap��tulos � e �

trazem os experimentos em petr�oleo e �aguas subterr�aneas� respectivamente� Final�

mente� no cap��tulo �� apresentam�se as conclus�oes do trabalho� Encontra�se nos

Ap�endices uma proposta de utiliza�c�ao da integra�c�ao reduzida estabilizada em con�

�



junto com t�ecnicas de p�os�processamento que recuperam a ordem de converg�encia

do campo de velocidades 

�� 

�� A bibliogra�a utilizada �e encontrada ao �nal do

trabalho�
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Cap��tulo �

Escoamento Incompress��vel

Misc��vel em Meio Poroso Saturado

��� Equa�c�oes Governantes

Quando um �uido escoa atrav�es dos vazios interconectados e passagens de um

meio poroso� as paredes destes vazios e passagens formam pequenos t�uneis pelos

quais o �uido escoa� O estudo deste fen�omeno f��sico nesta escala� isto �e� na escala

do poro �e chamado de m�etodo microsc�opico� Devido a complexidade da micro�

geometria do meio poroso� o estudo dos detalhes do escoamento nesta escala se

torna de dif��cil execu�c�ao� Por este motivo� descreve�se o fen�oneno do escoamento

em escala macrosc�opica� O m�etodo da m�edia espacial �Spacial Average Method�



�� possibilita transferir propriedades do meio poroso do n��vel microsc�opico para o

macrosc�opico� Para tanto� considera�se um volume elementar na regi�ao do escoa�

mento� de�nido como uma part��cula do meio poroso� Ou seja� grande o su�ciente

para conter um consider�avel n�umero de part��culas s�olidas e poros� de forma que

valores m�edios de certas propriedades f��sicas possam ser obtidos sobre o dom��nio! e

pequeno o su�ciente em compara�c�ao com o dom��nio� O volume �part��cula� de�nido
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desta forma �e chamado de volume elementar representativo �Representative Ele�

mentary Volume � REV�� Desta forma� todo ponto matem�atico no meio poroso �e

associado com uma part��cula� Ent�ao� o meio poroso� constitu��do de matrizes s�olidas

e poros� pode ser considerado como um cont��nuo preenchido por tais part��culas� As�

sim� as propriedades e par�ametros relevantes s�ao tomados como fun�c�oes cont��nuas e

diferenci�aveis� evitando�se as di�culdades da microestrutura do meio poroso� Esta

aproxima�c�ao �e chamada de aproxima�c�ao macrosc�opica� N�ao se far�a distin�c�ao no

texto entre propriedades macrosc�opicas e microsc�opicas� entendendo�se que para

cada propriedade microsc�opica do �uido �seja esta escalar ou vetorial�� assume�se

uma m�edia espacial no REV� de�nindo portanto� uma propriedade macrosc�opica�

Considerando�se um meio poroso saturado �todos os poros preenchidos pelo �u�

ido�� o modelo que descreve o transporte de um �uido injetado� misc��vel no �uido

residente no meio poroso� objetiva o c�alculo ao longo do tempo das concentra�c�oes

deste �uido� isto �e� do componente qu��mico dissolvido� soluto� ou contaminante�

Neste trabalho utiliza�se a de�ni�c�ao de concentra�c�ao volum�etrica como massa de

soluto por unidade de volume da solu�c�ao �ML���� As mudan�cas nas concentra�c�oes

s�ao causadas principalmente pelos seguintes fatores� o transporte advectivo� onde

as subst�ancias dissolvidas s�ao carregadas pelo escoamento de um lugar para outro!

a dispers�ao hidrodin�amica� que combina os efeitos da difus�ao molecular e i�onica�

causada pela distribui�c�ao n�ao homog�enea do soluto no �uido� onde as mol�eculas do

soluto com alta concentra�c�ao se movem para �areas com menores concentra�c�oes at�e

formar uma distribui�c�ao uniforme� e da dispers�ao mec�anica� resultado das itera�c�oes

mec�anicas entre a fase s�olida e a fase l��quida� e da microestrutura do meio poroso�

fazendo com que as velocidades variem de magnitude e dire�c�ao� o que leva a uma

expans�ao do soluto em uma �area maior do que a atingida por simples advec�c�ao! a

dilui�c�ao nas fontes do �uido! a adsor�c�ao e troca i�onica que ocorrem na interface

entre as fases s�olida e l��quida! o decaimento radioativo� e as rea�c�oes qu��micas e�ou

biol�ogicas no �uido residente� ou entre este �ultimo e os materiais s�olidos do meio

poroso 
���� O c�alculo das concentra�c�oes requer a solu�c�ao num�erica de equa�c�oes

��



matem�aticas que descrevem o �uxo no meio poroso e o processo de transporte� As

principais equa�c�oes envolvidas s�ao a equa�c�ao da conserva�c�ao da massa e a equa�c�ao

de transporte� cujas dedu�c�oes ser�ao vistas adiante�

Considerando�se o volume elementar REV� as mudan�cas da massa l��quida� no

tempo dt� s�ao computadas como a soma das parcelas que entram �ou saem�� e da

produ�c�ao �ou elimina�c�ao� devido a rea�c�oes qu��micas ou outras raz�oes 

��� O balan�co

de massa pode ent�ao ser dado por �

� �

� t
# div ��v� � I �
���

Nesta equa�c�ao� � representa a massa espec���ca do sistema �ML���� v �

�vx� vy� vz�
T �e a velocidade de percola�c�ao do �uido �LT���� e I �e a taxa de produ�c�ao

por unidade de volume �ML��T���� Esta equa�c�ao tamb�em �e conhecida como

equa�c�ao da continuidade�

Supondo�se que o meio poroso �e saturado com um �uido homog�eneo incom�

press��vel� ent�ao�

v �
�

�
�
�
�

onde � � ��x� �y� �z�
T �e a chamada velocidade de Darcy �LT���� e � �e a porosidade

efetiva� que considera a fra�c�ao volum�etrica do �uido no REV �adimensional�� A

lei de Darcy �e uma lei b�asica da teoria de percola�c�ao� estabelecida empiricamente

por Henri Darcy em ���� 

��� Ela estabelece que o �uxo de �agua atrav�es de uma

forma�c�ao arenosa depende da �area da se�c�ao transversal desta forma�c�ao� da altura

piezom�etrica e da porosidade do meio� Assim� obtem�se a velocidade de Darcy�

�i � �Kij
� h

� xj
i� j � �� 
� � �
���

onde o tensor sim�etrico K �e conhecido como condutividade hidr�aulica �LT���� Este

par�ametro macrosc�opico depende tanto de propriedades do meio poroso quanto do

��



�uido� e pode ser escrito como�

K �
k � g

�
�
���

onde � �e a viscosidade do �uido �ML��T���� g �e a acelera�c�ao gravitacional �LT����

e k �e a permeabilidade do meio poroso� propriedade que n�ao depende do �uido e

que �e de�nida em escala macrosc�opica �L�� 

���

A altura hidr�aulica �altura est�atica ou piezom�etrica� h� �e dada por�

h � z #
p

� g
�
���

A cota z �e a altura do n��vel de refer�encia at�e o ponto �L�� p �e a distribui�c�ao

das press�oes hidroest�aticas �ML��T���� A altura hidr�aulica �e uma propriedade

macrosc�opica �L� que pode ser vista como a energia potencial na unidade de massa

do �uido no ponto� Como a movimenta�c�ao no aqu��fero �e relativamente lenta� a

energia cin�etica pode ser ignorada e h pode ser tratado como energia mec�anica total

na unidade de massa do �uido�

Assim� da rela�c�ao �
�
� e da lei de Darcy �
��� pode�se escrever�

vi � � kij
��

�
� p

� xj
# � g

� z

� xj
� i� j � �� 
� � �
���

Para um �uido homog�eneo� a equa�c�ao de press�ao pode ser obtida combinando�se

a equa�c�ao da continuidade �
��� e a equa�c�ao �
����

div �K
�h

�xi
� � Ss

� h

� t
# f i � �� 
� � �
���

Na equa�c�ao acima� f �e o termo fonte �T��� e Ss �e o armazenamento espec���co

�L���� de�nido como a fra�c�ao do volume de �agua liberada de um REV com o decl��nio

unit�ario de h�

Ss � � g 
� �� � �� # � 	� �
���

�




onde � e 	 s�ao as compressibilidades da matriz s�olida e da �agua respectivamente�

Detalhes sobre a obten�c�ao de �
���� �
��� podem ser obtidos em Marsily 

�� e em

Sun 

���

Na equa�c�ao de press�ao �
��� utilizou�se um tensor de condutividade hidr�aulica

K constante no tempo� uma vez que a viscosidade do �uido � foi considerada n�ao

dependente da concentra�c�ao� No entanto� em muitos casos pr�aticos � pode depender

da concentra�c�ao sendo ent�ao uma fun�c�ao n�ao�linear que depende de alguma rela�c�ao

emp��rica� como a seguinte rela�c�ao�

��c� �
�
� � c # M���� c

���
�r �
���

onde �r �e a viscosidade do �uido residente �ML��T���� e M �e a chamada raz�ao

de mobilidade �admensional�� de�nida como a raz�ao entre as viscosidades do �uido

residente e do soluto �s�

M �
�r
�s

�
����

A f��sica dos problemas aqui tratados depende fortemente da raz�ao de mobili�

dade� Estudos mostram que para M � � a frente de concentra�c�oes pode se tornar

�sicamente inst�avel� o que ocorre em muitos casos pr�aticos onde o soluto �e menos

viscoso do que o �uido residente �modelo de recupera�c�ao terci�aria��

O princ��pio da conserva�c�ao de massa requer que a massa l��quida do soluto que

entra �ou sai� do REV durante um certo intervalo de tempo� deve ser igual ao

ac�umulo �ou perda� da massa armazenada neste volume no mesmo intervalo de

tempo� Isto pode ser expresso para um �uido incompress��vel atrav�es da seguinte

equa�c�ao�

�

� t
�� c� #

�

� t
��b c� #

�

� xi
�� c vi� � �

� xi
��Dij

�

� xj
c� �
����

� c� f # 
 �� c # �b c� � � i� j � �� 
� �

��



Nesta equa�c�ao� c �e a concentra�c�ao do �uido injetado �soluto ou contaminante�

�ML���� c� �e o valor da concentra�c�ao nos pontos de inje�c�ao�extra�c�ao �ML���� �b

�e a densidade volum�etrica do material do aqu��fero �ML���� c �e a concentra�c�ao da

massa do soluto contido no material s�olido do aqu��fero por sor�c�ao �massa de soluto

por unidade de massa do material do aqu��fero MM���� f �e a fonte volum�etrica

�T���� 
 �e a taxa de decaimento �T��� e D �e o tensor de dispers�ao�difus�ao �L� T����

Os tr�es primeiros termos em �
���� correspondem a um balan�co de massa seme�

lhante ao da equa�c�ao �
���� O quarto termo representa as mudan�cas na concentra�c�ao

devido �a dispers�ao hidrodin�amica� e �e an�alogo ao �uxo difusivo descrito pela lei de

Fick 

��� O coe�ciente de dispers�ao�difus�ao pode ser relacionado �a velocidade do

�uxo pela equa�c�ao de Schedegger 
����

Dij � �ijmn
vm vn
kv k i� j�m� n � �� 
� � �
��
�

onde �ijmn s�ao as componentes do tensor de dispersividades �L�� Para um aqu��fero

isotr�opico� este tensor pode ser de�nido em termos de dispersividades longitudinal

e transversal� �L e �T �consideradas constantes no tempo� �L�� Al�em disso� um

coe�ciente de difus�ao isotr�opico Dm �e adicionado de forma a considerar a difus�ao

molecular e o efeito da tortuosidade do meio� Desta forma� o tensor de dispers�ao�

difus�ao D pode ser dado por 
�� 
���

D � �Dm # �T kv k� I # ��L � �T �
v � v

kv k �
����

onde I �e o tensor unit�ario�

O �ultimo termo na equa�c�ao �
���� representa o decaimento radioativo do so�

luto� usualmente expresso como a meia vida t �
�

� isto �e� o tempo necess�ario para a

concentra�c�ao cair a metade de seu valor original� ou seja�

t �
�

�
ln 




�
����

Em alguns casos� o termo de decaimento pode representar a decomposi�c�ao qu��mica

ou biodegrada�c�ao�

��



O termo com divergente da velocidade em �
���� pode ser eliminado� uma vez

que�

�

� t
�� c� � �

� c

� t
# c

� �

� t
�
����

�

� xi
�� c vi� � � vi

� c

� xi
# c

�

� xi
�� vi� i � �� 
� �

O que leva a�

�
� c

� t
#

�

� t
��b c� # � vi

� c

� xi
� �

� xi
��Dij

� c

� xj
� �
����

� f �c� � c� # �
 �c #
�b c

�
� � � i� j � �� 
� �

Esta equa�c�ao pode ser simpli�cada considerando�se o equil��brio de sor�c�ao do

soluto governado por uma isoterma de Freundlick 

��� e rea�c�oes qu��micas revers��veis

e instant�aneas de forma que o equil��brio local possa ser assumido� Ent�ao� c � kd c�

onde kd �e o coe�ciente de sor�c�ao ou distribui�c�ao �M
��L����

�

� t
��b c� � �b kd

� c

� t
�
����

De�nindo�se ainda o chamado fator de retardo Rf como�

Rf � � #
�b kd
�

�
����

A equa�c�ao �
���� se reduz a�

�
� c

� t
#

� vi
Rf

� c

� xi
� �

Rf

�

� xi
��Dij

� c

� xj
� �
����

� �

Rf
f �c� � c� # �
 c � �

que doravante ser�a chamada de equa�c�ao de transporte�

��� Problema Modelo

O modelo matem�atico a ser adotado no presente trabalho considera o escoamento

de um �uido misc��vel� incompress��vel� atrav�es de um meio poroso r��gido saturado

��



$ � IR� de contorno �$� Fazendo�se as simpli�ca�c�oes usuais em �
���� �
��� e �
����

tem�se o seguinte conjunto acoplado de equa�c�oes diferenciais parciais 
���

� Equa�c�ao da Press�ao �

div �
kij
��

rp� � q em $ � 
�� T � �
�
��

com condi�c�ao de contorno de �uxo nulo� isto �e�

v � n � � em �$ �
�
��

Para assegurar a unicidade para a press�ao imp�oe�se a normaliza�c�ao�

Z
�
p d$ � � em $ � 
�� T � �
�

�

� Equa�c�ao de Transporte �

�
�c

�t
# div��v c� � div ��Dr c� � c� f em $ � 
�� T � �
�
��

sujeitas �as condi�c�oes de contorno e inicial�

D�v�r c � n � � em �$ �
�
��

c �x� �� � c� �x� em $

onde�

divu �
� ui
�xi

i � �� 
 �
�
��

ru �

�����
�u
�x

�u
�y

����� �
�
��

Nestas equa�c�oes c� �e o valor da concentra�c�ao no instante t � �� x s�ao as coorde�

nadas cartesianas� n �e o vetor unit�ario normal �a fronteira e 
�� T � �e o intervalo de

��



tempo de interesse�

Observa�c�oes�

� � Estas equa�c�oes s�ao v�alidas desde que n�ao existam rea�c�oes qu��micas� e�ou

biol�ogicas capazes de afetar as propriedades do �uido ou do meio poroso� decai�

mento nulo� e ainda considerando�se o fator de retardo unit�ario� Este �e caso de

contaminantes n�ao reativos� e quando n�ao h�a biodegrada�c�ao 
����


 � Na equa�c�ao de transporte� o termo advectivo �e predominante na maioria dos

casos� como por exemplo� na inje�c�ao de tra�cadores em reservat�orios de petr�oleo� e

na contamina�c�ao de �aguas subterr�aneas� Problemas estes que ser�ao tratados neste

trabalho�

� � O problema modelo �e muito utilizado� principalmente na simula�c�ao de pro�

cessos de recupera�c�ao terci�aria� como ser�a visto no Cap��tulo ��

� � A equa�c�ao �
�
�� �e obtida substituindo�se a lei de Darcy na equa�c�ao da

conserva�c�ao de massa�

����� Discretiza�c�ao por Elementos Finitos

Discretiza�c�ao Espacial

Como na maioria dos casos pr�aticos� a solu�c�ao anal��tica das equa�c�oes governantes

n�ao pode ser obtida diretamente� m�etodos num�ericos s�ao utilizados� como o m�etodo

dos elementos �nitos� onde as vari�aveis principais s�ao substituidas por vari�aveis dis�

cretas� de�nidas nos n�os de uma malha de elementos �nitos 

���

� Equa�c�ao da Press�ao�

��



A formula�c�ao fraca de Galerkin do problema da press�ao ser�a ent�ao� Achar p � U �
tal que�

Z
�
�
kij
��

� r p �rwd$ �
Z
�
q w d$ � � � w � U �
�
��

Para U � fw � H��$��
R
� w d$ � �g onde w s�ao as fun�c�oes discretas de pon�

dera�c�ao�

Dividindo�se o dom��nio $ em uma malha de nel elementos �nitos� de forma que�

$ �
nel	
e��

$e ! $e
i



$e
j � 	 i 
� j� i� j � �� ���� nel �
�
��

onde o super��ndice e indica o e��esimo elemento da malha e o sub��ndice h indica a

discretiza�c�ao de elementos �nitos� Assim tem�se Uh � fwh � U ! we
h � Pk�$

e�g�
onde Pk�$

e� �e o conjunto dos polin�omios de�nidos em $e com grau menor ou igual

a k� e a aproxima�c�ao usual de elementos �nitos para a press�ao ser�a�

ph �
nnosX
i��

piNi �
�
��

onde nnos �e o n�umero total de n�os da malha e Ni s�ao as fun�c�oes de interpola�c�ao

Lagrangeanas usuais para o elemento bilinear�

Ni �
�

�
�� # � �i� �� # 
 
i� i � �� ���� � �
����

de�nidas no dom��nio de refer�encia 

 � ��� 
 � ��� 
� � ��� � � ���

A formula�c�ao cl�assica do m�etodo de Galerkin para a equa�c�ao da press�ao �
�
��

leva �a seguinte formula�c�ao de elementos �nitos�

pi

Z
�
�
kij
��

rNi� � rNj d$ �
Z
�
f Ni d$ � � i� j � �� ���� � �
����

Esta formula�c�ao pode ser escrita na forma matricial�

Sp � q �
��
�

��



onde p cont�em as press�oes nodais inc�ognitas� q cont�em os termos independentes� e

a matriz S �e a chamada matriz de rigidez global� Pode�se mostrar que S �e sim�etrica

e positiva�de�nida� De forma usual� S e q s�ao obtidas a partir das contribui�c�oes dos

elementos� de forma que�

S �
nelX
e��

Se q �
nelX
e��

qe �
����

onde Se e qe t�em como componentes� respectivamente�

Se
ij �

Z
�e
rNi

kij
��

rNj d$ qei �
Z
�e

Ni q d$ i� j � �� ���� � �
����

� Obten�c�ao do Campo de Velocidades�

Sabe�se que o c�alculo das velocidades diretamente da lei de Darcy leva a uma

taxa de converg�encia inferior a obtida para as press�oes� e al�em disso satisfaz fraca�

mente �as condi�c�oes de �uxo nulo� Ser�ao examinadas no Cap��tulo � algumas t�ecnicas

que podem ser utilizadas para melhorar a qualidade da aproxima�c�ao do campo de

velocidades�

� Equa�c�ao de Transporte�

A equa�c�ao de transporte �e advectiva�difusiva� Sendo assim� oscila�c�oes num�ericas

podem ocorrer se for usada a formula�c�ao cl�assica de Galerkin� principalmente em

problemas fortemente advectivos� Por este motivo� utiliza�se a formula�c�ao SUPG

�Streamline Upwind Petrov�Galerkin � 

��� que utiliza fun�c�oes peso descont��nuas�

onde �as fun�c�oes peso de Galerkin� s�ao somadas perturba�c�oes que atuam na dire�c�ao

das linhas de corrente� levando a solu�c�oes menos oscilat�orias� Este m�etodo atual�

mente �e muito usado em problemas de advec�c�ao dominante�

A difus�ao na dire�c�ao das linhas de corrente introduzida pela formula�c�ao SUPG

n�ao �e su�ciente para se obter um esquema mon�otono e ent�ao� uma difus�ao adicional

��



transversal �as linhas de corrente� pode ser necess�aria� O m�etodo de Codina 

��

mant�em inalterada a difus�ao na dire�c�ao das linhas de corrente� enquanto modi�ca

apenas a difus�ao transversal �as mesmas �CD � Crosswind Dissipation�� Isto �e feito

com o objetivo de satisfazer a duas condi�c�oes� evitar um amortecimento excessivo

�overdamping�� e ser pequeno nas regi�oes onde os efeitos advectivos n�ao s�ao impor�

tantes� Assim� um novo termo� proporcional ao res��duo no interior do elemento deve

ser somado �a formula�c�ao� Tem�se ent�ao a seguinte formula�c�ao fraca aproximada

para o problema posto pelas equa�c�oes �
�
�� e �
�
�� 
����

B�wh� ch� #
nelX
e��

Z
�
� vhrwh �L�ch� � c�h f� d$ # �
����

#
nelX
e��

Z
�
�crwh � vh � rch d$ � L�wh�

onde�

B�wh� ch� �
Z
�
wh L�ch� d$ �
����

L�wh� �
Z
�
wh c

�
h f d$ �
����

s�ao os termos de Galerkin� enquanto que o termo envolvendo o primeiro somat�orio

representa a parcela de estabiliza�c�ao do m�etodo SUPG� e o segundo somat�orio corres�

ponde ao operador de captura de descontinuidades� O operador L�ch� �e calculado

como�

L�ch� � �
�ch
�t

� div��Drch� # div��vh ch� �
����

O par�ametro � �e calculado como em Brooks e Hughes 

���

� �
�e he


 jjvjj �
����

onde�

�e � min �
Pe

�
� ��

Pe �
jjvjj he

D

�
����

he � 

jjvjj
jjvN jj hN


�



O par�ametro �e �e a fun�c�ao upwind� Pe �e o n�umero de P�eclet e h
e �e o comprimento

caracter��stico do elemento e� O sub���ndiceN indica a proje�c�ao no plano de refer�encia

em coordenadas naturais �
� �� 
����

J�a o par�ametro �c� que multiplica a parcela do operador de captura de descon�

tinuidades �e calculado por 
��� �
��

�c � �e
c h

e
��

jjL�ch� � c�h f jj

 jjrchjj �
����

onde�

�e
c � min �

Pe��

�
� ����

Pe�� �

������v�������� he��

D �
��
�

he�� � 


������v��������
jjvN jj hN

O sub��ndice �� indica a proje�c�ao na dire�c�ao paralela a rc� J�a o tensor v usado em
�
���� �e dado por�

v � I � �

jjvjj� v � v �
����

Note que para o operador de captura CAU �Consistent Approximate Upwind�


���� v � I�

Substituindo�se a aproxima�c�ao de elementos �nitos para a concentra�c�ao�

ch �
nnosX
i��

ciNi �
����

na equa�c�ao �
����� chega�se �a formula�c�ao de elementos �nitos� que pode ser escrita

na forma matricial�

M �c # Kc � f �
����


�



onde�

M � Mc # Mpg �
����

K � Ka # Kd # Kpg #Kcd

Nestas equa�c�oes� M �e a matriz de massa� formada pelas soma das parcelas con�

sistente Mc e de corre�c�ao de Petrov�Galerkin Mpg� K �e a matriz dos coe�cientes�

formada pela soma das parcelas referentes �a advec�c�ao� �a difus�ao� Petrov�Galerkin e

captura de descontinuidades� de sub��ndices a� d� pg� cd� respectivamente� O vetor c

cont�em as concentra�c�oes inc�ognitas nodais� e f prov�em da contribui�c�ao dos graus de

liberdade prescritos de concentra�c�ao� O super��ndice � % � indica a diferencia�c�ao no

tempo� Como no caso da equa�c�ao da press�ao� tais matrizes tamb�em s�ao obtidas a

partir da contribui�c�ao dos elementos� de forma que para o e��esimo elemento temos

as seguintes componentes�

M e
cij
�
Z
�e
�Ni � Nj d$ i� j � �� ���� � �
����

M e
pgij

�
Z
�e

� �rNi � vNj d$

Ke
dij
�
Z
�e
�rNi Dij rNj d$

Ke
aij
�
Z
�e
�Ni v � rNj d$ i� j � �� ���� � �
����

Ke
pgij

�
Z
�e

� �rNi � v � v � rNj d$

Ke
cdij

�
Z
�e

�crNi � v � rNj d$

As matrizes �
����� �
���� e �
���� s�ao calculadas geralmente utilizando�se inte�

gra�c�ao num�erica de Gauss� Esta regra de quadratura necessita de um certo n�umero

de pontos de integra�c�ao su�cientes para computar exatamente uma dada integral


���� No caso de elementos bilineares� a quadratura de Gauss necessita de 
 � 


pontos de quadratura� O Cap��tulo � tratar�a da chamada integra�c�ao reduzida� onde

se utiliza apenas � ponto na avalia�c�ao das integrais�







�E importante notar que a matriz de massa consistente Mc �
���� �e calculada de

forma n�ao usual� analiticamente como�

Mc �
Z
�e
�NT N d$ �
����

�
�

���
�

���������������

��r� # rA� 
�r� # rB� r� 
 r� # rC

��r� # rD� 
r� � rC r�

��r� # rE� 
r� � rB

sim ��r� � rD�

���������������
onde�

r� � 
�x�� y�� � x�� y���

rA � x���y�� # y��� � y���x�� # x���

rB � �x�� # x��� �y�� # y��� � �y�� # y��� �x�� # x��� �
����

rC � �x�� � x��� �y�� # y��� � �y�� � y��� �x�� # x���

rD � x���y�� # y��� � y���x�� # x���

rE � y���x�� # x��� � x���y�� # y���

e� xij � xi � xj! yij � yi � yj�

Discretiza�c�ao Temporal

Aproximando�se a derivada no tempo pela regra trapezoidal generalizada�

%c �
cn	� � cn

� t
�
����

tem�se o seguinte algoritmo preditor�multicorretor para o avan�co no tempo de n a

n # ��


�



Inicializa grandezas

p�
n	� � pjn ! v�n	� � vjn

c�n	� � cjn ! %c�n	� � %cjn

Para� i � �� �� 
� ����� fa�ca�

Resolve a equa�c�ao da Press�ao�

S �cin	��p
i	�
n	� � qn	�

Calcula as velocidades�

vi	�n	� � � kij
��
rpi	�n	�

Resolve a equa�c�ao de Transporte�

M�
n	� %c

i	�
n	� � Ri	�

n	�

onde�

M�
n	� � M # � tK

Ri	�
n	� � fn	� � M� %cin	�� %c

i
n	� �K�vi	�n	�� p

i	�
n	�� c

i
n	�� c

i
n	�

Atualiza grandezas�

ci	�n	� � cin	� # � t %ci	�n	�

%ci	�n	� � %cin	� #  %ci	�n	�

Fim�

Nestas express�oes�  t �e o passo de tempo da an�alise�  %c �e a varia�c�ao da derivada

da concentra�c�ao� e � �e o par�ametro de controle da estabilidade e precis�ao na inte�

gra�c�ao no tempo� Neste trabalho adotou�se � � �
�
� o que leva a um m�etodo impl��cito

incondicionalmente est�avel para o problema de transporte 

��� Vale ressaltar que

quando � � �� tem�se o mesmo esquema utilizado em 
���� escrito na forma preditor�

multicorretor�


�



O processo iterativo continuar�a at�e que seja atingido um crit�erio de converg�encia

baseado na medida do erro n�ao linear �NL�
�
�� que �e avaliado empregando�se me�

didas de erro das vari�aveis de interesse� ou seja�

eNL
p �

kpi	�n	� � pin	�k
kpi	�n	�k

eNL
v �

kvi	�n	� � vin	�k
kvi	�n	�k

eNL

c �

k �ci	�n	�k
k�ci	�n	�k

�
��
�

eNL
R �

kRi	�
n	�k

kRi
n	�k

eNL
E �

�
� �ci	�n	��

T Ri	�
n	�

� �cin	��
T Ri

n	�


 �

�

onde eNL
p � eNL

v e eNL

c s�ao os erros da press�ao� velocidades e derivada no tempo da

concentra�c�ao� respectivamente� J�a eNL
R �e a medida de erro do balan�co de massa da

equa�c�ao de transporte e eNL
E o erro do operador discreto na norma de energia�

A converg�encia ser�a alcan�cada quando�

eNL
p

ptol
� � �
����

eNL
v

vtol
� � �
����

eNL � max

�
eNL

c

%ctol
�
eNL
R

Rtol
�
eNL
E

Etol



� � �
����

O sub���ndice tol refere�se a valores de toler�ancia �geralmente �"�� Se a condi�c�ao

�
���� ou a condi�c�ao �
���� �e satisfeita� press�ao e velocidade permanecer�ao inaltera�

das nas itera�c�oes n�ao�lineares e o algoritmo atualizar�a somente as concentra�c�oes� Se

somente uma �unica itera�c�ao for feita� o esquema �e dito impl��cito�sequencial 
��� onde

as aproxima�c�oes da press�ao e da velocidade s�ao tratadas de forma desacoplada da

equa�c�ao de transporte� Assim� resolve�se a equa�c�ao de press�ao� em seguida avalia�se

as velocidades no centr�oide do elemento atrav�es da aplica�c�ao da Lei de Darcy� e


�



ent�ao �e resolvida a equa�c�ao de transporte em cada passo de tempo 
����

Devido �a forte n�ao�linearidade do sistema acoplado de equa�c�oes� torna�se inte�

ressante a utiliza�c�ao de uma estrat�egia autom�atica de sele�c�ao do passo de tempo� de

forma a se obter uma melhoria na estabilidade do sistema� Neste trabalho� utiliza�se

o controlador PID �Proportional� Integral and Derivative Feedback� para a sele�c�ao

do passo de tempo 
�
�� controlando�se a condi�c�ao de CFL �n�umero de Courant�

Friedrichs�Levy�� local 
���� ou seja�

CFL �
kvek
he

 te �
����

assim�

CFLn	� �
�
en��
en

�kP �
tol

en

�kI
�

e�n��
en en��

�kD

CFLn �
����

Os par�ametros livres kP � kI e kD s�ao ajustados de forma a minimizar o esfor�co

computacional� Estudos param�etricos para a escolha destes par�ametros podem ser

encontrados em Coutinho e Alves 
�
�� Com base nestes estudos adota�se neste

trabalho os seguintes valores� kP � ����� kI � ����� e kD � ����� A medida de

erro e �e calculada como�

e � max�ep� ev� ec� e 
c� �
����

onde ep� ev� ec e e 
c s�ao as mudan�cas normalizadas das press�oes� velocidades� concen�

tra�c�oes e derivadas no tempo das concentra�c�oes� respectivamente� Estes par�ametros

s�ao calculados como�

ep �
kpn	� � pnk
kpn	�k tolp

ev �
kvn	� � vnk
kvn	�k tolv �
����

ec �
kcn	� � cnk
kcn	�k tolc

e 
c �
k�cn	� � �cnk
k�cn	�k tol 
c


�



onde as toler�ancias tolp� tolv� tolc� e tol 
c geralmente variam de ���� a ��
��

O passo de tempo �e calculado impondo�se a condi�c�ao de CFL �a malha�

 t � min� te� � min

�
CFLn	� h

e

kvk
�

�
����

Utiliza�se ainda limitadores com a fun�c�ao de previnir um crescimento exage�

rado �CFLmax� ou uma redu�c�ao exagerada �CFLmin� do passo de tempo� Se o

valor de e calculado n�ao for aceit�avel� o passo de tempo �e rejeitado e um novo

crit�erio �e adotado como max��� �CFLn� CFLmin�� Este procedimento se repete

at�e que se obtenha um valor aceit�avel� Outra observa�c�ao importante diz respeito

�a converg�encia das itera�c�oes n�ao�lineares� Caso ocorra uma taxa de converg�encia

baixa� rejeita�se o passo de tempo e retoma�se o c�alculo com um passo de tempo

menor� Desta forma� melhora�se a taxa de converg�encia das itera�c�oes n�ao�lineares�

economizando�se tempo de processamento�

Para a solu�c�ao dos dois sistemas de equa�c�oes presentes na etapa de multicorre�c�ao�

utiliza�se t�ecnicas especiais de solu�c�ao de sistemas� Para a solu�c�ao da equa�c�ao da

press�ao utiliza�se o m�etodo dos gradientes conjugados precondicionado �Precondi�

tioned Conjugate Gradient � PCG� por ser efetivo para uma matriz de coe�cientes

sim�etrica positiva�de�nida como S� J�a na obten�c�ao da concentra�c�ao adotou�se o al�

goritmo GMRES �Generalized Minimal Residual� 
��� mais indicado para uma ma�

triz n�ao�sim�etrica como �e o caso das matrizes do sistema de equa�c�oes de transporte�

Ambos algoritmos utilizam pr�e�condicionadores elemento por elemento �EBE� do

tipo Gauss�Seidel 
���� Estes �ultimos� visam aumentar o desempenho dos m�etodos

iterativos� transformando cada sistema de equa�c�oes em outro equivalente de mesma

solu�c�ao por�em com propriedades espectrais mais favor�aveis� de forma simples e com

baixa demanda de armazenamento� O pr�e�condicionamento �e ent�ao introduzido

modi�cando�se os sistemas �
��
� e �
���� da seguinte forma�

B�� A u � B�� b �
����

L�� A U�� y � L�� b �
��
�


�



onde� y � Uu� e a forma particular das matrizes de pr�e�condicionamento B� L�

e U s�ao baseadas na decomposi�c�ao de Gauss�Seidel das matrizes de elemento regu�

larizadas� Os operadores A� A� os vetores inc�ognitos u� u e os vetores de termos

independentes b� b s�ao de�nidos como�

A � W��

� S W��

� ! A � W
��

� M� W
��

�

b � W� �

� f ! b � W
� �

� R �
����

u � W
�

� p ! u � W
�

� r %c

Para as matrizes de escalonamento�W � diag �S� e W � diag �M��� as matrizes

de pr�e�condicionamento podem ent�ao ser de�nidas como�

B�� �
nelY
e��

fLe g �
�Y

e�nel

n
L

eT
o

�
����

L�� �
nelY
e��

L
e �
����

U�� �
�Y

e�nel

U
e �
����

onde Le e U e s�ao calculadas a partir das matrizes de elemento escalonadas� conforme

sugerido por Winget e Hughes 
���� ou seja�

L
e # L

eT � Ae # I �
����

L
e # U

e � A
e
# I

As multiplica�c�oes matriz�vetor s�ao calculadas a n��vel de elemento como�

A u �
nelX
e��

Ae ue A u �
nelX
e��

A
e
ue �
����

onde Ae e A
e
s�ao as matrizes de elemento e ue e ue s�ao os vetores das componentes

de u e u restritas aos graus de liberdade do elemento� As opera�c�oes em �
����

e �
���� s�ao implementadas como a retrosubstitui�c�ao e a substitui�c�ao para frente

usando as matrizes de elemento de�nidas em �
�����


�



Cap��tulo �

Estrat�egia de Estabiliza�c�ao para

Advec�c�ao�difus�ao

Como foi visto no cap��tulo anterior� na solu�c�ao de problemas advectivos�difusivos

pelo m�etodo dos elementos �nitos� surgem integrais que podem ser avaliadas

utilizando�se uma regra de integra�c�ao num�erica� geralmente a quadratura de Gauss�

O custo computacional da avalia�c�ao destas integrais �e proporcional ao n�umero de

pontos de integra�c�ao utilizados� Para se obter elementos com melhor desempenho�

particularmente em problemas de grande escala� pode�se subintegrar o elemento

para tornar a sua avalia�c�ao mais r�apida� Por�em� a subintegra�c�ao� ou integra�c�ao

reduzida� requer estabiliza�c�ao devido �a possibilidade de surgimento de oscila�c�oes

esp�urias conhecidas como modos hourglass� modos cinem�aticos ou modos de energia

nula 
���� O controle destes modos �e t�opico de interesse de muitas pesquisas que

visam a utiliza�c�ao segura da integra�c�ao reduzida 
��� ��� �
��

A subintegra�c�ao n�ao �e muito popular na literatura acad�emica� mas �e muito uti�

lizada na ind�ustria 
���� Atualmente� a integra�c�ao reduzida vem sendo utilizada com

sucesso� principalmente em problemas de mec�anica dos s�olidos� cascas e problemas

predominantemente difusivos� Mais recentemente vem sendo utilizada em problemas


�



advectivos�difusivos 
��� 
��� Antes de descrever�se a metodologia de estabiliza�c�ao

adotada neste trabalho� ser�a feito um resumo te�orico sobre o elemento quadril�atero

e as consequ�encias da integra�c�ao reduzida�

��� O Elemento Quadril�atero Bilinear

O elemento quadril�atero de � n�os �e de�nido na Figura ���� onde se pode observar

o dom��nio do elemento no sistema f��sico de coordenadas �x� y�� e no sistema de

refer�encia� de coordenadas �
� ���

4

1

2

3

1 2

34

ξ

η

x

y

Figura ���� Dom��nio do Elemento nos Sistemas F��sico e de Refer�encia

O mapeamento ou transforma�c�ao do dom��nio f��sico para o dom��nio de refer�encia�

�e dado por�

xI �
�X
i��

Ni xIi � NxI I � �� 
 �����

onde�

N �

�
N� N� N� N�




xT� � xT �

�
x� x� x� x�

�
���
�

xT� � yT �

�
y� y� y� y�

�

��



para xi� yi coordenadas nodais� e Ni fun�c�oes de forma �
���� escritas no sistema de

refer�encia�

A matiz Jacobiana da transforma�c�ao de coordenadas ����� �e dada por�

J �

�����
�x
��

�y
��

�x
��

�x
��

����� �����

com determinante�

jJj � �

�

x�� y�� # x�� y�� # �x�� y�� # x�� y��� 
 # �x�� y�� # x�� y��� �� �����

onde� xij � xi � xj� e yij � yi � yj�

A matriz representando o gradiente discreto B� �e ent�ao dada por�

B �

���������
�Ni

�x

�Ni

�y

��������� �
�

jJj

�����
�y
��

� �y
��

� �x
��

�x
��

�����
���������

�Ni

��

�Ni

��

��������� i � �� ���� � �����

onde�

�x

�

�
�

�

�X
i��

xi 
i �� # ��i�

�x

��
�
�

�

�X
i��

xi �i �� # 

i� �����

�y

�

�
�

�

�X
i��

yi 
i �� # ��i�

�y

��
�
�

�

�X
i��

yi �i �� # 

i�

Como as mesmas fun�c�oes de forma Lagrangeanas �
���� s�ao usadas tanto para a

interpola�c�ao das vari�aveis principais �
�
�� e �
����� como para o mapeamento ������

o elemento �e dito isoparam�etrico� E ainda� tanto as interpolantes como o mapea�

mento s�ao bilineares em �
� ���

��



Demonstra�se 
��� que elementos isoparam�etricos s�ao linearmente completos e

consistentes� e representam exatamente campos lineares� Ent�ao� quando os valores

nodais s�ao prescritos por um campo linear� a interpolante tamb�em �e um campo

linear e suas derivadas s�ao constantes no elemento� O chamado patch test� que exa�

mina a estabilidade e a converg�encia do elemento� ser�a satisfeito�

Para que um elemento possa ser usado com seguran�ca �e preciso ainda que o

posto da matriz global tenha um valor adequado� Se seu posto for pequeno demais�

a matriz global poder�a ser singular ou quase singular� e assim� poder�a exibir mo�

dos singulares esp�urios� Se seu posto for grande demais� poder�a n�ao convergir ou

convergir lentamente� Uma matriz �e dita de�ciente de posto quando seu posto �e

menor do que seu posto pr�oprio� ou seja� a diferen�ca entre a dimens�ao da matriz e

o n�umero de modos de corpo r��gido� Assim� por exemplo� a matriz global S� obtida

com quadratura de Gauss 
� 
 �� pontos de integra�c�ao�� tem posto igual a �� que
�e o mesmo valor de seu posto pr�oprio� logo n�ao �e de�ciente de posto� A de�ci�encia

de posto pode causar di�culdades a menos que seja corrigida� Sendo assim� ser�ao

vistos �a seguir� aspectos da integra�c�ao reduzida e suas consequ�encias no tocante ao

posto das matrizes envolvidas�

��� A Integra�c�ao Reduzida e suas Consequ�encias

Na obten�c�ao das matrizes de elemento pode ser grande a complexidade dos ter�

mos envolvidos� Estas integrais podem ser t�ao complexas que suas solu�c�oes exatas

muitas vezes se tornam imposs��veis de serem obtidas� Uma exce�c�ao not�avel �e a

matriz de massa �
���� mostrada no cap��tulo anterior� Nestes casos� uma avalia�c�ao

num�erica aproximada destas integrais �e utilizada� transformando a integra�c�ao em

um somat�orio de termos envolvendo o integrando� avaliados em pontos espec���cos

do dom��nio� e multiplicados por uma pondera�c�ao apropriada 
���� Sendo assim� uma

�




integral pode ser avaliada numericamente como�

I �
Z �

��

Z �

��
G�
� �� d
 d� ��

nintX
l��

nintX
l��

G�
l� �l�wlwl �����

onde �
l� �l� denotam a posi�c�ao dos pontos onde a solu�c�ao exata pode ser determi�

nada� e wl s�ao os pesos da integra�c�ao num�erica�

Chama�se integra�c�ao completa a uma quadratura num�erica su�ciente para com�

putar exatamente uma dada integral� A quadratura de Gauss necessita de 
 � 

pontos de integra�c�ao �nint � 
� para avaliar exatamente a integral ������ para um

elemento quadril�atero bilinear� J�a a chamada integra�c�ao reduzida se refere a uma

quadratura de ordem inferior� Quando se utiliza � �um� �unico ponto de quadratura

em elementos quadril�ateros� toma�se este ponto na origem do sistema de refer�encia�

onde 
 � � � � �centr�oide do elemento�� Como consequ�encia imediata� o determi�

nante da matriz Jacobiana ����� se reduz a�

jJj � A

�
�����

onde A �e a �area do elemento�

Podemos ent�ao avaliar o operador diferencial B ����� no centr�oide do elemento�

B�IR� �

���������
bT�

bT�

��������� �����

onde�

bT� �
�


A

�
y�� y�� y�� y��

�
������

bT� �
�


A

�
x�� x�� x�� x��

�

��



Assim� podemos utilizar os resultados ����� e ����� para obter a matriz de ele�

mento Ke �
���� avaliada com um ponto de quadratura� Tem�se ent�ao as seguintes

parcelas de Ke subintegradas � de sub��ndice �IR���

Ke
d �IR� � A�biD bTj i� j � �� 
 ������

Ke
a �IR� �

A

�
� t �vi b

T
i � i � �� 
 ����
�

Ke
pg �IR� � A� � �bj vj vi b

T
i � i� j � �� 
 ������

Ke
cd �IR� � A�c �bj vb

T
i � i� j � �� 
 ������

onde� tT �

�
� � � �

�
�

Os resultados acima tamb�em se aplicam �a equa�c�ao de press�ao �
����� j�a que

Se �e semelhante a Ke
d� diferindo apenas na parte constitutiva� Al�em disso� M

e
pg �e

semelhante a Ke
a� trocando�se linhas por colunas� As matrizes acima s�ao de�cientes

de posto� j�a que o posto de Ke �igual a 
� �e menor do que seu posto pr�oprio �igual a

��� e por esta raz�ao� podem ocorrer oscila�c�oes esp�urias� De fato� tomando�se como

exemplo o campo de press�oes� se �zermos�

p � h �

�����������������������������

�

� �

�

� �

�����������������������������
������

Veri�ca�se que�

bT� h � � ������

bT� h � �

Como consequ�encia�

B�IR� h � � ������

��



Logo� quando o campo de press�oes p for dado por h� q � � em �
��
�� Em

elasticidade� um deslocamento nodal que apesar de n�ao ser um movimento de corpo

r��gido resulta em uma deforma�c�ao nula no elemento �e um modo singular esp�urio�

Para elementos retangulares� os modos de deforma�c�ao resultantes se assemelham

a ampulhetas� o que deu origem ao nome modos hourglass 
��� �ver Figura ��
��

Quando as contribui�c�oes dos elementos s�ao acumuladas globalmente� a matriz global

se torna singular� ou quase singular� e as solu�c�oes s�ao oscilat�orias� exibindo modos

esp�urios� Uma maneira de controlar o surgimento destes modos �e aumentar o posto

das matrizes sem contudo comprometer a consist�encia do elemento isoparam�etrico�

Isto pode ser feito de diversas maneiras� como por exemplo� atrav�es do chamado

m�etodo de controle dos modos esp�urios via t�ecnica de perturba�c�ao�

ξ

η

ξ

η

Figura ���� Modos Hourglass

��� M�etodo de Controle de Modos Esp�urios via T�ecnica de

Perturba�c�ao

Este m�etodo consiste basicamente na modi�ca�c�ao do gradiente discreto a �m de

recuperar�se o posto das matrizes de elemento subintegradas 
���� Assim� ao opera�

dor discreto B�IR� �e adicionado um vetor � de modo que Ke passar�a a ter posto

��



igual a �� Tem�se ent�ao�

eB �

�������������������

bT�

bT�

�T

�������������������
������

Para se obter o vetor � utiliza�se algumas propriedades especiais de eB�

� � Os vetores bi s�ao biortogonais a xj�

Veri�ca�se que�

bTi xj � �ij i� j � �� 
 ������

onde �ij �e a fun�c�ao delta de Kronecker�


 � O vetores bi� t e h s�ao linearmente independentes�

Veri�ca�se as seguintes propriedades de ortogonaliza�c�ao�

bTi t � �

bTi h � � i � �� 
 ���
��

tT h � �

A partir destas propriedades� demonstra�se que bi� t e h s�ao linearmente inde�

pendentes 
����

Com estas duas propriedades do gradiente discreto �e poss��vel construir � como

combina�c�ao linear dos vetores bi� t e h�

� � 	� b� # 	� b� # 	� h # 	� t ���
��

��



onde as constantes 	i s�ao determinadas atrav�es da seguinte condi�c�ao de consist�encia

linear�

�T ulin � � 
 �T ��� t # �� x # �� y� � � ���

�

onde ulin �e um campo linear qualquer�

Sendo assim� de ���
�� e ���

� vem�

�� �	� b
T
� t # 	� b

T
� t # 	� h

T t # 	� t
T t� #

�� �	� b
T
� x # 	� b

T
� x # 	� h

T x # 	� t
T x� # ���
��

�� �	� b
T
� y # 	� b

T
� y # 	� h

T y # 	� t
T y� � �

Usando�se as propriedades ������ e ���
���

	� t
T t � � 	� � �

	� # 	� h
T x � � ���
��

	� # 	� h
T y � �

Substituindo�se ���
�� em ���
�� vem�

� � 	� 
h � �hT x�b� � �hT y�b� � ���
��

Como � �e ortogonal a todo campo linear� 	� permanece indeterminado�

Tomando�se 	� �
�
A
�

� �
�

A

h � �hT x�b� � �hT y�b� � ���
��

�E poss��vel veri�car que�

�T x � �T y � �T t � � ���
��

�T h � A

Assim� o posto do gradiente discreto eB �e igual a � e como consequ�encia a matriz
de elemento n�ao ser�a mais de�ciente de posto� Este procedimento equivale a somar

��



�a matriz subintegrada� uma matriz de estabiliza�c�ao� de sub��ndice �ESTAB�� Isto

pode ser feito� substituindo�se B por eB� de forma que cada um dos termos de Ke

pode ser dado pela soma�

Ke � Ke
�IR� # Ke

�ESTAB� ���
��

onde� Ke
�IR� �e dada pelas equa�c�oes ������ a ������� enquanto que K

e
�ESTAB�� �e dada

por�

Ke
d �ESTAB� � ��D �T

Z
�e
��i ��i d$ i � �� 
 ���
��

Ke
a �ESTAB� � �bj vi �

T
Z
�e
x�j ��i d$ i� j � �� 
 ������

Ke
pg �ESTAB� � � �� v � v �T

Z
�e
��i ��i d$ i � �� 
 ������

Ke
cd �ESTAB� � �c � v �

T
Z
�e
��i ��i d$ i � �� 
 ����
�

onde � � �
�
A
 �� Estas parcelas de estabiliza�c�ao tamb�em podem ser obtidas da

formula�c�ao fraca utilizando�se um funcional de Hu�Washizu 
��� 
���

Note que para o c�alculo do res��duo no interior do elemento L�ch�� toma�se os

termos avaliados no centr�oide� Desta forma� este termo tamb�em deve ser estabilizado

atrav�es de uma corre�c�ao semelhante �a empregada em Ke� onde novamente substitui�

se B por eB�
L�ch� � �

�ch
�t

# � vi eB ch � �

�xi
��Dij

eB ch� ������

Nas equa�c�oes ���
�� a ����
�� as integrais constituem os chamados par�ametros

de estabiliza�c�ao� de forma que�

�� � �
Z
�e
xj ��i d$ �para advec�c�ao� i� j � �� 
 ������

�� � �
Z
�e
��i ��i d$ �demais casos�

��



E assim� o coe�ciente livre � nos d�a a possibilidade de ajuste de precis�ao dos

resultados� Quando � � �� Ke ser�a exata para malhas de elementos retangulares

e paralelogramos� Em Dias e Coutinho 

�� encontra�se uma compara�c�ao entre as

matrizes obtidas atrav�es do m�etodo de estabiliza�c�ao para diferentes valores de � e as

correspondentes mol�eculas de diferen�cas �nitas� O c�alculo detalhado dos par�ametros

encontra�se em Mallet et al� 
��� e Dias e Coutinho 

��� e podem ser obtidos a partir

de um princ��pio variacional de Hu�Washizu�

Observa�se que na determina�c�ao das matrizes de elemento para a equa�c�ao de

transporte utilizando�se a integra�c�ao com 
 � 
 pontos de quadratura� se faz

necess�aria a obten�c�ao de � matrizes �Ke
d� K

e
a� K

e
pg e K

e
cd� avaliadas nos � pontos

de integra�c�ao� o que totalizam �� avalia�c�oes de matrizes� J�a com a utiliza�c�ao da

integra�c�ao reduzida� estas mesmas matrizes s�ao avaliadas no centr�oide do elemento

e estabilizadas� totalizando � avalia�c�oes de matrizes� o que a princ��pio diminui a

metade o n�umero de opera�c�oes� Mas� como neste caso todos os termos das matrizes

s�ao conhecidos explicitamente� espera�se um ganho sobre a integra�c�ao 
 � 
 ainda
superior caso sejam computados na implementa�c�ao somente os termos diferentes en�

tre si� Desta forma� o elemento quadril�atero passa a ser mais competitivo� exibindo

as mesmas vantagens computacionais do elemento triangular� ou seja� todas as ma�

trizes de elemento podem ser avaliadas em um �unico loop que pode ser vetorizado e

paralelizado�

��	 Resumo das Matrizes de Elemento

Apresenta�se a seguir �Tabela ����� o sum�ario com as matrizes de elemento desen�

volvidas neste cap��tulo e que ser�ao utilizadas nos demais cap��tulos da tese�

��



Matrizes de Elemento Int� Reduzida Estabiliza�c�ao

Difus�ao A�biD bTj ��D �T
R
�e ��i ��i d$

Advec�c�ao A
�
� t �vi b

T
i � �bj vi �

T
R
�e x�j ��i d$

Petrov�Galerkin A� � �bj vj vi b
T
i � � �� v � v �T

R
�e ��i ��i d$

Captura Descontinuidades A�c �bj v b
T
i � �c � v �

T
R
�e ��i ��i d$

Tabela ���� Matrizes de Elemento

��
 M�etodo de Controle dos Modos Esp�urios de Hansbo

Outros m�etodos de estabiliza�c�ao foram propostos na literatura� com destaque ao

m�etodo apresentado por Hansbo 
�
� que foi estudado com detalhes� Este m�etodo

�e uma esp�ecie de integra�c�ao alternativa� onde a parte constitutiva� os termos fonte

e a matriz Jacobiana J� s�ao avaliados no centr�oide do elemento� preservando�se o

gradiente discreto� Assim temos�

Ke
d �

Z �

��

Z �

��
�Nb�j J

�T
�����D����� J

��
�����Na�i j����� d
 d� ������

Ke
a �

Z �

��

Z �

��
�Nb v����� J

��
�����rNa j����� d
 d� a� b � �� ���� �! i� j � �� 
 ������

Ke
pg �

Z �

��

Z �

��
������ �Nb�j J

��
����� vj � vi J

��
�����Na�i j����� d
 d� ������

Ke
cd �

Z �

��

Z �

��
�c�����Nb�j J

��
����� v J

��
�����Na�i j����� d
 d� ������

Estas integrais podem ser resolvidas analiticamente� utilizando�se por exemplo�

um software de algebra simb�olica� Como resultado� obtemos um c�odigo de f�acil im�

plementa�c�ao� Esta regra de quadratura tamb�em pode ser usada para gerar matrizes

de estabiliza�c�ao� semelhantes as do caso anterior� podendo portanto ser encarada

tamb�em como esquema de estabiliza�c�ao� A an�alise de converg�encia apresentada por

Hansbo 
�
� para problemas difusivos utilizando a norma de energia� obteve boa taxa

de converg�encia� N�ao h�a na literatura an�alise num�erica do m�etodo em problemas de

��



advec�c�ao dominante� assim� o comportamento deste m�etodo foi observado atrav�es

de testes num�ericos� Observou�se que apesar de ter implementa�c�ao mais vantajosa

do que no caso anterior o m�etodo de contr�ole via t�ecnica de perturba�c�ao apresenta

resultados mais pr�oximos da solu�c�ao anal��tica e melhor converg�encia� em particular

em malhas distorcidas� Assim� a op�c�ao em se adotar a estrat�egia via t�ecnica de

perturba�c�ao se deve ao fato de que ela se apresentou mais robusta� Seu desempenho

e converg�encia ser�ao vistos com detalhes mais adiante nos exemplos de valida�c�ao�

��



Cap��tulo 	

C�alculo do Campo de Velocidades

	�� Estimativas de Erro

A presen�ca de erro num�erico nas simula�c�oes computacionais �e inerente ao processo

de discretiza�c�ao onde transforma�se o modelo mec�anico cont��nuo em um equiva�

lente capaz de ser administrado pelo computador� Este modelo num�erico n�ao pode

capturar todas as informa�c�oes do modelo cont��nuo uma vez que �e caracterizado

por equa�c�oes diferenciais parciais� �E poss��vel no entanto assegurar a qualidade das

simula�c�oes atrav�es de estimadores de erro a priori 

���

As estimativas de erro para as aproxima�c�oes de elementos �nitos s�ao formuladas

em termos de normas de Sobolev 

��� Considerando�se uma cole�c�ao de espa�cos de

elementos �nitos no dom��nio $ � IRn � n � �� e assumindo�se que �
�
�� �e v�alida� e
que cada malha de elementos isoparam�etricos �e tal que� a transforma�c�ao x � x��� �e

um polin�omio linear em � � �
� ��� e ainda� que as fun�c�oes de forma do elemento s�ao

capazes de representar exatamente um polin�omio completo do grau k� Utilizando�

se propriedades de elipticidade� continuidade e consist�encia� e o truque de Nitsche�

chega�se �as seguintes estimativas de erro para press�oes e gradientes das press�oes�

k p � ph k� � C hk	� j p jk	� �����

�




krp � rph k� � C hk j p jk	� ���
�

v�alida para todo p � Hk	�� C � �� e h � max�he�� Nestas equa�c�oes�

kuk� � �u� u� �� �����

�e a norma do espa�co de Sobolev L��$� � H��$�� onde�

�u� w� �
Z
�
uw d$ �����

�e o produto interno em L��$�� A semi�norma em Hk	��$� �e de�nida como�

j u jk	� �

�� X
j	j�k	�

Z
�
�D	 u�� d$

�A
�

�

�����

onde�

D	 �
�j	j

�x	�� �x	��
� para j�j � �� # �� �����

Admitindo�se que velocidades s�ao calculadas a partir da lei de Darcy� chega�se �a

taxa de converg�encia para as velocidades�

kv � vh k� � C hk j p jk	� �����

Assim� para aproxima�c�oes bilineares� espera�se converg�encia de segunda ordem

para press�oes e de primeira ordem para as velocidades 
��� Mesmo em solu�c�oes regu�

lares� a taxa de converg�encia em L��$� do campo de velocidades �e inferior �a obtida

para o campo de press�oes�

Observa�c�ao�

Hughes et al� em trabalho recente 
��� demostraram que o m�etodo de Galerkin�

assim como o m�etodo estabilizado SUPG s�ao localmente conservativos� As principais

conclus�oes deste trabalho s�ao que os �uxos nodais de elemento s�ao conservativos�

��



	�� Superconverg�encia

Como superconverg�encia denomina�se a exist�encia local de pontos cuja ordem de

converg�encia �e superior �a prevista pela estimativa de erro local para as derivadas ou

gradientes calculados 
����

Quando a solu�c�ao aproximada de um problema n�ao �e interpolat�oria� exis�

tem situa�c�oes onde uma precis�ao excepcional� assim como taxas de converg�encia

assint�oticas de ordem superior ocorrem em certos pontos� Este fen�omeno vem sendo

chamado de superconverg�encia local� desde que a taxa de converg�encia local seja

superior �as taxas globais �otimas 
��� ����

Estudos matem�aticos da superconverg�encia foram apresentados por Zl�amal


��� para espa�cos de elementos �nitos� A superconverg�encia das derivadas da

solu�c�ao aproximada de elementos �nitos isoparam�etricos quadril�ateros nos pontos

de quadratura de Gauss foi feito por Lesaint e Zl�amal 
���� Mais tarde Mackin�

non e Carey 
��� apresentaram uma an�alise em s�eries de Taylor com a �nalidade de

estabelecer a localiza�c�ao geom�etrica dos pontos de superconverg�encia�

De forma a ilustrar estes conceitos� procede�se como em Mackinnon e Carey 
����

Seja o campo de velocidades v� aproximado por vh� uma fun�c�ao unidimensional�

usando�se elementos �nitos unidimensionais lineares�

vh �
nnoelX
i��

viNi�x� �����

onde nnoel �e o n�umero de n�os do elemento� a aproxima�c�ao das derivadas para

nnoel � 
 ser�a�

v
�

h �
v� � v�

he
�����

onde he � x� � x� �e o comprimento do elemento� Veri�ca�se que v
�

h �e constante no

elemento� A aproxima�c�ao por s�eries de Taylor para vh em torno do ponto m�edio do

elemento �x�� usando diferen�cas centrais� �e�

v
�

h�x� �
v�x�� � v�x��

he
� he �


�
v

���

�x� # O�h�� ������

��



Assim� v
�

h �e excepcionalmente preciso no ponto m�edio de Gauss x �
x�	x�

�
� com

precis�ao O�h���

Da mesma forma� para o caso bidimensional Mackinnon e Carey 
��� mostraram

que para o elemento retangular �nnoel � �� os pontos de superconverg�encia s�ao os

centr�oides dos elementos� onde as derivadas t�em precis�ao de segunda ordem�

Em duas dimens�oes�

�vh
�xi

�
nnoelX
j��

vj
�Nj

�xi
i� j � �� 
 ������

A expans�ao em s�eries de Taylor para vj � v�xj � yj� em torno de x � � x � y � y

leva a�

vj � v�x � y� # vx�x � y��xj � x� # vy�x � y��yj � y�#

# vxx�x � y�
�xj � x��


&
# vyy�x � y�

�yj � y��


&
# vxy�xj � x��yj � y� # �������
�

���#
�

n&

�
�xj � x�

�

�x
# �yj � y�

�

�y


n
v�x � y�

Assim�

nnoelX
j��

vj
�Nj

�x
�

��nnoelX
j��

�Nj

�x

�A v #

��nnoelX
j��

�Nj

�x
�xj � x�

�A vx#

#

��nnoelX
j��

�Nj

�x
�yj � y

�A vy #

�� nnoelX
j��

�Nj

�x

�xj � x��


&

�A vxx# ������

#

�� nnoelX
j��

�Nj

�x

�yj � y��


&

�A vyy #

��nnoelX
j��

�Nj

�x
�xj � x��yj� � y�

�A vxy # ���

���#
�

n&

��nnoelX
j��

�Nj

�x
�xj � x�

�

�x
�

nnoelX
j��

�Nj

�x
�yj � y�

�

�t

��n v�x � y�

onde v � v�x � y� � vx � vx�x � y�� e assim em diante para todas as derivadas na

equa�c�ao acima�

Utilizando�se algumas propriedades das fun�c�oes de forma�

nnoelX
j��

�Nj

�x
�xj � x� �

nnoelX
j��

�Nj

�y
�yj � y� � � ������

��



nnoelX
j��

�Nj

�xi
�

nnoelX
j��

�Nj

�x
�xj � x�� �

nnoelX
j��

�Nj

�y
�yj � y�� � ������

�
nnoelX
j��

�Nj

�x
�yj � y� �

nnoelX
j��

�Nj

�x
�yj � y� � �

Ap�os algumas manipula�c�oes chega�se a�

vx �
nnoelX
j��

�Nj

�x
vj �

��nnoelX
j��

�Nj

�x

�xj � x��


&

�A vxx# ������

�
��nnoelX

j��

�Nj

�x

�yj � y��


&

�A vyy �
��nnoelX

j��

�Nj

�x
�xj � x��yj � y�

�A vxy # O�h��

A expans�ao para vy �e obtida de forma similar� trocando�se
�Nj

�x
por �Nj

�y
na

equa�c�ao acima� A equa�c�ao ������ leva �a aproxima�c�ao de vx�x � y� da ordem de

O�h� exceto nos pontos onde os termos de primeira ordem s�ao identicamente nulos

ou s�ao cancelados� Utilizando�se as propriedades ������ e ������ para nnoel � ��

e assumindo�se uma forma retangular para o elemento� veri�cam�se as seguintes

propriedades quando vxx � vyy � vxy � ��

nnoelX
j��

�Nj

�x
�xj � x�� �

nnoelX
j��

�Nj

�x
�xj � x��yj � y� � ������

�
nnoelX
j��

�Nj

�x
�yj � y�� � �

Tem�se ent�ao que�

nnoelX
j��

�Nj

�x
�xj � x�� �

nnoelX
j��

�Nj

�x
x�j � 
x ������

Logo�

x �
�




nnoelX
j��

�Nj

�x
x�j

y �
nnoelX
j��

�Nj

�x
xj yj ������

nnoelX
j��

�Nj

�x
y�j � �

��



Como �Nj

�x
�e fun�c�ao de x� y e desde que as fun�c�oes de forma N t�em a forma

Nj � b� # b� x # b� y # b� xy� ent�ao�
�Nj

�x
� bj� # bj� y� A partir de ������� chega�se

�as express�oes abaixo�

x � �



y

�X
j��

bj� x
�
j �

�




�X
j��

bj� x
�
j ���
��

y

��� � �X
j��

bj� xj yj

�A � �X
j��

bj� xj yj ���
��

y

�� �X
j��

bj� y
�
j

�A � �
�X

j��

bj� y
�
j ���

�

Veri�ca�se que y existe se e somente se ���
�� e ���

� forem consistentes� ou

seja� se e somente se�

�� �X
j��

bj� xj yj

�A �� �X
j��

bj� y
�
j

�A #
�� �X
j��

bj� y
�
j

�A ��� � �X
j��

bj� xj yj

�A � � ���
��

Para um elemento retangular de lados � � x � h� � � �

N� �

�
h� � x

h�

� �
h� � y

h�

�
� N� �

x

h�

�
h� � y

h�

�
���
��

N� �
x

h�

y

h�
� N� �

�
h� � x

h�

�
y

h�

Desta forma� avaliando�se as derivadas �Nj

�xj
� tem

�X
j��

bj� y
�
j � � �

�X
j��

bj� y
�
j ���
��

O que implica que ���

� �e v�alida para todo y� A equa�c�ao ���
�� vale para todo

y a partir de ���
��� assim x � h�
�
�e a linha onde os pontos t�em precis�ao de segunda

ordem para vx� Da mesma forma� veri�ca�se que a linha y �
h�
�
de�ne os pontos

de precis�ao de segunda ordem para vy� Logo o centr�oide �
h�
�
� h�

�
� de�ne o local onde

ambas derivadas t�em precis�ao de segunda ordem�
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	�� C�alculo do Campo de Velocidades

O campo de velocidades �e calculado a partir da lei de Darcy empregando�se o campo

de press�oes calculado utilizando�se a integra�c�ao reduzida estabilizada apresentada

no Cap��tulo ��

ve � � k

��
rN�IR� p

e ���
��

onde pe �e o campo de press�oes restrito aos graus de liberdade do elemento�

Ao contr�ario do que ocorre com o m�etodo de Galerkin tradicional� a precis�ao da

avalia�c�ao do campo de velocidades �e assegurada pela superconverg�encia� uma vez

que v �e avaliado nos centr�oides dos elementos� Por�em� em malhas distorcidas� o

centr�oide pode n�ao ser mais um ponto de converg�encia� e a precis�ao dos resultados�

neste caso� n�ao poder�a ser assegurada� O inconveniente de se avaliar o campo de

velocidades diretamente da lei de Darcy� mesmo no ponto de superconverg�encia �e o

fato de n�ao podermos a�rmar que as velocidades ter�ao converg�encia �otima em todo o

dom��nio� sendo mais prudente considerar neste caso que o campo de velocidades ter�a

precis�ao da O�h�� Por�em como estas s�ao calculadas no ponto de superconverg�encia�

ter�ao boa precis�ao� como ser�a atestado nos experimentos de valida�c�ao do pr�oximo

cap��tulo� Uma alternativa interessante para se recuperar a ordem de converg�encia

do campo de velocidades �e a utiliza�c�ao de t�ecnicas de p�os�processamento 
��� ��� �
��

Duas destas t�ecnicas s�ao descritas nos Ap�endices deste trabalho� onde analisa�se a

possibilidade da utiliza�c�ao desta t�ecnica de integra�c�ao reduzida estabilizada em con�

junto com as mesmas�

Nos experimentos que se seguem optou�se em utilizar a avalia�c�ao das velocidades

no centr�oide diretamente da lei de Darcy� j�a que em sua maioria estes experimen�

tos utilizam malhas regulares e esta �e a estrat�egia mais econ�omica poss��vel para

estes problemas� Por outro lado� nos experimentos que utilizam malhas n�ao regu�

lares obteve�se boas respostas com esta aproxima�c�ao� como ser�a visto nos pr�oximos

cap��tulos� Existem muitas outras t�ecnicas que permitem a melhora da converg�encia

dos gradientes� dentre elas desta�se o esquema compacto de alta ordem proposto por

��



Spotz e Carey 


� com precis�ao da O�h��� obtido a partir da aproxima�c�ao padr�ao

de diferen�cas centrais�

��



Cap��tulo 


Experimentos de Valida�c�ao

S�ao apresentados testes de valida�c�ao das t�ecnicas num�ericas apresentada nos

cap��tulos anteriores� O primeiro teste� trata de um escoamento com barreiras im�

perme�aveis 
���� e permite veri�car a precis�ao do problema press�ao�velocidade� al�em

de analisar a conserva�c�ao de massa� Em seguida� como segundo exemplo� apresenta�

se um estudo da converg�encia do campo de press�ao e de superconverg�encia para

as velocidades avaliadas nos centr�oides� e ainda� a compara�c�ao entre os resultados

obtidos com a integra�c�ao reduzida com os da integra�c�ao de Gauss 
 � 
�


�� Escoamento com Barreiras Imperme�aveis

O problema proposto por Mos�e et al� 
��� consiste em um escoamento provocado

pela diferen�ca de press�ao no dom��nio apresentado na Figura ���� Nesta �gura� v�e�se

que a condutividade hidr�aulica �e igual a K � � m�dia no dom��nio� com exce�c�ao de

duas regi�oes �barreiras� onde K � ���
 m�dia� Estas barreiras criam uma esp�ecie

de corredor por onde o �uido deve passar� Neste problema o campo de press�ao �e solu�

cionado com a utiliza�c�ao da integra�c�ao reduzida estabilizada pelo m�etodo de controle

dos modos esp�urios via t�ecnica de perturba�c�ao� enquanto o campo de velocidades

�e avaliado diretamente da lei de Darcy no ponto de superconverg�encia� usando�se

��



uma malha de 
� � 
� elementos� A Figura ��
 mostra o resultado obtido para o
campo de velocidades�

P = 100 m

P = 99 m

Fluxo

K = 1m / dia

K = 0.00001m / dia

20 m 20 m 60 m

40 m 

40 m 

4 m

4 m

12 m 

Figura ���� Dom��nio e Condi�c�oes de Contorno do Problema de Escoamento com
Barreiras Imperme�aveis�

Figura ���� Campo de Velocidades para o Problema de Escoamento com Barreiras
Imperme�aveis�
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�E importante notar a simetria da solu�c�ao e a boa resposta junto �a barreira de

baixa condutividade hidr�aulica� As solu�c�oes est�ao em pleno acordo com as obti�

das nas refer�encias� Observa�se na Figura ��� �a� a solu�c�ao das linhas de corrente

encontradas em Mos�e et al� onde foi utilizado o m�etodo misto 
���� e na Figura

��� �b� a solu�c�ao encontrada por Garcia com a t�ecnica de p�os�processamento global

para velocidades 
���� �E importante notar�se que as velocidades na Figura ��
 foram

obtidas nos centr�oides do elemento� enquanto que os da Figura ��� �b� foram obtidos

nos n�os do elemento�

Para a an�alise da conserva�c�ao de massa� totalizou�se a quantidade de �uido que

passa pelo canal formado pelas barreiras de baixa condutividade� observando�se que

�����" da massa �e conservada durante a an�alise para a malha com 
��
� elementos�
resultado similar aos apresentados pela t�ecnica de p�os�processamento local acima

citada 
���� A Figura ��� mostra a conserva�c�ao de massa com o re�namento da malha

�
� � 
�� �� � ��� ��� � ��� elementos�� onde se pode ver que a conserva�c�ao de
massa da integra�c�ao reduzida estabilizada com velocidades no centr�oide foi melhor

do que a obtida na refer�encia 
��� para o p�os�processamento global �cerca de ��"

para a malha 
�� 
��� e equivalente a solu�c�ao para o p�os�processamento local�
Desta forma� veri�ca�se a boa aproxima�c�ao do campo de velocidades obtido

diretamente do gradiente de press�oes no centr�oide do elemento� com baixo custo

computacional�


�� An�alise do Problema Press�ao�Velocidade

Para este exemplo� foi empregado o problema apresentado por Liu e Belytschko 
����

Trata�se de uma placa quadrada de lado unit�ario �Figura ����� modelada com �
�

elementos �malha � � ���� levando�se em considera�c�ao a simetria da placa� Este

problema tem como solu�c�ao anal��tica�

p � sinh � ���� � y�
sin � x

sinh �
�����

�




�a� Solu�c�ao M�etodo Misto 
���

�b� Solu�c�ao com T�ecnica de P�os�processamento Global 
����

Figura ���� Campo de Velocidades para o Problema de Escoamento com Barreiras
Imperme�aveis�
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A Figura ��� mostra a solu�c�ao do problema pelo m�etodo dos elementos �nitos

com integra�c�ao reduzida estabilizada� e com a integra�c�ao de Gauss com 
 � 
 pontos
de quadratura� juntamente com a solu�c�ao anal��tica�

A B

CD

X

Y

p = sin  π x

 

p = 0

Figura ���� Dom��nio e Condi�c�oes de Contorno do Problema de Liu e Belytschko
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Figura ��
� Solu�c�ao do Problema de Liu e Belytschko 
��� para Malha Regular�

N�ao h�a diferen�ca vis��vel entre os resultados� o que mostra a boa precis�ao do

esquema de integra�c�ao utilizado� O mesmo comportamento tamb�em pode ser ob�

servado quando se utiliza a malha distorcida da Figura ���� A Figura ��� apresenta

os resultados desta nova an�alise�

Figura ���� Malha Distorcida para o Problema de Liu e Belytschko 
����
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Figura ���� Solu�c�ao do Problema de Liu e Belytschko 
��� para Malha Distorcida�

Apresenta�se a seguir �Figura ���� o comportamento das taxas de converg�encia

do campo de press�oes para o exemplo acima� Para tanto� foram utilizadas malhas de

�� �� �� �� e ��� �
 elementos� Para c�alculo das normas foram utilizados ��� ��
pontos de quadratura�

As taxas de converg�encia obtidas para a malha regular foram da ordem 
� A

redu�c�ao da regra de quadratura de 
 � 
 para �� n�ao teve efeito signi�cativo nas
taxas de converg�encia� Em malhas distorcidas� a taxa se reduz um pouco �ordem de

������ e embora haja um aumento no erro absoluto� sua magnitude �e insigni�cante

em termos pr�aticos�

Uma vez que �e conhecida a solu�c�ao anal��tica do campo de press�oes ������ por

diferencia�c�ao simples �e poss��vel chegar�se �as seguintes solu�c�oes anal��ticas para os

gradientes da press�ao�

�p

�x
� � sinh�� �� � y��

cos ��x�

sinh�
���
�

�p

�y
� � � cosh �� �� � y��

sin �x

sinh�

��
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Atrav�es destas express�oes� e usando�se a lei de Darcy� calcula�se as componentes

da velocidade� A Figura ���� mostra o estudo da superconverg�encia das velocidades�

onde utilizou�se a medida de erro pontual nos centr�oides dos elementos�
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Figura ����� Superconverg�encia das Velocidades para o Problema de Liu e Be�
lytschko 
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Como pode ser visto� a velocidade tem taxa de converg�encia superior �a te�orica �����

quando calculada no centr�oide� Em malhas regulares tem�se taxas de O�h�� uma

vez que neste caso o centr�oide �e um ponto de superconverg�encia� como visto no

cap��tulo anterior� Em malhas distorcidas n�ao foi obtida a converg�encia �otima� Este

problema pode se agravar com uma maior distor�c�ao da malha�

Este mesmo exemplo foi considerado para teste da estrat�egia de estabiliza�c�ao

de Hansbo 
�
� apresentada no cap��tulo �� Os resultados para o campo de press�oes

mostraram que para malhas regulares a solu�c�ao encontrada �e a mesma para am�

bos os m�etodos de estabiliza�c�ao� com mesma taxa de converg�encia� J�a em malhas

distorcidas� o m�etodo de controle via t�ecnica de perturba�c�ao obteve melhor con�

verg�encia �O�h��� do que com a integra�c�ao alternativa proposta por Hansbo �O�h��

para o campo de press�oes� conforme mostra a Figura ����� Portanto� daqui em di�

ante empregaremos somente o m�etodo de controle de modos esp�urios via t�ecnica de

perturba�c�ao� j�a que se mostrou mais robusta�

��
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Cap��tulo �

Aplica�c�oes em Simula�c�ao de

Reservat�orios

S�ao apresentados exemplos num�ericos que ilustram o desempenho da estrat�egia

utilizada neste trabalho na simula�c�ao de processos de escoamentos misc��veis� O

primeiro exemplo trata da simula�c�ao da inje�c�ao de tra�cadores em um reservat�orio�

O tempo de chegada do tra�cador aos po�cos de produ�c�ao bem como sua concen�

tra�c�ao� s�ao informa�c�oes importantes que ajudam a caracterizar o reservat�orio� Neste

problema o elemento qu��mico injetado tem caracter��sticas semelhantes �as do �uido

residente e deste modo� considera�se a raz�ao de mobilidade da mistura unit�aria� J�a

o segundo exemplo visa a veri�ca�c�ao da estabilibade da metodologia perante as di�

�culdades mais comumente apresentadas na simula�c�ao de processos de recupera�c�ao

terci�aria� onde tem�se pequenos valores para o coe�ciente de difus�ao e um grande

valor para a raz�ao de mobilidade�

Todas as an�alises foram feitas em uma m�aquina IBM���� com processador

POWER
 e � Gbyte de mem�oria Cache� Os tempos de processamento foram me�

didos com a fun�c�ao mclock 
���� Para os exemplos tratados neste cap��tulo� foram

utilizados �� vetores para a base ortogonal para o espa�co de Krylov 
���� Para os

demais exemplos da tese foram utilizados � vetores� Em todos os casos utilizou�se

��



toler�ancia igual a ���
 para os m�etodos iterativos� e uma �unica itera�c�ao n�ao�linear�

��� Inje�c�ao de Tra�cador 
M � ��

Trata�se da inje�c�ao de um tra�cador em um reservat�orio homog�eneo� Este �e um exem�

plo cl�assico de escoamento monof�asico em um reservat�orio com uma distribui�c�ao de

po�cos do tipo arranjo de cinco ��� po�cos� Na Figura ��� mostra�se a distribui�c�ao

dos po�cos e a disposi�c�ao dos elementos em rela�c�ao aos po�cos produtores �c��rculos

vazios� e injetores �c��rculo cheio�� formando uma malha com orienta�c�ao diagonal �a

dire�c�ao do �uxo� O modelo utiliza a simetria do problema�

I

P

Figura 
��� Modelo do Problema de Cinco Po�cos�

Supondo que o �uido injetado �tra�cador� possua as mesmas propriedades do

�uido residente �M � �� este �e portanto um problema linear� onde a equa�c�ao de

press�ao �e avaliada uma �unica vez� Este exemplo pode ser encontrado em diversas

refer�encias 
��� ��� ��� ��� ���� por�em neste trabalho s�ao utilizados os dados encontra�

dos em Sanabria Castro 
���� onde a press�ao �e aproximada pelo m�etodo de Galerkin

cl�assico� a velocidade �e aproximada pela t�ecnica de p�os�processamento global �ver

Ap�endice A�
�� enquanto que a concentra�c�ao �e obtida pelo m�etodo dos elementos

�nitos Galerkin�m��nimos quadrados espa�co�tempo �GLS�ST� com formula�c�ao varia�

cional baseada no m�etodo de Galerkin descont��nuo no tempo� O dom��nio considerado

corresponde a um quarto do arranjo da Figura ���� de lado ���� ft� onde o po�co de

inje�c�ao est�a localizado no canto de coordenadas �x � �� y � ��� e o de produ�c�ao no

canto �x � ����� y � ����� com uma taxa de escoamento de 
�� ft��dia� O tensor

�




de permeabilidade �e isotr�opico com componentes kx � ky � ���mD� A porosi�

dade do meio �e igual a ��� � e as dispersividades logitudinal e transversal valem

�L � ��� ft� e �T � ��� ft respectivamente! e �m � ��� ft� Utiliza�se malhas

de 
�� 
�� ��� ��� e ��� �� elementos com intervalos de tempo correspondentes
 t � �� 
�� e ��
� dias� respectivamente� Neste exemplo a inje�c�ao do soluto corres�

ponde a ��
�" do volume poroso �
�� ft��� A Figura ��
 apresenta os resultados

encontrados para as malhas consideradas� juntamente com os resultados de uma

solu�c�ao semi�anal��tica apresentada por Abbaszadeh�Dehghani e Brigham 
���� Estes

resultados referem�se ao hist�orico no tempo da concentra�c�ao do tra�cador no po�co de

produ�c�ao� e podem ser comparados aos encontrados na refer�encia 
��� �Figura �����

onde s�ao plotados os resultados para Galerkin�m��nimos quadrados espa�co�tempo

�GLS�ST�� a solu�c�ao semi�anal��tica 
��� e ainda uma solu�c�ao semi�discreta �S�D�

calculada com o m�etodo SUPG combinado com uma discretiza�c�ao impl��cita por

diferen�cas �nitas do tipo Euler para a vari�avel temporal�
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Figura 
��� Compara�c�ao entre o M�etodo dos Elementos Finitos com Integra�c�ao
Reduzida Estabilizada e a Solu�c�ao Semi�anal��tica 
��� para o Problema de Inje�c�ao
de Tra�cadores na Con�gura�c�ao de Cinco Po�cos�

Da compara�c�ao entre os resultados veri�ca�se que a metodologia utilizada n�ao

gera oscila�c�oes esp�urias e apresenta resultados compar�aveis a solu�c�ao semi�anal��tica

e aos resultados apresentados na refer�encia para o m�etodo de Galerkin�m��nimos

��



Figura 
��� Resultados da Formula�c�ao Espa�co�tempo 
���� Solu�c�ao Semi�anal��tica

��� e Solu�c�ao Semi�discreta para o Problema de Inje�c�ao de Tra�cadores na Con�
�gura�c�ao de Cinco Po�cos�

quadrados espa�co�tempo e a solu�c�ao semi�discreta� A Figura ��� mostra os resulta�

dos �contorno das concentra�c�oes� nos instantes t � ��� dias e t � ���� dias para

a malha ��� ���

Figura 
�
� Contorno das Concentra�c�oes para a malha ��� ��� em t � ��� dias e
t � ���� dias para o Problema de Inje�c�ao de Tra�cadores na Con�gura�c�ao de Cinco
Po�cos�

��



A mesma an�alise pode ser feita com o passo de tempo vari�avel segundo o crit�erio

de escolha apresentado no Cap��tulo 
� que utiliza o controlador PID e a condi�c�ao

de CFL �Figura ����� onde se pode notar a boa aproxima�c�ao dos resultados com

passo de tempo vari�avel� N�ao h�a diferen�ca vis��vel entre estes resultados e os obtidos

com passo de tempo �xo �Figura ��
�� A varia�c�ao dos passos de tempo pode ser

observada na Figura ���� Para este exemplo� os passos de tempo calculados variaram

de ��� at�e ��� dias� para CFLmin � ���� CFLmax � ���
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Figura 
��� Compara�c�ao entre a Solu�c�ao pelo M�etodo dos Elementos Finitos com
Integra�c�ao Reduzida Estabilizada� e a solu�c�ao Semi�anal��tica 
��� com  t vari�avel
para o Problema de Inje�c�ao de Tra�cadores na Con�gura�c�ao de Cinco Po�cos�

Para veri�car a e�ci�encia computacional obtida com a utiliza�c�ao da metodolo�

gia apresentada neste trabalho� a Tabela ��� mostra o tempo de processamento

das an�alises� comparando�se a integra�c�ao reduzida estabilizada com a integra�c�ao de

Gauss completa� Fica evidente o ganho computacional obtido com a utiliza�c�ao da

estrat�egia aqui apresentada� cerca de ��" de economia de processamento em rela�c�ao

a integra�c�ao tradicional� Para este exemplo� foi considerada uma malha de ��� ��
elementos com  t �xo e vari�avel� Completando esta an�alise� a Tabela ��
 apresenta

o desempenho dos solucionadores em rela�c�ao tempo total do programa para o caso

com passo de tempo �xo� Os solucionadores utilizaram o mesmo n�umero de itera�c�oes

tanto para a integra�c�ao reduzida estabilizada� quanto para a integra�c�ao de Gauss�
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Figura 
�
� Varia�c�ao do Passo de Tempo para o Problema de Inje�c�ao de Tra�cadores
na Con�gura�c�ao de Cinco Po�cos�

Os tempos para a montagem das matrizes correspondentes a equa�c�ao de transporte

e ao algoritmo GMRES foram tratados como m�edias nos passos de tempo�

CPU �s�  t �xo  t vari�avel

Gauss 
 � 
 I� R� Estab� Gauss 
 � 
 I� R� Estab�

Press�ao ����� ���
� ����� ���
�

Transporte ��
�� ����� ��
�� �����

Total �������� ������� ������ 
�����

Tabela 
��� Tempos de Processamento para o Problema de Inje�c�ao de Tra�cadores
na Con�gura�c�ao de Cinco Po�cos�

Apresenta�se a seguir o desempenho das rotinas que apresentam os maiores gastos

de CPU �Tabela ����� Nesta tabela� quada�d �e a rotina para a gera�c�ao das matrizes

para a equa�c�ao de transporte e nsdrvr �e o solucionador n�ao�sim�etrico GMRES�

Pode�se notar que para a integra�c�ao reduzida estabilizada o custo da solu�c�ao do

problema �e dominado pela solu�c�ao n�ao sim�etrica em nsdrvr� J�a para a integra�c�ao

��



CPU �s� Gauss 
 � 
 I� R� Estab� no m�edio de itera�c�oes

PCG ����� ����� ��

GMRES ���
� ���
� �


Total �������� ������� �

Tabela 
��� Desempenho dos Solucionadores para o Problema de Inje�c�ao de
Tra�cadores na Con�gura�c�ao de Cinco Po�cos�

de Gauss tradicional� o custo da gera�c�ao das matrizes de elemento foi superior

ao tempo gasto pela rotina respons�avel pelo solucionador n�ao�sim�etrico� e assim o

ganho com a utiliza�c�ao de uma estrat�egia de integra�c�ao reduzida estabilizada �ca

evidenciado com a compara�c�ao com a metodologia de Gauss tradicional�

Tempo de CPU

Rotina Gauss 
 � 
 Integ� Reduzida Estab�

quada�d ��
��� s ����� "� 
����� s ����� "�

nsdrvr ������ s ����� "� ������ s ����� "�

outros ����� s ���� "� ����� s ���� "�

Total ������� s ������ s

Tabela 
��� Desempenho das Principais Rotinas para o Problema de Inje�c�ao de
Tra�cadores na Con�gura�c�ao de Cinco Po�cos�

Uma nova an�alise �e feita comparando�se os resultados obtidos com a utiliza�c�ao da

matriz de massa consistente calculada pela equa�c�ao �
����� com a matriz de massa

diagonal �Figura ����� Nestes resultados� nota�se que a matriz de massa diagonal

conduz a uma resposta mais difusiva que a obtida com a matriz de massa consistente

expl��cita� Nesta an�alise utilizou�se  t �xo�

Analisa�se agora os resultados sem operador de captura de descontinuidades

�Figura ����� Nesta an�alise utilizou�se as � malhas consideradas nos exemplos ante�
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Figura 
��� Resultados com Matriz de Massa Diagonal para o Problema de Inje�c�ao
de Tra�cadores na Con�gura�c�ao de Cinco Po�cos�

riores com  t �xo� Pode�se notar que os resultados do m�etodo SUPG sem captura

de descontinuidades leva a uma maior oscila�c�ao quando comparados com os resul�

tados da Figura ��
� Fica assim evidenciado o papel do operador de captura de

descontinuidades na suaviza�c�ao dos efeitos transversais �as linhas de corrente�
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Figura 
��� Resultados sem Operador de Captura de Descontinuidades para o
Problema de Inje�c�ao de Tra�cadores na Con�gura�c�ao de Cinco Po�cos�

A Figura ��� mostra os resultados da an�alise sem operador de captura de des�

��



continuidades com matriz de massa diagonal� Novamente veri�ca�se que a resposta

se torna mais difusiva com a utiliza�c�ao de uma matriz de massa diagonal�
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Figura 
��� Resultados sem Operador de Captura de Descontinuidades e com Ma�
triz de Massa Diagonal para o Problema de Inje�c�ao de Tra�cadores na Con�gura�c�ao
de Cinco Po�cos�

A Tabela ��� mostra o desempenho das principais rotinas sem operador de cap�

tura de descontinuidades� Da compara�c�ao entre as tabelas ��� e ��� nota�se que

a integra�c�ao reduzida estabilizada tem suas vantagens evidenciadas em problemas

onde a avalia�c�ao das matrizes consome uma parcela signi�cativa do tempo da an�alise�

como no caso em quest�ao onde o operador de captura de descontinuidades introduziu

uma n�ao�linearidade ao problema�

Um novo teste �e feito considerando�se o meio heterog�eneo da Figura ����� onde se

tem os mesmos dados do exemplo anterior� por�em com a permeabilidade variando

de k � �� mD na regi�ao hachurada� a k � ��� mD no restante do dom��nio�

A Figura ���� mostra os resultados das concentra�c�oes em t � ��� dias e t �

���� dias� onde pode�se veri�car a perda da simetria da resposta devido �a introdu�c�ao

da �area com baixa permeabilidade�
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Tempo de CPU

Rotina Gauss 
 � 
 Integ� Reduzida Estab�

quada�d ��
� s ���� "� ���� s ����
 "�

nsdrvr ��
�

 s ����� "� ������ s ����� "�

outros ����
 s ����� "� ����� s ����� "�

Total ������ s ��
��� s

Tabela 
�
� Desempenho das Principais Rotinas para o Problema de Inje�c�ao de
Tra�cadores na Con�gura�c�ao de Cinco Po�cos sem Operador de Captura de Descon�
tinuidades�
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Figura 
���� Dom��nio do Problema Heterog�eneo de Inje�c�ao de Tra�cadores na Con�
�gura�c�ao de Cinco Po�cos�

��



Figura 
���� Contorno das Concentra�c�oes em t � ��� dias e t � ���� dias para
o Problema Heterog�eneo de Inje�c�ao de Tra�cadores na Con�gura�c�ao de Cinco Po�cos�

A Figura ���
 mostra o gr�a�co das concentra�c�oes do tra�cador para este caso� onde

nota�se a presen�ca de dois picos� O primeiro est�a associado �a dire�c�ao preferencial do

escoamento� enquanto que o segundo surge pela necessidade de se contornar a regi�ao

de baixa permeabilidade� Estes resultados est�ao em acordo com os da refer�encia 
����
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Figura 
���� Resultados do Problema Heterog�eneo de Inje�c�ao de Tra�cadores na
Con�gura�c�ao de Cinco Po�cos�

Analisa�se agora os resultados para a malha ����� com re�namento logar��timico

��



apresentada na Figura �����

Figura 
���� Malha com Re�namento Logar��timico para o Problema de Inje�c�ao de
Tra�cadores na Con�gura�c�ao de Cinco Po�cos�

Encontram�se na Figura ���� os resultados obtidos com  t � ��
 dias para a

malha com re�namento� Veri�ca�se que os resultados s�ao compar�aveis aos da Figura

���� J�a a Figura ���� mostra o contorno das concentra�c�oes em t � ���� dias� O

re�namento n�ao criou nenhuma di�culdade num�erica� uma vez que a regularidade

dos elementos foi preservada� Esta regularidade no entanto �e perdida quando se

utiliza a malha n�ao�uniforme �� � �� da Figura ����� Os resultados desta an�alise
para passo de tempo igual a ��
 dias� encontram�se na Figura ����� e a Figura ����

mostra o contorno das concentra�c�oes em t � ���� dias�

Os resultados apresentados nas Figuras ���� e ���� sugerem que mesmo sem a

garantia da superconverg�encia do campo de velocidades �e poss��vel a obten�c�ao de

bons resultados� uma vez que o erro absoluto �e pequeno� mesmo em problemas

predominantemente advectivos� Uma vez que se trata de uma malha extremamente

distorcida� n�ao se pode ter nenhuma garantia de converg�encia para o campo de

velocidades� Al�em disso� a estrat�egia de estabiliza�c�ao leva a resultados �otimos em

malhas regulares com par�ametro de estabiliza�c�ao � � �� As tentativas de utiliza�c�ao

de diferentes par�ametros de estabiliza�c�ao levou a solu�c�oes inst�aveis� Acredita�se que

�
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Figura 
��
� Resultados com Malha com Re�namento Logar��timico para o Pro�
blema de Inje�c�ao de Tra�cadores na Con�gura�c�ao de Cinco Po�cos�

Figura 
���� Contorno das Concentra�c�oes em t � ���� dias para a Malha Re�nada
nos Po�cos� para o Problema de Inje�c�ao de Tra�cadores na Con�gura�c�ao de Cinco
Po�cos�
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Figura 
��
� Malha N�ao�uniforme para o Problema de Inje�c�ao de Tra�cadores na
Con�gura�c�ao de Cinco Po�cos�
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Figura 
���� Resultados com Malha N�ao�uniforme para o Problema de Inje�c�ao de
Tra�cadores na Con�gura�c�ao de Cinco Po�cos�
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o surgimento do contorno fechado �bolha� na frente de concentra�c�oes� observado nas

�guras ���� e ����� deve�se a um efeito de malha�

Figura 
���� Contorno das Concentra�c�oes em t � ���� dias para a Malha N�ao�
uniforme� para o Problema de Inje�c�ao de Tra�cadores na Con�gura�c�ao de Cinco
Po�cos�

A an�alise �e repetida com a utiliza�c�ao de matriz de massa diagonal �Figura �����

obtendo�se a suaviza�c�ao dos resultados �maior difus�ao� quando comparados aos re�

sultados anteriores �Figura ������

��� Simula�c�ao Num�erica do Processo de Recupera�c�ao

Terci�aria 
M � ��

A simula�c�ao num�erica de processos de recupera�c�ao de hidrocarbonetos �e uma ativi�

dade computacional das mais intensas� e a utiliza�c�ao de estrat�egias que diminuam

o custo computacional destas an�alises �e de grande relev�ancia� Para se comprovar

a e�c�acia da formula�c�ao apresentada nos cap��tulos anteriores para esta aplica�c�ao�

considera�se a geometria do exemplo anterior �con�gura�c�ao dos cinco po�cos�� com

alta raz�ao de mobilidade em um meio poroso homog�eneo� Considera�se a vis�

cosidade do �uido residente ���� � � cP � e as dispersividades longitudinal e

��



Figura 
���� Resultados com Malha N�ao�uniforme e Matriz de Massa Diagonal
para o Problema de Inje�c�ao de Tra�cadores na Con�gura�c�ao de Cinco Po�cos�

transversal �L � �� ft e �T � � ft� respectivamente� A Figura ��
� mostra

as curvas de produ�c�ao obtidas com diferentes valores para a raz�ao de mobilidade

�M � �� M � ��� M � 
�� M � ��� M � ���� M � ������ utilizando�se uma

malha de ���� ��� elementos com  t � �� dias� Observa�se a in�u�encia da raz�ao
de mobilidade no tempo de chegada da frente de concentra�c�ao no po�co de produ�c�ao�

A Figura ��
� mostra a curva de produ�c�ao obtida pela formula�c�ao espa�co�tempo


���� enquanto que a Figura ��

 mostra a compara�c�ao entre a curva de recupera�c�ao

paraM � �� com os resultados de Coutinho e Alves 
�
�� e Russel et al� 
��� Nota�se

que a solu�c�ao obtida est�a em boa concord�ancia com as refer�encias�

A Figura ��
� mostra os resultados obtidos para M � �� em t � ��� dias e

t � ���� dias�

A an�alise do desempenho computacional pode ser vista na Tabela ��� onde se

encontram os tempos de processamento para o caso anterior� utilizando�se a inte�

gra�c�ao reduzida estabilizada� e o m�etodo de Gauss tradicional com 
� 
 pontos de
quadratura� Todos os tempos foram considerados como tempos m�edios� Veri�ca�se

que a montagem das matrizes para a equa�c�ao da press�ao com a integra�c�ao reduzida

estabilizada foi em m�edia � vezes mais r�apida do que com a quadratura de Gauss

��
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Figura 
���� Respostas com M � �� em t � ��� dias e t � ���� dias para o
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tradicional� enquanto que para a montagem das matrizes correspondentes �a equa�c�ao

de transporte a integra�c�ao reduzida se mostrou em m�edia � vezes mais r�apida� Em

rela�c�ao ao tempo total da an�alise� o programa com integra�c�ao reduzida foi 
�" mais

r�apido do que o com a integra�c�ao de Gauss 
� 
�

CPU �s� Gauss 
 � 
 I� R� Estab� no m�edio de itera�c�oes

Press�ao ��
�� ����� �

PCG ����� ����� ���

Transporte ���
� ����� �

GMRES ���
� ����� 
�

Total �

���� ������� �

Tabela 
��� Tempos de Processamento para o Problema de Recupera�c�ao Terci�aria�

Uma nova an�alise �e feita considerando�se a malha n�ao�uniforme da Figura ���� para

M � �� em t � ���� dias� Os resultados desta an�alise podem ser observados na

Figura ��
�� Novamente foi poss��vel a obten�c�ao de boa resposta em malha n�ao�

uniforme� mesmo sem a garantia da converg�encia �otima� Completando a an�alise a

Tabela ��� mostra os tempos de processamento para o problema com malha n�ao�

uniforme� As rela�c�oes entre os tempos foram semelhantes ao caso anterior�

Vale ressaltar o fato de que todos os resultados foram obtidos com avalia�c�ao

das velocidades nos centr�oides dos elementos a partir do gradiente das press�oes

calculadas com integra�c�ao reduzida estabilizada� ou com 
�
 pontos de integra�c�ao�

��



Figura 
��
� Respostas para a Malha N�ao�uniforme em t � ���� dias �a� Inte�
gra�c�ao Reduzida Estabilizada� �b� Integra�c�ao de Gauss 
 � 
 para o Problema de
Recupera�c�ao Terci�aria�

CPU �s� Gauss 
 � 
 I� R� Estab� no m�edio de itera�c�oes

Press�ao ��
�� ����� �

PCG ����� ����� ���

Transporte ���
� ����� �

GMRES ����� ����
 ��

Total ������ �
����� �

Tabela 
�
� Tempos de Processamento para a Malha N�ao�uniforme para o Pro�
blema de Recupera�c�ao Terci�aria�
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Cap��tulo �

Aplica�c�oes em �Aguas Subterr
aneas

��� Transporte de Subst�ancias N�ao�reativas

����� Escoamento Unidimensional

Trata�se de um exemplo onde as mudan�cas no campo de concentra�c�oes de um com�

ponente qu��mico dissolvido� no tempo� s�ao causadas pelo transporte advectivo e dis�

pers�ao hidrodin�amica� Os resultados s�ao comparados com os obtidos com o modelo

MOC�D 
���� de escoamento em �aguas subterr�aneas tridimensional� que utiliza o

m�etodo das diferen�cas �nitas na solu�c�ao da equa�c�ao da press�ao e o m�etodo das ca�

racter��sticas na solu�c�ao da equa�c�ao de transporte�

O problema consiste no escoamento unidimensional em um dom��nio de compri�

mento l � �
 cm� sujeito �as seguintes condi�c�oes de contorno e inicial�

v c� � v c � D
�c

�x
em x � �

�c

�x
� � em x � L �����

c�x� �� � �

��



Assume�se que a concentra�c�ao no ponto de inje�c�ao �x � �� �e c� � �� e

que v � ���� cm�s� O dom��nio �e dividido em �
� elementos �nitos� de forma

que he � ��� cm� mesmo valor do espa�camento utilizado por Konikow et al�


��� para a malha do m�etodo das caracter��sticas� S�ao dadas as dispersividades

�L � �T � ��� cm� e a porosidade � � ���� As curvas da Figura ��� mostram as

mudan�cas na concentra�c�ao� ao longo do tempo� em � diferentes pontos do dom��nio

�x � ���� x � �� x � �� cm�� comparadas com os resultados da refer�encia e com a

solu�c�ao anal��tica�
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A Figura ��
 mostra a solu�c�ao do problema em � diferentes instantes da an�alise

�t � �� t � ��� t � �
� s�� Da compara�c�ao entre os resultados� observa�se a con�

cord�ancia nas solu�c�oes obtidas utilizando�se o m�etodo dos elementos �nitos com

integra�c�ao reduzida estabilizada para este problema�
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Observa�c�oes�

� � A solu�c�ao anal��tica� encontra�se em Wexler 
��� e em Sun 

��� e para o caso
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em quest�ao se reduz a�

c�x� t� �
c�




�
erfc

�
x � vx t



pDt



# exp

�
vx
D
�
erfc

�
x # vx t



pD t


�
���
�


� Na Figura ��� a pequena diferen�ca na localiza�c�ao dos pontos se deve �a uti�

liza�c�ao do m�etodo das caracter��sticas na refer�encia 
����

Este exemplo tamb�em foi utilizado para comparar as solu�c�oes obtidas com a

utiliza�c�ao da matriz de massa consistente �
����� com a matriz de massa diago�

nalizada� Estes resultados encontram�se na �gura ���� onde se veri�ca que n�ao h�a

grandes diferen�cas entre os resultados com a matriz de massa diagonal e aqueles

obtidos com a metodologia aqui utilizada para uma malha regular �resultados em

x � � cm�� Isto se deve provavelmente �a suavidade da solu�c�ao� Em solu�c�oes n�ao

suaves espera�se que a matriz de massa diagonalizada leve a resultados mais difusivos

dos que os encontrados com a utiliza�c�ao da matriz de massa consistente� conforme

o ocorrido nos exemplos do cap��tulo anterior�
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Figura ���� Resultados com Matriz de Massa Consistente e Matriz de Massa Di�
agonalizada para o Problema de Escoamento Unidimensional�

����� Escoamento Bidimensional Radial com Dispers�ao

Este problema �e usado para comparar a solu�c�ao obtida para o m�etodo das ele�

mentos �nitos com integra�c�ao reduzida estabilizada com os resultados da refer�encia

��



�MOC�D� e a solu�c�ao anal��tica� Esta �ultima� referente a inje�c�ao em um aqu��fero

in�nito bidimensional� As velocidades variam no espa�co� e s�ao inversamente pro�

porcionais �a dist�ancia do ponto de inje�c�ao� A equa�c�ao governante do problema �e


����

�c

�t
#
Z
r

�c

�r
� �L

Z
r

��c

�r�
t � � �����

onde� Z � f
�
 b�

� r �e a dist�ancia radial do ponto de inje�c�ao� e b �e a espessura do

aqu��fero� Esta equa�c�ao �e sujeita �as seguintes condi�c�oes de contorno e inicial�

c�r� �� � �

c� � ��� t � � �����

c�r � �� t� � � t � �

O problema foi modelado usando uma malha de �� � �� elementos� A con�

centra�c�ao inicial c� � ��� foi tomada no ponto de coordenadas ��� �� onde f �

���
� m��h� S�ao dados� � � �� 
� �L � �T � ��m� b � ��m� A Figura ���

apresenta os resultados do m�etodo dos elementos �nitos com integra�c�ao reduzida

estabilizada em compara�c�ao com os resultados encontrados na literatura �MOC�D�

e para a solu�c�ao anal��tica� Atrav�es da compara�c�ao entre os resultados veri�ca�se a

concord�ancia entre os mesmos�

A Tabela ��� mostra a rela�c�ao entre os tempos de processamento gastos na mon�

tagem das matrizes de elemento� Esta rela�c�ao foi observada em todos os exemplos

deste cap��tulo� onde nota�se a grande economia na utiliza�c�ao da integra�c�ao reduzida

estabilizada na montagem das matrizes de elemento� Economia esta que pode chegar

a 
� " do tempo gasto pela quadratura de Gauss� Em particular para o exemplo

acima� o tempo total de processamento para a an�alise foi de ���
�s para a quadratura

de Gauss� enquanto para a integra�c�ao reduzida estabilizada foi de ���
�s� Todas as

an�alises deste cap��tulo foram feitas com a inclus�ao do termo de captura de descon�

tinuidades� embora estes exemplos possuam solu�c�oes suaves�

��
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Rela�c�ao Entre Tempos de CPU

Montagem das Matrizes Gauss 
 � 
 Integ� Reduzida Estab�

Press�ao �difus�ao� � ��
�

Transporte �advec�c�ao�difus�ao� � ����

Tabela ���� Rela�c�ao entre Tempos de Processamento para as Rotinas de Montagem
das Matrizes de Elemento�
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��� Transporte de Subst�ancias Reativas

����� Mecanismos de Itera�c�ao� Transforma�c�ao ou Decaimento

Nos cap��tulos anteriores� tratou�se somente do transporte de subst�ancias n�ao�

reativas �ou conservativas�� isto �e� do transporte de subst�ancias que n�ao s�ao sujeitas

�as mudan�cas� trocas ou rea�c�oes enquanto atravessam o meio poroso� Neste cap��tulo

trata�se do transporte com rea�c�oes qu��micas�

Existem leis de itera�c�ao entre a fase im�ovel �fase s�olida e o l��quido im�ovel que

circunda os gr�aos por for�cas de atra�c�ao molecular�� e as subst�ancias transportadas�

Alguns mecanismos de itera�c�ao� transforma�c�ao ou decaimento podem tornar o trans�

porte n�ao�conservativo 

��� De forma geral estes mecanismos s�ao�

� Mecanismos F��sicos � As subst�ancias transportadas podem ser bloqueadas �pa�

ralizadas� por uma esp�ecie de �ltragem f��sica quando estas subst�ancias s�ao muito

menores do que o tamanho dos poros�

� Mecanismos Geoqu��micos � Devido a combina�c�oes de ions e mol�eculas eletri�

camente neutras� rea�c�oes �acido�base dependendo do pH do soluto e de que rochas

este atravessa� rea�c�oes de oxida�c�ao�redu�c�ao� que condicionam o estado de val�encia

dos ions transportados� precipita�c�ao�solu�c�ao� que podem mobilizar ou dissolver as

subst�ancias� E a adsor�c�ao�desor�c�ao� em particular as trocas i�onicas� as quais tomam

lugar na superf��cie de minerais argilosos ou coloidais�

� Mecanismos Radiol�ogicos � O decaimento radioativo �anulamento de

subst�ancias� e a cria�c�ao de produtos �daughter products� por este decaimento �sur�

gimento de novas subst�ancias��

� Mecanismos Biol�ogicos � A atividade biol�ogica no meio poroso pode decompor

��



ou transformar alguns elementos� Geralmente estes processos s�ao representados por

uma rea�c�ao de decaimento� com uma meia�vida biol�ogica�

A maioria das rea�c�oes qu��micas que afetam o transporte do soluto podem ser

divididas em dois grupos principais 

���

� � Rea�c�oes su�cientemente r�apidas e revers��veis� de forma que o equil��brio local

possa ser assumido!


 � Rea�c�oes insu�cientemente r�apidas e�ou irrevers��veis� onde o equil��brio local

n�ao pode ser assumido�

Estas rea�c�oes podem ainda ser de superf��cie �sor�c�ao� troca i�onica�� ou rea�c�oes

cl�assicas �precipita�c�ao�dissolu�c�ao� oxida�c�ao�redu�c�ao� etc��

Os mecanismos representados nos modelos de transporte s�ao ainda muito limi�

tados �as rea�c�oes do tipo mais simples ou a representa�c�oes simpli�cadas dos efeitos

de rea�c�oes mais complexas� Considera�se neste trabalho dois tipos de rea�c�oes fre�

quentemente incorporadas aos modelos de transporte advectivo�difusivo� a sor�c�ao

com equil��brio controlado e as rea�c�oes irrevers��veis de primeira ordem�

Sor�c�ao com Equil��brio Controlado

Quando um meio poroso saturado cont�em uma subst�ancia dissolvida� certos solu�

tos s�ao removidos da solu�c�ao e imobilizados na matriz s�olida do meio poroso por

for�cas qu��micas e eletrost�aticas� Este processo �e conhecido como sor�c�ao� e inclui a

chamada adsor�c�ao �ader�encia de esp�ecies qu��micas na superf��cie da matriz porosa�!

a absor�c�ao �penetra�c�ao mais ou menos uniforme das esp�ecies qu��micas nos gr�aos

s�olidos� 

��! trocas i�onicas� que se subdividem em cati�onicas e ani�onicas� onde as

��



primeiras descrevem o processo onde c�ations s�ao atra��dos para regi�oes pr�oximas

�a superf��cie de minerais de argila carregados negativamente e a�� permanecem por

for�cas eletroest�aticas� e as segundas ocorrem em locais positivamente carregados em

�oxidos de ferro e alum��nio nas arestas de minerais de argila! e ainda� a quimisor�c�ao�

onde o soluto �e incorporado �a superf��cie de um sedimento� solo ou rocha por uma

rea�c�ao qu��mica 
����

Sendo c a massa do soluto contido no material do aqu��fero por sor�c�ao �MM����

e �b a densidade volum�etrica do material do aqu��fero �ML���� e assumindo�se que

a concentra�c�ao do soluto c e a concentra�c�ao sorvida est�ao em equil��brio� ou seja�

assumindo�se que o processo de sor�c�ao �e muito r�apido em rela�c�ao �a velocidade de

�uxo� chama�se isoterma de equil��brio de sor�c�ao a curva c � c� A curva recebe

este nome porque os experimentos de adsor�c�ao geralmente s�ao feitos a temperatura

constante� Utiliza�se escalas do tipo log�log que permitem obter�se solu�c�oes gr�a�cas

retil��neas do tipo�

log c � a log c # log kf ou c � kf c
a �����

onde a constante kf e o expoente a dependem do componente qu��mico e do meio

poroso� A equa�c�ao ����� �e conhecida como isoterma de Freundlich� Para alguns

componentes qu��micos em baixa concentra�c�ao a sor�c�ao �e governada por esta isoterma

com a unit�ario� Nestes casos� a constante �e chamada de coe�ciente de distribui�c�ao

kd� que representa a parti�c�ao da massa total do poluente� por unidade de volume do

meio poroso� entre a quantidade adsorvida na superf��cie dos gr�aos e a quantidade

que permanece em solu�c�ao na fase �uida �L�M��� 
���� Desta forma� neste caso a

express�ao ����� se reduz a�

c � kd c �����

Assim� o ac�umulo na fase sorvida pode ser expresso como�

�

� t
��b c� � kd �b

� c

� t
�����

��



considerando�se que kd e �b s�ao constantes no tempo�

A equa�c�ao de transporte �
���� pode ser reescrita espandindo�se os termos�

��� c�

�t
� �

�c

�t
# c

��

�t
�����

�

�xi
�� c vi� � � vi

�c

�xi
# c

�

�xi
�� vi�

e somando�se f c� em ambos os lados� vem�

�
�c

�t
#

�

�t
��b c� # � vi

�c

�xi
� �

�xi

�
�Dij

�c

�xj

�
# �����

� 
f�c� � c�� # 
 �� c # �b c� � � c

�
��

�t
#

�

�xi
�� vi� � f




O lado direito da equa�c�ao anterior corresponde �a equa�c�ao da continuidade� Se a

continuidade do �uido �e satisfeita� ent�ao este termo se anula� o que leva a �

�c

�t
#
�

�

�

�t
��b c� # vi

�c

�xi
� �

�

�

�xi

�
�Dij

�c

�xj

�
# ������

� �

�

f �c� � c�� # 


�
c #

�b c

�

�
� �

que �e a chamada equa�c�ao de �uxo removido 
����

Substituindo�se ����� em ������� vem�

Rf
�c

�t
# vi

�c

�xi
� �

�

�

�xi

�
�Dij

�c

�xj

�
# ������

� �

�

f �c� � c�� # 
 cRf � �

onde Rf �e chamado fator de retardo� que �e uma grandeza adimensional dada por�

Rf � � � �b
�
kd ����
�

Assumindo�se que Rf n�ao varia no tempo e no espa�co� podemos reescrever ������

como�

�c

�t
#

vi
Rf

�c

�xi
� �

�Rf

�

�xi

�
�Dij

�c

�xj

�
# ������

� �

�Rf

f �c� � c�� # 
 c � �
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Observa�c�oes�

� � A isoterma de Freundlich assume que a matriz s�olida tem capacidade de

sor�c�ao in�nita� �E poss��vel se utilizar a chamada isoterma de Langmuir 

��� que

considera a capacidade de sor�c�ao m�axima� Neste caso� como esta isoterma �e n�ao�

linear� a equa�c�ao de transporte resultante tamb�em ser�a n�ao�linear�


 � O efeito da sor�c�ao sob uma isoterma linear� assumindo�se o equil��brio instan�

t�aneo da sor�c�ao� �e equivalente a retardar �tornar mais lento� o transporte advectivo�

difusivo� A subst�ancia sorvida se move advectivamente com uma velocidade de

percola�c�ao retardada �v�Rf�� e o transporte difusivo �e controlado por um coe��

ciente de dispers�ao reduzido �D�Rf� 

���

� � Muitos solutos org�anicos s�ao fortemente sorvidos pelo carbono org�anico s�olido�

o que tem aplica�c�ao pr�atica no uso de �ltros de carbono ativado na remo�c�ao de con�

taminantes org�anicos da �agua� Nestes casos� a sor�c�ao �e geralmente descrita por uma

isoterma linear� de forma semelhante a da equa�c�ao ������

� � As isotermas s�ao obtidas a partir de dados experimentais� no entanto� quando

o mecanismo de sor�c�ao �e bem conhecido� �e poss��vel se obter isotermas e fatores de

retardo com base em princ��pios qu��micos� por exemplo� no caso de sor�c�ao devida a

alguns tipos de troca i�onica� onde �e poss��vel se estabelecer o equil��brio isot�ermico

diretamente dos princ��pios termodin�amicos 

��� As isotermas de troca i�onica po�

dem ser incorporadas �a equa�c�ao de transporte da mesma forma que as isotermas de

Freundlich e de Langmuir�

��



Rea�c�oes Irrevers��veis de Primeira Ordem

Certas rea�c�oes qu��micas como o decaimento radioativo� hidr�olise e algumas formas

de biodegrada�c�ao podem ser caracterizadas como processos irrevers��veis de primeira

ordem� Este tipo de rea�c�ao corresponde ao �ultimo termo na equa�c�ao de transporte

������� que representa o equil��brio de entrada�sa��da da massa de soluto� Neste termo�

a constante 
� conhecida como taxa de decaimento �T���� geralmente �e expressa

como uma rea�c�ao de meia�vida� ou seja� o tempo necess�ario para que a concentra�c�ao

do soluto diminua �a metade do seu valor original� sob a in�u�encia isolada de uma

rea�c�ao de decaimento�

�c

�t
� � 
 c ������

que tem como solu�c�ao�

c�t� � c� e
��t ������

onde c� �e a concentra�c�ao inicial� Assim� de ������� vem�


 �
ln 


t �
�

������

onde t �
�

representa a rea�c�ao de meia�vida� Deve�se salientar que o processo de

biodegrada�c�ao de mol�eculas org�anicas dissolvidas na �agua subterr�anea �e de grande

interesse j�a que grande parte da contamina�c�ao dos aqu��feros �e causada por produtos

qu��micos org�anicos� inclusive os hidrocarbonetos� que formam um substrato para o

crescimento microbiol�ogico 
����

����� Discretiza�c�ao de Elementos Finitos para o Transporte de

Subst�ancias Reativas

Com �a inclus�ao dos efeitos reativos �a equa�c�ao de transporte� tem�se uma nova for�

mula�c�ao fraca aproximada em substitui�c�ao a �
�����

B�wh� ch� #
nelX
e��

Z
�
� vhrwh �L�ch� � �

Rf

c�h f� d$ # ������

�




#
nelX
e��

Z
�
�crwh � vh � rch d$ � L�wh�

onde�

B�wh� ch� �
Z
�
wh L�ch� d$

L�wh� �
Z
�

�

Rf
wh c

�
h f d$ ������

L�ch� � �
�ch
�t

� �

Rf

div��Drch� # �

Rf

div��vh ch� #
�

Rf

�
 ch

Da mesma forma como descrito no cap��tulo 
� chega�se �a formula�c�ao de elementos

�nitos na forma matricial �
����� onde a matriz dos coe�cientes �e agora formada por�

K � Ka # Kd # Kpg # Kcd # Kdr # Kdrpg ������

que se diferencia de �
���� pela inclus�ao dos termos�

Ke
drij

�
Z
�e

�Ni � Nj d$ i� j � �� ���� � ���
��

Ke
drpgij

�
Z
�e


 � �rNi � vNj d$

correspondentes a inclus�ao do efeito do decaimento radioativo �de ��ndice dr�� Nota�

se que estes termos s�ao iguais aos encontrados para as matrizes de massa consistente

e de Petrov�Galerkin �
����� multiplicados pela taxa de decaimento 
� Assim� rece�

ber�ao o mesmo tratamento dado �a matriz de massa consistente� calculada explicita�

mente� e �a matriz de massa de Petrov�Galerkin� onde �e feita a integra�c�ao reduzida

estabilizada�

����� Escoamento Unidimensional com Subst�ancia Reativa

Para ilustrar o efeito da incorpora�c�ao do fator de retardo representando um pro�

cesso de sor�c�ao linear irrevers��vel� o exemplo ����� �escoamento unidimensional�

�e novamente testado� desta vez com t � 
�� s� Tr�es diferentes curvas s�ao

plotadas na Figura ���� correspondentes a tr�es valores para o fator de retardo

��



�Rf � 
� Rf � � � Rf � ���� Estes resultados s�ao comparados aos apresenta�

dos na refer�encia 
��� para o programa MOC�D e a solu�c�ao anal��tica� Veri�ca�se a

concord�ancia entre os mesmos� Vale ressaltar que por efeito do fator de retardo� as

curvas apresentadas na Figura ��� para t � 
�� s s�ao id�enticas aquelas encontradas

na Figura ���
 para tempos menores e Rf � ��
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Figura ���� Transporte com Diferentes Valores de Fator de Retardo para o Pro�
blema de Escoamento Unidimensional com Subst�ancia Reativa�

O efeito do decaimento pode ser veri�cado� quando para o mesmo exemplo toma�

se a taxa de decaimento 
 � ���� s�� �sem o efeito da sor�c�ao�� A Figura ���

mostra a compara�c�ao entre os resultados da literatura e solu�c�ao anal��tica 
��� com

os obtidos pelo m�etodo dos elementos �nitos com integra�c�ao reduzida estabilizada�

em � diferentes instantes da an�alise �t � �� s� t � �� s� t � �� s e t � �
� s��

��



Veri�ca�se novamente a concord�ancia entre os mesmos�
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Figura ��
� Transporte com Decaimento Radioativo para o Problema de Escoa�
mento Unidimensional com Subst�ancia Reativa�

Vale acrescentar que uma descri�c�ao real��stica do transporte com v�arias rea�c�oes

qu��micas requer a considera�c�ao de componentes m�ultiplas no sistema� Se consi�

derarmos que a itera�c�ao entre componentes pode ser descrita como um equil��brio

qu��mico deduzido de considera�c�oes termodin�amicas� desenvolve�se um sistema de

equa�c�oes diferenciais parciais �� para cada componente�� Surgem tamb�em equa�c�oes

diferenciais adicionais oriundas das rela�c�oes de equil��brio� de forma que este pro�

cesso resulta em um conjunto acoplado de equa�c�oes governantes para o transporte

advectivo�difusivo�reativo� A modelagem deste problema �e complexa� Uma alterna�

tiva �e resolver�se separadamente as equa�c�oes de transporte e de rea�c�oes qu��micas�

��



de modo sequencial 

�� �
� ����

��



Cap��tulo �

Conclus�oes

Este trabalho apresentou algumas t�ecnicas que visam diminuir o custo computa�

cional da avalia�c�ao das integrais provenientes da formula�c�ao de elementos �nitos

em diversos problemas n�ao�lineares de transporte em meios porosos� Utilizou�se o

elemento quadril�atero bilinear subintegrado� ou seja� com � ponto de quadratura�

juntamente com uma t�ecnica de estabiliza�c�ao capaz de evitar a forma�c�ao de modos

esp�urios� Esta t�ecnica foi ent�ao utilizada na determina�c�ao das matrizes dos coe��

cientes para os sistemas de equa�c�oes envolvidos� que correspondem �as equa�c�oes de

press�ao e de transporte�

Foi visto atrav�es de experimentos de valida�c�ao que a estrat�egia escolhida levou

a resultados corretos� com boa converg�encia� e com grande economia� tanto para

o campo de press�oes quanto para o de concentra�c�oes� Foi utilizada com sucesso a

avalia�c�ao direta do campo de velocidades a partir do gradiente de press�oes no ponto

de superconverg�encia�

Foram testados algumas varia�c�oes de exemplos cl�assicos de recupera�c�ao terci�aria

e inje�c�ao de tra�cadores� e ainda� a contamina�c�ao reativa e n�ao�reativa em �aguas

subterr�aneas� Todos os exemplos foram comparados com resultados encontrados

��



na literatura� Da observa�c�ao dos resultados pode�se concluir que a t�ecnica de es�

tabiliza�c�ao levou a bons resultados� precisos e compar�aveis aos encontrados nas

refer�encias� O ganho computacional com a utiliza�c�ao desta metodologia foi bas�

tante signi�cativo quando comparado a integra�c�ao Gaussiana tradicional� chegando

em alguns casos a 
�" desta �ultima� Al�em disso� observou�se que a mudan�ca de

estrat�egia de integra�c�ao n�ao afetou o desempenho dos solucionadores�

Em vista dos resultados obtidos� acredita�se que a integra�c�ao reduzida estabi�

lizada poder�a vir a ser uma op�c�ao muito interessante n�ao s�o na simula�c�ao de proble�

mas misc��veis� como naturalmente� em problemas bif�asicos� e outras aplica�c�oes onde

o custo da avalia�c�ao das matrizes pode ser signi�cativo� Pretende�se a extens�ao da

metodologia �a problemas tridimensionais�

Outra consequ�encia natural e imediata deste trabalho �e o estudo e implementa�c�ao

de t�ecnicas de recupera�c�ao da converg�encia do campo de velocidades� associadas �a

integra�c�ao reduzida estabilizada� o que permitir�a o uso desta metodologia em ma�

lhas com grandes distor�c�oes sem perda de precis�ao e converg�encia� e com grande

economia computacional� Encontra�se nos Ap�endices um estudo sobre a possibili�

dade de utiliza�c�ao da integra�c�ao reduzida estabilizada junto �a duas t�ecnicas de p�os�

processamento para recupera�c�ao da ordem de converg�encia do campo de velocidades�

��



Ap
endices

A�� T�ecnica de P�os�processamento Local para Velocidades

A t�ecnica de P�os�processamento local para c�alculo do campo de velocidades 
��� uti�

liza o res��duo de m��nimos quadrados da equa�c�ao de balan�co de massa� uma condi�c�ao

de rotacional nulo� e a lei de Darcy avaliada nos pontos de superconverg�encia para

os gradientes� Esta t�ecnica leva a um problema local� a n��vel de macroelementos�

ou conjuntos de elementos adjacentes� Assim� tem�se o seguinte problema�

Dado ph� encontre bvh � Uk
h � �Qk

h�� tal que�

�'�� bv� wh�G # �� h
� �div bv� divwh�H # �wh � Uk

h �A���

# �� h
� �rot �'�� bv� rot �'��wh��H � �rphwh�G � �� h

� �f� divwh�H

onde� ' � k
��
� e Qk

h �e o subspa�co de elementos �nitos Lagrangeanos de L��$�

de polin�omios de grau k em cada elemento de classe C� em cada macroelemento e
discont��nuo nos contornos dos macroelementos� Na equa�c�ao acima�

�fh� gh�H �
nelX
e��

Z
�e

f eh g
e
h d$ �A�
�

�fh� gh�G �
nelX
e��

nintX
i��

�e
i f

e
h�x

e
i � g

e
h�x

e
i �

Estas equa�c�oes descrevem o produto interno a n��vel de elemento �H�� e o produto

interno calculado no ponto de superconverg�encia �G�� de coordenadas xei � Em �A�
�

��



�e
i representam os pesos associados ao ponto de superconverg�encia� Al�em disso� �i

s�ao constantes positivas �xadas posteriormente�

Para malhas e solu�c�oes regulares� obtem�se a estimativa 
����

jrp � rphjG � C hk	� jpjk	� �A���

onde� jrphj�G � �rph� rph�G� E ainda a seguinte estimativa para as velocidades�

jjv � vhj j � C hk	� jvjk	� �A���

com a qual se obtem taxas de converg�encia �otimas para as velocidades�

Esta t�ecnica �e conhecida como p�os�processamento local j�a que as de�ni�c�oes s�ao

a n��vel de elemento ou de macroelementos constru��dos a partir de elementos adja�

centes� Neste caso� a estabilidade e converg�encia da t�ecnica depender�ao da escolha

do espa�co de elementos �nitos e da escolha dos macroelementos� Sabe�se que a

t�ecnica �e est�avel sempre que k � �� e que quando k � � os macroelementos dever�ao

conter ao menos 
 elementos adjacentes �ver Figura A����

Figura A��� Macroelementos Est�aveis em Duas Dimens�oes com �
 e �� Graus de
Liberdade 
���

O custo computacional da t�ecnica de p�os�processamento �e fortemente in�uenci�

ado pela necessidade de se resolver um sistema de equa�c�oes bloco�diagonal prove�

niente da equa�c�ao �A��� formado pelos grupos de macroelementos� Em rela�c�ao ao

c�alculo do campo de velocidades diretamente da Lei de Darcy �se�c�ao ���� este custo

���



�e signi�cativo� Sendo assim� se prop�oe a utiliza�c�ao da estrat�egia de integra�c�ao re�

duzida estabilizada na obten�c�ao dos termos da matriz dos coe�cientes do sistema�

Assim� da equa�c�ao �A��� temos o seguinte sistema de equa�c�oes diferenciais em

forma matricial�

Vl bv � fl �A���

onde Vl �e a matriz dos coe�cientes do sistema� composta pelas parcelas com di�

vergente� rotacional e a parcela avaliada no ponto de superconverg�encia� de ��ndices

div� rot e G� respectivamente� fl �e o vetor de cargas e bv � fbvx�� bvy�� ���� bvy�g �e o
vetor das velocidades p�os�processadas� Assim� tem�se�
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e��
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f el �A���

onde�

Ve
l � Ve

div # Ve
rot # Ve

G �A���

f el � f ediv # f eG �A���

onde�

Ve
div � �� h

�
Z
�e
DT D d$ �A���

Ve
rot � �� h

�
Z
�e
�'����ART R d$ �A����

Ve
G �

nelX
e��

'��N�IR�N�IR� �A����

para�

D �

�
�N�

�x
�N�

�y
�N�

�x
�N�

�y
�N�

�x
�N�

�y
�N�

�x
�N�

�y

�
�A��
�

R �

�
�N�

�y
��N�

�x
�N�

�y
��N�

�x
�N�

�y
��N�

�x
�N�

�y
��N�

�x

�
�A����

���
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�
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�A����

Utilizando�se a integra�c�ao reduzida nas equa�c�oes �A��� e �A����� vem�

Ve
div�IR� � �� h

�AddT �A����

Ve
rot�IR� � �� h

� �'����A r rT �A����

onde�

dT �
�


A

�
y�� x�� y�� x�� y�� x�� y�� x��

�
�A����

rT �
�


A

�
x�� y�� x�� y�� x�� y�� x�� y��

�
�A����

Os termos div e rot podem ser tratados como a soma de duas parcelas� Uma

oriunda da integra�c�ao reduzida� e outra que corresponde �a estabiliza�c�ao� Para se

obter a parcela de estabiliza�c�ao correspondente a cada termo� procede�se como no

cap��tulo �� Para o termo com divergente� um vetor �d �e ent�ao constru��do a partir

da combina�c�ao linear dos vetores di� h� e t� da mesma maneira que na se�c�ao ���� j�a

que neste caso continuam v�alidas as propriedades de ortogonaliza�c�ao ������ e ���
���

Assim este vetor ser�a dado por�

�d �
�

A

h
h � �hT xi�di

i
�A����

onde�

hT �

�
� �� � �� � �� � ��

�
�A�
��

xT� �

�
x� � x� � x� � x� �

�
�A�
��

xT� �

�
� y� � y� � y� � y�

�
�A�

�

��




dT� �
�


A

�
y�� � y�� � y�� � y�� �

�
�A�
��

dT� �
�


A

�
� x�� � x�� � x�� � x��

�
�A�
��

d � d� # d� �A�
��

O operador d �e modi�cado de forma a ter seu posto recuperado�

ed �

����� d� # d�

�d

����� �A�
��

e assim�

Ve
div�ESTAB� � �� h

� �d �
T
d

Z
�e
��i ��i d$ i � �� 
 �A�
��

Para a parcela do rotacional de�ne�se�

xT� �

�
y� � y� � y� � y� �

�
�A�
��

xT� �

�
� x� � x� � x� � x�

�
�A�
��

rT� �
�


A

�
x�� � x�� � x�� � x�� �

�
�A����

rT� �
�


A

�
� y�� � y�� � y�� � y��

�
�A����

r � r� # r� �A��
�

De forma similar aos casos anteriores �e poss��vel calcular um vetor �r a partir da

biortogonalidade dos ri e do fato de que ri� t e h serem linearmente independentes�

de forma que temos�

�r �
�

A

h
h � �hT x�� r� # �h

T x�� r�
i

�A����

���



e a parcela de estabiliza�c�ao �e ent�ao dada por�

Ve
rot�ESTAB� � �� h

� �'���� �r �
T
r

Z
�e
��i ��i d$ i � �� 
 �A����

Da mesma forma que na obten�c�ao das matrizes K e S� o c�alculo da matriz

Vl� efetuado desta maneira dever�a ser muito mais e�ciente� obtendo�se uma grande

economia de tempo de processamento�

Embora com a utiliza�c�ao da t�ecnica de p�os�processamento seja poss��vel se obter

uma melhor ordem de converg�encia para o campo de velocidades� o custo compu�

tacional da montagem e solu�c�ao de mais um sistema de equa�c�oes �e signi�cativo�

Mesmo com a utiliza�c�ao da t�ecnica de integra�c�ao reduzida este custo dever�a ser

superior ao da avalia�c�ao da velocidade diretamente da lei de Darcy no ponto de

superconverg�encia� Al�em disso� deve�se ressaltar que em malhas n�ao�regulares� o

centr�oide n�ao �e um ponto de superconverg�encia� logo n�ao se poder�a obter taxas

�otimas em nenhum dos casos� uma vez que na obten�c�ao dos termos de Ve
l tamb�em

se utiliza o ponto de superconverg�encia� Mesmo sem a garantia da taxa �otima� a im�

plementa�c�ao do c�alculo do campo de velocidades descrita no cap��tulo � leva a bons

resultados� A precis�ao� converg�encia e conserva�c�ao de massa deste m�etodo foram

avaliadas atrav�es dos experimentos num�ericos dos cap��tulos anteriores� No entanto�

quando se faz necess�aria a utiliza�c�ao de malhas n�ao�uniformes pode�se obter taxas

�otimas para o campo de velocidades utilizando�se por exemplo a t�ecnica de p�os�

processamento global descrita a seguir� que n�ao depende da exist�encia de um ponto

de superconverg�encia�

A�� T�ecnica de P�os�processamento Global para o Campo

de Velocidades

A t�ecnica de p�os�processamento global que ser�a tratada neste trabalho consiste na

formula�c�ao variacional da lei de Darcy combinada com o res��duo da equa�c�ao de

balan�co de massa 
��� �
��

���



Dado ph� encontre bvh � Uk	�
�h � tal que�

�'�� bvh # rph� wh� # � �div bvh � f� divwh� � � � wh � Uk	�
�h �A����

onde Uk	�
�h � fwh � Uh! wh � n � � em �$g� e � �e uma constante positiva�

Aplicando�se a f�ormula de Green obtem�se a equa�c�ao�

A��bvh�wh� � �'�� bvh� wh� # � �div bvh� divwh� �A����

onde�

A��bvh�wh� � �ph� divwh� # � �f� divwh� � wh � Uk	�
�h �A����

Uma vez que ' �e estritamente positiva e '�� bem de�nida� e que a forma bilinear

A���� �� �e sim�etrica positiva�de�nida� para � �xa e positiva� o problema �A���� tem
solu�c�ao �unica� e tem como estimativa 
����

kjv � bvjk� � kjv � whjk� # C ���
�

� kp � phk # kc � chk� �A����

onde�

kjvjk� � A��v�v�
�

� �A����

para Uk	�
h � �H��$��d � H�div�� onde Uk	�

h � �Sk	�
h �d com Sk	�

h � C��$�� Para
� � O��� tem�se a seguinte taxa de converg�encia para bv�

kv � bvk � C �hk	� jvjk	� # kc � chk� �A����

kdiv v � div bvk � C �hk	� jvjk	� # kc � chk� �A����

onde se tem a mesma ordem de converg�encia obtida para o campo de press�oes�

por�em com uma ordem de interpola�c�ao mais alta para as velocidades �k # ���

���



Observa�c�ao�

�E poss��vel se obter diferentes taxas para diferentes escolhas de � e da ordem de

interpola�c�ao 
�
��

O custo computacional da t�ecnica de p�os�processamento global �e superior aos

das t�ecnicas anteriores uma vez que neste caso se faz necess�aria a montagem e a

solu�c�ao de um sistema global com o dobro de equa�c�oes em rela�c�ao aos sistemas

principais �press�ao e transporte�� Para diminuir este custo� sugere�se a utiliza�c�ao

da integra�c�ao reduzida estabilizada na obten�c�ao dos coe�cientes da matriz global�

Procede�se como na se�c�ao anterior para o seguinte sistema de equa�c�oes�

Vg bv � fg �A��
�

onde Vg �e a matriz dos coe�cientes do sistema global� dadas por�

Vg �
nelX
e��

Ve
g fg �

nelX
e��

f eg �A����

onde�

Ve
g � Ve

div # Ve
v �A����

f eg � f ediv # f ep �A����

onde�

Ve
div � �

Z
�e
DT D d$ �A����

Ve
v �

Z
�e
'��NT N d$ �A����

Tratando�se o termo �A���� como a soma das parcelas correspondentes �a inte�

gra�c�ao reduzida e �a estabiliza�c�ao� tem�se�

Ve
div�IR� � � AddT �A����

���



Ve
div�ESTAB� � � �d �

T
d

Z
�e
��i ��i d$ i � �� 
 �A����

J�a para o termo �A���� procede�se como a matriz de massa Me
c �
���� obtida

explicitamente� Assim temos�

Ve
v �

'��

���

���������������


��r� # rA�� I 

�r� # rB�� I 
r�� I 

 r� # rC � I


��r� # rD�� I 

r� � rC � I 
r�� I


��r� # rE�� I 

r� � rB� I

sim 
��r� � rD�� I

���������������
�A����

onde� r�� rA� rB� rC � rD e rE s�ao dadas por �
�����

Desta maneira� assegura�se a boa converg�encia do campo de velocidades� mas

cria�se uma nova di�culdade computacional com o surgimento de um novo sistema

de equa�c�oes que embora com a utiliza�c�ao da integra�c�ao reduzida deve ainda levar a

um aumento do tempo de processamento em compara�c�ao ao tempo utilizado pela

avalia�c�ao direta do campo de velocidades� Os estudos de Loula et al� 
��� sugerem

que o custo da avalia�c�ao deste problema �e baixo� sendo portanto uma alternativa

interessante principalmente quando se necessita de malhas n�ao uniformes onde n�ao

se conhece o ponto de superconverg�encia�

Podemos comparar as t�ecnicas apresentadas acima do ponto de vista do n�umero

de avalia�c�oes de matrizes necess�arias a cada uma das t�ecnicas� Em primeiro lugar�

quando se avalia as velocidades diretamente do gradiente de press�oes� obviamente

n�ao h�a nenhum sistema de equa�c�oes a ser resolvido� consequentemente esta �e a op�c�ao

mais econ�omica poss��vel� Uma vez feita a op�c�ao pela t�ecnica de p�os�processamento

local� surge ent�ao a necessidade de se resolver o sistema �A��� onde a matriz Ve
l de�

ver�a ser computada pela soma das � parcelas em �A��� a �A����� onde as 
 primeiras

tradicionalmente s�ao avaliadas nos � pontos de integra�c�ao de Gauss� o que totaliza �

avalia�c�oes de matrizes� Com a utiliza�c�ao da t�ecnica de integra�c�ao reduzida estas mes�

mas matrizes s�ao avaliadas uma �unica vez �� ponto de quadratura� por�em a estas s�ao

acrescentadas as respectivas parcelas de estabiliza�c�ao �A�
�� e �A����� totalizando �

���



avalia�c�oes de matrizes� conseguindo�se desta forma uma economia de cerca de ��"

com a utiliza�c�ao da integra�c�ao reduzida estabilizada� O mesmo racioc��nio pode ser

feito para a t�ecnica de p�os�processamento global onde o sistema �A��
� dever�a ser

resolvido para a matriz de coe�cientes Ve
g dada em �A���� composta de 
 parcelas

que geralmente s�ao avaliadas nos � pontos de quadratura de Gauss� somando assim

� avalia�c�oes de matrizes� Com a proposta de utiliza�c�ao da t�ecnica de integra�c�ao

reduzida estabilizada� s�ao necess�arias apenas � avalia�c�oes� sendo uma delas anal��tica

�A����� Com isso� �e poss��vel obter�se uma economia de ��" no n�umero de avalia�c�oes

de matrizes� Da mesma forma que no caso do sistema advectivo�difusivo tratado no

cap��tulo �� estes ganhos podem ainda ser maiores j�a que os coe�cientes das matrizes

s�ao conhecidos explicitamente�

���
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