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Dias inteiros de calmaria, noites de ardéncia,

dedos no leme e olhos no horizonte,

descobri a alegria de transformar distancias em tempo.

Um tempo onde aprendi a entender as coisas do mar,

a conversar com as ondas e nao discutir com o mau tempo.
A transformar o medo em respeito, o respeito em confianca.
Descobri como é bom chegar quando se tem paciéncia.

Amyr Klink
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Preliminares

O éxito da mecanica computacional estd em sua efetividade na solucao de problemas
de interesse para a sociedade e em prover um entendimento profundo dos fend6menos
naturais e de sistemas de engenharia [1]. Dentre as diversas aplicagoes da mecanica
computacional, destacamos os estudos de escoamentos em meios porosos, onde en-
contramos as aplicagoes em problemas relacionados a simulacao de reservatorios de
petréleo, e a simulacao da contaminacgao de aquiferos, objetos do presente trabalho.
Existem quatro estagios principais para a modelagem do processo de escoamento

em um meio poroso [2]:

(12) Modelagem fisica do processo de escoamento;

(22) Formulacao matemdtica do modelo fisico, que geralmente envolve sistemas
acoplados de equacoes diferenciais parciais nao-lineares;

(32) Modelagem numérica, desenvolvida de forma a garantir a existéncia, unicidade
e regularidade da solucao. O modelo numérico deve ter precisao e estabilidade su-
ficientes para produzir solucoes representativas do fenomeno fisico, sem introduzir

fenomenos espirios associados ao esquema numérico;



(42) Programa computacional, capaz de efetuar com eficiéncia os célculos necessarios,
de forma a se obter resultados concretos para o modelo, que devem estar em acordo

com as observacoes medidas dos processos fisicos.

Atualmente, a simulacao de processos de escoamentos em meios porosos é uma
ferramenta importante na tomada de decisoes. Isto se deve principalmente as melho-
rias tecnolégicas que tornaram mais simples a simulacao e a possibilidade de solugoes
mais realisticas. Desde seu inicio na década de 50, até os dias atuais muitas foram
estas melhorias [3], entre elas salientamos:

- O progresso substancial da computacgao, chegando aos atuais computadores de alto
desempenho que utilizam multiplos processadores em paralelo;

- O crescimento do tamanho e complexidade do modelo computacional, acompa-
nhando o crescimento da velocidade de processamento;

- Avancos técnicos, como por exemplo, o uso de malhas flexiveis;

- Aumento da capacidade do simulador do ponto de vista do usuério, incluindo in-
terfaces gréaficas, refinamento automatico da malha, etc;

- Evolucao de softwares e suporte.

Hoje em dia, as pesquisas em escoamentos em meios porosos, além de ter em
vista a precisao da analise, devem também observar o custo computacional. Desta
forma, o objetivo principal deste trabalho é estudar e desenvolver técnicas que pos-
sam tornar a simulacao de escoamentos em meios porosos mais eficiente computa-
cionalmente. Para tanto, utiliza-se o método dos elementos finitos, onde analisa-se o
comportamento do elemento quadrildtero bilinear associado a integracao reduzida,
isto ¢, a integracao com um ponto de quadratura, de modo a diminuir o tempo
necessario para a avaliagao dos termos das matrizes de elemento, responsaveis por

grande parte do tempo de processamento.



1.2 O Problema da Simulacao de Reservatorios de Petroleo

O petréleo na natureza é encontrado impregnando rochas porosas denominadas
reservatérios. Estes em geral contém camadas de gés natural, hidrocarbonetos e
agua, e estao submetidos a grandes pressoes. A perfuracao de um pogo cria um
caminho para que a pressao impulsione naturalmente o géas, os hidrocarbonetos ou a
agua. Este estagio do processo de recuperacao é chamado de recuperacao primaria.
Em reservatorios com baixas pressoes internas, ou quando a pressao inicial diminui
apés algum tempo de extracao, pode-se utilizar algumas técnicas de recuperacao
conhecidas como recuperacao secundéria, onde um fluido (geralmente adgua) é inje-
tado em um poc¢o de modo a forcar o deslocamento do éleo residente na direcao dos
pocos de producao. No entanto, através desta técnica sé é possivel recuperar algo
em torno de 40% do 6leo contido no reservatério. Algumas técnicas foram entao
desenvolvidas com a finalidade de melhorar a taxa de recuperacao nestes reser-
vatorios. Estas técnicas sdo conhecidas como recuperagao terciaria (Enhanced Oil
Recovery Technique - EOR). Nestas, obtém-se um escoamento miscivel onde os pro-
cessos fisicos e as mudancas de fase que acompanham o processo devem ser descritas
matematicamente. Uma das técnicas de recuperacao terciaria mais utilizadas é a
que utiliza a injecao de um componente quimico que se mistura aos hidrocarbonetos
residentes, formando uma fase fluidica dnica [2].

O proposito da gestao de reservatoérios é o controle de operagoes para a obtencao
da maxima recuperacao possivel, com base em fatos, informacoes e conhecimentos,
utilizando os recursos financeiros, tecnolégicos e humanos, de forma a minimizar os
investimentos e despesas de operagao [4].

A viabilidade economica de um reservatorio é influenciada pelo desempenho da
producao sob as condicoes correntes e futuras de operacao. Com a utilizacao da
simulacao numérica, é possivel se obter dados quantitativos e qualitativos que po-
dem oferecer uma visao mais clara do fenomeno, e entender os processos quimicos,
fisicos e de escoamento que ocorrem em um reservatorio, de forma a ser capaz de

otimizar a recuperacgao dos hidrocarbonetos.



O problema modelo para a simulagdo numérica de reservatérios geralmente evita
as complexidades envolvidas na simulacao de problemas reais, enquanto exibem as
mesmas dificuldades numéricas [5]. Uma simplificagdo importante é o caso onde
0os componentes quimicos se misturam formando uma unica fase. Este modelo é
conhecido como modelo de deslocamento miscivel (miscible displacement), que serd

tratado neste trabalho.

Boa parte dos simuladores usados na industria de petréleo utilizam o método
das diferencas finitas [6], apesar de suas dificuldades na representacao de geome-
trias complexas. Outros métodos numéricos também sao utilizados neste tipo de
simulagdo como os métodos de elementos finitos mistos [7], onde pressao e veloci-
dade sao tratadas simultaneamente, isto é, ambas sao incoégnitas do problema. Como
para o regime permanente esta formulacao conduz a matrizes nao positivas-definidas,
passou-se a utilizar técnicas para superar esta dificuldade, como a técnica de sepa-
racao de varidveis [8], e mais tarde a técnica de hibridizacao [9]. Todos estes métodos
sao caros do ponto de vista computacional em relacao ao método de Galerkin com in-
terpolacoes Lagrangeanas para a pressao. Assim, outras alternativas surgiram, como
a aplicacdo do método de volumes de controle [10], entre outros [11, 12]. Mais re-
centemente, o método dos elementos finitos volta a ser destaque principalmente pela
sua habilidade em representar geometrias complexas, descontinuidades, melhorar a
resolu¢do em torno dos pogos, entre outras vantagens. Biswas e Carey [13] fazem
um apanhado histérico da modelagem do problema. Atualmente, as formulacoes
classicas de elementos finitos, baseadas em interpolagoes Lagrangeanas lineares ou
bilineares para o calculo das pressoes, sao usadas na modelagem de problemas de
escoamentos em meios porosos, incluindo a simulacao numérica de reservatorios de

petroleo, como sera visto mais adiante.



1.3 O Problema da Contaminacgao de Aguas Subterraneas

Aguas subterraneas sao aquelas encontradas nos sistemas aquiferos, na chamada
zona de saturacao, na qual os poros estao completamente preenchidos com &4gua.
Armazenadas ao longo de milhares de anos, se encontram, em condicoes naturais,
numa situagao de quase equilibrio, governado por um mecanismo de carga e descarga.
Sao de imensa importancia para o ser humano, uma vez que 97 % da agua doce

disponivel na Terra encontra-se no subsolo [14].

A partir dos anos 80, a énfase nas pesquisas sobre dguas subterraneas nos paises
industrializados mudou de avaliagdo quantitativa (abastecimento de dgua), para
avaliacao qualitativa e controle da dgua. Recentemente, o problema da contaminagao
das dguas subterraneas tem preocupado muitos pesquisadores [15]. As dguas podem
ser contaminadas por residuos industriais perigosos, chorumes de depdsitos de lixo
urbano, derramamento de petrdleo, uso de fertilizantes, pesticidas, herbicidas, e

ainda, por residuos radiativos.

A movimentacao de um contaminante em um aquifero depende das propriedades
deste contaminante, da geologia do aquifero e da velocidade das dguas. O processo
de transporte de um contaminante, assim como no caso dos tracadores nao-reativos

em reservatorios, pode ser basicamente descrito como sendo advectivo-difusivo.

Os problemas de contaminagao sao complexos e requerem uma abordagem inter-
disciplinar. A modelagem computacional pode ser util na analise do escoamento das
aguas, onde pode se fazer simulagoes de diferentes situacoes e assim estimar e pre-
venir seus efeitos. Muitos modelos foram desenvolvidos usando diferentes métodos
numéricos como o método das caracteristicas [16], método das diferencas finitas, o

método dos elementos finitos, entre outros.

O modelo adotado neste caso é o mesmo utilizado para a simulacao de reser-
vatorios de petroleo, ou seja, o de escoamento de um contaminante miscivel em um
meio poroso saturado, que requer a solucao numérica de um sistema de equacoes
diferenciais parciais. A primeira é a equacao da pressao, que associada a lei de Darcy

fornece a distribuicao do fluxo no meio poroso considerado. A segunda é a equacao



de transporte, que descreve o processo de adveccao-difusao, e que nos fornece a dis-
tribuicao da concentracao do contaminante no decorrer do tempo. As respostas do
modelo matematico também dependem da qualidade dos dados de campo disponiveis

para se definir os parametros de entrada e as condi¢oes de contorno do problema.

1.4 Escopo do Trabalho

Como as implementacoes do método dos elementos finitos utilizam com frequéncia
a quadratura de Gauss na avaliacao das integrais oriundas da formulacao fraca do
problema, o custo computacional destas avaliacoes é diretamente proporcional ao
numero de pontos de integracao utilizados. Para um elemento quadrilatero que usa
polinomios de baixa ordem, uma integragao precisa pode ser obtida com quadratura
com 2 X 2 pontos de integragao. A integracao reduzida mostra-se uma alternativa
interessante para diminuir o custo computacional da avaliagao destas integrais. No
entanto, se uma menor ordem de integracao for utilizada podem surgir oscilagoes
indesejaveis devido ao fato de que o operador gradiente discreto nao ter controle so-
bre certos modos espurios conhecidos como hourglass modes. Este fenomeno se deve
a deficiéncia de posto das matrizes de elemento subintegradas, e pode comprometer

a qualidade das solugoes [17].

Para contornar este inconveniente, é necessario que estas instabilidades sejam
controladas sem perda de eficiencia computacional. Algumas metodologias de es-
tabilizacao ( hourglass control ) ja sao utilizadas, principalmente na mecanica dos
sélidos e problemas difusivos [18]. Recentemente, comegam a ser utilizadas em pro-
blemas advectivos [19]. Em alguns casos a precisdo do método estabilizado é da

mesma ordem da quadratura de Gauss tradicional.

Em particular, o escoamento de fluidos incompressiveis, misciveis em meios
porosos ¢ descrito por um sistema de equacoes diferenciais parciais acoplado. Tal
sistema é composto por um problema eliptico, onde a velocidade relaciona-se com o
gradiente da pressao através da lei de Darcy, e por uma equagao convectiva-difusiva

associada a concentracao. Serd estudada a utilizacao de um esquema de integracao



reduzida capaz de avaliar de forma precisa as matrizes de elemento, e assim obter
corretamente e com grande economia (em alguns casos chegando a 40 %), os campos

de pressao, velocidades e concentracao.

Para a discretizacao com elementos quadrilateros bilineares serd testado o es-
quema desenvolvido por Belytschko e co-autores [18], conhecido como controle de
modos espurios via técnica de perturbacao. Originalmente criado para a elasticidade,
este método é muito utilizado em problemas difusivos e recentemente vem sendo apli-
cado a problemas advectivos [19, 20]. Neste, o controle dos modos esptirios baseia-
se na modificacao do gradiente discreto, a fim de reestabelecer o posto correto das
matrizes de elemento. Mostra-se através de testes numeéricos, que o esquema de in-
tegragao é eficiente na determinacao do campo de pressoes, possui boa convergéncia
e é muito economico quando comparado a quadratura de Gauss tradicional. A de-
terminacao do campo de velocidades é estudada uma vez que sua determinacgao é
importante principalmente nos casos onde a viscosidade do fluido injetado é menor
do que a do fluido residente (alta razdo de mobilidade). Assim, considera-se o cdlculo
das velocidades diretamente da lei de Darcy, utilizando-se o conceito de supercon-
vergencia. O cdalculo da concentracao também utiliza a integracao reduzida estabi-
lizada de forma similar a utilizada na determinacao do campo de pressoes, desta vez
considerando o carater predominantemente convectivo da equacao de transporte. As
velocidades calculadas com um ponto de integracao sao utilizadas na obtencao do

campo de concentragoes.

No capitulo que se segue é feito um resumo da formulacao do problema de es-
coamentos misciveis em meios porosos. Em seguida, no capitulo 3, apresentam-se
as estratégias de estabilizacao para o calculo do campo de pressoes e de concen-
tragoes. No capitulo 4 é feita a descricao da metodologia para o calculo do campo
de velocidades. Em seguida, no capitulo 5 apresenta-se os experimentos numéricos
de validagao da proposta para o problema pressao-velocidade. Os capitulos 6 e 7
trazem os experimentos em petrdleo e aguas subterraneas, respectivamente. Final-
mente, no capitulo 8, apresentam-se as conclusoes do trabalho. Encontra-se nos

Apéndices uma proposta de utilizacao da integracao reduzida estabilizada em con-



junto com técnicas de pos-processamento que recuperam a ordem de convergéencia
do campo de velocidades [21, 22]. A bibliografia utilizada é encontrada ao final do

trabalho.



Capitulo 2

Escoamento Incompressivel

Miscivel em Meio Poroso Saturado

2.1 Equacgoes Governantes

Quando um fluido escoa através dos vazios interconectados e passagens de um
meio poroso, as paredes destes vazios e passagens formam pequenos tineis pelos
quais o fluido escoa. O estudo deste fenomeno fisico nesta escala, isto é, na escala
do poro é chamado de método microscopico. Devido a complexidade da micro-
geometria do meio poroso, o estudo dos detalhes do escoamento nesta escala se
torna de dificil execucao. Por este motivo, descreve-se o fenoneno do escoamento
em escala macroscépica. O método da média espacial (Spacial Average Method)
[23] possibilita transferir propriedades do meio poroso do nivel microscopico para o
macroscépico. Para tanto, considera-se um volume elementar na regiao do escoa-
mento, definido como uma particula do meio poroso. Ou seja, grande o suficiente
para conter um considerdavel nimero de particulas solidas e poros, de forma que
valores médios de certas propriedades fisicas possam ser obtidos sobre o dominio; e

pequeno o suficiente em comparagao com o dominio. O volume (particula) definido



desta forma é chamado de volume elementar representativo (Representative FEle-
mentary Volume - REV). Desta forma, todo ponto matemdtico no meio poroso é
associado com uma particula. Entao, o meio poroso, constituido de matrizes sélidas
e poros, pode ser considerado como um continuo preenchido por tais particulas. As-
sim, as propriedades e parametros relevantes sao tomados como funcgoes continuas e
diferenciaveis, evitando-se as dificuldades da microestrutura do meio poroso. Esta
aproximacao é chamada de aproximacao macroscopica. Nao se fara distincao no
texto entre propriedades macroscopicas e microscopicas, entendendo-se que para
cada propriedade microscépica do fluido (seja esta escalar ou vetorial), assume-se

uma média espacial no REV, definindo portanto, uma propriedade macroscépica.

Considerando-se um meio poroso saturado (todos os poros preenchidos pelo flu-
ido), o modelo que descreve o transporte de um fluido injetado, miscivel no fluido
residente no meio poroso, objetiva o calculo ao longo do tempo das concentragoes
deste fluido, isto é, do componente quimico dissolvido, soluto, ou contaminante.
Neste trabalho utiliza-se a definicao de concentracao volumétrica como massa de
soluto por unidade de volume da solugao (M L~3). As mudangas nas concentragoes
sao causadas principalmente pelos seguintes fatores: o transporte advectivo, onde
as substancias dissolvidas sao carregadas pelo escoamento de um lugar para outro;
a dispersao hidrodinamica, que combina os efeitos da difusao molecular e ionica,
causada pela distribuicao nao homogénea do soluto no fluido, onde as moléculas do
soluto com alta concentracao se movem para areas com menores concentracoes até
formar uma distribuicao uniforme, e da dispersao mecanica, resultado das iteracoes
mecanicas entre a fase solida e a fase liquida, e da microestrutura do meio poroso,
fazendo com que as velocidades variem de magnitude e direcao, o que leva a uma
expansao do soluto em uma area maior do que a atingida por simples adveccao; a
diluicao nas fontes do fluido; a adsorcao e troca idonica que ocorrem na interface
entre as fases sélida e liquida; o decaimento radioativo, e as reagoes quimicas e/ou
bioldgicas no fluido residente, ou entre este tltimo e os materiais sélidos do meio

poroso [16]. O célculo das concentragoes requer a solu¢cdo numérica de equagoes
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matematicas que descrevem o fluxo no meio poroso e o processo de transporte. As
principais equacoes envolvidas sao a equacao da conservacao da massa e a equacao

de transporte, cujas deducgoes serao vistas adiante.

Considerando-se o volume elementar REV, as mudancgas da massa liquida, no
tempo dt, sao computadas como a soma das parcelas que entram (ou saem), e da
producao (ou eliminacao) devido a reagoes quimicas ou outras razoes [23]. O balanco

de massa pode entao ser dado por ,

% + div(pv) = 1 (2.1)

Nesta equagdo, p representa a massa especifica do sistema (ML), v =
(vz, vy, v;)T é a velocidade de percolagao do fluido (LT 1), e I é a taxa de produgio
por unidade de volume (ML73T~'). Esta equagio também é conhecida como

equacao da continuidade.

Supondo-se que o meio poroso é saturado com um fluido homogéneo incom-

pressivel, entao,

(2.2)

v
v = —
2
onde v = (v, vy, v,)" é a chamada velocidade de Darcy (LT ™), e ¢ é a porosidade
efetiva, que considera a fracao volumétrica do fluido no REV (adimensional). A
lei de Darcy é uma lei basica da teoria de percolacao, estabelecida empiricamente
por Henri Darcy em 1856 [24]. Ela estabelece que o fluxo de dgua através de uma
formacao arenosa depende da area da secao transversal desta formacao, da altura

piezométrica e da porosidade do meio. Assim, obtem-se a velocidade de Darcy,

Oh

— K — ,j =1,2.3 2.3
]ax] L, ( )

Vv, =

onde o tensor simétrico IC é conhecido como condutividade hidrdulica (LT'). Este

parametro macroscopico depende tanto de propriedades do meio poroso quanto do
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fluido, e pode ser escrito como,
—= (2.4)

onde 11 é a viscosidade do fluido (M L™'T~1), g é a aceleracao gravitacional (LT~?),
e k é a permeabilidade do meio poroso, propriedade que nao depende do fluido e

que ¢ definida em escala macroscopica (L?) [24].

A altura hidrdulica (altura estédtica ou piezométrica) h, é dada por,

h =2+ — 2.5
Py (2:5)

A cota z é a altura do nivel de referéncia até o ponto (L), p é a distribui¢ao
das pressoes hidroestaticas (ML™'T~%). A altura hidrdulica é uma propriedade
macroscopica (L) que pode ser vista como a energia potencial na unidade de massa
do fluido no ponto. Como a movimentacao no aquifero é relativamente lenta, a
energia cinética pode ser ignorada e h pode ser tratado como energia mecanica total

na unidade de massa do fluido.

Assim, da relacao (2.2) e da lei de Darcy (2.3) pode-se escrever,

V; = —J(

0 0
by Op 0z
Y

i =123 2.6
92, pgaxj) 0] ,2, (2.6)

Para um fluido homogéneo, a equacao de pressao pode ser obtida combinando-se
a equacao da continuidade (2.1) e a equacdo (2.6),

Oh Oh

le(K axl) = Ss W

+f i=1,2,3 (2.7)

Na equagio acima, f ¢ o termo fonte (7') e S, é 0 armazenamento especifico
(L™1), definido como a fragao do volume de dgua liberada de um REV com o declinio

unitario de h,

Ss =pgla(l —¢) + ¢f] (2.8)
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onde « e [ sao as compressibilidades da matriz sélida e da agua respectivamente.
Detalhes sobre a obtengao de (2.7), (2.8) podem ser obtidos em Marsily [24] e em
Sun [23].

Na equagdo de pressao (2.7) utilizou-se um tensor de condutividade hidraulica
IC constante no tempo, uma vez que a viscosidade do fluido p foi considerada nao
dependente da concentracao. No entanto, em muitos casos praticos p pode depender
da concentragao sendo entao uma fungao nao-linear que depende de alguma relagao

empirica, como a seguinte relacao,
—4
p(e) = (1 — ¢ + M"® c) i (2.9)

onde i, ¢ a viscosidade do fluido residente (ML 'T~1), e M ¢é a chamada razio
de mobilidade (admensional), definida como a razao entre as viscosidades do fluido

residente e do soluto s,

&
s

M- (2.10)

A fisica dos problemas aqui tratados depende fortemente da razao de mobili-
dade. Estudos mostram que para M > 1 a frente de concentracoes pode se tornar
fisicamente instavel, o que ocorre em muitos casos praticos onde o soluto é menos

viscoso do que o fluido residente (modelo de recuperacao tercidria).

O principio da conservacao de massa requer que a massa liquida do soluto que
entra (ou sai) do REV durante um certo intervalo de tempo, deve ser igual ao
acimulo (ou perda) da massa armazenada neste volume no mesmo intervalo de
tempo. Isto pode ser expresso para um fluido incompressivel através da seguinte

equacao,

0 0 _ 0 0 0
E(SOC) + %(Pbc) + 3 (pev) — 8—33(%07%' 8—33]-6) (2.11)

% %

— ¢ f + Ayc+ pe) =0 i,j=1,23
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Nesta equagdo, ¢ é a concentragdo do fluido injetado (soluto ou contaminante)
(ML™3), ¢* é o valor da concentragao nos pontos de injegao/extragao (ML™3), py
é a densidade volumétrica do material do aquifero (M L™3), ¢ é a concentragio da
massa do soluto contido no material sélido do aquifero por sor¢ao (massa de soluto
por unidade de massa do material do aquifero MM1t), f é a fonte volumétrica
(T~1), A é a taxa de decaimento (T~!') e D é o tensor de dispersao-difusao (L? T7).

Os trés primeiros termos em (2.11) correspondem a um balanco de massa seme-
lhante ao da equacao (2.1). O quarto termo representa as mudangas na concentragao
devido a dispersao hidrodinamica, e é andlogo ao fluxo difusivo descrito pela lei de
Fick [24]. O coeficiente de dispersao-difusao pode ser relacionado a velocidade do
fluxo pela equacao de Schedegger [16],

Dij = Z]mn ,lﬁn ,U“” iaja m,n = 17273 (212)

onde @jm, sao as componentes do tensor de dispersividades (L). Para um aquifero
isotropico, este tensor pode ser definido em termos de dispersividades longitudinal
e transversal, ay e ap (consideradas constantes no tempo) (L). Além disso, um
coeficiente de difusao isotropico D,, é adicionado de forma a considerar a difusao
molecular e o efeito da tortuosidade do meio. Desta forma, o tensor de dispersao-

difusao D pode ser dado por [5, 25],

D= Dp+oar|vDI+ (a — ar)——

v (2.13)

onde I é o tensor unitario.

O ultimo termo na equagao (2.11) representa o decaimento radioativo do so-
luto, usualmente expresso como a meia vida t1, isto é, o tempo necessario para a
2

concentracao cair a metade de seu valor original, ou seja,
= — (2.14)

Em alguns casos, o termo de decaimento pode representar a decomposicao quimica

ou biodegradacao.
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O termo com divergente da velocidade em (2.11) pode ser eliminado, uma vez

que,
0 dc dp
0 dc
i) — i 7 ‘:1727
axl((pcv) YU oz, + c8 Z'((,011) 1 3
O que leva a,
dc 0 dc 0 dc
“C 4 Zpe 2 (oD —— 2.1
Yoy T o) + PG axi(so Jaxj) (2.16)

—f(c*—c)+<,0)\(c+%):0 i,j=1,2,3
¥

Esta equacao pode ser simplificada considerando-se o equilibrio de sorcao do
soluto governado por uma isoterma de Freundlick [24], e reacoes quimicas reversiveis
e instantaneas de forma que o equilibrio local possa ser assumido. Entao, ¢ = kg,

onde ky ¢ o coeficiente de sor¢ao ou distribuigao (M~1L73),

0 _ dc
a(pb c) = p kda (2.17)

Definindo-se ainda o chamado fator de retardo R; como,

k
Ry =1 + 2™ (2.18)
0

A equagao (2.16) se reduz a,

dc pv; Oc 1 0 D dc

¢ LA ’ 2.1
?9t TR, o Ry oz ¥ Pi gy (2.19)

1
“ 7 € -9+ eAe =0

que doravante sera chamada de equacao de transporte.

2.2 Problema Modelo

O modelo matematico a ser adotado no presente trabalho considera o escoamento

de um fluido miscivel, incompressivel, através de um meio poroso rigido saturado
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Q C IR? de contorno 9. Fazendo-se as simplificagoes usuais em (2.6), (2.7) e (2.19)

tem-se o seguinte conjunto acoplado de equagoes diferenciais parciais [5],

e Equacao da Pressao :

div(w—L Vp) = ¢ em Q x [0,T] (2.20)

com condicao de contorno de fluxo nulo, isto é,

v-n=0 em 05} (2.21)
Para assegurar a unicidade para a pressao impoe-se a normalizacao,

/Q pdQ =0 em Q x [0,7] (2.22)

e Equacao de Transporte :

0
(’08_;‘; + div(pve) — div(eDVe) =" f em Q x [0,T] (2.23)
sujeitas as condicoes de contorno e inicial,

D(v)Ve-n=0 emodfd (2.24)

c(x,0) = ¢ (x) em ()

onde,

8uz~
di = =1,2 2.25
ivu o, i=1, (2.25)

du

ox
Vu = (2.26)

u

0y

Nestas equacoes ¢y é o valor da concentracao no instante ¢ = (0, x sao as coorde-

nadas cartesianas, n é o vetor unitdrio normal a fronteira e [0,7] é o intervalo de
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tempo de interesse.

Observacgoes:

1 - Estas equagoes sao validas desde que nao existam reagoes quimicas, e/ou
biolégicas capazes de afetar as propriedades do fluido ou do meio poroso, decai-
mento nulo, e ainda considerando-se o fator de retardo unitario. Este é caso de

contaminantes nao reativos, e quando nao ha biodegradacao [16].

2 - Na equacao de transporte, o termo advectivo é predominante na maioria dos
casos, como por exemplo, na injecao de tracadores em reservatérios de petroleo, e
na contaminacao de aguas subterraneas. Problemas estes que serao tratados neste

trabalho.

3 - O problema modelo é muito utilizado, principalmente na simulacao de pro-

cessos de recuperacao tercidaria, como serd visto no Capitulo 6.

4 - A equagao (2.20) é obtida substituindo-se a lei de Darcy na equacdo da

conservacao de massa.

2.2.1 Discretizacao por Elementos Finitos

Discretizacao Espacial

Como na maioria dos casos praticos, a solugao analitica das equagoes governantes
nao pode ser obtida diretamente, métodos numéricos sao utilizados, como o método
dos elementos finitos, onde as varidveis principais sao substituidas por variaveis dis-

cretas, definidas nos nés de uma malha de elementos finitos [27].

e Equacao da Pressao:
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A formulagao fraca de Galerkin do problema da pressao serd entao: Achar p € U,

tal que,

/( J -Vp)deQ—/qwdQ:() Vuw el (2.27)
QQp Q

Para U = {w € H'(Q), [qw dQ = 0} onde w sao as fungdes discretas de pon-

deracao.

Dividindo-se o dominio €2 em uma malha de nel elementos finitos, de forma que,
nel
Q= ; 9= i# 75, 0,7=1,..., nel (2.28)
e=1
onde o superindice e indica o e-ésimo elemento da malha e o subindice A indica a
discretizagao de elementos finitos. Assim tem-se U, = {w, € U; wj € Pp(Q°)},
onde P;(£2¢) é o conjunto dos polinémios definidos em ¢ com grau menor ou igual
a k, e a aproximacao usual de elementos finitos para a pressao sera,
nnos
Prn = Zpi N; (2-29)
i=1
onde nnos é o nimero total de nés da malha e N; sao as funcoes de interpolacao

Lagrangeanas usuais para o elemento bilinear,

1 .
Ni= 2 +nm) (1 +886)  i=1...4 (2.30)
definidas no dominio de referéncia [ = —1,{ = 1] x [n = —1,n =1].

A formulacao classica do método de Galerkin para a equagao da pressao (2.27)

leva a seguinte formulagao de elementos finitos,

pi /(—J VN,) - VN;dQ — / FNQ =0 i j=1,..4 (2.31)
Q QU Q

Esta formulacao pode ser escrita na forma matricial,

Sp=q (2.32)
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onde p contém as pressoes nodais incognitas, q contém os termos independentes, e
a matriz S é a chamada matriz de rigidez global. Pode-se mostrar que S ¢é simétrica
e positiva-definida. De forma usual, S e q sao obtidas a partir das contribui¢oes dos

elementos, de forma que,

nel nel
S=> s° qa=> 4q° (2.33)
e=1 e=1
onde S€ e q° tém como componentes, respectivamente,
e kij ; o
Qe (,0 ILL Qe

e Obtencao do Campo de Velocidades:

Sabe-se que o calculo das velocidades diretamente da lei de Darcy leva a uma
taxa de convergéncia inferior a obtida para as pressoes, e além disso satisfaz fraca-
mente as condicoes de fluxo nulo. Serao examinadas no Capitulo 4 algumas técnicas
que podem ser utilizadas para melhorar a qualidade da aproximacao do campo de

velocidades.

e Equacao de Transporte:

A equacao de transporte é advectiva-difusiva. Sendo assim, oscilagoes numeéricas
podem ocorrer se for usada a formulacao classica de Galerkin, principalmente em
problemas fortemente advectivos. Por este motivo, utiliza-se a formulacao SUPG
(Streamline Upwind Petrov-Galerkin ) [28], que utiliza funcoes peso descontinuas,
onde as funcoes peso de Galerkin, sao somadas perturbacoes que atuam na direcao
das linhas de corrente, levando a solucoes menos oscilatérias. Este método atual-

mente é muito usado em problemas de adveccao dominante.

A difusao na direcao das linhas de corrente introduzida pela formulacao SUPG

nao ¢ suficiente para se obter um esquema mondtono e entao, uma difusao adicional
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transversal as linhas de corrente, pode ser necessaria. O método de Codina [29]
mantém inalterada a difusao na direcao das linhas de corrente, enquanto modifica
apenas a difusdo transversal as mesmas (CD - Crosswind Dissipation). Isto é feito
com o objetivo de satisfazer a duas condigoes: evitar um amortecimento excessivo
(overdamping), e ser pequeno nas regioes onde os efeitos advectivos nao sao impor-
tantes. Assim, um novo termo, proporcional ao residuo no interior do elemento deve
ser somado a formulagdo. Tem-se entao a seguinte formulagao fraca aproximada
para o problema posto pelas equagoes (2.23) e (2.24) [30],

nel

Blwp, c) + 2_:1 /Q v Vo (Licn) — ¢ f) 9+ (2.35)

nel

+ Z/Qchwh “Vp ot VCh dQ) = L(wh)
e=1

onde,
Bluwp, c) = /Q wn, L{cy) d92 (2.36)
L(wy) = /Q wn i f dQ (2.37)

sao os termos de Galerkin, enquanto que o termo envolvendo o primeiro somatério
representa a parcela de estabilizacao do método SUPG, e o segundo somatorio corres-
ponde ao operador de captura de descontinuidades. O operador L(cp) é calculado

como,

0
Lcy) = wg — div(pD Vey) + div(pvaen) (2.38)

O parametro 7 é calculado como em Brooks e Hughes [28],

af ht
S (2.39)
2 |[vl|
onde,
P
e _ : — € 1
« min ( 5 )
[Iv]] A
P, = 2.40
5D (2.40)
we o VL,
V]l
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O parametro af é a funcao upwind, P, é o numero de Péclet e h¢ é o comprimento
caracteristico do elemento e. O sub-indice N indica a projecao no plano de referéncia

em coordenadas naturais (£, n) [31].

J& o parametro 7., que multiplica a parcela do operador de captura de descon-

tinuidades é calculado por [31, 32],

IL(er) — i 7]
= a’ht 2.41
e = O Ve (2.41)

onde,

e

P
= min ( 3//,0.7)

aC
Peyy = ‘V/Q/‘D / (2.42)
=2 |‘|xvff§||‘ &

O subindice // indica a projecao na diregao paralela a Ve. J4 o tensor ¥ usado em

(2.35) é dado por,
v=Il- —v®v (2.43)

Note que para o operador de captura CAU (Consistent Approzimate Upwind)
33], v = L.

Substituindo-se a aproximacao de elementos finitos para a concentracao,

nnos

Ch = Z ci Ni (2-44)
i=1

na equagao (2.35), chega-se a formulacao de elementos finitos, que pode ser escrita

na forma matricial,

Mé+ Ke = f (2.45)
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onde,

M = M, + M,, (2.46)

K=K, + K; + K,y + Ko

Nestas equacoes, M é a matriz de massa, formada pelas soma das parcelas con-
sistente M, e de correcao de Petrov-Galerkin M,,. K ¢é a matriz dos coeficientes,
formada pela soma das parcelas referentes a adveccao, a difusao, Petrov-Galerkin e
captura de descontinuidades, de subindices a, d, pg, cd, respectivamente. O vetor c
contém as concentragoes incognitas nodais, e f provém da contribuicao dos graus de
liberdade prescritos de concentragao. O superindice () indica a diferencia¢ao no
tempo. Como no caso da equacao da pressao, tais matrizes também sao obtidas a
partir da contribuicao dos elementos, de forma que para o e-ésimo elemento temos

as seguintes componentes,

M = / o N; - N; dQ i i=1,..,4 (2.47)
Qe
M;gi]_ = 0 T()OVNl : VNJdQ

Kgij = 0 QOVNZ Dij VNJ dQ2

K = / P Niv - VN, dQ ij=1 .4 (2.48)
i Qe
K;gi]_ = QeT¢VNi-V®V-VdeQ

K¢ = 7. VN; - v - VN dS2
cd;j Qe J

As matrizes (2.34), (2.47) e (2.48) sao calculadas geralmente utilizando-se inte-
gracao numérica de Gauss. Esta regra de quadratura necessita de um certo nimero
de pontos de integragao suficientes para computar exatamente uma dada integral
[34]. No caso de elementos bilineares, a quadratura de Gauss necessita de 2 x 2
pontos de quadratura. O Capitulo 3 tratard da chamada integracao reduzida, onde

se utiliza apenas 1 ponto na avaliacao das integrais.
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E importante notar que a matriz de massa consistente M, (2.46) é calculada de

forma nao usual, analiticamente como,

M, — / >N N dQ
Qe

4(7“1 + 7“,4) 2(7“1 + TB)

1

1 4(ry + rp) 2rp —re

T 1aa”

s1m

onde,

r = 2(T31 Ya2 — Ta2Y31)

4(ry +rg) 2r —rp

ra = Ta2(V12 + Ysa) — Yaz2(T12 + T34)

27“1 +7rc W

r

4(T1 — TD)

re = (a2 + T31) (V12 + Ysa) — (a2 + ys1) (T12 + 234)

rc = (3342 - $31) (y12 + y34) - (y42 - y31) (x12 + 3334)

rp = x31(ysa + Y12) — Ys1(T3a + T12)

re = Yu2(T34 + T12) — Ta2(Ysa + Y12)

€, Lij = Ti — Ljs Yij = Yi — Yj-

Discretizagcao Temporal

Aproximando-se a derivada no tempo pela regra trapezoidal generalizada,

o Cnt+1 — Cp
N v At

[@H

(2.49)

(2.50)

(2.51)

tem-se o seguinte algoritmo preditor-multicorretor para o avanco no tempo de n a

n + 1,
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Inicializa grandezas

Poii = Pl 5 Vo = Vi,

o1 =€) ;€ =&

Para, + =0,1,2,3..., faga,
Resolve a equagdo da Presséo:
S(C%H)Pfﬁl = dn+t1

Calcula as velocidades:

i+l kij sz‘+1

Vo1t — — op n+1

Resolve a equacdo de Transporte:
* L+l . pitl
w1 ACH = Ryl
onde,
* —
w1 = M + yAtK
i+l _ ) i i+l il i i
R = B — M(¢40) € — K(Vihh, Pt € S
Atualiza grandezas:
i+l i1
Cpp1 = Cuyp + YALACT,
Vil i Sit1
¢y = G + AGK

Fim.

Nestas expressoes, At é o passo de tempo da analise, Ac¢ é a variacao da derivada
da concentracao, e v é o parametro de controle da estabilidade e precisao na inte-
gragao no tempo. Neste trabalho adotou-se v = %, o que leva a um método implicito
incondicionalmente estdvel para o problema de transporte [27]. Vale ressaltar que
quando v = 1, tem-se o mesmo esquema utilizado em [30], escrito na forma preditor-

multicorretor.
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O processo iterativo continuara até que seja atingido um critério de convergéncia
baseado na medida do erro nao linear (INL)[32], que é avaliado empregando-se me-

didas de erro das variaveis de interesse, ou seja,

eNL — ||Pf#1 — sz+1||

! 1Pyl

oNL ||Vf~;11 — Vqlz+1||

’ [[vith ]
JAEH

ert = .fo” (2.52)

n+1

ve IR

e =

f IR 41

'l

egL _ (A.f#ﬂ leiﬁ :

(Acn+1)T R

onde )", el* e el sdo os erros da pressdo, velocidades e derivada no tempo da

L

concentragao, respectivamente. Jd e}” é a medida de erro do balango de massa da

equagao de transporte e e o erro do operador discreto na norma de energia.

A convergéncia serd alcangada quando,

eNL
2 <1 (2.53)
Dol
eNL
— <1 (2.54)
Vtol
NL
NL € €r~ Cg
e = max |-, ) <1 2.55
Ctol Rtol Etol ( )

O sub-indice tol refere-se a valores de tolerancia (geralmente 1%). Se a condigao
(2.53) ou a condicao (2.54) é satisfeita, pressao e velocidade permanecerao inaltera-
das nas iteracoes nao-lineares e o algoritmo atualizard somente as concentracoes. Se
somente uma unica iteracao for feita, o esquema é dito implicito-sequencial [6], onde
as aproximacoes da pressao e da velocidade sao tratadas de forma desacoplada da
equacao de transporte. Assim, resolve-se a equacao de pressao, em seguida avalia-se

as velocidades no centréide do elemento através da aplicacao da Lei de Darcy, e
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entdo é resolvida a equagao de transporte em cada passo de tempo [30].

Devido a forte nao-linearidade do sistema acoplado de equagoes, torna-se inte-
ressante a utilizacao de uma estratégia automaética de selecao do passo de tempo, de
forma a se obter uma melhoria na estabilidade do sistema. Neste trabalho, utiliza-se
o controlador PID (Proportional, Integral and Derivative Feedback) para a selecao
do passo de tempo [32], controlando-se a condicao de CFL (numero de Courant-

Friedrichs-Levy), local [35], ou seja,

CFL = “ze“ At (2.56)
assim,
wot\ B (ol \™ 2 ko
CFLyy: = (6 1) <i> <@> CFL, (2.57)
€n €En €n €n—2

Os parametros livres kp, kr e kp sao ajustados de forma a minimizar o esforco
computacional. Estudos paramétricos para a escolha destes parametros podem ser
encontrados em Coutinho e Alves [32]. Com base nestes estudos adota-se neste
trabalho os seguintes valores, kp = 0.05, k; = 0.15, e kp = 0.01. A medida de

erro e é calculada como,
e = max(e,, €, €, €) (2.58)

onde ey, €,, €. e e; sao as mudangas normalizadas das pressoes, velocidades, concen-
tragoes e derivadas no tempo das concentracoes, respectivamente. Estes parametros

sao calculados como,

. 1Pnt1 — Pull
€ = T
[Pns1l| tol,
||Vn+1 - Vn”
€y =— —————————— 2.59
"= Tvanll tol, (2:59)
. lent1 — ¢4
g = —1—— 1
[Cnial| tole
e - &l
€ = T
[Cnpal] tole
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onde as tolerancias tol,, tol,, tol., e tol; geralmente variam de 0.05 a 0.20.

O passo de tempo é calculado impondo-se a condicao de CFL a malha,

At = min(At®) = min( (2.60)

Utiliza-se ainda limitadores com a funcao de previnir um crescimento exage-
rado (CFLy,,,) ou uma reducao exagerada (CFL,,;,) do passo de tempo. Se o
valor de e calculado nao for aceitavel, o passo de tempo é rejeitado e um novo
critério é adotado como maz(0,5CFL,, CFL,;,). Este procedimento se repete
até que se obtenha um valor aceitavel. Outra observacao importante diz respeito
a convergéncia das iteragoes nao-lineares. Caso ocorra uma taxa de convergéncia
baixa, rejeita-se o passo de tempo e retoma-se o calculo com um passo de tempo
menor. Desta forma, melhora-se a taxa de convergéncia das iteragoes nao-lineares,

economizando-se tempo de processamento.

Para a solucao dos dois sistemas de equacoes presentes na etapa de multicorrecao,
utiliza-se técnicas especiais de solucao de sistemas. Para a solucao da equacgao da
pressao utiliza-se o método dos gradientes conjugados precondicionado (Precondi-
tioned Conjugate Gradient - PCG) por ser efetivo para uma matriz de coeficientes
simétrica positiva-definida como S. Ja na obtencao da concentracao adotou-se o al-
goritmo GMRES (Generalized Minimal Residual) [36] mais indicado para uma ma-
triz nao-simétrica como ¢é o caso das matrizes do sistema de equacoes de transporte.
Ambos algoritmos utilizam pré-condicionadores elemento por elemento (EBE) do
tipo Gauss-Seidel [38]. Estes tltimos, visam aumentar o desempenho dos métodos
iterativos, transformando cada sistema de equacoes em outro equivalente de mesma
solucao porém com propriedades espectrais mais favoraveis, de forma simples e com
baixa demanda de armazenamento. O pré-condicionamento é entao introduzido

modificando-se os sistemas (2.32) e (2.45) da seguinte forma,
B'Au=B"'b (2.61)

L'"TAU'y =L'b (2.62)
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onde, y = U, e a forma particular das matrizes de pré-condicionamento B, L,
e U sao baseadas na decomposicao de Gauss-Seidel das matrizes de elemento regu-

larizadas. Os operadores A, A, os vetores incégnitos u, U e os vetores de termos

independentes b, b sdo definidos como,

N|=

A=WIisSWi A=W MW
b= W3t b =W:R (2.63)
u= W:p ;ﬁ:W%Vc

Para as matrizes de escalonamento, W = diag (S) e W = diag (M*), as matrizes

de pré-condicionamento podem entao ser definidas como,

nel 1

B! = J[{c} = II {7} (2.64)
e=1 e=nel
nel

L' = ][ (2.65)
e=1

1

Ut = J] u (2.66)

e=nel

onde L£° e U° sao calculadas a partir das matrizes de elemento escalonadas, conforme

sugerido por Winget e Hughes [39], ou seja,

L8+ L7 = A +1 (2.67)
L+ U = A +1
As multiplicacoes matriz-vetor sao calculadas a nivel de elemento como,
nel o nel .
Au =Y Avu’ a=> A'w (2.68)
e=1 e=1

€ ~ . — ~
onde A e A" sao as matrizes de elemento e u® e u® sao os vetores das componentes
de u e U restritas aos graus de liberdade do elemento. As operagoes em (2.65)

e (2.66) sao implementadas como a retrosubstituicdo e a substitui¢do para frente

usando as matrizes de elemento definidas em (2.67).
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Capitulo 3

Estratégia de Estabilizacao para

Adveccao-difusao

Como foi visto no capitulo anterior, na solucao de problemas advectivos-difusivos
pelo método dos elementos finitos, surgem integrais que podem ser avaliadas
utilizando-se uma regra de integracao numérica, geralmente a quadratura de Gauss.
O custo computacional da avaliacao destas integrais é proporcional ao nimero de
pontos de integragao utilizados. Para se obter elementos com melhor desempenho,
particularmente em problemas de grande escala, pode-se subintegrar o elemento
para tornar a sua avaliacao mais rapida. Porém, a subintegracao, ou integragao
reduzida, requer estabilizacao devido a possibilidade de surgimento de oscilagoes
espurias conhecidas como modos hourglass, modos cinematicos ou modos de energia
nula [40]. O controle destes modos é tépico de interesse de muitas pesquisas que

visam a utilizagao segura da integracao reduzida [18, 41, 42].

A subintegracao nao é muito popular na literatura académica, mas é muito uti-
lizada na industria [40]. Atualmente, a integracao reduzida vem sendo utilizada com
sucesso, principalmente em problemas de mecanica dos sélidos, cascas e problemas

predominantemente difusivos. Mais recentemente vem sendo utilizada em problemas
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advectivos-difusivos [19, 20]. Antes de descrever-se a metodologia de estabilizagao
adotada neste trabalho, sera feito um resumo teérico sobre o elemento quadrilatero

e as consequencias da integragao reduzida.

3.1 O Elemento Quadrilatero Bilinear

O elemento quadrilatero de 4 nés é definido na Figura 3.1, onde se pode observar
o dominio do elemento no sistema fisico de coordenadas (z,y), e no sistema de

referéncia, de coordenadas (&, 7).

y
A n

\J
\
oy

4 1 2

Figura 3.1: Dominio do Elemento nos Sistemas Fisico e de Referéncia

O mapeamento ou transformacao do dominio fisico para o dominio de referéncia,
¢ dado por,
4
Ty = ZNlez :NXI 121,2 (31)
i=1

onde,
N = [NI N, Nj N4]
X1T =x" = {ajl Ty T3 aj4} (3.2)

T T _
X2 =Y —{y1y2y3y4}
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para x;, y; coordenadas nodais, e N; fungbes de forma (2.30) escritas no sistema de

referéncia.

A matiz Jacobiana da transformacao de coordenadas (3.1) é dada por,

oz 9y

o6 0¢
J =

oz Oz

on On

com determinante,

1
|IJ| = —[T2ays1 + @31 ya2 + (21 Y34 + T34 Y12) € + (T14 Y32 + T32 Ya1) 1)
8

onde, r;; = x; — Ty, € Yy = Yi — Yj-

A matriz representando o gradiente discreto B, é entao dada por,

ON; 1 oy 9y ON;
ox on & 223 .
B = = T 1 = 1, ceey 4
on; T e e on;
oy on & on
onde,
ox

(o5}
<

N = i N B S S
o .

4
Sy (L + &€&)
i1

(3.3)

(3.4)

(3.5)

(3.6)

Como as mesmas fungoes de forma Lagrangeanas (2.30) sao usadas tanto para a

interpolagao das varidveis principais (2.29) e (2.44), como para o mapeamento (3.1),

o elemento é dito isoparamétrico. E ainda, tanto as interpolantes como o mapea-

mento sao bilineares em (&, 7).
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Demonstra-se [40] que elementos isoparamétricos sdo linearmente completos e
consistentes, e representam exatamente campos lineares. Entao, quando os valores
nodais sao prescritos por um campo linear, a interpolante também é um campo
linear e suas derivadas sao constantes no elemento. O chamado patch test, que exa-

mina a estabilidade e a convergéncia do elemento, seréd satisfeito.

Para que um elemento possa ser usado com seguranca é preciso ainda que o
posto da matriz global tenha um valor adequado. Se seu posto for pequeno demais,
a matriz global poderd ser singular ou quase singular, e assim, poderd exibir mo-
dos singulares esptrios. Se seu posto for grande demais, podera nao convergir ou
convergir lentamente. Uma matriz é dita deficiente de posto quando seu posto é
menor do que seu posto proprio, ou seja, a diferenca entre a dimensao da matriz e
o numero de modos de corpo rigido. Assim, por exemplo, a matriz global S, obtida
com quadratura de Gauss 2 x 2 (4 pontos de integragao), tem posto igual a 3, que
¢ o mesmo valor de seu posto préprio, logo nao ¢ deficiente de posto. A deficiéncia
de posto pode causar dificuldades a menos que seja corrigida. Sendo assim, serao
vistos a seguir, aspectos da integragao reduzida e suas consequéncias no tocante ao

posto das matrizes envolvidas.

3.2 A Integracao Reduzida e suas Consequéncias

Na obtencao das matrizes de elemento pode ser grande a complexidade dos ter-
mos envolvidos. Estas integrais podem ser tao complexas que suas solucoes exatas
muitas vezes se tornam impossiveis de serem obtidas. Uma excecao notavel é a
matriz de massa (2.49) mostrada no capitulo anterior. Nestes casos, uma avaliagao
numérica aproximada destas integrais é utilizada, transformando a integracao em
um somatoério de termos envolvendo o integrando, avaliados em pontos especificos

do dominio, e multiplicados por uma ponderacao apropriada [43]. Sendo assim, uma
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integral pode ser avaliada numericamente como,

nint nint

r=[ [ cemdcan =S Y 6w ww (3.7)

=1 [=1

onde (&, n;) denotam a posigdo dos pontos onde a solugdo exata pode ser determi-

nada, e w; sao os pesos da integracao numeérica.

Chama-se integracao completa a uma quadratura numérica suficiente para com-
putar exatamente uma dada integral. A quadratura de Gauss necessita de 2 x 2
pontos de integracao (nint = 2) para avaliar exatamente a integral (3.7), para um
elemento quadrildtero bilinear. J& a chamada integracao reduzida se refere a uma
quadratura de ordem inferior. Quando se utiliza 1 (um) tnico ponto de quadratura
em elementos quadrildteros, toma-se este ponto na origem do sistema de referéncia,
onde & = n = 0 (centrdide do elemento). Como consequéncia imediata, o determi-

nante da matriz Jacobiana (3.4) se reduz a,

ol=4 (3.8)

onde A é a drea do elemento.

Podemos entao avaliar o operador diferencial B (3.5) no centréide do elemento,

b{
Bur) = (3.9)
b}
onde,
b = L (3.10)
L7 9 4 | Y24 Y31 Y42 Y13 :
bl = L
2 7 9 A | V42 T13 T24 T31
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Assim, podemos utilizar os resultados (3.8) e (3.9) para obter a matriz de ele-
mento K° (2.46) avaliada com um ponto de quadratura. Tem-se entao as seguintes

parcelas de K¢ subintegradas ( de subindice (/R)),

KZ(IR) = AgprDbf ZJ] = 172 (311)
K¢ _ 4 t(v;b]) i=1,2 (3.12)
a(IR)—4<P Ui Dy t=1, .
Kyum = ATo(bjujub ) i,j=1,2 (3.13)
cagry) = A1 (b;vb] ) i,j=1,2 (3.14)

onde,tT:{l 11 1}.

Os resultados acima também se aplicam a equacgao de pressao (2.33), jd que
S¢ é semelhante a K§, diferindo apenas na parte constitutiva. Além disso, My é
semelhante a K¢, trocando-se linhas por colunas. As matrizes acima sao deficientes
de posto, ja que o posto de K¢ (igual a 2) é menor do que seu posto préprio (igual a
3), e por esta razao, podem ocorrer oscilagoes espirias. De fato, tomando-se como

exemplo o campo de pressoes, se fizermos,

( )
1
—1
p=nh= s (3.15)
1
(1)
Verifica-se que,
bih = 0 (3.16)

by h =0
Como consequéncia,

Bimh =0 (3.17)
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Logo, quando o campo de pressoes p for dado por h, @ = 0 em (2.32). Em
elasticidade, um deslocamento nodal que apesar de nao ser um movimento de corpo
rigido resulta em uma deformagao nula no elemento é um modo singular espirio.
Para elementos retangulares, os modos de deformacao resultantes se assemelham
a ampulhetas, o que deu origem ao nome modos hourglass [40] (ver Figura 3.2).
Quando as contribuicoes dos elementos sao acumuladas globalmente, a matriz global
se torna singular, ou quase singular, e as solucoes sao oscilatérias, exibindo modos
espurios. Uma maneira de controlar o surgimento destes modos é aumentar o posto
das matrizes sem contudo comprometer a consisténcia do elemento isoparamétrico.
Isto pode ser feito de diversas maneiras, como por exemplo, através do chamado

método de controle dos modos espirios via técnica de perturbacao.

n n

Figura 3.2: Modos Hourglass

3.3 Método de Controle de Modos Espurios via Técnica de
Perturbacao

Este método consiste basicamente na modificacao do gradiente discreto a fim de
recuperar-se o posto das matrizes de elemento subintegradas [41]. Assim, ao opera-

dor discreto B(;g) ¢ adicionado um vetor v de modo que K® passara a ter posto
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igual a 3. Tem-se entao,

B = p7 (3.18)

Para se obter o vetor « utiliza-se algumas propriedades especiais de B,

1 - Os vetores b; sao biortogonais a x;:

Verifica-se que,
bl x; = 6; 0,5 = 1,2 (3.19)

onde d;; é a funcao delta de Kronecker.

2 - O vetores b;, t e h sao linearmente independentes:

Verifica-se as seguintes propriedades de ortogonalizacao,

b/t = 0
b’h =0 i=12 (3.20)
t'h = 0

A partir destas propriedades, demonstra-se que b;, t e h sao linearmente inde-

pendentes [40].

Com estas duas propriedades do gradiente discreto é possivel construir v como

combinagao linear dos vetores b;, t e h,

v = Bibi + Boby + Bzh + Gyt (3.21)
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onde as constantes (3; sao determinadas através da seguinte condi¢ao de consisténcia

linear,

T lin _ T _

' u" =0 = ¥ (pt + a9x + agy) = 0 (3.22)
onde u'™ é um campo linear qualquer.

Sendo assim, de (3.21) e (3.22) vem,

Oég(ﬂlbft + ﬁgbgt + ﬂghTt =+ ﬂ4tTt)+
ap (BbTx + Boblix + Bshlix + BtTx) + (3.23)

az(fibly + Sbyy + Bshly + Bit'y) = 0
Usando-se as propriedades (3.19) e (3.20),

But"t = 4B, =0
fi + Bsh'x =0 (3.24)

By + BshTy =0
Substituindo-se (3.24) em (3.21) vem,
v = B3[h — (W"x)b; — (h'y)by] (3.25)

Como ~ ¢ ortogonal a todo campo linear, (3 permanece indeterminado.

Tomando-se 33 = %,
1
v = b = (B'x)by — (h"y)b,] (3.26)

E possivel verificar que,

~I'x y =7t =0 (3.27)

I
2

~"h = A

Assim, o posto do gradiente discreto B é igual a 3 e como consequéncia a matriz

de elemento nao sera mais deficiente de posto. Este procedimento equivale a somar
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a matriz subintegrada, uma matriz de estabiliza¢ao, de subindice (ESTAB). Isto
pode ser feito, substituindo-se B por B, de forma que cada um dos termos de K¢

pode ser dado pela soma,
K = K{ir) + K{zsran) (3.28)

onde, K{; 5 ¢ dada pelas equagoes (3.11) a (3.14), enquanto que K{psrap), ¢ dada

por,
Ko (gsrap) = eyD~y" /Q (i G, d i=1,2 (3.29)
Kg psrap) = ¢bjuvi e /Qe xj C;df2 i,j=1,2 (3.30)
K, (msrap) = T9YV @ vyl /Q CiCidQ i=1,2 (3.31)
Kiipsrap) = TevVY" /Q CiCi dQ i=1,2 (3.32)
onde ( = iAf 1. Estas parcelas de estabilizagao também podem ser obtidas da

formulagao fraca utilizando-se um funcional de Hu-Washizu [19, 20].

Note que para o célculo do residuo no interior do elemento L(¢;), toma-se os
termos avaliados no centroide. Desta forma, este termo também deve ser estabilizado

através de uma correcao semelhante a empregada em K¢, onde novamente substitui-

se B por B.

ach

_ o _
Yo T pviBe, — ——(¢DyBey) (3.33)

L(Ch) - 8.’171

Nas equagoes (3.29) a (3.32), as integrais constituem os chamados parametros

de estabilizacao, de forma que,

g = s/ z; C; d) (para adveccao) i,j=1,2 (3.34)
Qe

gy = 6/ (i C; dQ (demais casos)
Qe
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E assim, o coeficiente livre € nos da a possibilidade de ajuste de precisao dos
resultados. Quando ¢ = 1, K¢ serd exata para malhas de elementos retangulares
e paralelogramos. Em Dias e Coutinho [20] encontra-se uma comparacao entre as
matrizes obtidas através do método de estabilizacao para diferentes valores de € e as
correspondentes moléculas de diferencas finitas. O calculo detalhado dos parametros
encontra-se em Mallet et al. [19] e Dias e Coutinho [20], e podem ser obtidos a partir

de um principio variacional de Hu-Washizu.

Observa-se que na determinacao das matrizes de elemento para a equacao de
transporte utilizando-se a integracao com 2 X 2 pontos de quadratura, se faz
necessdria a obtencdo de 4 matrizes (Kj, Kj, K5 e K¢;) avaliadas nos 4 pontos
de integracao, o que totalizam 16 avaliacoes de matrizes. J& com a utilizacao da
integracao reduzida, estas mesmas matrizes sao avaliadas no centréide do elemento
e estabilizadas, totalizando 8 avaliacoes de matrizes, o que a principio diminui a
metade o nimero de operacoes. Mas, como neste caso todos os termos das matrizes
sao conhecidos explicitamente, espera-se um ganho sobre a integracao 2 x 2 ainda
superior caso sejam computados na implementacao somente os termos diferentes en-
tre si. Desta forma, o elemento quadrilatero passa a ser mais competitivo, exibindo
as mesmas vantagens computacionais do elemento triangular, ou seja, todas as ma-
trizes de elemento podem ser avaliadas em um tnico loop que pode ser vetorizado e

paralelizado.

3.4 Resumo das Matrizes de Elemento

Apresenta-se a seguir (Tabela 3.1), o sumdrio com as matrizes de elemento desen-

volvidas neste capitulo e que serao utilizadas nos demais capitulos da tese.
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Matrizes de Elemento Int. Reduzida Estabilizacao
Difusao Apb;D bJT e YDy’ Jor (i G dQ
Adveccao % ot (v;b]) pbj vy foe w5 (i dQ
Petrov-Galerkin AT (bjvju;b] ) | Toyv @ vyl [ (i (i dQ
Captura Descontinuidades A7, (b;vbl) TeY VAT Joe Ci i d2

Tabela 3.1: Matrizes de Elemento

3.5 Método de Controle dos Modos Espiirios de Hansbo

Outros métodos de estabilizacao foram propostos na literatura, com destaque ao
método apresentado por Hansbo [42] que foi estudado com detalhes. Este método
é uma espécie de integracao alternativa, onde a parte constitutiva, os termos fonte
e a matriz Jacobiana J, sao avaliados no centréide do elemento, preservando-se o

gradiente discreto. Assim temos,
11 T . .
K = /_1 /_1 © Noj J0.0) P0,0) I (0,0) Nasi J(0,0) dE dny (3.35)
1,1 ) . .
K = /_1 /_1 o Novion Ty V Najoo dEdn a,b=1,.., 40,5 =1,2  (3.36)
e ! ! —1 —1 .
Kpg = /_1 11 T(0,0) (pr,j J(O,O) vy X v; J(O,O) Na,i ](0,0) df d77 (337)

1 1
K¢, = K 1 K 700 Nog ol ¥ Iy N o dS i (3.38)

Estas integrais podem ser resolvidas analiticamente, utilizando-se por exemplo,
um software de algebra simboélica. Como resultado, obtemos um cédigo de facil im-
plementacao. Esta regra de quadratura também pode ser usada para gerar matrizes
de estabilizacao, semelhantes as do caso anterior, podendo portanto ser encarada
também como esquema de estabilizagao. A andlise de convergéncia apresentada por
Hansbo [42] para problemas difusivos utilizando a norma de energia, obteve boa taxa

de convergéncia. Nao ha na literatura andlise numérica do método em problemas de
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adveccao dominante, assim, o comportamento deste método foi observado através
de testes numéricos. Observou-se que apesar de ter implementacao mais vantajosa
do que no caso anterior o método de controle via técnica de perturbacao apresenta
resultados mais proximos da solugao analitica e melhor convergéncia, em particular
em malhas distorcidas. Assim, a opcao em se adotar a estratégia via técnica de
perturbacao se deve ao fato de que ela se apresentou mais robusta. Seu desempenho

e convergencia serao vistos com detalhes mais adiante nos exemplos de validagao.
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Capitulo 4

Calculo do Campo de Velocidades

4.1 Estimativas de Erro

A presenca de erro numérico nas simulacoes computacionais é inerente ao processo
de discretizacao onde transforma-se o modelo mecanico continuo em um equiva-
lente capaz de ser administrado pelo computador. Este modelo numérico nao pode
capturar todas as informagoes do modelo continuo uma vez que é caracterizado
por equacoes diferenciais parciais. E possivel no entanto assegurar a qualidade das

simulacoes através de estimadores de erro a priori [26].

As estimativas de erro para as aproximacoes de elementos finitos sao formuladas
em termos de normas de Sobolev [27]. Considerando-se uma colecao de espagos de
elementos finitos no dominio Q C IR™ ,n > 1, e assumindo-se que (2.28) é vilida, e
que cada malha de elementos isoparamétricos é tal que, a transformagao x = x(&) é
um polinémio linear em & = (£, n), e ainda, que as fungoes de forma do elemento sao
capazes de representar exatamente um polinomio completo do grau k. Utilizando-
se propriedades de elipticidade, continuidade e consisténcia, e o truque de Nitsche,

chega-se as seguintes estimativas de erro para pressoes e gradientes das pressoes,

1P = pallo < CR*Fpleg (4.1)
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1V = Vpnllo < Ch¥|plrsa (4.2)
véilida para todo p € H¥*1 C > 0, e h = max(h¢). Nestas equagoes,

lullo = (u,u)2 (4.3)
é a norma do espago de Sobolev L2(Q2) = H°(Q2), onde,

(u,w) = /Quw dQ (4.4)

é o produto interno em £5(9). A semi-norma em H**1(Q) é definida como,

| ulksr = ( |Z /Q(D‘“U)2 dQ) (4.5)

onde,

ol

D= o
oz 0xs?’

para o] = oy + ay (4.6)

Admitindo-se que velocidades sao calculadas a partir da lei de Darcy, chega-se a

taxa de convergéncia para as velocidades,
v = villo < Ch¥|plis (4.7)

Assim, para aproximagoes bilineares, espera-se convergéncia de segunda ordem
para pressoes e de primeira ordem para as velocidades [6]. Mesmo em solugoes regu-
lares, a taxa de convergéncia em L4(£2) do campo de velocidades é inferior a obtida

para o campo de pressoes.

Observacao:
Hughes et al. em trabalho recente [55] demostraram que o método de Galerkin,
assim como o método estabilizado SUPG sao localmente conservativos. As principais

conclusoes deste trabalho sao que os fluxos nodais de elemento sao conservativos.
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4.2 Superconvergéncia

Como superconvergéncia denomina-se a existéncia local de pontos cuja ordem de
convergeéncia ¢é superior a prevista pela estimativa de erro local para as derivadas ou

gradientes calculados [44].

Quando a solucao aproximada de um problema nao é interpolatéria, exis-
tem situagoes onde uma precisao excepcional, assim como taxas de convergeéncia
assintoticas de ordem superior ocorrem em certos pontos. Este fenomeno vem sendo
chamado de superconvergéncia local, desde que a taxa de convergéncia local seja

superior as taxas globais étimas [45, 46].

Estudos matematicos da superconvergéncia foram apresentados por Zlamal
[47] para espacos de elementos finitos. A superconvergéncia das derivadas da
solucao aproximada de elementos finitos isoparamétricos quadrildteros nos pontos
de quadratura de Gauss foi feito por Lesaint e Zlamal [48]. Mais tarde Mackin-
non e Carey [49] apresentaram uma andlise em séries de Taylor com a finalidade de

estabelecer a localizacao geométrica dos pontos de superconvergeéncia.

De forma a ilustrar estes conceitos, procede-se como em Mackinnon e Carey [49].
Seja o campo de velocidades v, aproximado por v, uma funcao unidimensional,

usando-se elementos finitos unidimensionais lineares,

nnoel
vp = Y v; Ni(z) (4.8)
i=1
onde nnoel é o nimero de noés do elemento, a aproximacao das derivadas para
nnoel = 2 sera,

’ Vg — U1

Uh = T (4.9)

e 7’ . . ’ ’
onde h® = x9 — x1 é o comprimento do elemento. Verifica-se que v, é constante no
elemento. A aproximagao por séries de Taylor para v, em torno do ponto médio do

elemento (T), usando diferengas centrais, é,

o(7) = L) = v - vlm) };;:UHI(T) + O(hY) (4.10)



Assim, v, é excepcionalmente preciso no ponto médio de Gauss T = “ZE22 com
precisao O(h?).

Da mesma forma, para o caso bidimensional Mackinnon e Carey [49] mostraram
que para o elemento retangular (nnoel = 4) os pontos de superconvergéncia sao os

centroides dos elementos, onde as derivadas tém precisao de segunda ordem.

Em duas dimensoes,

avh _ nnoel 8 Nj

v; 1,7 =1,2 4.11
A expansao em séries de Taylor para v; = v(z;, y;) emtornodes =,7,y =7
leva a,

vj = 0T, 7) + v, 9)(r; —T) +v(T,7)(y; —7)+

_ _ (z; —@)? _ (=77 _ _
@ 7)) O @ U T e - B - 9) 412
1 .0 Nl
+E l(asj - x)a—x + (y; — y)ﬁ_y] v(T, 7)
Assim,
nnoel aNJ nnoel aNJ nnoel aN]
v, —1 = — | T+ — (x; — )| U+
]2::1 ! Ox JZ::I ox JZ::I ox
nnoel aN] ) nnoel aN] (x] o T)2 3
nnoel 8N] (y] o y)2 _ nnoel aN] _ B B
+ (]2::1 52 a1 | Pwt JZ::I By @i T DW= Y) | Tay +
1 nnoel aNJ . a nnoel aNJ _ a n o
ol LZ::I E(%’ - x)a—x = = E(y‘j - y)a (T, 7)
onde 7 = v(T,Y), T, = v(T,T), e assim em diante para todas as derivadas na

equacao acima.

Utilizando-se algumas propriedades das funcoes de forma,

nnoel ON.: _ nnoel ON.: B
d. &5, (@ -7) = a—;(yj -7) =1 (4.14)
7=1 7j=1
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nnoel ON. nnoel ON. nnoel ON.
J _ J J

ONj (e — )2 — 72 = 1.15

]_Zlaxi jzlaxu ) ]Zlay(yy 7) (4.15)
nnoel aN] B nnoel aN] B

= %(yj—y) - X E(yj—y) =0

Apés algumas manipulacoes chega-se a,

nnoel . nnoel . L )2
Ue = D %%’ - (Z ON; (o — 7) ) Ve + (4.16)

o O o O 2!
nnoel \2 nnoel
ON; (y; — 7)) _ ON; . o\
- (]Z—:l axj ! 91 Uyy — ]2_:1 axj (xj - ZL‘)(y] - ) Uy + O(h’Z)
- _ . .. ON; ON;
A expansao para U, é obtida de forma similar, trocando-se —-* por 5, ha

equacao acima. A equagao (4.16) leva & aproximagao de v, (T, y) da ordem de
O(h) exceto nos pontos onde os termos de primeira ordem sao identicamente nulos
ou sao cancelados. Utilizando-se as propriedades (4.14) e (4.15) para nnoel = 4,
e assumindo-se uma forma retangular para o elemento, verificam-se as seguintes

propriedades quando U, = Vyy = Vyy = 0,

nnoel ON.: . nnoel ON. B _
Z a—; (z; — T)? = Z a—;(% —T)(y; — 7)) = (4.17)
=1 j=1
nnoel 8N] 5
= = o (yj -7)° =0

Tem-se entao que,

nnoel ON. . nnoel ON. _
> 8—:1:] (x; — 2% = > a—;:ri — 2T (4.18)

Logo,

1 nnoel aNJ )
T2 ]231 ox i

S

nnoel
ON;
7= —ax] 5 Yj (4.19)
=1
nnoel
oON;
— s =0
> 5, Ui

j=1
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ON; ~ _ - .
Como -1 é fungao de T, 7 e desde que as fungoes de forma N tém a forma

Nj = by + bix + byy + bz xy, entao, % = b + bly. A partir de (4.19), chega-se

as expressoes abaixo,

S
|

J 1 &
iyZbéa:?:iZb{x? (4.20)

<Y

4 . 4 .
(1 - Zngjyj> =Y by (4.21)
=1

=1

4
y (Z b
7j=1

Verifica-se que 7 existe se e somente se (4.21) e (4.22) forem consistentes, ou

4 .
y?) = - by (4.22)
7j=1

seja, se e somente se,

(24:15{% yj) (24:1 3Y ) (Zbl y,) (1 - Zbgzr] y;) =0 (4.23)

Para um elemento retangular de lados 0 < =z < hy, 0,

B noi ()

hy

Ty 1 — T\ Y

N3 = , Ny = =

> hy hy ! ( h ) hs
Desta forma, avaliando-se as derivadas 8—N?, tem

Oox;j

4

Z My, = Z by (4.25)

O que implica que (4.22) é valida para todo 7. A equagao (4.21) vale para todo
7 a partir de (4.20), assim T = h ¢ a linha onde os pontos tem precisao de segunda
ordem para v,. Da mesma forma, verifica-se que a linha §7 = @ define os pontos
de precisao de segunda ordem para v,. Logo o centroide (71 72) define o local onde

ambas derivadas tém precisao de segunda ordem.
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4.3 Calculo do Campo de Velocidades

O campo de velocidades ¢ calculado a partir da lei de Darcy empregando-se o campo
de pressoes calculado utilizando-se a integracao reduzida estabilizada apresentada
no Capitulo 3,

k
ve = ——VN([R)pe (426)
Y

onde p® é o campo de pressoes restrito aos graus de liberdade do elemento.

Ao contrario do que ocorre com o método de Galerkin tradicional, a precisao da
avaliacao do campo de velocidades é assegurada pela superconvergéncia, uma vez
que v é avaliado nos centrdides dos elementos. Porém, em malhas distorcidas, o
centroide pode nao ser mais um ponto de convergencia, e a precisao dos resultados,
neste caso, nao poderd ser assegurada. O inconveniente de se avaliar o campo de
velocidades diretamente da lei de Darcy, mesmo no ponto de superconvergencia ¢ o
fato de nao podermos afirmar que as velocidades terao convergencia étima em todo o
dominio, sendo mais prudente considerar neste caso que o campo de velocidades tera
precisdao da O(h). Porém como estas sdo calculadas no ponto de superconvergéncia,
terao boa precisao, como serd atestado nos experimentos de validagao do proximo
capitulo. Uma alternativa interessante para se recuperar a ordem de convergéncia
do campo de velocidades é a utilizagio de técnicas de pds-processamento [50, 51, 52].
Duas destas técnicas sao descritas nos Apéndices deste trabalho, onde analisa-se a
possibilidade da utilizacao desta técnica de integracao reduzida estabilizada em con-

junto com as mesmas.

Nos experimentos que se seguem optou-se em utilizar a avaliagao das velocidades
no centréide diretamente da lei de Darcy, ja que em sua maioria estes experimen-
tos utilizam malhas regulares e esta é a estratégia mais economica possivel para
estes problemas. Por outro lado, nos experimentos que utilizam malhas nao regu-
lares obteve-se boas respostas com esta aproximacao, como sera visto nos préximos
capitulos. Existem muitas outras técnicas que permitem a melhora da convergéncia

dos gradientes, dentre elas desta-se o esquema compacto de alta ordem proposto por
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Spotz e Carey [22] com precisao da O(h?), obtido a partir da aproximagao padrao

de diferencas centrais.
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Capitulo 5

Experimentos de Validacao

Sao apresentados testes de validacao das técnicas numéricas apresentada nos
capitulos anteriores. O primeiro teste, trata de um escoamento com barreiras im-
permedaveis [53], e permite verificar a precisao do problema pressao-velocidade, além
de analisar a conservacao de massa. Em seguida, como segundo exemplo, apresenta-
se um estudo da convergéencia do campo de pressao e de superconvergencia para
as velocidades avaliadas nos centréides, e ainda, a comparacao entre os resultados

obtidos com a integracao reduzida com os da integracao de Gauss 2 x 2.

5.1 Escoamento com Barreiras Impermeaveis

O problema proposto por Mosé et al. [53] consiste em um escoamento provocado
pela diferenca de pressao no dominio apresentado na Figura 5.1. Nesta figura, vé-se
que a condutividade hidraulica é igual a I = 1 m/dia no dominio, com excegao de
duas regioes (barreiras) onde K = 107% m/dia. Estas barreiras criam uma espécie
de corredor por onde o fluido deve passar. Neste problema o campo de pressao é solu-
cionado com a utilizagao da integracao reduzida estabilizada pelo método de controle
dos modos espurios via técnica de perturbagao, enquanto o campo de velocidades

¢ avaliado diretamente da lei de Darcy no ponto de superconvergeéncia, usando-se
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uma malha de 25 x 25 elementos. A Figura 5.2 mostra o resultado obtido para o

campo de velocidades.

P=100m
Fluxo
¢H K = 0.00001m / dia 40m
"] 4m
12m
A 4m
40m
K =1m/dia
P=99m

- > 4>

20m 60m 20m

Figura 5.1: Dominio e Condicoes de Contorno do Problema de Escoamento com
Barreiras Impermeaveis.
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Figura 5.2: Campo de Velocidades para o Problema de Escoamento com Barreiras
Impermeaveis.
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E importante notar a simetria da solucao e a boa resposta junto a barreira de
baixa condutividade hidraulica. As solugoes estao em pleno acordo com as obti-
das nas referéncias. Observa-se na Figura 5.3 (a) a solugao das linhas de corrente
encontradas em Mosé et al. onde foi utilizado o método misto [53], e na Figura
5.3 (b) a solugao encontrada por Garcia com a técnica de pés-processamento global
para velocidades [54]. E importante notar-se que as velocidades na Figura 5.2 foram
obtidas nos centréides do elemento, enquanto que os da Figura 5.3 (b) foram obtidos

nos nos do elemento.

Para a andlise da conservacao de massa, totalizou-se a quantidade de fluido que
passa pelo canal formado pelas barreiras de baixa condutividade, observando-se que
99.75% da massa é conservada durante a analise para a malha com 25 x 25 elementos,
resultado similar aos apresentados pela técnica de pés-processamento local acima
citada [54]. A Figura 5.4 mostra a conservacao de massa com o refinamento da malha
(25 x 25, 50 x 50, 100 x 100 elementos), onde se pode ver que a conservagao de
massa da integracao reduzida estabilizada com velocidades no centréide foi melhor
do que a obtida na referéncia [54] para o pés-processamento global (cerca de 90%

para a malha 25 x 25), e equivalente a solu¢ao para o pds-processamento local.

Desta forma, verifica-se a boa aproximacao do campo de velocidades obtido
diretamente do gradiente de pressoes no centréide do elemento, com baixo custo

computacional.

5.2 Analise do Problema Pressao-Velocidade

Para este exemplo, foi empregado o problema apresentado por Liu e Belytschko [41].
Trata-se de uma placa quadrada de lado unitério (Figura 5.5), modelada com 128
elementos (malha 8 x 16), levando-se em consideragdo a simetria da placa. Este
problema tem como solucao analitica,

sin T x

p = sinh 7 (1.0 — y) (5.1)

sinh 7
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(b) Solugdo com Técnica de Pds-processamento Global [54].

Figura 5.3: Campo de Velocidades para o Problema de Escoamento com Barreiras
Impermeaveis.
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Figura 5.4: Conservagao da Massa entre as Barreiras Impermeaveis.

A Figura 5.6 mostra a solu¢ao do problema pelo método dos elementos finitos

com integracao reduzida estabilizada, e com a integracao de Gauss com 2 X 2 pontos

de quadratura, juntamente com a solucao analitica.

Y
D p=0
A

p=sin w X

X
B >

Figura 5.5: Dominio e Condigoes de Contorno do Problema de Liu e Belytschko

[41].
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Figura 5.6: Solu¢ao do Problema de Liu e Belytschko [41] para Malha Regular.

Nao ha diferenca visivel entre os resultados, o que mostra a boa precisao do
esquema de integracao utilizado. O mesmo comportamento também pode ser ob-
servado quando se utiliza a malha distorcida da Figura 5.7. A Figura 5.8 apresenta

os resultados desta nova analise.

Figura 5.7: Malha Distorcida para o Problema de Liu e Belytschko [41].
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Figura 5.8: Solugao do Problema de Liu e Belytschko [41] para Malha Distorcida.

Apresenta-se a seguir (Figura 5.9) o comportamento das taxas de convergéncia
do campo de pressoes para o exemplo acima. Para tanto, foram utilizadas malhas de
4x8,8x16 e 16 x 32 elementos. Para calculo das normas foram utilizados 10 x 10

pontos de quadratura.

As taxas de convergéncia obtidas para a malha regular foram da ordem 2. A
reducao da regra de quadratura de 2 x 2 para 1, nao teve efeito significativo nas
taxas de convergéncia. Em malhas distorcidas, a taxa se reduz um pouco (ordem de
1.98), e embora haja um aumento no erro absoluto, sua magnitude é insignificante

em termos praticos.

Uma vez que é conhecida a solug¢do analitica do campo de pressoes (5.1), por
diferenciacao simples é possivel chegar-se as seguintes solucoes analiticas para os

gradientes da pressao,

op . cos (mx)
o =" sinh(m (1 — y)) Snh (5.2)
op sin 7w
oy — 7 cosh (7 (1 — y)) ho

26



log [l p-ph|lL2

3.6 1 1 1 1 1 1

0.9 1 1.1 1.2 13 14 15 1.6
-logh

(a) Malha Regular
2.2 : :

log [l p-ph|lL2

3.6 1 1 1 1 1 1

0.9 1 1.1 1.2 13 14 15 1.6
-logh

(b) Malha Distorcida

Figura 5.9: Convergéncia do Campo de Pressoes para o Problema de Liu e Be-
lytschko [41]
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Através destas expressoes, e usando-se a lei de Darcy, calcula-se as componentes
da velocidade. A Figura 5.10 mostra o estudo da superconvergéncia das velocidades,

onde utilizou-se a medida de erro pontual nos centréides dos elementos.

log|v-vh|
P .
N =

N
N
T

-1.6

_1.8 1 1 1 1 1 1
0.9 1 1.1 1.2 1.3 1.4 15 1.6
-log h

(a) Malha Regular
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o
N

-03F 2x2 ° R
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_0'45 1 1 1 1 1 1
0.9 1 1.1 1.2 1.3 1.4 15 1.6
-log h

(b) Malha Distorcida

Figura 5.10: Superconvergéncia das Velocidades para o Problema de Liu e Be-
lytschko [41].
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Como pode ser visto, a velocidade tem taxa de convergéncia superior a teérica (4.7)
quando calculada no centréide. Em malhas regulares tem-se taxas de O(h?) uma
vez que neste caso o centroide é um ponto de superconvergéncia, como visto no
capitulo anterior. Em malhas distorcidas nao foi obtida a convergéncia étima. Este

problema pode se agravar com uma maior distorcao da malha.

Este mesmo exemplo foi considerado para teste da estratégia de estabilizacao
de Hansbo [42] apresentada no capitulo 3. Os resultados para o campo de pressoes
mostraram que para malhas regulares a solucao encontrada é a mesma para am-
bos os métodos de estabilizagao, com mesma taxa de convergéncia. Ja em malhas
distorcidas, o método de controle via técnica de perturbacao obteve melhor con-
vergéncia (O(h?)) do que com a integracao alternativa proposta por Hansbo (O(h))
para o campo de pressoes, conforme mostra a Figura 5.11. Portanto, daqui em di-
ante empregaremos somente o método de controle de modos espirios via técnica de

perturbacao, ja que se mostrou mais robusta.
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Figura 5.11: Convergéncia do Campo de Pressoes para o Problema de Liu e Be-
lytschko [41] pelo Método de Hansbo [42].
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Capitulo 6

Aplicacoes em Simulacao de

Reservatorios

Sao apresentados exemplos numéricos que ilustram o desempenho da estratégia
utilizada neste trabalho na simulacao de processos de escoamentos misciveis. O
primeiro exemplo trata da simulacao da injecao de tracadores em um reservatorio.
O tempo de chegada do tracador aos pocos de producao bem como sua concen-
tragao, sao informagoes importantes que ajudam a caracterizar o reservatorio. Neste
problema o elemento quimico injetado tem caracteristicas semelhantes as do fluido
residente e deste modo, considera-se a razao de mobilidade da mistura unitaria. Ja
o segundo exemplo visa a verificacdo da estabilibade da metodologia perante as di-
ficuldades mais comumente apresentadas na simulacao de processos de recuperagao
terciaria, onde tem-se pequenos valores para o coeficiente de difusao e um grande

valor para a razao de mobilidade.

Todas as andlises foram feitas em uma maquina IBM-590 com processador
POWER2 e 1 Gbyte de memoéria Cache. Os tempos de processamento foram me-
didos com a fungao meclock [37]. Para os exemplos tratados neste capitulo, foram
utilizados 10 vetores para a base ortogonal para o espaco de Krylov [38]. Para os

demais exemplos da tese foram utilizados 5 vetores. Em todos os casos utilizou-se
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tolerancia igual a 107% para os métodos iterativos, e uma tinica iteracao nao-linear.

6.1 Injecao de Tragador (M = 1)

Trata-se da injecao de um tracador em um reservatério homogeéneo. Este é um exem-
plo cléssico de escoamento monofasico em um reservatério com uma distribuicao de
pocos do tipo arranjo de cinco (5) pogos. Na Figura 6.1 mostra-se a distribuigao
dos pogos e a disposigao dos elementos em relacao aos pogos produtores (circulos
vazios) e injetores (circulo cheio), formando uma malha com orientacao diagonal &

direcao do fluxo. O modelo utiliza a simetria do problema.

=)
@) Q

@) O
Figura 6.1: Modelo do Problema de Cinco Pocos.

Supondo que o fluido injetado (tragador) possua as mesmas propriedades do
fluido residente (M = 1) este é portanto um problema linear, onde a equacao de
pressao ¢ avaliada uma tunica vez. Este exemplo pode ser encontrado em diversas
referéncias [54, 56, 57, 58, 59], porém neste trabalho sdo utilizados os dados encontra-
dos em Sanabria Castro [58], onde a pressao é aproximada pelo método de Galerkin
classico, a velocidade é aproximada pela técnica de pos-processamento global (ver
Apéndice A.2), enquanto que a concentragao é obtida pelo método dos elementos
finitos Galerkin/minimos quadrados espaco-tempo (GLS/ST) com formulagao varia-
cional baseada no método de Galerkin descontinuo no tempo. O dominio considerado
corresponde a um quarto do arranjo da Figura 6.1, de lado 1000 ft, onde o pogo de
injecao esta localizado no canto de coordenadas (x = 0,y = 0), e o de producao no

canto (z = 1000,y = 1000) com uma taxa de escoamento de 200 ft*/dia. O tensor
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de permeabilidade é isotrépico com componentes k, = k, = 100mD. A porosi-
dade do meio é igual a 0.1 , e as dispersividades logitudinal e transversal valem
ar, = 1.0 ft, e apr = 0.0 ft respectivamente; e a,, = 0.0 ft. Utiliza-se malhas
de 20 x 20, 40 x 40, e 80 x 80 elementos com intervalos de tempo correspondentes
At = 5, 2.5 e 1.25 dias, respectivamente. Neste exemplo a injecao do soluto corres-
ponde a 0.25% do volume poroso (250 ft*). A Figura 6.2 apresenta os resultados
encontrados para as malhas consideradas, juntamente com os resultados de uma
solugao semi-analitica apresentada por Abbaszadeh-Dehghani e Brigham [60]. Estes
resultados referem-se ao histérico no tempo da concentracao do tracador no poco de
producao, e podem ser comparados aos encontrados na referéncia [58] (Figura 6.3),
onde sao plotados os resultados para Galerkin/minimos quadrados espago-tempo
(GLS/ST), a solucao semi-analitica [60] e ainda uma solu¢ao semi-discreta (S-D)
calculada com o método SUPG combinado com uma discretizagao implicita por

diferencas finitas do tipo Euler para a variavel temporal.

0.014 T T \
malha20 X 20 -~
P malha 40 X 40 —--
0012 | malha80 X 80 - |
: Abbaszadeh-Dehghani —
0.01 | 1
2
5 0.008
<
4
E 0006 |
]
0
& o004t
0
0.002 -
0
_0002 1 1 1 1

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500
TEMPO(dias)

Figura 6.2: Comparacao entre o Método dos Elementos Finitos com Integracao
Reduzida Estabilizada e a Solucao Semi-analitica [60] para o Problema de Injecao
de Tracgadores na Configuracao de Cinco Pocos.

Da comparagao entre os resultados verifica-se que a metodologia utilizada nao
gera oscilagoes espirias e apresenta resultados comparaveis a solucao semi-analitica

e aos resultados apresentados na referéncia para o método de Galerkin/minimos
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Figura 6.3: Resultados da Formulagao Espaco-tempo [58], Solugao Semi-analitica
[60] e Solucao Semi-discreta para o Problema de Injecdo de Tragadores na Con-
figuracao de Cinco Pogos.

quadrados espago-tempo e a solugao semi-discreta. A Figura 6.4 mostra os resulta-
dos (contorno das concentracoes) nos instantes ¢ = 500 dias e t = 1000 dias para

a malha 80 x 80.

Figura 6.4: Contorno das Concentracoes para a malha 80 x 80, em ¢ = 500 dias e
t = 1000 dias para o Problema de Injecao de Tragadores na Configuracao de Cinco
Pocos.
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A mesma andlise pode ser feita com o passo de tempo variavel segundo o critério
de escolha apresentado no Capitulo 2, que utiliza o controlador PID e a condicao
de CFL (Figura 6.5), onde se pode notar a boa aproximac¢ao dos resultados com
passo de tempo varidavel. Nao ha diferenca visivel entre estes resultados e os obtidos
com passo de tempo fixo (Figura 6.2). A variagao dos passos de tempo pode ser

observada na Figura 6.6. Para este exemplo, os passos de tempo calculados variaram

de 0.5 até 6.7 dias, para CFL,,;, = 0.5, CFL,,,, = 80.

0.014 \ \ T
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Figura 6.5: Comparacao entre a Solucao pelo Método dos Elementos Finitos com
Integragao Reduzida Estabilizada, e a solu¢do Semi-analitica [60] com At varidvel
para o Problema de Injecao de Tragadores na Configuracao de Cinco Pogos.

Para verificar a eficiéncia computacional obtida com a utilizacao da metodolo-
gia apresentada neste trabalho, a Tabela 6.1 mostra o tempo de processamento
das andlises, comparando-se a integracao reduzida estabilizada com a integracao de
Gauss completa. Fica evidente o ganho computacional obtido com a utilizacao da
estratégia aqui apresentada, cerca de 40% de economia de processamento em relagao
a integracao tradicional. Para este exemplo, foi considerada uma malha de 80 x 80
elementos com At fixo e variavel. Completando esta andlise, a Tabela 6.2 apresenta,
o desempenho dos solucionadores em relagao tempo total do programa para o caso
com passo de tempo fixo. Os solucionadores utilizaram o mesmo numero de iteragoes

tanto para a integracao reduzida estabilizada, quanto para a integracao de Gauss.
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Figura 6.6: Variacao do Passo de Tempo para o Problema de Injecao de Tracadores
na Configuracao de Cinco Pogos.

Os tempos para a montagem das matrizes correspondentes a equacao de transporte

e ao algoritmo GMRES foram tratados como médias nos passos de tempo.

CPU (s) At fixo At varidvel
Gauss 2 x 2 | [. R. Estab. | Gauss 2 x 2 | . R. Estab.
Pressao 0.140 0.029 0.130 0.029
Transporte 0.207 0.075 0.255 0.075
Total 1131.089 676.370 363.80 215.67

Tabela 6.1: Tempos de Processamento para o Problema de Injecao de Tracadores
na Configuracao de Cinco Pogos.

Apresenta-se a seguir o desempenho das rotinas que apresentam os maiores gastos
de CPU (Tabela 6.3). Nesta tabela, quada2d é a rotina para a geragao das matrizes
para a equacao de transporte e nsdrvr é o solucionador nao-simétrico GMRES.
Pode-se notar que para a integracao reduzida estabilizada o custo da solucao do

problema é dominado pela solu¢ao nao simétrica em nsdrvr. J4 para a integragao
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CPU (s) | Gauss 2 x 2 | I. R. Estab. | n2 médio de iteragdes

PCG 0.510 0.500 59
GMRES 0.128 0.124 12
Total 1131.089 676.370 -

Tabela 6.2: Desempenho dos Solucionadores para o Problema de Injecao de
Tracadores na Configuracao de Cinco Pocos.

de Gauss tradicional, o custo da geracao das matrizes de elemento foi superior
ao tempo gasto pela rotina responsavel pelo solucionador nao-simétrico, e assim o
ganho com a utilizacao de uma estratégia de integracao reduzida estabilizada fica

evidenciado com a comparacao com a metodologia de Gauss tradicional.

Tempo de CPU

Rotina Gauss 2 x 2 Integ. Reduzida Estab.

quada2d | 662.80 s (58.6 %) |  241.90 s (35.8 %)

nsdrvr | 414.80's (36.7 %) |  398.64 s (58.9 %)

outros 53.48 s (4.7 %) 53.36 s (7.8 %)

Total 1131.08 s 676.40 s

Tabela 6.3: Desempenho das Principais Rotinas para o Problema de Injecao de
Tracadores na Configuracao de Cinco Pocos.

Uma nova andlise é feita comparando-se os resultados obtidos com a utilizacao da
matriz de massa consistente calculada pela equacao (2.49), com a matriz de massa
diagonal (Figura 6.7). Nestes resultados, nota-se que a matriz de massa diagonal
conduz a uma resposta mais difusiva que a obtida com a matriz de massa consistente

explicita. Nesta analise utilizou-se At fixo.

Analisa-se agora os resultados sem operador de captura de descontinuidades

(Figura 6.8). Nesta andlise utilizou-se as 3 malhas consideradas nos exemplos ante-
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Figura 6.7: Resultados com Matriz de Massa Diagonal para o Problema de Injecao
de Tracgadores na Configuracao de Cinco Pocos.

riores com At fixo. Pode-se notar que os resultados do método SUPG sem captura
de descontinuidades leva a uma maior oscilagao quando comparados com os resul-
tados da Figura 6.2. Fica assim evidenciado o papel do operador de captura de
descontinuidades na suavizagao dos efeitos transversais as linhas de corrente.
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Figura 6.8: Resultados sem Operador de Captura de Descontinuidades para o
Problema de Injecao de Tracadores na Configuracao de Cinco Pocos.

A Figura 6.9 mostra os resultados da analise sem operador de captura de des-
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continuidades com matriz de massa diagonal. Novamente verifica-se que a resposta

se torna mais difusiva com a utilizacao de uma matriz de massa diagonal.
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Figura 6.9: Resultados sem Operador de Captura de Descontinuidades e com Ma-
triz de Massa Diagonal para o Problema de Injecao de Tragadores na Configuragao
de Cinco Pocos.

A Tabela 6.4 mostra o desempenho das principais rotinas sem operador de cap-
tura de descontinuidades. Da comparacao entre as tabelas 6.3 e 6.4 nota-se que
a integragao reduzida estabilizada tem suas vantagens evidenciadas em problemas
onde a avaliagao das matrizes consome uma parcela significativa do tempo da analise,
como no caso em questao onde o operador de captura de descontinuidades introduziu

uma nao-linearidade ao problema.

Um novo teste é feito considerando-se o meio heterogéneo da Figura 6.10, onde se
tem os mesmos dados do exemplo anterior, porém com a permeabilidade variando

de £ = 10 mD na regiao hachurada, a £ = 100 mD no restante do dominio.

A Figura 6.11 mostra os resultados das concentracoes em t = 500 dias e t =
1000 dias, onde pode-se verificar a perda da simetria da resposta devido a introducao

da area com baixa permeabilidade.
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Tempo de CPU

Rotina Gauss 2 x 2 Integ. Reduzida Estab.

quada2d | 0.20 s (0.1 %) 0.07 s (0.02 %)

nsdrvr | 302.22 s (84.5 %) 304.17 s (86.3 %)

outros 55.02 s (15.4 %) 48.50 s (13.7 %)

Total 357.44 s 352.74 s

Tabela 6.4: Desempenho das Principais Rotinas para o Problema de Injecao de
Tracadores na Configuragao de Cinco Pocos sem Operador de Captura de Descon-
tinuidades.
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Figura 6.10: Dominio do Problema Heterogéneo de Injecao de Tracadores na Con-
figuracao de Cinco Pocos.
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Figura 6.11: Contorno das Concentracoes em t = 500 dias e t = 1000 dias para
o Problema Heterogéneo de Injecao de Tracadores na Configuracao de Cinco Pocos.

A Figura 6.12 mostra o grafico das concentragoes do tragador para este caso, onde
nota-se a presenca de dois picos. O primeiro estd associado a direcao preferencial do
escoamento, enquanto que o segundo surge pela necessidade de se contornar a regiao
de baixa permeabilidade. Estes resultados estao em acordo com os da referéncia [58].
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Figura 6.12: Resultados do Problema Heterogéneo de Injecao de Tracadores na
Configuracao de Cinco Pocos.

Analisa-se agora os resultados para a malha 80 x 80 com refinamento logaritimico
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apresentada na Figura 6.13.

Figura 6.13: Malha com Refinamento Logaritimico para o Problema de Injecao de
Tracadores na Configuracao de Cinco Pocos.

Encontram-se na Figura 6.14 os resultados obtidos com At = 0.2 dias para a
malha com refinamento. Verifica-se que os resultados sao comparaveis aos da Figura
6.5. J& a Figura 6.15 mostra o contorno das concentracoes em ¢t = 1000 dias. O
refinamento nao criou nenhuma dificuldade numérica, uma vez que a regularidade
dos elementos foi preservada. Esta regularidade no entanto é perdida quando se
utiliza a malha nao-uniforme 80 x 80 da Figura 6.16. Os resultados desta andlise
para passo de tempo igual a 0.2 dias, encontram-se na Figura 6.17, e a Figura 6.18

mostra o contorno das concentracoes em ¢ = 1000 dias.

Os resultados apresentados nas Figuras 6.17 e 6.18 sugerem que mesmo sem a
garantia da superconvergéncia do campo de velocidades é possivel a obtencao de
bons resultados, uma vez que o erro absoluto é pequeno, mesmo em problemas
predominantemente advectivos. Uma vez que se trata de uma malha extremamente
distorcida, nao se pode ter nenhuma garantia de convergéncia para o campo de
velocidades. Além disso, a estratégia de estabilizacao leva a resultados étimos em
malhas regulares com parametro de estabilizagao ¢ = 1. As tentativas de utilizagao

de diferentes parametros de estabilizacao levou a solucoes instaveis. Acredita-se que
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Figura 6.14: Resultados com Malha com Refinamento Logaritimico para o Pro-
blema de Injecao de Tracadores na Configuracao de Cinco Pocos.

Figura 6.15: Contorno das Concentracoes em ¢ = 1000 dias para a Malha Refinada
nos Pocos, para o Problema de Injecao de Tragadores na Configuracao de Cinco
Pocos.
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Figura 6.16: Malha Nao-uniforme para o Problema de Injecao de Tracadores
Configuracao de Cinco Pocos
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Figura 6.17: Resultados com Malha Nao-uniforme para o Problema de Injecao de
Tracadores na Configuracao de Cinco Pocos.
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o surgimento do contorno fechado (bolha) na frente de concentragoes, observado nas

figuras 6.15 e 6.18, deve-se a um efeito de malha.

Figura 6.18: Contorno das Concentracoes em ¢t = 1000 dias para a Malha Nao-
uniforme, para o Problema de Injecao de Tragadores na Configuracao de Cinco
Pocos.

A analise é repetida com a utilizacdo de matriz de massa diagonal (Figura 6.19)
obtendo-se a suavizacao dos resultados (maior difusao) quando comparados aos re-

sultados anteriores (Figura 6.18).

6.2 Simulacao Numérica do Processo de Recuperacao
Terciaria (M > 1)

A simulacao numérica de processos de recuperacao de hidrocarbonetos é uma ativi-
dade computacional das mais intensas, e a utilizacao de estratégias que diminuam
o custo computacional destas analises é de grande relevancia. Para se comprovar
a eficacia da formulacao apresentada nos capitulos anteriores para esta aplicacao,
considera-se a geometria do exemplo anterior (configuracao dos cinco pogos), com
alta razao de mobilidade em um meio poroso homogéneo. Considera-se a vis-

cosidade do fluido residente p(0) = 1 ¢P, e as dispersividades longitudinal e
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Figura 6.19: Resultados com Malha Nao-uniforme e Matriz de Massa Diagonal
para o Problema de Injecao de Tragadores na Configuracao de Cinco Pogos.

transversal oy = 10 ft e ap = 1 ft, respectivamente. A Figura 6.20 mostra
as curvas de producao obtidas com diferentes valores para a razao de mobilidade
(M =1, M =10, M = 20, M = 41, M = 300, M = 1000), utilizando-se uma
malha de 100 x 100 elementos com At = 40 dias. Observa-se a influéncia da razao

de mobilidade no tempo de chegada da frente de concentracao no poco de producao.

A Figura 6.21 mostra a curva de producao obtida pela formulacao espaco-tempo
[58], enquanto que a Figura 6.22 mostra a comparacao entre a curva de recuperagao
para M = 41 com os resultados de Coutinho e Alves [32], e Russel et al. [6]. Nota-se

que a solucao obtida estd em boa concordancia com as referéncias.

A Figura 6.23 mostra os resultados obtidos para M = 41 em ¢t = 500 dias e
t = 1000 dias.

A andlise do desempenho computacional pode ser vista na Tabela 6.5 onde se
encontram os tempos de processamento para o caso anterior, utilizando-se a inte-
gracao reduzida estabilizada, e o método de Gauss tradicional com 2 x 2 pontos de
quadratura. Todos os tempos foram considerados como tempos médios. Verifica-se
que a montagem das matrizes para a equacao da pressao com a integracao reduzida

estabilizada foi em média 5 vezes mais rapida do que com a quadratura de Gauss
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Figura 6.20: Curvas de Producao para Diferentes Valores de M para o Problema
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Figura 6.22: Comparacao entre a Curva de Recuperacao pelo Método dos Elemen-
tos Finitos com Integracao Reduzida Estabilizada, e os Resultados de Coutinho e
Alves [32], e Russel et al. [6] para o Problema de Recuperagao Tercidria.

Figura 6.23: Respostas com M = 41 em t = 500 dias e t = 1000 dias para o
Problema de Recuperacao Terciaria.
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tradicional, enquanto que para a montagem das matrizes correspondentes a equagao
de transporte a integragao reduzida se mostrou em média 4 vezes mais rapida. Em
relacao ao tempo total da analise, o programa com integracao reduzida foi 20% mais

rapido do que o com a integracao de Gauss 2 x 2.

CPU (s) | Gauss 2 x 2 | L. R. Estab. | n? médio de iteracoes
Pressao 0.207 0.040 -
PCG 1.514 1.546 155
Transporte 0.328 0.078 -
GMRES 0.327 0.333 23
Total 122.890 104.010 -

Tabela 6.5: Tempos de Processamento para o Problema de Recuperacao Terciaria.

Uma nova andlise é feita considerando-se a malha nao-uniforme da Figura 6.16 para
M = 41 em t = 1000 dias. Os resultados desta andlise podem ser observados na
Figura 6.24. Novamente foi possivel a obtencao de boa resposta em malha nao-
uniforme, mesmo sem a garantia da convergéncia 6tima. Completando a andlise a
Tabela 6.6 mostra os tempos de processamento para o problema com malha nao-

uniforme. As relagoes entre os tempos foram semelhantes ao caso anterior.

Vale ressaltar o fato de que todos os resultados foram obtidos com avaliacao
das velocidades nos centréides dos elementos a partir do gradiente das pressoes

calculadas com integracao reduzida estabilizada, ou com 2 x 2 pontos de integracao.
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Figura 6.24: Respostas para a Malha Nao-uniforme em ¢ = 1000 dias (a) Inte-
gracao Reduzida Estabilizada, (b) Integragao de Gauss 2 x 2 para o Problema de
Recuperacao Terciaria.

CPU (s) | Gauss 2 x 2 | L. R. Estab. | n? médio de iteracoes
Pressao 0.208 0.040 -
PCG 1.680 1.710 173
Transporte 0.326 0.080 -
GMRES 0.603 0.602 43
Total 144.81 125.689 -

Tabela 6.6: Tempos de Processamento para a Malha Nao-uniforme para o Pro-
blema de Recuperacao Terciaria.
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Capitulo 7

Aplicacoes em Aguas Subterraneas

7.1 Transporte de Substancias Nao-reativas

7.1.1 Escoamento Unidimensional

Trata-se de um exemplo onde as mudancas no campo de concentracoes de um com-
ponente quimico dissolvido, no tempo, sao causadas pelo transporte advectivo e dis-
persao hidrodinamica. Os resultados sao comparados com os obtidos com o modelo
MOC3D [16], de escoamento em &guas subterraneas tridimensional, que utiliza o
método das diferencas finitas na solucao da equacao da pressao e o método das ca-

racteristicas na solucao da equacao de transporte.

O problema consiste no escoamento unidimensional em um dominio de compri-

mento [ = 12 c¢m, sujeito as seguintes condig¢oes de contorno e inicial,

vc*zvc—D@ enmz = 0
or
0
8_303:0 emz = L (7.1)
c(z,0) = 0
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Assume-se que a concentragdo no ponto de injecio (z = 0) é ¢ = 1, e
que v = 0.10 em/s. O dominio é dividido em 120 elementos finitos, de forma
que h¢® = 0.1 c¢m, mesmo valor do espacamento utilizado por Konikow et al.
[16] para a malha do método das caracteristicas. Sao dadas as dispersividades
arp = ar = 0.1 cm, e a porosidade ¢ = 0.1. As curvas da Figura 7.1 mostram as
mudancgas na concentragao, ao longo do tempo, em 3 diferentes pontos do dominio
(x =0.1, z =4, v = 11 em), comparadas com os resultados da referéncia e com a

solucao analitica.

Analitico °
IR+ ESTAB - R

Xx=4cm

CONCENTRACAO

60 120
TEMPO(S)

(a) Solugao com Integragdo Reduzida Estabilizada e Solu¢ao Analitica

1.0

Analytical

0.8 MOC3D

0.6

0.4

CONCENTRATION

0.2

0.0 (oS T R I T S

TIME (SECONDS)

(b) Solugao MOC3D [16] e Solugao Analitica

Figura 7.1: Transporte em Diferentes Pontos do Dominio para o Problema de
Escoamento Unidimensional.
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A Figura 7.2 mostra a solugao do problema em 3 diferentes instantes da analise
(t =16, t =060, t =120s). Da comparagao entre os resultados, observa-se a con-
cordancia nas solu¢oes obtidas utilizando-se o método dos elementos finitos com

integracao reduzida estabilizada para este problema.

R t=60s

Analitico o
IR+ ESTAB _

CONCENTRACAO

6 8 10 12
DISTANCIA (cm)

(a) Solugao com Integracao Reduzida Estabilizada e Solucao Analitica

B A BN P s SR PSS B
Y4 =6sec ]

Z 0.8 _ J

5 ! t =60 sec ]

= L t= 120 sec

< L

& 0.6F

% L ]

W oaf Analytical | -

prd [ MOC3D | ]

O L ]

©ozf )
[ ; . 1 el —

0'90 2 4 6 8 10 12
DISTANCE {cm)

(b) Solugao MOC3D [16] e Solugao Analitica

Figura 7.2: Transporte em Diferentes Tempos da Analise para o Problema de
Escoamento Unidimensional.

Observacgoes:

1 - A solugao analitica, encontra-se em Wexler [61] e em Sun [23], e para o caso
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em questao se reduz a,

oo, t) = % {er fe l%] +eon (22) erfe l%” (7.2)

2- Na Figura 7.1 a pequena diferenca na localizacao dos pontos se deve a uti-

lizagdo do método das caracteristicas na referéncia [16].

Este exemplo também foi utilizado para comparar as solugoes obtidas com a
utilizacdo da matriz de massa consistente (2.49), com a matriz de massa diago-
nalizada. Estes resultados encontram-se na figura 7.3, onde se verifica que nao hd
grandes diferencas entre os resultados com a matriz de massa diagonal e aqueles
obtidos com a metodologia aqui utilizada para uma malha regular (resultados em
x = 4em). Isto se deve provavelmente a suavidade da solu¢do. Em solugoes nao
suaves espera-se que a matriz de massa diagonalizada leve a resultados mais difusivos
dos que os encontrados com a utilizacao da matriz de massa consistente, conforme

o ocorrido nos exemplos do capitulo anterior.

1 |-
0.8 |
o
<
<
o0 0.6
=
z
|
@)
=z .
o] 0.4 Massa consistente ——
o Massa diagonal -
0.2
0 . . .
0 20 40 80 100 120

60
TEMPO(S)

Figura 7.3: Resultados com Matriz de Massa Consistente e Matriz de Massa Di-
agonalizada para o Problema de Escoamento Unidimensional.

7.1.2 Escoamento Bidimensional Radial com Dispersao

Este problema é usado para comparar a solucao obtida para o método das ele-

mentos finitos com integracao reduzida estabilizada com os resultados da referéncia
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(MOC3D) e a solugao analitica. Esta tdltima, referente a inje¢do em um aquifero
infinito bidimensional. As velocidades variam no espaco, e sao inversamente pro-
porcionais a distancia do ponto de injecao. A equacao governante do problema é

[16],

Jc Z Oc Z 0%

— — — = — — t>0 7.3

ot * r or L B (7.3)
onde, Z = Erfb_w r é a distancia radial do ponto de injecao, e b é a espessura do

aquifero. Esta equacao é sujeita as seguintes condicoes de contorno e inicial,

c(r,0) =0
¢ =1.0 t>0 (7.4)
c(r - o0, t) = 0 t>0

O problema foi modelado usando uma malha de 30 x 30 elementos. A con-
centragao inicial ¢* = 1.0 foi tomada no ponto de coordenadas (0,0) onde f =
56.25 m®/h. Sao dados, ¢ = 0,2, a, = ar = 10m, b = 10m. A Figura 7.4
apresenta os resultados do método dos elementos finitos com integracao reduzida
estabilizada em comparagao com os resultados encontrados na literatura (MOC3D)
e para a solucao analitica. Através da comparacao entre os resultados verifica-se a

concordancia entre os mesmos.

A Tabela 7.1 mostra a relacao entre os tempos de processamento gastos na mon-
tagem das matrizes de elemento. Esta relagao foi observada em todos os exemplos
deste capitulo, onde nota-se a grande economia na utilizacao da integracao reduzida
estabilizada na montagem das matrizes de elemento. Economia esta que pode chegar
a 25 % do tempo gasto pela quadratura de Gauss. Em particular para o exemplo
acima, o tempo total de processamento para a analise foi de 17.28s para a quadratura
de Gauss, enquanto para a integracao reduzida estabilizada foi de 11.28s. Todas as
andlises deste capitulo foram feitas com a inclusao do termo de captura de descon-

tinuidades, embora estes exemplos possuam solucoes suaves.
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Figura 7.4: Escoamento Bidimensional Radial Comparacao entre Resultados da
Integracao Reduzida Estabilizada, com a Solucagao Analitica e MOC3D [16] para o

Problema de Escoamento Radial.

Relacao Entre Tempos de CPU

Gauss 2 x 2 | Integ. Reduzida Estab.

Montagem das Matrizes
Pressao (difusao) 1 0.25
Transporte (adveccao-difusao) 1 0.50

Tabela 7.1: Relacao entre Tempos de Processamento para as Rotinas de Montagem

das Matrizes de Elemento.
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7.2 Transporte de Substancias Reativas

7.2.1 Mecanismos de Iteracao, Transformagao ou Decaimento

Nos capitulos anteriores, tratou-se somente do transporte de substancias nao-
reativas (ou conservativas), isto é, do transporte de substancias que nao sao sujeitas
as mudancas, trocas ou reacoes enquanto atravessam o meio poroso. Neste capitulo

trata-se do transporte com reacoes quimicas.

Existem leis de iteracao entre a fase imével (fase sélida e o liquido imével que
circunda os graos por forgas de atragdo molecular), e as substancias transportadas.
Alguns mecanismos de iteracao, transformacao ou decaimento podem tornar o trans-

porte nao-conservativo [24]. De forma geral estes mecanismos sao:

- Mecanismos Fisicos - As substancias transportadas podem ser bloqueadas (pa-
ralizadas) por uma espécie de filtragem fisica quando estas substancias sdo muito

menores do que o tamanho dos poros.

- Mecanismos Geoquimicos - Devido a combinacoes de ions e moléculas eletri-
camente neutras, reagoes acido/base dependendo do pH do soluto e de que rochas
este atravessa, reagoes de oxidagao/redugido, que condicionam o estado de valéncia
dos ions transportados, precipitacao/solu¢ao, que podem mobilizar ou dissolver as
substancias. E a adsor¢ao/desor¢ao, em particular as trocas idnicas, as quais tomam

lugar na superficie de minerais argilosos ou coloidais.

- Mecanismos Radiolégicos - O decaimento radioativo (anulamento de
substancias) e a criagao de produtos (daughter products) por este decaimento (sur-

gimento de novas substancias).

- Mecanismos Biolégicos - A atividade bioldgica no meio poroso pode decompor
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ou transformar alguns elementos. Geralmente estes processos sao representados por

uma reagao de decaimento, com uma meia-vida bioldgica.

A maioria das reacoes quimicas que afetam o transporte do soluto podem ser

divididas em dois grupos principais [23],

1 - Reagoes suficientemente rapidas e reversiveis, de forma que o equilibrio local

possa ser assumido;

2 - Reacoes insuficientemente rapidas e/ou irreversiveis, onde o equilibrio local

nao pode ser assumido.

Estas reagoes podem ainda ser de superficie (sor¢ao, troca ionica), ou reagoes

classicas (precipitacao/dissolugao, oxidagao/redugao, etc).

Os mecanismos representados nos modelos de transporte sao ainda muito limi-
tados as reacoes do tipo mais simples ou a representacoes simplificadas dos efeitos
de reagoes mais complexas. Considera-se neste trabalho dois tipos de reacoes fre-
quentemente incorporadas aos modelos de transporte advectivo-difusivo, a sorcao

com equilibrio controlado e as reagoes irreversiveis de primeira ordem.

Sorcao com Equilibrio Controlado

Quando um meio poroso saturado contém uma substancia dissolvida, certos solu-
tos sao removidos da solugao e imobilizados na matriz sélida do meio poroso por
forcas quimicas e eletrostaticas. Este processo é conhecido como sorc¢ao, e inclui a
chamada adsorcao (aderéncia de espécies quimicas na superficie da matriz porosa);
a absor¢do (penetragdo mais ou menos uniforme das espécies quimicas nos graos

solidos) [25]; trocas i6nicas, que se subdividem em cationicas e anionicas, onde as
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primeiras descrevem o processo onde cations sao atraidos para regioes préximas
a superficie de minerais de argila carregados negativamente e ai permanecem por
forgas eletroestaticas, e as segundas ocorrem em locais positivamente carregados em
6xidos de ferro e aluminio nas arestas de minerais de argila; e ainda, a quimisorcao,
onde o soluto é incorporado a superficie de um sedimento, solo ou rocha por uma

reacao quimica [14].

Sendo ¢ a massa do soluto contido no material do aquifero por sorgao (MM™1),
e py a densidade volumétrica do material do aquifero (M L™3), e assumindo-se que
a concentragao do soluto ¢ e a concentragao sorvida estao em equilibrio, ou seja,
assumindo-se que o processo de sorcao é muito rapido em relacao a velocidade de
fluxo, chama-se isoterma de equilibrio de sorcao a curva ¢ x ¢ A curva recebe
este nome porque os experimentos de adsorcao geralmente sao feitos a temperatura
constante. Utiliza-se escalas do tipo log-log que permitem obter-se solugoes graficas

retilineas do tipo,
logec = alogc + logky ou © = kpc" (7.5)

onde a constante k; e o expoente a dependem do componente quimico e do meio
poroso. A equagao (7.5) é conhecida como isoterma de Freundlich. Para alguns
componentes quimicos em baixa concentracao a sorcao é governada por esta isoterma
com ¢ unitario. Nestes casos, a constante é chamada de coeficiente de distribuicao
kq, que representa a particao da massa total do poluente, por unidade de volume do
meio poroso, entre a quantidade adsorvida na superficie dos graos e a quantidade
que permanece em solugao na fase fluida (LM 1) [14]. Desta forma, neste caso a

expressao (7.5) se reduz a,
¢t = kyc (76)

Assim, o acumulo na fase sorvida pode ser expresso como,

0 N dc
E(p” ¢) = kape 7 (7.7)
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considerando-se que ky e py sao constantes no tempo.

A equagao de transporte (2.11) pode ser reescrita espandindo-se os termos,

dpc)  Oc ago

o Yo T ar (7.8)
0 (pcuv;) = v~ﬁ + ci( v;)
axi ¥ i) = @ zaxi axl P U;
e somando-se f ¢, em ambos os lados, vem,
dc 0 oc 0 dc
v T 8t(p”0) + Pl T o (SODz'j 8—35]> + (7.9)
. o Op 0 .
—[f(e = o] + Aec + po) = - [(% + axi(WZ) f]

O lado direito da equacao anterior corresponde a equacao da continuidade. Se a

continuidade do fluido é satisfeita, entao este termo se anula, o que leva a ,

Oc 10 Jdc 1 0 Oc
e + — YT — () + Uiﬁ—xi goaxz (@Dw e ) + (7.10)

—l[f(c*—c)]+)\<c+%> .

¥

que ¢ a chamada equacao de fluxo removido [16].

Substituindo-se (7.7) em (7.10), vem,

80 oc 10 oc
vi— — = D, — 11
i 8t ox; Y 0x; (90 J 8xj> + (7.11)
1
5 f(c"=¢)] + AcRy =0

onde Ry é chamado fator de retardo, que é uma grandeza adimensional dada por,
R =1 - 2py (7.12)
¥

Assumindo-se que Ry nao varia no tempo e no espaco, podemos reescrever (7.11)

como,
oc v; Oc 1 0 oc
Fynr Dy =< 1
ot * Ry Ox; o Ry Ox; ( ‘781:]-) * (7.13)
1
- — =] +Xec=0
i e =0
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Observacgoes:

1 - A isoterma de Freundlich assume que a matriz sélida tem capacidade de
sor¢ao infinita. E possivel se utilizar a chamada isoterma de Langmuir [25], que
considera a capacidade de sorcao maxima. Neste caso, como esta isoterma é nao-

linear, a equagao de transporte resultante também sera nao-linear.

2 - O efeito da sorcao sob uma isoterma linear, assumindo-se o equilibrio instan-
taneo da sor¢ao, é equivalente a retardar (tornar mais lento) o transporte advectivo-
difusivo. A substancia sorvida se move advectivamente com uma velocidade de
percolagao retardada (v/Ry), e o transporte difusivo é controlado por um coefi-

ciente de dispersao reduzido (D/Ry) [25].

3 - Muitos solutos organicos sao fortemente sorvidos pelo carbono organico sélido,
o que tem aplicacao pratica no uso de filtros de carbono ativado na remocao de con-
taminantes organicos da dgua. Nestes casos, a sorcao é geralmente descrita por uma

isoterma linear, de forma semelhante a da equacao (7.6).

4 - As isotermas sao obtidas a partir de dados experimentais, no entanto, quando
o mecanismo de sor¢ao é bem conhecido, é possivel se obter isotermas e fatores de
retardo com base em principios quimicos, por exemplo, no caso de sor¢cao devida a
alguns tipos de troca ionica, onde é possivel se estabelecer o equilibrio isotérmico
diretamente dos principios termodinamicos [25]. As isotermas de troca i6nica po-
dem ser incorporadas a equacao de transporte da mesma forma que as isotermas de

Freundlich e de Langmuir.
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Reacgoes Irreversiveis de Primeira Ordem

Certas reacoes quimicas como o decaimento radioativo, hidroélise e algumas formas
de biodegradacao podem ser caracterizadas como processos irreversiveis de primeira
ordem. Este tipo de reacao corresponde ao ultimo termo na equacao de transporte
(7.13), que representa o equilibrio de entrada/saida da massa de soluto. Neste termo,
a constante A, conhecida como taxa de decaimento (T!), geralmente é expressa
como uma reacao de meia-vida, ou seja, o tempo necessario para que a concentracao
do soluto diminua a metade do seu valor original, sob a influéncia isolada de uma
reacao de decaimento,

Oc

= - _ 14
5 Ac (7.14)

que tem como solugao,
c(t) = cpe ™ (7.15)

onde ¢g é a concentragao inicial. Assim, de (7.15), vem,

In2
t1

2

P

(7.16)

onde t% representa a reacao de meia-vida. Deve-se salientar que o processo de
biodegradagao de moléculas organicas dissolvidas na agua subterranea é de grande
interesse ja que grande parte da contaminacao dos aquiferos é causada por produtos
quimicos organicos, inclusive os hidrocarbonetos, que formam um substrato para o

crescimento microbiolégico [14].

7.2.2 Discretizacao de Elementos Finitos para o Transporte de

Substancias Reativas

Com a inclusao dos efeitos reativos a equacao de transporte, tem-se uma nova for-

mulacao fraca aproximada em substituicao a (2.35),

nel

B(wp, cp) + Z/Qth Vwy, (L(cy) — Rifcz f) dQ2 + (7.17)
e=1
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nel

+ Z/QTCth - Vh - Vep dQ = L(wp)
e=1
onde,

B(wp, cp) = /Qth(ch) dQ

1 k
L(wy) = /QR_fwh cp fdQ (7.18)
dc 1 . 1 . 1
L(cy) = 8—th — R—fdlv(ngVch) + R—fdlv(cpvh cn) + R—fgo)\ch

Da mesma forma como descrito no capitulo 2, chega-se a formulacao de elementos

finitos na forma matricial (2.45), onde a matriz dos coeficientes é agora formada por,
K=K, + K; + Kpg + Ko + Ko + Kdrpg (719)

que se diferencia de (2.46) pela inclusdo dos termos,

Koy = [ Ao Ne - Nyd2 i =1,...,4 (7.20)

Kirpg, = [ AT@ VNG - vN;dQ

correspondentes a inclusao do efeito do decaimento radioativo (de indice dr). Nota-
se que estes termos sao iguais aos encontrados para as matrizes de massa consistente
e de Petrov-Galerkin (2.47), multiplicados pela taxa de decaimento A. Assim, rece-
berao o mesmo tratamento dado a matriz de massa consistente, calculada explicita-
mente, e a matriz de massa de Petrov-Galerkin, onde é feita a integracao reduzida

estabilizada.

7.2.3 Escoamento Unidimensional com Substancia Reativa

Para ilustrar o efeito da incorporacao do fator de retardo representando um pro-
cesso de sor¢ao linear irreversivel, o exemplo 7.1.1 (escoamento unidimensional)
¢ novamente testado, desta vez com t = 240s. 'Trés diferentes curvas sao

plotadas na Figura 7.5, correspondentes a trés valores para o fator de retardo
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(Rf = 2, Ry =4, Ry = 40). Estes resultados sdo comparados aos apresenta-
dos na referéncia [16] para o programa MOC3D e a solu¢ao analitica. Verifica-se a
concordancia entre os mesmos. Vale ressaltar que por efeito do fator de retardo, as
curvas apresentadas na Figura 7.5 para t = 240 s sao idénticas aquelas encontradas

na Figura 5.12 para tempos menores e [y = 1.
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0 | | | TRRSEI |
0 2 4 6 8 10 12
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(2) Integracao Reduzida Estabilizada
g T e
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o 40 .
% 1=240s 1
Q Analytical | |
< = MOC3D |1
o E
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| APPSO R, SV VU VU W I T O | il —

> % 3 8 0 T2
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(b) MOC3D [16] e Solugao Analitica

Figura 7.5: Transporte com Diferentes Valores de Fator de Retardo para o Pro-
blema de Escoamento Unidimensional com Substancia Reativa.

O efeito do decaimento pode ser verificado, quando para o mesmo exemplo toma-
se a taxa de decaimento A = 0.01 s™' (sem o efeito da sorgdo). A Figura 7.6
mostra a comparacao entre os resultados da literatura e solugao analitica [16] com
os obtidos pelo método dos elementos finitos com integracao reduzida estabilizada,

em 4 diferentes instantes da andlise (t = 30 s, t = 60s, t = 90 set = 120 s).

94



Verifica-se novamente a concordancia entre os mesmos.
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(b) MOC3D [16] e Solucao Analitica

Figura 7.6: Transporte com Decaimento Radioativo para o Problema de Escoa-
mento Unidimensional com Substancia Reativa.

Vale acrescentar que uma descricao realistica do transporte com véarias reacoes
quimicas requer a consideracao de componentes multiplas no sistema. Se consi-
derarmos que a iteracao entre componentes pode ser descrita como um equilibrio
quimico deduzido de consideragoes termodinamicas, desenvolve-se um sistema de
equagoes diferenciais parciais (1 para cada componente). Surgem também equagoes
diferenciais adicionais oriundas das relagoes de equilibrio, de forma que este pro-
cesso resulta em um conjunto acoplado de equacoes governantes para o transporte
advectivo-difusivo-reativo. A modelagem deste problema é complexa. Uma alterna-

tiva é resolver-se separadamente as equacoes de transporte e de reacoes quimicas,
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de modo sequencial [25, 62, 63].
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Capitulo 8

Conclusoes

Este trabalho apresentou algumas técnicas que visam diminuir o custo computa-
cional da avaliacdo das integrais provenientes da formulacao de elementos finitos
em diversos problemas nao-lineares de transporte em meios porosos. Utilizou-se o
elemento quadrildtero bilinear subintegrado, ou seja, com 1 ponto de quadratura,
juntamente com uma técnica de estabilizacao capaz de evitar a formacao de modos
espurios. Esta técnica foi entao utilizada na determinacao das matrizes dos coefi-
cientes para os sistemas de equacgoes envolvidos, que correspondem as equagcoes de

pressao e de transporte.

Foi visto através de experimentos de validacao que a estratégia escolhida levou
a resultados corretos, com boa convergéncia, e com grande economia, tanto para
o campo de pressoes quanto para o de concentracoes. Foi utilizada com sucesso a
avaliacao direta do campo de velocidades a partir do gradiente de pressoes no ponto

de superconvergéncia.

Foram testados algumas variacoes de exemplos classicos de recuperacao terciaria
e injecao de tracadores, e ainda, a contaminacao reativa e nao-reativa em aguas

subterraneas. Todos os exemplos foram comparados com resultados encontrados
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na literatura. Da observacao dos resultados pode-se concluir que a técnica de es-
tabilizacao levou a bons resultados, precisos e comparaveis aos encontrados nas
referéncias. O ganho computacional com a utilizagao desta metodologia foi bas-
tante significativo quando comparado a integracao Gaussiana tradicional, chegando
em alguns casos a 25% desta tltima. Além disso, observou-se que a mudanca de

estratégia de integracao nao afetou o desempenho dos solucionadores.

Em vista dos resultados obtidos, acredita-se que a integragao reduzida estabi-
lizada podera vir a ser uma opc¢ao muito interessante nao sé na simulagao de proble-
mas misciveis, como naturalmente, em problemas bifasicos, e outras aplicacoes onde
o custo da avaliacado das matrizes pode ser significativo. Pretende-se a extensao da

metodologia a problemas tridimensionais.

Outra consequéncia natural e imediata deste trabalho é o estudo e implementacao
de técnicas de recuperacao da convergéncia do campo de velocidades, associadas a
integracao reduzida estabilizada, o que permitira o uso desta metodologia em ma-
lhas com grandes distorcoes sem perda de precisao e convergéncia, e com grande
economia computacional. Encontra-se nos Apéndices um estudo sobre a possibili-
dade de utilizagao da integracao reduzida estabilizada junto a duas técnicas de pos-

processamento para recuperagao da ordem de convergéncia do campo de velocidades.
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Apeéendices

A.1 Técnica de Pés-processamento Local para Velocidades

A técnica de Pés-processamento local para calculo do campo de velocidades [50] uti-
liza o residuo de minimos quadrados da equacao de balanco de massa, uma condicao
de rotacional nulo, e a lei de Darcy avaliada nos pontos de superconvergencia para
os gradientes. Esta técnica leva a um problema local, a nivel de macroelementos,

ou conjuntos de elementos adjacentes. Assim, tem-se o seguinte problema,

Dado py, encontre v, € UF € (QF), tal que,

(A'9, wi)g + 0L b2 (divv, divwy)g + Vw, € Uf (A1)

+ 62 h2 (’I“Ot (A_l \A/', rot (A_l Wh))H = (Vph Wh)G — 61 h2 (f, div Wh)H

onde, A = ﬁ, e QF é o subspago de elementos finitos Lagrangeanos de £5()
de polinomios de grau k em cada elemento de classe C° em cada macroelemento e
discontinuo nos contornos dos macroelementos. Na equacao acima,

nel

OVED> | figi a2 (A.2)
nel nint

(frogn)a = D D wi fr(x5) g (x5)
e=1 =1

Estas equagoes descrevem o produto interno a nivel de elemento (H), e o produto

interno calculado no ponto de superconvergéncia (G), de coordenadas x{. Em (A.2)
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wf representam os pesos associados ao ponto de superconvergéencia. Além disso, J;

sao constantes positivas fixadas posteriormente.

Para malhas e solugbes regulares, obtem-se a estimativa [50],

IVp — Vinlg < Ch* Ipl,ysy (A.3)
onde, |Vph|é = (Vpn, Vpn)e. E ainda a seguinte estimativa para as velocidades,
v = will < CR v, (A4)

com a qual se obtem taxas de convergéncia 6timas para as velocidades.

Esta técnica é conhecida como pds-processamento local ja que as definigoes sao
a nivel de elemento ou de macroelementos construidos a partir de elementos adja-
centes. Neste caso, a estabilidade e convergéncia da técnica dependerao da escolha
do espaco de elementos finitos e da escolha dos macroelementos. Sabe-se que a
técnica é estavel sempre que k > 1, e que quando £ = 1 os macroelementos deverao

conter ao menos 2 elementos adjacentes (ver Figura A.1).

[ . ' ¢ ’ '
+ + + +

® ® ® * ¢ ®
+ +

® ® ®

Figura A.1: Macroelementos Estaveis em Duas Dimensoes com 12 e 18 Graus de
Liberdade [30]

O custo computacional da técnica de pds-processamento é fortemente influenci-
ado pela necessidade de se resolver um sistema de equagoes bloco-diagonal prove-
niente da equagao (A.1) formado pelos grupos de macroelementos. Em relacao ao

célculo do campo de velocidades diretamente da Lei de Darcy (se¢ao 4.3) este custo
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é significativo. Sendo assim, se propoe a utilizacao da estratégia de integragao re-

duzida estabilizada na obtencao dos termos da matriz dos coeficientes do sistema.

Assim, da equagao (A.1) temos o seguinte sistema de equagoes diferenciais em

forma matricial,
Vv =1 (A.5)

onde V; é a matriz dos coeficientes do sistema, composta pelas parcelas com di-
vergente, rotacional e a parcela avaliada no ponto de superconvergéncia, de indices
div, rot e G, respectivamente, f; é o vetor de cargas e V.= {0y, Uy,, ..., Uy, } € 0

vetor das velocidades pos-processadas. Assim, tem-se,

VvV, = ng \'% f, = gf £y (A.6)
e=1 e=1
onde,
Vi = V5, + V&, + V& (A7)
£ o= fo + f5 (A.8)
onde,
V&, = 6 h? . D" D dQ (A.9)
Ve, = 8,12 / (AT)?ARTR 0 (A.10)
nel
G :;AilN(IR)N(IR) (A.11)
para,
D= {on o o o o o o o] (a1
R:{%_%%_%%_%%_%} (A.13)
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N=|NI NI NI NI (A.14)

Utilizando-se a integracdo reduzida nas equagoes (A.9) e (A.10), vem,

Viigr) = 01h*Add" (A.15)
Vier) = 02h* (A7)?Arr” (A.16)
onde,
ar =5 Al
T 94 ) Y4 Taz Yz Tiz Ya2 T4 Y13 T3 (A.17)
r_ 1 \
U= 94 ) %a2 Va2 i3 Vs T Y Tz Ym (A.18)

Os termos div e rot podem ser tratados como a soma de duas parcelas. Uma
oriunda da integracao reduzida, e outra que corresponde a estabilizacao. Para se
obter a parcela de estabilizacao correspondente a cada termo, procede-se como no
capitulo 3. Para o termo com divergente, um vetor v, é entao construido a partir
da combinacao linear dos vetores d;, h, e t, da mesma maneira que na secao 3.3, ja
que neste caso continuam validas as propriedades de ortogonalizacao (3.19) e (3.20).

Assim este vetor serd dado por,

1

_ T . .
onde,
hT:{1—11—1 1—11—1} (A.20)
X? :{ T 0 T 0 T3 0 Ty 0 } (A21)
X, :{ 0 y1 0 yo 0 y3 0 yg } (A.22)
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1
T _
dl—ﬂ{yg40y310y420y13 0}

1
T _
d2_ﬂ{0$420$130$240$31}

d :d1+d2

O operador d é modificado de forma a ter seu posto recuperado,

- d, + dy
d =
Yd

e assim,

Vfliv(ESTAB) = 6 h° Yd 75 /Qe CiCidS2 i=1,2

Para a parcela do rotacional define-se,

e
I

{y10y20y30y40}

Ox10x20x303§4}

ol
NN
Il
——

{3342 0 13 0 T4 0 I31 0}

[\
:J"

1
T _
r2—ﬁ{0y420y130y240y31}

r =r; +1ro

(A.23)

(A.24)

(A.25)

(A.26)

(A.27)

(A.28)

(A.29)

(A.30)

(A.31)

(A.32)

De forma similar aos casos anteriores é possivel calcular um vetor v, a partir da

biortogonalidade dos r; e do fato de que r;, t e h serem linearmente independentes,

de forma que temos,

1

v = 5 [ = 0K+ (0]

103

(A.33)



e a parcela de estabilizacao é entao dada por,

V;:ot(ESTAB) = 0 h? (A_1)2 Yr 'YrT /Qe GG dS2 1=1,2 (A.34)

Da mesma forma que na obtencao das matrizes K e S, o cdlculo da matriz
V,, efetuado desta maneira deverd ser muito mais eficiente, obtendo-se uma grande

economia de tempo de processamento.

Embora com a utilizagao da técnica de pds-processamento seja possivel se obter
uma melhor ordem de convergencia para o campo de velocidades, o custo compu-
tacional da montagem e solucao de mais um sistema de equagoes é significativo.
Mesmo com a utilizacao da técnica de integracao reduzida este custo devera ser
superior ao da avaliacao da velocidade diretamente da lei de Darcy no ponto de
superconvergéencia. Além disso, deve-se ressaltar que em malhas nao-regulares, o
centroide nao é um ponto de superconvergéncia, logo nao se podera obter taxas
6timas em nenhum dos casos, uma vez que na obten¢ao dos termos de V| também
se utiliza o ponto de superconvergéncia. Mesmo sem a garantia da taxa 6tima, a im-
plementacao do calculo do campo de velocidades descrita no capitulo 4 leva a bons
resultados. A precisao, convergéncia e conservacao de massa deste método foram
avaliadas através dos experimentos numéricos dos capitulos anteriores. No entanto,
quando se faz necessaria a utilizacao de malhas nao-uniformes pode-se obter taxas
6timas para o campo de velocidades utilizando-se por exemplo a técnica de pos-
processamento global descrita a seguir, que nao depende da existéncia de um ponto

de superconvergéncia.

A.2 Técnica de Pés-processamento Global para o Campo

de Velocidades

A técnica de pds-processamento global que sera tratada neste trabalho consiste na
formulagao variacional da lei de Darcy combinada com o residuo da equacgao de

balango de massa [51, 52],
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Dado py, encontre ¥, € Up"

L tal que,

(Ail \A/'h + Vph, Wh) + 6(d2’l}\7h — f, diUWh) =0 th S L{é“,jl (A35)

onde UL = {w), € Uy; wy-n = 0em 0Q}, e § é uma constante positiva.

Aplicando-se a féormula de Green obtem-se a equacao,

A(s(i\’h,wh) = (A_l i\/h, Wh) + (S(d’ivi\/h, div Wh) (A36)
onde,
As(Vu,wi) = (pn, divwy) + 0(f, divwy)  Vwy, € Ui (A.37)

Uma vez que A é estritamente positiva e A~! bem definida, e que a forma bilinear
As(-,+) é simétrica positiva-definida, para ¢ fixa e positiva, o problema (A.36) tem

solucdo tnica, e tem como estimativa [50],

IV = %llls < IV = wallls +C @ 2llp = pall + lle = exll) (A.38)
onde,

¥l = As(v, v)? (A.39)

para UFt € (HY(Q))? € H(div), onde U™ = (SF1)? com ST c C°(Q). Para

d = O(1) tem-se a seguinte taxa de convergéncia para v,
v = vl < T vk + lle = al) (A.40)
|divy — divv| < C (W v + lle — all) (A.41)
onde se tem a mesma ordem de convergéncia obtida para o campo de pressoes,

porém com uma ordem de interpolagao mais alta para as velocidades (k + 1).
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Observacao:

E possivel se obter diferentes taxas para diferentes escolhas de § e da ordem de
interpolagao [52].

O custo computacional da técnica de pds-processamento global é superior aos
das técnicas anteriores uma vez que neste caso se faz necessdria a montagem e a
solugao de um sistema global com o dobro de equacoes em relacao aos sistemas
principais (pressao e transporte). Para diminuir este custo, sugere-se a utilizagao
da integracao reduzida estabilizada na obtencao dos coeficientes da matriz global.

Procede-se como na se¢ao anterior para o seguinte sistema de equagoes,
V,v = f, (A.42)

onde V, é a matriz dos coeficientes do sistema global, dadas por,

Vv, = ni ' f, = nzl fe (A.43)
e=1 e=1
onde,
Vi = Vi, +V, (A.44)
£=f5, + (A.45)
onde,
Vi =0 | DT D dQ (A.46)
V¢ = o ATINTN df (A.47)

Tratando-se o termo (A.46) como a soma das parcelas correspondentes a inte-

gragao reduzida e a estabilizacao, tem-se,

Viar = 6Add” (A.48)
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Viivesrag) = 0 Va o7 /Q (i G dS2 1=1,2 (A.49)

Ja para o termo (A.47) procede-se como a matriz de massa M¢ (2.49) obtida

explicitamente. Assim temos,

[A(ry +74)] T [2(r1 + 7)1 [rq] T 27 +ro)I

Ve E [A(ry + rp)]T  [2r; —rc]1 [rq] I (A.50)

4(ry + rg)]I [2r; — rp]1

sim [4(ry — rp)] I

onde, 11, T, T, Tc, Tp € g sao dadas por (2.50).

Desta maneira, assegura-se a boa convergéncia do campo de velocidades, mas
cria-se uma nova dificuldade computacional com o surgimento de um novo sistema
de equagoes que embora com a utilizagao da integragao reduzida deve ainda levar a
um aumento do tempo de processamento em comparacao ao tempo utilizado pela
avaliacdo direta do campo de velocidades. Os estudos de Loula et al. [30] sugerem
que o custo da avaliacao deste problema é baixo, sendo portanto uma alternativa
interessante principalmente quando se necessita de malhas nao uniformes onde nao

se conhece o ponto de superconvergéncia.

Podemos comparar as técnicas apresentadas acima do ponto de vista do numero
de avaliacoes de matrizes necessarias a cada uma das técnicas. Em primeiro lugar,
quando se avalia as velocidades diretamente do gradiente de pressoes, obviamente
nao ha nenhum sistema de equacoes a ser resolvido, consequentemente esta é a opcao
mais economica possivel. Uma vez feita a opcao pela técnica de pds-processamento
local, surge entdo a necessidade de se resolver o sistema (A.5) onde a matriz V{ de-
verd ser computada pela soma das 3 parcelas em (A.9) a (A.11), onde as 2 primeiras
tradicionalmente sao avaliadas nos 4 pontos de integracao de Gauss, o que totaliza 9
avaliagoes de matrizes. Com a utilizacao da técnica de integracao reduzida estas mes-
mas matrizes sao avaliadas uma tnica vez (1 ponto de quadratura) porém a estas sao

acrescentadas as respectivas parcelas de estabilizacao (A.27) e (A.34), totalizando 5
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avaliagoes de matrizes, conseguindo-se desta forma uma economia de cerca de 45%
com a utilizacao da integracao reduzida estabilizada. O mesmo raciocinio pode ser
feito para a técnica de pds-processamento global onde o sistema (A.42) deverd ser
resolvido para a matriz de coeficientes V; dada em (A.43) composta de 2 parcelas
que geralmente sao avaliadas nos 4 pontos de quadratura de Gauss, somando assim
8 avaliagoes de matrizes. Com a proposta de utilizacao da técnica de integragao
reduzida estabilizada, sao necessarias apenas 3 avaliagoes, sendo uma delas analitica
(A.50). Com isso, é possivel obter-se uma economia de 63% no nimero de avaliagoes
de matrizes. Da mesma forma que no caso do sistema advectivo-difusivo tratado no
capitulo 3, estes ganhos podem ainda ser maiores ja que os coeficientes das matrizes

sao conhecidos explicitamente.
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