
FERRAMENTAS NUMÉRICAS PARA A ANÁLISE NÃO-LINEAR FÍSICA E 

GEOMÉTRICA DE ESTRUTURAS RETICULADAS NA EXPLORAÇÃO DE 

PETRÓLEO OFFSHORE 

 

 

Paulo Fernando Neves Rodrigues 

 

TESE SUBMETIDA AO CORPO DOCENTE DA COORDENAÇÃO DOS 

PROGRAMAS DE PÓS-GRADUAÇÃO DE ENGENHARIA DA UNIVERSIDADE 

FEDERAL DO RIO DE JANEIRO COMO PARTE DOS REQUISITOS 

NECESSÁRIOS PARA A OBTENÇÃO DO GRAU DE DOUTOR EM CIÊNCIAS EM 

ENGENHARIA CIVIL. 

 

Aprovada por: 

 
________________________________________________ 

Prof. Breno Pinheiro Jacob, D.Sc.  
        
 

________________________________________________ 
Prof. Eduardo de Miranda Batista, D.Sc. 

 
 

________________________________________________ 
Prof. José Luis Drummond Alves, D.Sc. 

 
 

________________________________________________ 
Prof. Beatriz de Souza Leite Pires de Lima, D.Sc. 

 
 

________________________________________________ 
Dr. Adilson Carvalho Benjamin, D.Sc. 

 
 

________________________________________________ 
Dr. Jorge Roberto Abrahão Hijjar, D.Sc. 

 
 

RIO DE JANEIRO, RJ  -  BRASIL 

NOVEMBRO DE 2000 



ii 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

RODRIGUES, PAULO FERNANDO NEVES 

Ferramentas Numéricas para a Análise Não- 

Linear  Física  e  Geométrica  de  Estruturas  Reti- 

culadas na Exploração de Petróleo Offshore 

[Rio de Janeiro] 2000 

X, 258 p. 29,7 cm (COPPE/UFRJ, D.Sc., 

Engenharia Civil, 2000) 

Tese  -  Universidade Federal do Rio de 

Janeiro, COPPE 

1. Análise Não-Linear 

2. Estruturas Offshore 

3. Colapso 

4. Elementos Finitos 

I. COPPE/UFRJ    II. Título ( série ) 

 

 

 

 

 

 

 

 



iii 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

    Aos meus pais, José Fernando (in memoriam) e Marlene, 

    à minha querida esposa Claudia Susie e aos meus filhos 

    Thiago e Marina, que nasceram durante a execução deste  

    projeto. 



iv 

AGRADECIMENTOS 

 

 A Deus, em primeiro lugar, por tudo. 

 Ao meu avô, Jandyr, e ao meu pai, falecidos durante o período de execução deste 

trabalho, e a minha mãe por todo incentivo que me deram ao longo dos anos. 

 À minha esposa Susie, pelo amor, carinho, paciência, incentivo e apoio em 

algumas etapas de programação deste trabalho e aos meus filhos, Thiago e Marina, sem 

os quais, com certeza, este trabalho chegaria ao fim mais rapidamente, porém eu me 

sentiria muito menos realizado. 

 À minha querida sogra, dona Magnólia, pela ajuda e apoio.  

 Ao professor Breno Jacob pela impecável orientação, incentivo e apoio. 

 Ao professor Eduardo Batista pelo incentivo, sugestões e pela valiosa orientação 

na fase inicial deste projeto. 

 Ao professor José Alves pelos ensinamentos e apoio recebidos. 

 Ao engenheiro Dr. Adilson Benjamin pelas sugestões, apoio e atenção. 

 À professora Beatriz Lima pela amizade, apoio e incentivo. 

 Ao engenheiro Dr. Jorge Hijjar pelos ensinamentos recebidos. 

 Ao professor Taborda pela amizade e sugestões em diversas fases deste trabalho. 

 Ao professor Fernando Ribeiro pela amizade e pelos ensinamentos recebidos. 

 Aos demais professores da COPPE/UFRJ, em especial aos professores Carrer, 

Gilberto Ellwanger, Michèlle Pfeil, Nelson Ebecken, Telles, e ao professor Juan, do 

Progama de Engenharia Metalúrgica. 

 Ao professor Osvaldo Gomez, diretor da FERP, pela amizade e incentivo. 

 Aos amigos de sempre Assis das Neves, Eduardo Vardaro, Francisco Quaranta, 

Glauco Rodrigues, Lea Assaid, Marcílio Freitas, Márcio de Morais, Marcos Rodrigues, 

Monica Joaquim, Paulo Regis, Ricardo Azoubel, Sérgio Murilo e Luis Sagrilo pelas 

colaborações e amizade e, em especial, ao Ivan Menezes pela amizade e sugestões, 

principalmente, durante a fase de implementação das técnicas de continuação. 

 Aos amigos Chen Chiu Chuan, Antonio Frederico Simões Costa e Paulo Roberto 

Maciel Lyra, colegas de sala de aula em diversas etapas de minha vida escolar, e a 

Fernando José Carvalho de França, que sempre serviram de exemplo e estímulo. 

 Ao CNPq pelo apoio financeiro. 



v 

Resumo da Tese apresentada à COPPE/UFRJ como parte dos requisitos necessários 

para a obtenção do grau de Doutor em Ciências (D.Sc.) 

 
FERRAMENTAS NUMÉRICAS PARA A ANÁLISE NÃO-LINEAR FÍSICA E 

GEOMÉTRICA DE ESTRUTURAS RETICULADAS NA EXPLORAÇÃO DE 

PETRÓLEO OFFSHORE 

Paulo Fernando Neves Rodrigues 

Novembro/2000 

Orientador: Breno Pinheiro Jacob 

Programa: Engenharia Civil 

 O objetivo deste trabalho é o desenvolvimento e implementação de métodos 

computacionais para a análise estática não-linear de estruturas reticuladas espaciais, 

incluindo: a) Formulação de elementos finitos de pórtico tridimensional com não-

linearidade geométrica e física, e b) Estratégias e técnicas para a solução do problema 

não-linear.  

 Com isso, pretende-se obter uma ferramenta numérica precisa e 

computacionalmente eficiente, para a investigação do comportamento de pórticos 

tridimensionais em geral, e com atenção especial para a reavaliação da resistência de 

jaquetas fixas já instaladas, componentes de plataformas para exploração de petróleo no 

mar (offshore). 

 As técnicas do controle de deslocamento, do comprimento do arco constante e 

do controle de deslocamento generalizado são utilizadas para se obter a completa 

trajetória não-linear de equilíbrio e permitir a correta avaliação da carga limite ou de 

colapso. A formulação co-rotacional para elementos de pórtico tridimensional com não-

linearidade geométrica é empregada para fornecer um tratamento preciso das rotações 

finitas. Uma ênfase particular é dada à implementação do comportamento não-linear 

físico. Os efeitos de endurecimento do material, imperfeições geométricas e tensões 

residuais são modelados de uma maneira simples, porém eficiente. Um pós-processador 

gráfico que se adapta às necessidades da análise, foi concebido e desenvolvido com o 

intuito de proporcionar uma melhor interpretação dos resultados.  

 Por fim, diversos exemplos numéricos são apresentados para demonstrar a 

eficiência e aplicabilidade dos métodos implementados. 
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NUMERICAL  TOOLS FOR MATERIAL AND GEOMETRIC NONLINEAR 

ANALYSIS OF FRAMED STRUCTURES FOR OFFSHORE OIL EXPLOITATION 
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November/2000 
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 The fundamental goal of this work is the development and implementation of 

computational methods for static nonlinear analysis of three-dimensional framed 

structures, including: a) Three-dimensional finite frame elements with material and 

geometric nonlinearities, and b) Strategies and techniques for the solution of the 

nonlinear problem. 

 The objective is to obtain an accurate and computationally efficient numerical 

tool for the investigation of the behavior of three-dimensional  frames in general, with 

special attention on the reassessment of existing fixed jackets to support platforms for 

offshore oil exploitation. The displacement control, the arc-length and the generalized 

displacement control methods are used to obtain the complete nonlinear equilibrium 

path and to allow the correct determination of the limit or collapse load. A co-rotational 

formulation for three-dimensional frame elements with geometric nonlinearity is used to 

provide a precise treatment of finite rotations. Particular emphasis is placed on the 

implementation of the material nonlinear behavior. The effects of strain hardening, 

geometric imperfections and residual stresses are modeled in a simple but efficient 

manner. A simple graphics post-processor, suitable for the analysis necessities, is 

conceived and developed with the aim of providing a better interpretation of the 

analysis. 

 Finally, several numerical examples are presented to demonstrate the accuracy, 

efficiency, and suitability of the implemented methods in investigating realistic three-

dimensional steel frame behavior. 
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Capítulo 1 

Introdução 
 

1.1 Motivação 
 

 Com o passar dos anos, tem aumentado a necessidade da reavaliação 

(re-assessment) de estruturas offshore já existentes, para garantir o preenchimento 

adequado das exigências de funcionamento e segurança, especialmente para estruturas 

mais antigas, projetadas e construídas por volta de 1970. Hoje em dia muitas 

plataformas apresentam mais de 20 anos de existência, e existem diversos motivos para 

que estruturas como estas estejam funcionando fora das especificações para as quais 

foram projetadas, tais como: 

 

 •  O acoplamento de risers e condutores adicionais;  

 •  A estrutura pode sofrer vários tipos de danos e desgastes pelo uso e  

  ter sua  resistência reduzida; 

 •  As cargas operacionais podem aumentar; as condições ambientais podem  

  se mostrar diferentes daquelas consideradas no projeto da estrutura. 

 

 Devido a motivos como estes, pode ser necessário efetuar uma análise não-linear 

da estrutura, para a reavaliação de sua resistência última, através da determinação do 

valor da carga de colapso e do correspondente modo de deformação. 

 

 Uma razão para se determinar a carga última de colapso de uma estrutura 

reticulada, com alto grau de hiperestaticidade, tais como jaquetas e torres, que compõem 

plataformas offshore, é que a mesma pode ser consideravelmente maior do que a carga 

que causa o colapso do primeiro membro. Devido à redistribuição dos esforços, o 

colapso global de um sistema estrutural deste tipo é, em geral, precedido pelo colapso 

individual e progressivo de seus vários membros. 

 

 Para se realizar a simulação numérica do comportamento do colapso de tais 

estruturas é necessário o uso de uma análise não-linear na qual sejam empregados 
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métodos e técnicas que possam levar em conta, de maneira apropriada, os efeitos da 

plasticidade e grandes deslocamentos (STEWART et al., 1993, HELLAN et al., 1993, 

EBERG et al., 1993 e HELLAN et al., 1994), uma vez que, dependendo das 

características e da solicitação de cada barra, o colapso individual pode envolver 

plastificação (que caracteriza o comportamento não-linear físico), flambagem elástica 

(comportamento não-linear geométrico) ou, mais geralmente, uma combinação destes 

fenômenos. A reavaliação dessas estruturas é, então, melhor executada com ferramentas 

computacionais que possam determinar, com maior precisão, o comportamento não-

linear das estruturas de jaquetas até o colapso das mesmas. Além disso, deve-se permitir 

o traçado completo da trajetória de equilíbrio da estrutura, de modo a passar por pontos 

limites e caracterizar com precisão o colapso da estrutura. 

 

 Trata-se, portanto, de tema atual, vide referências recentes (JOAQUIM, 2000, 

CARNEIRO, 2000, SOUZA, 1999, FREITAS, 1999, WAEGTER et al., 1998, 

HELLWEG & CRISFIELD, 1998, PACOSTE & ERIKSSON, 1997, FENG et al., 1997, 

PARK & LEE, 1996, SILVA, 1996, CRISFIELD & MOITA, 1996, SILVEIRA, 1995, 

ALVES, 1995), e com importância prática na engenharia de projetos em estruturas de 

aço. A reavaliação das estruturas de jaquetas utilizadas na exploração de petróleo 

offshore é, em si, um grande estímulo para a pesquisa, mas as técnicas implementadas 

neste trabalho são, igualmente, aplicáveis ao projeto de novas estruturas. 

 

1.2 Objetivo e Escopo 
 

 O objetivo deste trabalho é fornecer uma visão geral de alguns aspectos teóricos 

e numéricos da análise do colapso de estruturas reticuladas espaciais, e apresentar a 

implementação de estratégias, métodos e técnicas para a análise, contribuindo 

principalmente na reavaliação (re-assessment) de estruturas já existentes que compõem 

plataformas offshore, tais como jaquetas e torres. 
 

 Para tal, é feita a implementação de uma ferramenta numérica que represente, de 

forma adequada, o comportamento não-linear físico e geométrico de estruturas espaciais 

e que seja eficiente, em termos computacionais, para permitir sua utilização em 

microcomputadores. 
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 Diversos trabalhos têm sido desenvolvidos no âmbito de um tratamento 

numérico para a análise da carga última de colapso para estruturas reticuladas ao longo 

dos anos. Porém, nestes trabalhos a formação do mecanismo de colapso da estrutura 

está, geralmente, associada à não convergência da solução do problema não-linear 

próximo a um ponto limite, o que pode ser verdade ou não, visto que a solução pode não 

convergir por diversos outros motivos. Com isso, a carga de colapso encontrada na 

solução pode ser muito diferente da carga real de colapso da estrutura. Motivos como 

estes justificam a implementação, neste trabalho, de técnicas de continuação que 

possibilitem a determinação de pontos da trajetória não-linear de equilíbrio após um 

ponto limite, como, por exemplo, a técnica do Controle de Deslocamento (Displacement 

Control Method), do Comprimento do Arco Constante (Arc-length Method) e a do 

Controle de Deslocamento Generalizado (Generalized Displacement Control Method). 

 

 A análise não-linear geométrica considera grandes deslocamentos, grandes 

rotações e pequenas deformações. Para tratar estes efeitos, no presente trabalho adota-se 

uma implementação da formulação co-rotacional para elementos de pórtico descrita em 

CRISFIELD (1990), MATHISEN (1990) e MOURELLE (1993), entre outros. 

 

 Atenção especial foi dedicada à análise não-linear física, através de novos 

desenvolvimentos na formulação de um elemento de pórtico tridimensional, a partir da 

formulação original (BENJAMIN & EBECKEN, 1985, BENJAMIN & EBECKEN, 

1986 e BENJAMIN, 1991) que se baseia em métodos de energia e concilia rigor 

matemático e precisão de resultados com a facilidade de implementação e eficiência 

computacional (FREITAS, 1999). Os novos desenvolvimentos apresentados, neste 

trabalhos, consistem em modificações na formulação original, que possibilitam a 

consideração dos efeitos de imperfeições iniciais e endurecimento do material de 

maneira simples, porém eficiente. Não são considerados neste trabalho as deformações 

por esforço cortante e torção, a ocorrência de flambagem local e nem o comprimento 

finito das zonas plásticas. Duas superfícies de escoamento são utilizadas, 

respectivamente, para seções “I” ou “H” e para seções circulares vazadas (tubulares). 
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 Uma parte considerável do tempo utilizado nesta pesquisa foi direcionado para o 

desenvolvimento de um pós-processador gráfico que se adaptasse às necessidades da 

análise, uma vez que muitos problemas (tais como aqueles relacionados com erros na 

determinação dos dados de entrada e interpretação da saída de resultados, muitas vezes 

de difícil compreensão devido ao seu grande volume) puderam ser superados com o uso 

deste visualizador. 

 

 Em resumo, para atender ao objetivo de melhorar a eficiência da análise 

numérica foram consideradas as seguintes formulações e técnicas: 

 

 •  Implementação das Técnicas do Comprimento de Arco Constante  

  (Arc-length method) e do Controle de Deslocamento Generalizado  

  (GDCM), para a determinação de pontos da trajetória não-linear de  

  equilíbrio após um ponto limite; 

 

 •  Utilização na análise não-linear geométrica da formulação co-rotacional  

  para a realização de um tratamento mais preciso das rotações finitas dos  

  nós dos elementos; 

 

 •  Novos desenvolvimentos na formulação não-linear física, incluindo:  

 a) Modificação da superfície de escoamento para proporcionar uma melhor  

  aproximação daquela proposta no código de normas do AISC-LRFD 

  (1995) e inclusão da superfície de escoamento para perfis tubulares de  

  seção circular de acordo com o API-RP2A-LRFD (1993); 

 

 b) Consideração dos efeitos de endurecimento do material na formulação  

  não-linear física do elemento, para proporcionar uma análise mais 

realista,  

  o que significa um aumento da capacidade plástica do material; 

 

 c) A consideração das imperfeições geométricas iniciais, através do método  

  do módulo tangente, que além de melhorar a eficiência, permite  
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  representar melhor o comportamento da estrutura, em particular o  

  comportamento pós-crítico de suas barras mais esbeltas. 

 

1.3 Histórico Geral 

 

1.3.1 Estratégias de Solução do Problema Não-Linear 
 

 O primeiro trabalho sobre análise não-linear, baseado no Método dos Elementos 

Finitos, foi publicado por TURNER et al. (1960). A análise não-linear geométrica, por 

sua vez, foi estudada, inicialmente, por KAPUR & HARTZ (1966), GALLAGHER & 

PADLOG (1967), GALLAGHER et al. (1967) e HOLLAND & MOAN (1969). 

 

 TURNER et al. (1960) e ARGYRIS (1964) foram os primeiros a utilizarem os 

procedimentos incrementais na solução de problemas não-lineares. Na solução destes 

problemas, geralmente, utiliza-se uma combinação de esquemas incrementais e 

iterativos. Estudos posteriores, utilizando o método de Newton-Raphson, foram 

publicados por ODEN (1967) e MALLET & MARCAL (1968), entre outros. O conceito 

da combinação de métodos incremental (preditor) e iterativo (corretor) foi introduzido 

por BREBBIA & CONNOR (1969) e MURRAY & WILSON (1969), que adotaram 

uma forma de “método de continuação”. 

 

 Em contraste ao método de Newton-Raphson Padrão (NRP), onde a matriz de 

rigidez é continuamente atualizada, ODEN (1969), HAISLER et al. (1971) e 

ZIENKIEWICZ (1971) recomendaram um método de Newton-Raphson Modificado 

(NRM), onde a matriz de rigidez não seria atualizada a cada iteração, mas somente no 

início de cada incremento. Uma forma especial, deste método, em que utiliza-se sempre 

a matriz de rigidez inicial elástica do primeiro incremento, avaliada e fatorada apenas 

uma vez, foi denominada de “método das tensões iniciais” (ZIENKIEWICZ et al., 

1969). 

 

 Os procedimentos de solução denominados de métodos secantes ou quasi-

Newton, ao invés de atualizarem a matriz de rigidez tangente, atualizam uma 



 6

aproximação secante da matriz (ou de sua inversa). FOX & STANTON (1968) 

empregaram, em uma das mais antigas aplicações, o método quasi-Newton, utilizando 

elementos finitos. Os métodos quasi-Newton têm sido aplicados à análise não-linear, 

através do método dos elementos finitos, por diversos pesquisadores, podendo ser 

citados, entre outros: BATHE & CIMENTO (1980), GERADIN et al. (1980), PICA & 

HINTON (1980) e SILVA (1996). 

 

 Estudos iniciais que lidam com problemas de saltos sob controle de carga (snap-

through) e pontos limites foram realizados por SHARIFI & POPOV (1971) e SABIR & 

LOCK (1972). Diversos procedimentos para a solução do problema não-linear têm sido 

propostos com o objetivo de se obter trajetórias de equilíbrio completas, sendo muitos 

deles baseados em variantes dos métodos de Newton-Raphson (OWEN & HINTON, 

1980, COOK et al., 1989, BATHE, 1996, entre outros), incorporando as técnicas do 

“controle de deslocamento”, desenvolvida por BATOZ & DHATT (1979), do “controle 

de energia”, proposta por BATHE & DVORKIN (1983) e YANG & MCGUIRE (1986), 

do “controle de arco” (arc-length method), apresentada, inicialmente, por WEMPNER 

(1971) & RIKS (1972), ou do “controle de deslocamento generalizado” (GDCM), 

introduzida por YANG & SHIEH (1990). 

 

 Os métodos empregados devem ser capazes de superar dificuldades numéricas 

referentes ao comportamento geral não-linear, que englobam, problemas relacionados 

com pontos críticos, tais como pontos limites e de bifurcação, envolvendo saltos sob 

controle de carga (snap-through) e de deslocamento (snap-back). Neste contexto, 

diversos trabalhos foram divulgados: WEMPNER (1971), RIKS (1972), HARRISON 

(1978), AKKOUSH et al. (1978), RIKS (1979), RAMM (1981), CRISFIELD (1981), 

RAMM (1982), PECKNOLD et al. (1985), KOUHIA & MIKKOLA (1989), CHAN 

(1993), CHOONG & HANGAI (1993), RAVICHANDRAN (1995), JIANG (1995), etc. 

 

 A técnica do controle de arco (arc-length method) foi apresentada por 

WEMPNER (1971) & RIKS (1972) para lidar com os problemas associados aos pontos 

críticos, e, posteriormente, foi modificada por CRISFIELD (1981) & RAMM (1981). 

Esta técnica, também, foi estudada por: CRISFIELD (1983), SCHWEIZERHOF & 

WRIGGERS (1986), BELLINI & CHULYA (1987), YANG & SHIEH (1990), LAM & 
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MORLEY (1992), FAFARD & MASSICOTTE (1993), SCHWEIZERHOF (1993), 

JOUGLARD (1993), CARRERA (1994), SHI & CRISFIELD (1995), KRENK (1995), 

ALVES (1995), SILVEIRA (1995), FENG et al. (1996), OÑATE & MATIAS (1996), 

SILVA (1996), FENG et al. (1997), HELLWEG & CRISFIELD (1998), JOAQUIM 

(2000), entre outros. 

 

1.3.2 Não-Linearidade Geométrica (Formulação de Elemento de  

 Pórtico Co-Rotacionado) 
 

 Elementos tridimensionais de viga são de extrema importância para a análise 

estrutural na engenharia e diversas formulações foram propostas ao longo dos anos: 

ORAN (1973b), EPSTEIN & MURRAY (1976), WOOD & ZIENKIEWCZ (1977), 

BELYTSCHKO & SCHWER (1977), ARGYRIS et al. (1979a), BATHE & 

BOLOURCHI (1979), WUNDERLICH & OBRECHT (1981), WEN & RAHIMZADEH 

(1983), SIMO (1985), SIMO & VU-QUOC (1986), RANKIN & BROGAN (1986), 

KANI & MCCONNEL (1987), HSIAO et al. (1987), CARDONA & GERADIN (1988), 

DVORKIN et al. (1988), SHI & ATLURI (1988), CRISFIELD (1990) e JELENIC & 

SAJE (1995), entre outros. 

 

 Em muitas aplicações, esses elementos de viga sofrem rotações finitas que 

implicam no emprego de formulações baseadas em diferentes hipóteses. Uma 

formulação geral não-linear tridimensional não é uma simples extensão de uma 

formulação bidimensional, pelo simples fato de que as grandes rotações, na análise 

tridimensional, não são verdadeiras grandezas vetoriais, uma vez que a regra do 

paralelogramo, utilizada para a adição de dois vetores, não pode ser aplicada (HSIAO et 

al., 1987). O resultado, em geral, dependerá da ordem pela qual as rotações são 

tomadas, ou seja, a propriedade da comutatividade dos vetores não é válida neste caso 

(WEMPNER, 1969 e ARGYRIS et al., 1979a). 

 

 As considerações de movimento utilizadas por SIMO (1985), SIMO & VU-

QUOC (1986), BAUCHAU & HONG (1987), CARDONA & GERADIN (1988), 

DANIELSON & HODGES (1988), IURA & ATLURI (1988) e SIMO & VU-QUOC 
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(1991) são baseadas nas hipóteses da teoria da viga de Timoshenko. Entretanto, o 

empenamento das seções transversais é considerado, apenas, por BAUCHAU & HONG 

(1987), DANIELSON & HODGES (1988) e SIMO & VU-QUOC (1991). A teoria de 

Euler-Bernoulli é usada nas formulações de ATTARD (1986), ROSEN & RAND 

(1986), ROSEN et al. (1987) e CRISFIELD (1990). 

 

 As formulações que têm sido usadas na literatura, podem ser classificadas em 

três categorias que são as formulações Lagrangeana total (ATTARD, 1986, BATHE & 

BOLOURCHI, 1979, BAUCHAU & HONG, 1987, CARDONA & GERADIN, 1988, 

DANIELSON & HODGES, 1988, IURA & ATLURI, 1988, ROSEN & RAND, 1986, 

ROSEN et al., 1987, SIMO, 1985, SIMO & VU-QUOC, 1986, SIMO & VU-QUOC, 

1991 e SURANA & SOREM, 1989), Lagrangeana atualizada (BATHE & 

BOLOURCHI, 1979, CARDONA & GERADIN, 1988, MEEK & LOGANATHAN, 

1989) e co-rotacional. 

 

 A formulação co-rotacional, estudada por diversos autores (BELYTSCHKO & 

HSIEH, 1973, ORAN, 1973b, ORAN & KASSIMALI, 1976, BELYTSCHKO & 

SCHWER, 1977, BELYTSCHKO & GLAUM, 1979, MOLLESTAD, 1983, 

ENGSETH, 1984, RANKIN & BROGAN, 1986, HSIAO et al., 1987, KANI & 

MCCONNEL, 1987, HSIAO & HOU, 1987, MATHISEN, 1990, CRISFIELD, 1990 e 

NOUR-OMID & RANKIN, 1991, entre outros), foi originalmente apresentada por 

WEMPNER (1969) e tem muito em comum com a abordagem natural de ARGYRIS et 

al. (1979a). 

 

 Deve-se salientar que no sistema co-rotacional, tanto a formulação Lagrangeana 

total (FLT), como a formulação Lagrangeana atualizada (FLA), ou até mesmo, uma 

formulação baseada na teoria de pequenos deslocamentos, pode ser empregada (HSIAO 

et al., 1987). 

 

 O termo co-rotacional é usado em diversos contextos, porém, no presente 

trabalho, ele será sempre usado para se referir às formulações que utilizam uma série de 

sistemas de eixos ortogonais ligados aos extremos dos elementos que giram 

simultaneamente com as deformações dos mesmos, para um melhor tratamento das 
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rotações finitas. Uma vez que as rotações finais totais, nesta formulação, são 

determinadas através de transformações de rotações, e não por um processo de soma, 

esta abordagem pode ser aplicada, até mesmo, no campo das grandes rotações (CHAN, 

1992). 

 

 Além dos trabalhos citados, os estudos feitos por CRISFIELD (1991), HSIAO 

(1992), PENG & CRISFIELD (1992), MOURELLE (1993), MOITA & CRISFIELD 

(1994), IURA (1994), ALVES (1995), SOKOL (1996), CRISFIELD & MOITA (1996), 

CRISFIELD (1997), PACOSTE & ERIKSSON (1997) também enfocam as formulações 

co-rotacionais. 

 

1.3.3 Não-Linearidade Física 
 

 Diversas formulações, com diferentes enfoques, aplicadas à análise numérica 

para o tratamento da não-linearidade física de pórticos foram desenvolvidas ao longo 

dos anos. Vários trabalhos podem ser, inicialmente, citados: WANG (1963), 

GOLDBERG & RICHARD (1963), MORRIS e FENVES (1970), WEN & 

FARHOOMAND (1970), BOLOURCHI & BATHE (1977), UZGIDER (1980), 

MENEZES (1980), OWEN & HINTON (1980), entre outros. 

 

 O conceito do método plástico nodal, que considera que todas as deformações 

plásticas estão concentradas em regiões plásticas, de comprimentos nulos, e localizadas 

nos extremos do elemento, enquanto o resto do elemento, entre os dois nós, está em 

regime elástico, foi empregado por ORBISON (1982) e UEDA & YAO (1982). Neste 

contexto, muitos trabalhos apareceram, baseados em modelos de rótulas plásticas, como 

os trabalhos de ARGYRIS et al. (1982), ORBISON et al. (1982), CREUS et al. (1984), 

HILMY & ABEL (1985), BENJAMIN & EBECKEN (1985), BENJAMIN & 

EBECKEN (1986), POWELL & CHEN (1986), SOREIDE et al. (1986), STEWART et 

al. (1988), CONCI (1988), MOAN et al. (1990), CONCI & GATTASS (1990), 

STEWART & GRAFF (1990), BENJAMIN (1991), UEDA & RASHED (1991), UEDA 

& FUJIKUBO (1991), UEDA & FUJIKUBO (1992), ZIEMIAN et al. (1992a), 

ZIEMIAN et al. (1992b), JUSTINO FILHO (1993), IZZUDDIN & ELNASHAI (1993a), 

IZZUDDIN & ELNASHAI (1993b), LIEW et al. (1993a) , LIEW et al. (1993b), 
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WHITE et al. (1993), STEWART et al. (1993), HELLAN et al. (1993), EBERG et al. 

(1993), HELLAN et al. (1994), LIEW & CHEN (1994), ATTALLA et al. (1994), 

PAPADRAKAKIS & PAPADOPOULOS (1995), LIU et al. (1995), ZHANG & LU 

(1995), ATTALLA et al. (1996), PARK & LEE (1996), TIN-LOI & MISA (1996), 

ZIEMIAN & MILLER (1996), WAEGTER et al. (1998), entre outros. 

 

 A apresentação das diversas formulações de elementos elasto-plásticos 

apresentados nas referências mencionadas, no parágrafo anterior, está fora do escopo 

deste trabalho. A seguir são apresentados, de forma sucinta, os principais trabalhos que 

estudaram a análise do colapso de estruturas na exploração de petróleo offshore, desde 

1986. 

 

 SOREIDE et al. (1986) expõem as bases teóricas utilizadas no programa 

USFOS, que é utilizado para a análise do colapso de estruturas reticuladas offshore. 

Comparações são feitas entre a análise não-linear através do método dos elementos 

finitos e a análise experimental. 

 

 STEWART et al. (1988) utilizaram dois programas (MARC e INTRA) e duas 

formulações diferentes para obter a carga última de colapso de estruturas offshore. A 

primeira emprega modelos refinados com elementos de pórtico para considerar a 

distribuição da plasticidade. Esta formulação foi implementada no programa MARC. A 

segunda trata-se de uma formulação que utiliza um modelo fenomenológico e foi 

implementado no programa INTRA. 

 

 MOAN et al. (1990) publicaram um método para a análise não-linear de 

estruturas reticuladas de aço com carregamentos estáticos e dinâmicos, levando em 

consideração modos locais de falha relacionados com imperfeições iniciais permanentes 

e amassamentos impostos por cargas acidentais e também início de flambagem e fratura 

para o programa USFOS (SOREIDE et al., 1986). 

 

 STEWART & GRAFF (1990) apresentaram uma metodologia para a análise do 

colapso de estruturas offshore, baseado em superposição linear, com sistema modular 



 11

simples e eficiente, segundo os autores, que habilita os programas de análise linear 

convencionais para a análise do colapso de estruturas de plataformas offshore.  

 

 UEDA & RASHED (1991) descreveram um método para estimar a resistência 

última de colapso de estruturas, considerando o endurecimento do material. A aplicação 

do método para análise de estruturas offshore é apresentada, levando-se em conta o 

comportamento não-linear dos membros, das conexões e da estrutura como um todo. 

 

 JUSTINO FILHO (1993) apresentou uma implementação computacional 

paralela, no supercomputador com memória distribuída hipercubo Intel iPSC/860, de 

um programa de elementos finitos para a análise do colapso de estruturas offshore 

reticuladas. O comportamento não-linear dos membros leva em consideração o efeito 

elasto-plástico com endurecimento do material.  

 

 HELLAN et al. (1994) mostraram um procedimento para validação e calibragem 

de uma formulação para análise não-linear, tipo pushover, do colapso de plataformas 

offshore para o programa USFOS (SOREIDE et al., 1986), considerando os efeitos de 

tensões residuais e imperfeições geométricas. 

 

 BENJAMIN et al. (1997) publicaram um artigo sobre o sistema computacional 

CALEB, que é baseado no método dos elementos finitos e emprega elementos de 

pórtico para a análise não-linear física e geométrica de estruturas reticuladas em geral, 

incluindo plataformas offshore. 

 

 WAEGTER et al. (1998) apresentaram um artigo divulgando o programa 

RONJA, baseado numa formulação explícita da matriz tangente de um elemento de 

viga-coluna para análise do tipo pushover. Os efeitos de imperfeições iniciais são 

levados em consideração implicitamente na formulação. 

 

 FREITAS (1999) apresentou estudos paramétricos para a avaliação da 

potencialidade de uma metodologia para análise de colapso estrutural de plataformas 

offshore fixas, utilizando o programa CALEB (BENJAMIN et al., 1997). 
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1.4 Organização do Texto 
 

 O capítulo 2 se concentra na formulação do elemento utilizada na análise não-

linear relacionada à não-linearidade geométrica da estrutura. Uma descrição resumida 

das teorias lineares de barras é apresentada e, também, em maior profundidade e 

destaque, a formulação co-rotacional, empregada para o estudo apropriado das rotações 

finitas. O capítulo 3 lida com a não-linearidade física do material e apresenta, em 

detalhe, a formulação utilizada neste trabalho, incluindo o endurecimento (strain 

hardening) do material. 

 

 No capítulo 4, são apresentadas algumas estratégias computacionais de solução 

do problema não-linear de estruturas. Alguns algoritmos para solução de sistemas de 

equações não-lineares são estudados com ênfase especial às técnicas do comprimento de 

arco constante (arc-length) e do controle de deslocamento generalizado (GDCM). 

 

 Técnicas utilizadas para o refinamento da malha e para a representação das 

imperfeições geométricas iniciais da estrutura são focalizadas no capítulo 5. 

 

 No capítulo 6, encontram-se diversos exemplos numéricos analisados, ilustrando 

a aproximação entre os resultados das análises aqui obtidos e os de outras análises 

teóricas (ou experimentais) das estruturas estudadas.  

 

 O capítulo 7 apresenta um resumo da pesquisa realizada no presente trabalho, e 

algumas conclusões são expostas. Neste capítulo, também, são formuladas sugestões 

para trabalhos futuros. 
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Capítulo 2 

Formulação Não-Linear Geométrica 
 

2.1 Sistemas de Referência na Análise Não-Linear 
 

 Para a análise não-linear de estruturas, em geral, se utilizam as formulações 

Lagrangeana total e Lagrangeana atualizada para a descrição do movimento. A seguir, 

são apresentadas as formas de referencial utilizadas nestas formulações: 

 

•   Referencial Lagrangeano Total (RLT): 

 

 No RLT, a configuração de referência corresponde ao estado original da  

 estrutura não carregada, ou seja, os deslocamentos são sempre medidos em  

 relação à configuração original indeformada (CRISFIELD, 1991). Os  

 deslocamentos calculados numa análise incremental, se referem a um mesmo  

 referencial fixo (origem). 

 

 

•   Referencial Lagrangeano Atualizado (RLA): 

 

 No RLA, a configuração de referência, por sua vez, corresponde à última  

 configuração de equilíbrio determinada. Assim, numa análise incremental, ao 

final  

 de cada incremento de carga o referencial seria transferido para a recém 

calculada  

 configuração de equilíbrio, caracterizando um referencial móvel. 

 

 

 ALVES (1995) demonstra que “uma análise no RLT estaria limitada aos 

problemas com pequenas rotações”, porém, segundo o mesmo, pode-se avançar um 

pouco além deste limite utilizando o RLA e considerando-se a presença de tensões 

iniciais em uma formulação geral.  

 

 

 Uma descrição mais aprofundada sobre as formas de referencial Lagrangeano é 

apresentada em BATHE (1996), ALVES (1995) e CRISFIELD (1991).  
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2.2 Formulação Co-rotacional 
 

 Uma das grandes dificuldades da análise não-linear geométrica de estruturas 

espaciais constituídas por barras é o tratamento adequado das rotações finitas e a 

apropriada separação dos deslocamentos de corpo rígido daqueles que causam 

deformações. Uma formulação geral não-linear tridimensional não pode ser considerada 

como uma simples extensão de uma formulação bidimensional, porque as rotações 

finitas em três dimensões não são grandezas vetoriais, isto é, elas não formam um 

espaço linear (HSIAO et al., 1987). Para demonstrar esta afirmação, apenas uma das três 

propriedades essenciais das grandezas vetoriais precisa ser empregada, ou seja, a 

propriedade da comutatividade dos vetores, que permite a adição de dois vetores através 

da regra do paralelogramo, garantindo que o resultado da soma de dois vetores é o 

mesmo, não importando a ordem em que eles são somados (ARGYRIS, 1982). 

 

 Para que este problema fosse superado, alguns pesquisadores introduziram as 

formulações co-rotacionais (BELYTSCHKO & HSIEH, 1973, ORAN, 1973b, 

BELYTSCHKO & SCHWER, 1977, BELYTSCHKO & GLAUM, 1979, MEEK & 

TAN, 1984, RANKIN & BROGAN, 1986, HSIAO et al., 1987). 

 

 Para se determinar as rotações no espaço, tradicionalmente, utilizam-se dois 

sistemas de coordenadas ambos associados a cada elemento de barra. O primeiro refere-

se à configuração inicial, e é denominado de sistema fixo; o segundo, denominado 

sistema móvel, é associado à configuração deformada do elemento. Nestas formulações 

as rotações são calculadas, de forma aproximada, a partir das translações relativas entre 

os nós. 

 

 Com o objetivo de se determinar com maior precisão as rotações, bem como as 

deformações, a formulação co-rotacional emprega além do sistema de referência global, 

do sistema local fixo e do sistema local móvel associados ao elemento, outros sistemas 

de referência associados a cada nó. Desta forma, com a existência de sistemas de eixos 

ortogonais pertencentes aos nós, rigidamente ligados a um corpo rígido imaginário que 
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se desloca e gira juntamente com os nós, e dos demais sistemas de referência, pode-se 

executar um tratamento mais rigoroso das rotações dos nós. 

 

 Essencialmente, a teoria co-rotacional consiste em se considerar uma série de 

sistemas de eixos ortogonais ligados aos extremos dos elementos, que giram 

simultaneamente com as deformações dos mesmos. Uma vez que as rotações finais 

totais, nesta formulação, são determinadas através de transformações de rotações, e não 

por um processo de soma, esta abordagem pode ser aplicada até mesmo no campo das 

grandes rotações (CHAN, 1992). 

 

 Elementos co-rotacionais foram propostos, inicialmente, por WEMPNER 

(1969), BELYTSCHKO & HSIEH (1973), e ORAN (1973b). BELYTSCHKO & 

HSIEH (1973), BELYTSCHKO & SCHWER (1977), BELYTSCHKO & GLAUM 

(1979) desenvolveram um elemento que utiliza a integração explícita num contexto 

dinâmico. ORAN (1973a e 1973b) desenvolveu uma formulação consistente para a 

matriz tangente num contexto bidimensional e tridimensional, sendo que no 

tridimensional, a análise é válida, apenas, para pequenos incrementos e pequenas 

rotações locais.  

 

 A abordagem proposta por ARGYRIS et al. (1979a), ARGYRIS et al. (1979b) e 

ARGYRIS (1982) e amplamente aplicada por outros pesquisadores (YANG, 1984, 

CONCI & GATTASS, 1990, entre outros), recai em uma caracterização alternativa do 

campo de rotação. Motivado principalmente em obter um operador de rigidez simétrica, 

e para evitar comportamentos diferentes dos momentos nodais sujeitos a grandes 

rotações, estes autores empregam a noção de rotações semitangenciais, introduzidas por 

ZIEGLER (1977), para tratar o campo de rotação na barra, considerando rotações e 

momentos não mais nas direções globais. O aspecto principal desta abordagem é que 

usando o conceito de rotações semitangenciais, a propriedade da comutatividade pode 

ser empregada. Esta abordagem conduz a uma linha de formulação denominada 

formulação natural (ARGYRIS et al., 1979a e GATTASS & ABEL, 1987). CONCI & 

GATASS (1990) afirmam que a utilização da formulação natural simplifica a 

formulação do método da rigidez. Segundo CONCI (1988), “a utilização de expressões 

explícitas para as matrizes de rigidez torna o programa de análise mais eficiente em 
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termos de tempo de computação, e possibilita a interpretação física de seus elementos 

Kij. O uso da formulação natural, na dedução da matriz de rigidez linear, minimiza o 

número de elementos não nulos da matriz.” 

 

 O desenvolvimento e implementação de elementos de pórtico baseados na 

formulação co-rotacional se consolidou a partir dos trabalhos de CRISFIELD (1990), 

CRISFIELD (1991), CRISFIELD (1997) e SOKOL (1996) que apresentam uma 

descrição mais profunda das teorias co-rotacionais. 

 

 Segundo ARGYRIS et al. (1979a), quando as rotações em torno de, pelo menos, 

dois eixos diferentes no espaço são consideradas como graus de liberdade, as expressões 

convencionais para o cálculo da matriz de rigidez geométrica devem ser revistas de 

modo a considerar a definição precisa de momentos e rotações. MOURELLE (1993), a 

partir de ENGSETH (1984) e MATHISEN (1990), apresenta uma abordagem menos 

rigorosa, utilizando uma formulação de elemento de pórtico co-rotacionado. Nesta 

abordagem, é feita uma adaptação do elemento de pórtico espacial formulado por 

BENJAMIN (1982) e BENJAMIN (1991), que utiliza a formulação Lagrangeana 

atualizada. Para contornar o problema da não-comutatividade das rotações finitas é 

considerado que, para o cálculo da matriz de transformação, as rotações incrementais 

ocorrem, seqüencialmente, de forma que as rotações incrementais são tratadas como os 

ângulos de Euler (MERIAM, 1994). Segundo MOURELLE (1993), “apesar da 

consideração dos ângulos de Euler não representar o processo da forma mais rigorosa, 

ela é largamente utilizada e fornece resultados confiáveis dentro de análises com 

pequenos incrementos”. 

 

 Nesta formulação, emprega-se o tensor de tensão de Cauchy e não se leva em 

consideração os termos de segunda ordem. Os coeficientes das matrizes de rigidez linear 

e geométrica (BENJAMIN, 1982) foram aproveitados, “pois sua dedução se fez a partir 

das mesmas parcelas da equação incremental do equilíbrio que seriam empregadas na 

geração de um novo elemento co-rotacionado (MOURELLE, 1993)”. 

 

 Foram modificadas as formas de descrição do movimento e de obtenção das 

forças internas. Deixou-se de utilizar a configuração do incremento anterior como 
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referência, e passou-se a utilizar a configuração indeformada co-rotacionada, e diferente 

da formulação Lagrangeana atualizada, em que calculam-se incrementos de forças que 

são acumuladas ao longo da análise, a força total no elemento foi determinada em 

função das deformações reais existentes. 

 

 Uma descrição detalhada da formulação não-linear geométrica do elemento de 

pórtico está apresentada nos itens que se seguem, baseados no capítulo 3 da tese de 

MOURELLE (1993). 

 

2.2.1 Hipóteses Básicas 
 

 As funções de interpolação, que são as mesmas utilizadas na análise linear de 

pórticos, e as hipóteses simplificadoras, empregadas por BENJAMIN (1982), se 

mostraram completamente compatíveis com a presente formulação. A seguir são 

apresentadas as hipóteses básicas consideradas na formulação do elemento, que possui 

dois nós com seis graus de liberdade por nó (MOURELLE, 1993): 

 

•  Pequenas deformações; 

•  Seções transversais do elemento, inicialmente, planas, continuam planas após as 

 deformações; 

•  Não há variação de volume e área com as deformações; 

•  Ausência de empenamento na presença de esforços de torção. 

 

 Os deslocamentos axiais e de torção são interpolados linearmente e os 

deslocamentos transversais são obtidos através de funções cúbicas. 

 

 

 

 

2.2.2 Campo de Deslocamentos 
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 A expressão vetorial que fornece os deslocamentos incrementais num ponto 

qualquer do elemento, em função dos deslocamentos nodais, de acordo com a figura 2.1, 

é dada por: 

 

 ∆U11  ∆U10

 i

 j ∆U5

 ∆U6

 ∆U4

 ∆U12

 ∆U1

 ∆U2

 ∆U3

 ∆U8

 ∆U9

 ∆U7

 
Figura 2.1 - Graus de liberdade do elemento de pórtico espacial. 

 

∆u = H ∆uk (2.1)

onde, 

 

∆u - vetor dos deslocamentos incrementais, referido ao sistema móvel 

co-rotacionado; 

H - matriz das funções de interpolação incremental, referido ao sistema móvel  

 co-rotacionado; 

∆uk - vetor dos deslocamentos incrementais nodais, referido ao sistema móvel  

 co-rotacionado. 

 

 A seguir, são apresentados os polinômios utilizados para a determinação da 

configuração deformada (MOURELLE, 1993): 

 

 

 

u = a1 + a2 r 
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v = a3 + a4 r + a5 r
2 + a6 r

3 

 

w = a7 + a8 r + a9 r
2 + a10 r

3 

 (2.2)

θr = a11 + a12 r 

 

θs = - (a8 + 2 a9 r + 3 a10 r
2) = - (dw/dr) 

 

θt = a4 + 2 a5 r + 3 a6 r
2 = (dv/dr) 

 

onde, 

u -  deslocamento de um ponto sobre o eixo do elemento na direção r; 

v -  deslocamento de um ponto sobre o eixo do elemento na direção s; 

w -  deslocamento de um ponto sobre o eixo do elemento na direção t; 

θr- rotação de um ponto do elemento em torno do eixo r; 

θs- rotação de um ponto do elemento em torno do eixo s; 

θt- rotação de um ponto do elemento em torno do eixo t; 

e os eixos r, s e t estão definidos na figura 2.2. 

 

 As coordenadas generalizadas ai são determinadas em função dos deslocamentos 

dos nós ∆ui em r = 0 e r = l, onde l é o comprimento do elemento. As translações em um 

ponto qualquer do elemento são calculadas através das equações dadas a seguir: 

 

u (r, s, t) = u - s tgθt + t tgθs (2.3a)

 

v (r, s, t) = v - t tgθr (2.3b)

 

w (r, s, t) = w + s tgθr (2.3c)
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 Nas equações (2.3a), (2.3b) e (2.3c) considera-se que os deslocamentos são 

suficientemente pequenos, para cada incremento, possibilitando a aproximação tgθ ≅  θ. 

 1

 2

 X1, Y1

 X2, Y2

 X3, Y3
 

 

   X1, X2, X3 - coordenadas do sistema fixo 

   Y1, Y2, Y3 - coordenadas do sistema móvel 

   (Y1 ≡ r), (Y2 ≡ s), (Y3 ≡ t) 

 

Figura 2.2 - Representação dos sistemas fixo e móvel na etapa inicial da análise 

 

2.2.3 Equações Constitutivas 
 

 De acordo com a teoria clássica de vigas, considera-se os efeitos de flexão, 

compressão ou tração (tensões normais) e de cisalhamento. O tensor de Cauchy para 

vigas contém apenas cinco componentes não nulas, ou seja, Srr, Srs = Ssr e Srt = Str 

(BENJAMIN, 1982 e BATHE, 1996). 

 

 As equações constitutivas, que relacionam as deformações no elemento com as 

tensões, podem ser escritas, tomando-se a parcela linear do tensor de deformações, da 

seguinte forma: 

 

S = C e (2.4)

onde: 
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C = 
E 0 0
0 E 0

0 0 E
2(1+ )

2(1 + )

ν

ν























 (2.5)

e E é o módulo de elasticidade longitudinal e ν  é o coeficiente de Poisson. 

  

 As componentes de e são determinadas por: 

 

ij i

j

j

i

u
y

u
y

e ==== ++++














1
2

∂
∂

∂
∂

 (2.6)

para  i = 1 e  j = 1, 2, 3 e  y1 = r, y2 = s e  y3 = t. 

 

 O primeiro componente da equação (2.6), e11 refere-se à deformação na direção 

r, e os demais componentes, e12 e e13, às deformações cisalhantes. 

 

 A relação entre os deslocamentos nodais e as deformações, pode ser determinada 

a partir da equação (2.1): 

 

i l
i

l
ku h u====  

 

 (2.7)

onde l
ih  é o componente de H relativo à linha i e coluna l. 

 

 A relação entre e e os deslocamentos nodais é estabelecida empregando-se as 

equações (2.6) e (2.7). Substituindo ui e uj na equação (2.6), tem-se: 

 

 

e = BL uk (2.8)

sendo: 

 

(((( ))))1 j
j

i
LB

h
y

====
1∂

∂
, para i = 1 

(2.9a)



 22

 

(((( ))))ij
j

i

j
i

LB
h
y

h
y

==== ++++
1∂

∂
∂
∂ 1

, para 1 < i ≤ 3 
(2.9b)

 

 A relação entre as tensões e os deslocamentos nodais é obtida através da 

substituição da equação (2.8) na equação (2.4): 

 

S = C BL uk 
 

(2.10)

 

2.2.4 Matrizes de Rigidez 
 

 As matrizes de rigidez linear e geométrica podem ser obtidas a partir das 

deduções das matrizes que relacionam deformações e deslocamentos, das relações 

constitutivas e do membro esquerdo da seguinte equação: 

 

(((( ))))S E S Eδ∆ δ δ∆++++ ====∫∫∫∫ ∆ dV Wo  
 

(2.11)

onde δE  é o tensor de deformações virtuais, ∆  indica um pequeno incremento entre 

configurações de equilíbrio vizinhas Cn e Cn+1, e δ∆W  é o incremento de trabalho 

virtual das forças externas. O primeiro termo do membro esquerdo da equação 

acarretará na matriz de rigidez geométrica (KG), enquanto que o segundo, na matriz de 

rigidez linear (KE). 

 

 A variação virtual do tensor de deformação de Green pode ser expressa da 

seguinte forma: 

ij i
j

j

i
k
i

k
j

k
i

k
j

u
X

u
X

u
X

u
X

u
X

u
X

E ==== ++++ ++++ ++++














1
2

δ δ δ δ∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

δ  
 

(2.12)

 

 A expressão para a variação virtual dos deslocamentos incrementais, 

considerando-se que δ∆u = 0, é dada por: 
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ij k
i

k
j

k
i

k
j

u
X

u
X

u
X

u
X

E ==== ++++














1
2

δ δ∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

δ∆ ∆ ∆  
 

(2.13)

 

 Substituindo-se as equações (2.12) e (2.13) na equação (2.11), considerando-se o 

tensor de Cauchy e desprezando-se os termos não lineares correspondentes a 

k
i

k
j

u
X

u
X

∂
∂

∂
∂

δ  e δ∂
∂

∂
∂

k
i

k
j

u
X

u
X

, tem-se, de acordo com a equação constitutiva incremental, 

deduzida da equação (2.4): 

 

(((( ))))S Cij ij ijkl kl ijδ δ δ∆∆ ∆n e e dV W++++ ====∫∫∫∫ o  (2.14)

onde nij e eij são as parcelas não-linear e linear do tensor de deformações, 

respectivamente. 

 

 Do segundo termo do membro esquerdo da equação (2.14), pode-se determinar a 

expressão da matriz de rigidez linear: 

 

(((( )))) (((( ))))C u B C B uijkl kl ij∆ ∆e e dV k T
L
T

L dV kδ δ∫∫∫∫ ====










∫∫∫∫o o  

 

(2.15)

 

 A matriz de rigidez linear (KL) é definida pela seguinte integral: 

 

KL = B C BL
T

L dV∫∫∫∫ o  
 

(2.16)

 

 As expressões para os coeficientes da matriz de rigidez linear estão apresentados 

no apêndice A. 

 

 Analogamente, do primeiro termo do membro esquerdo da equação (2.14), pode-

se determinar a expressão da matriz de rigidez não-linear: 
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(((( )))) (((( ))))S u B S B uij ijδ δ∆ ∆ ∆n dV k T
NL
T

NL dV k∫∫∫∫ ====










∫∫∫∫o o  

 

(2.17)

 

 A matriz de rigidez geométrica (KG) é definida pela seguinte integral: 

 

KG = B S BNL
T

NL dV∫∫∫∫ o  
 

(2.18)

 

 As expressões para os coeficientes da matriz de rigidez geométrica estão 

apresentados no apêndice A. 

 

 A determinação da matriz BNL é feita de forma semelhante à determinação da 

matriz BL, na seção 2.2.3, ou seja, é constituída pelas derivadas correspondentes das 

funções de interpolação: 

 

(((( ))))ij
j
i

NLB
h
y

====
∂
∂ 1

, para i ≤ 3 (2.19a)

 

(((( ))))ij
j
i-3

NLB
h
y

====
∂
∂ 2

, para 3 < i ≤ 6 
 

(2.19b)

 

(((( ))))ij
j
i-6

NLB
h
y

====
∂
∂ 3

, para 6 < i ≤ 9 
 

(2.19c)

 

 A relação entre as componentes do tensor de tensões de Cauchy na configuração 

Cn (corrente) e as forças internas pode ser obtida da teoria de flexão: 

 

S = S =
N
A

M
I

s
M
I

trr
x

z

z

y

y
11 ++++ −−−−  
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S = S = T
I

trs
x

12 −−−−  (2.20)

 

S = S = T
I

srt
x

13  

 

onde, 

 

N -  esforço normal; 

T -  momento torsor; 

My -  momento fletor em torno do eixo s; 

Mz -  momento fletor em torno do eixo t; 

Ax - área da seção transversal; 

Ix - momento de inércia da seção transversal em relação ao eixo x; 

Iy - momento de inércia da seção transversal em relação ao eixo y; 

Iz - momento de inércia da seção transversal em relação ao eixo z. 

 

 Os desenvolvimentos apresentados até este ponto reproduzem as informações do 

elemento original formulado por BENJAMIN (1982). Os próximos itens apresentam as 

técnicas específicas da formulação do elemento de pórtico co-rotacionado. 

 

2.2.5 Transformação de Coordenadas no Referencial Co-rotacional 
 

 Como mencionado anteriormente, as rotações finitas, diferente das rotações 

infinitesimais, não podem ser consideradas como grandezas vetoriais, por não 

atenderem à lei da comutatividade dos vetores, que garante que o resultado da adição de 

dois vetores é o mesmo, qualquer que seja a ordem em que eles são somados. Este 

problema foi ilustrado por diversos autores (MALVERN, 1969, ARGYRIS, 1982 e 

MOURELLE, 1993). Assim sendo, segundo ARGYRIS (1982) existe apenas uma 

matriz de transformação, que é uma função não-linear de ϑ, onde ϑ é uma rotação finita 

em torno de um eixo qualquer, definido por um vetor unitário. 
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 Sendo i um vetor que sofre uma rotação ϑ, resultando num vetor i
~

, tem-se: 

 
~i  = T(ϑ) i 

 

(2.21)

 

 A matriz de transformação (ou rotação) T, possui duas propriedades importantes: 

 

 •  Ortogonalidade, ou seja: 

 

T TT = TT T = I (2.22)

 

 •  A matriz T corresponde a uma seqüência de n rotações sucessivas ϑ1,ϑ2, ... , 

ϑn-1, ϑn em torno de eixos fixos no espaço e é composta pela multiplicação de todas as 

matrizes de transformação individuais Ti na ordem contrária em que as rotações 

ocorrem, ou seja: 

 

T = Tn •  Tn-1 • . . . •  Ti •  . . . •  T2 •T1 (2.23)

  

 Entretanto, em torno de eixos móveis, que giram de acordo com o corpo, a 

matriz T é obtida pela multiplicação de todas as matrizes de transformação individuais 

Ti, porém na ordem em que as rotações individuais ocorrem: 

 

T = T1 • T2 • . . . •  Ti •  . . . •  Tn-1 •Tn (2.24)

 

 Para contornar o problema causado pelo fato das grandes rotações não poderem 

ser tratadas como grandezas vetoriais, utiliza-se um sistema de referência rigidamente 

ligado ao corpo e que sofre rotações idênticas ao mesmo, na descrição do movimento de 

um corpo no espaço (figura 2.3). 
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I3

 I2

 I1

 i3

 i2

 i1

 i3

 i2 i1
 X

 v  T

 Posição
 inicial

 Posição transladada
 e rotacionada

 
 

Figura 2.3 - Sistema de referência rigidamente ligado ao corpo 

 

 A descrição do movimento do corpo no espaço pode ser feita através de três 

componentes de deslocamentos e uma matriz de rotação da seguinte forma: 

 

x = X + v (2.25a)

 

i = T I (2.25b)

 

 “Na formulação do elemento de pórtico co-rotacionado, a rotação de cada nó da 

estrutura é descrita através de matrizes de transformação, que fornecem a orientação dos 

eixos de um sistema de coordenadas ligado rigidamente ao nó. Considera-se que cada nó 

possui a ele ligado, um corpo rígido ao qual se associa um sistema de eixos ortogonais e 

que, portanto, sofre as mesmas rotações” (MOURELLE, 1993). Para duas configurações 

sucessivas Cn e Cn+1, de uma análise incremental, em que toda configuração 

determinada é associada a uma matriz de transformação, tem-se: 

 

i
n

ij
n

ji I( ) ( )==== T  (2.26a)

 

i
n+

ij
n+

ji I( 1) ( 1)==== T  (2.26a)
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 As matrizes devem ser reavaliadas, entre duas configurações consecutivas 

através das rotações incrementais calculadas com suas três componentes no sistema 

global, consideradas como os “ângulos de Euler” (figura 2.4), ou seja, a matriz de 

transformação correspondente é, então, calculada considerando-se que as rotações que 

compõem o “vetor”, ∆θθθθ, de rotações incrementais, ∆θx, ∆θy e ∆θz ocorrem nesta 

seqüência. Apesar da aplicação seqüencial das componentes de ∆θθθθ, não representar o 

processo da forma mais precisa, uma vez que não conduz ao mesmo resultado qualquer 

que seja a seqüência de aplicação, a consideração dos ângulos de Euler é bastante 

empregada e conduz a resultados confiáveis em análises com pequenos incrementos 

(MOURELLE, 1993). 

 

 As matrizes de transformação podem, então, ser determinadas, considerando a 

seqüência dos ângulos de Euler: 

 

•  Rotação em torno do eixo x: 

 

1

1 0 0
0
0

T ====
−−−−

















cos sen
sen cos

x x

x x

∆ ∆
∆ ∆
θ θ
θ θ

 (2.27)

 

•  Rotação em torno do eixo y: 

 

2

0
0T ====

−−−−















cos sen

sen cos

y y

y y

∆ ∆

∆ ∆

θ θ

θ θ
1 0
0

 (2.28)

 

•  Rotação em torno do eixo z: 

 

3

0
0

0 0 1
T ==== −−−−

















cos sen
sen cos

z z

z z

∆ ∆
∆ ∆
θ θ
θ θ  (2.29)
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 A matriz de transformação resultante, ~T , é dada pelo produto a seguir: 

 
~T  = T1 T2 T3 (2.30)

ou: 

 

~
~ ~ ~
~ ~ ~
~ ~ ~

Tij

11 12 13

21 22 23

31 32 33

T T T
T T T
T T T

====
















 (2.31)

onde, 

 
~T11  = cos ∆θy cos ∆θz 
~T12  = sen ∆θz cos ∆θx + sen ∆θx sen ∆θy cos ∆θz 
~T13  = sen ∆θx sen ∆θz - sen ∆θy cos ∆θx cos ∆θz 
~T21  = - sen ∆θz cos ∆θy 
~T22  = cos ∆θx cos ∆θz - sen ∆θx sen ∆θy sen ∆θz (2.32)

~T23  = sen ∆θx cos ∆θz + sen ∆θy sen ∆θz cos ∆θx 
~T31 = sen ∆θy 
~T32  = - sen ∆θx cos ∆θy 
~T33  = cos ∆θx cos ∆θy 

 

A matriz de rotação atualizada na configuração Cn+1 é dada por: 

 

ij
n+

ik
n( 1) ( )T T Tkj==== ~  (2.33)
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a)
 Z

 Y

 X

 ∆θθθθ x

 
b)

 Z

 Y

 X

 ∆θθθθ y

 
c)

 Z

 Y

 X

 ∆θθθθ z

 
Figura 2.4 - Ângulos de Euler 
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 Como mencionado anteriormente, com o objetivo de se determinar, de forma 

precisa, a posição do elemento de referência, bem como as deformações, a formulação 

do elemento de pórtico co-rotacionado utiliza não mais um sistema de referência móvel 

associado a cada elemento, mas um conjunto de sistemas de referência que se deslocam 

no espaço. Emprega-se, para tal, um sistema de referência associado a cada nó da 

estrutura, independentemente dos elementos. Além do sistema de referência do 

elemento de referência indeformado, são utilizados um sistema de referência para cada 

nó do elemento. 

 

 Os sistemas de referência empregados na formulação do elemento de pórtico 

co-rotacionado são os descritos, de forma sucinta, a seguir: 

 

•  Ii -  Sistema de referência global, representado, na presente formulação, pelos eixos  

 ortogonais fixos X, Y e Z. 

•  ii  -  Sistema de coordenadas fixo no ponto nodal, rigidamente ligado a um corpo  

 rígido imaginário que se desloca e gira juntamente com o nó. Este sistema é,  

 inicialmente, coincidente com o sistema global. Na presente formulação, é  

 representado pelos eixos x , y  e z . 

•  i
oai -  Sistema de coordenadas fixo no nó inicial do elemento. Este sistema permanece  

 rigidamente solidário ao sistema de coordenadas ii  do nó correspondente, à  

 medida que o sistema sofre deslocamentos e é, inicialmente, coincidente com o  

 sistema de referência do elemento. Na figura 2.5, é representado pelos eixos ox ,  

 oy e oz . Após sofrer rotação é denominado de i
ai . 

•  i
obi -  Sistema de coordenadas fixo no nó final do elemento. Este sistema permanece  

 rigidamente solidário ao sistema de coordenadas ii  do nó correspondente, à  

 medida que o sistema sofre deslocamentos, e é, inicialmente, coincidente com o  

 sistema de referência do elemento. Após sofrer rotações é denominado de i
bi .  

 Este sistema não está representado na figura 2.5. 

•  ii -  Sistemas de coordenadas do elemento, associado a configuração de referência  

 indeformada do elemento C0n, e é , inicialmente, coincidente com os sistemas de  
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 referência nodais iniciais do elemento i
oai  e i

obi . Na figura 2.5, é representado  

 pelos eixos x, y e z, na configuração deformada. 

 

  z
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Figura 2.5 - Conjunto de sistemas de referência 

 

 Assim, as rotações nodais passam a ser determinadas de forma mais precisa, uma 

vez que não existe apenas um sistema móvel do elemento, mas um sistema de referência 

associado a cada nó do elemento, de acordo com o conjunto de sistemas de referência, 

descritos no parágrafo anterior. Todos os sistemas de referência deste conjunto são 

atualizados de acordo com os deslocamentos incrementais, com exceção do sistema 

global, ao qual todos os outros sistemas se referem (MOURELLE, 1993).  

 

 Os sistemas de referência dos nós dos elementos da estrutura, durante o 

movimento da mesma, se deslocam solidariamente aos sistemas nodais, existindo uma 
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relação constante entre os sistemas nodais de cada elemento e os sistemas dos nós 

correspondentes, expressa da seguinte forma: 

 

i iji ia oa
jT====  (2.34a)

 

i iji ib ob
jT====  (2.34b)

 

 A relação entre o sistema de referência nodal ( ii ) e o sistema de referência 

global (Ii) é apresentada a seguir: 

 

i I ji ijT====  (2.35)

 

 Através da combinação das equações (2.34a) e (2.35), pode-se determinar a 

relação entre o sistema de referência do nó inicial do elemento ( i
ai ) e o sistema de 

referência global (Ii), dada pela seguinte equação: 

 

i ji Ia
ij
aT====  (2.36)

 

 A matriz de transformação total referente a rotações sucessivas depende, então, 

da ordem em que elas ocorrem e de todas as matrizes de transformação descritas 

anteriormente. 

 

 Segundo MOURELLE (1993), para a configuração Cn+1, pode-se utilizar a 

relação a seguir: 

 

i I ji
n

ik
n

kjT T( +1) ( )==== ~  (2.37)

onde ~Tkj  é obtida a partir das equações (2.30) e (2.31). 

 

 O sistema de referência do elemento é relacionado ao sistema global através da 

relação: 
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ii I==== ijT  (2.38)

 

 Na presente formulação, com relação ao sistema de referência do elemento 

co-rotacionado (ii), o eixo local x corresponde à reta que liga os nós, o eixo local y, à 

posição média entre os eixos y dos sistemas de referência dos nós dos elementos 

atualizados e o eixo local z, ao vetor unitário perpendicular ao plano definido pelos dois 

vetores locais x e y, formando um triedro direto. A seguir, são apresentados os vetores 

i1, i2 e i3, relativos a cada direção local: 

 

    
(((( ))))

1i
X Xi

b
i
a

====
−−−−

L
 (2.39)

 

    (((( ))))2i i i==== ++++
1
2 2 2

a b  
 

(2.40)

 

    3 1 2i i i==== ××××  
 

(2.41)

 

2.2.6 Cálculo de Deformações 
 

 As deformações de rotação são determinadas através das diferenças entre os 

sistemas i
ai  e i

bi  e o sistema de referência do elemento ii, para os nós a e b, 

respectivamente. A relação entre estes sistemas, para o nó a, é dada pela equação (2.43), 

obtida a partir da substituição da equação (2.42), apresentada a seguir, na equação 

(2.36). 

 

I ii==== jiT  (2.42)

 

 A equação (2.42), acima, é o inverso da relação apresentada na equação (2.38). 
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i ji Ia
lk
a

kjT T====  
 

(2.43)

 

 As diferenças entre esses sistemas de referência fornecem as rotações que, 

efetivamente, geram esforços, uma vez que os deslocamentos e rotações de corpo rígido 

estão incorporados, de forma apropriada, ao sistema de referência do elemento. Os 

coeficientes da matriz de transformação ( ∃Tij ), definida, a seguir, na equação (2.44), 

estão associados aos ângulos de Euler, segundo as equações (2.30) e (2.31), 

considerando-se pequenas deformações.  

 

∃T T Tij ik
a

kj====  
 

(2.44)

 

 As aproximações, abaixo, podem ser feitas, considerando-se pequenos ângulos 

∆θx, ∆θy e ∆θz: 

 

    sen ∆θx ≅  ∆θx ; cos ∆θx ≅  1 

    sen ∆θy ≅  ∆θy ; cos ∆θy ≅  1 (2.45)

    sen ∆θz ≅  ∆θz ; cos ∆θz ≅  1 

 

 Substituindo as aproximações, acima, na equação (2.31):  

 

∃Tij

z y

z x

y x

====
−−−−

−−−−
−−−−

















1
1

∆ ∆
∆ ∆

∆ ∆

θ θ
θ θ

θ θ 1
 (2.46)

 

 As equações finais das deformações rotacionais são obtidas igualando-se as 

equações (2.46) e (2.44): 

 

 

x
a a a aT T T T T T∆ θ ==== ++++ ++++21 31 22 32 23 33  
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y
a a a aT T T T T T∆ θ ==== ++++ ++++31 11 32 12 33 13  

(2.47)

 

z
a a a aT T T T T T∆ θ ==== ++++ ++++11 21 12 22 13 23  

 

 De forma análoga, determinam-se as rotações x
b∆ θ , y

b∆ θ  e z
b∆ θ . A 

determinação das forças internas correspondentes no elemento é feita através da 

multiplicação da matriz de rigidez linear pelo vetor de deslocamentos (uk), dado pela 

equação (2.48). 

 

k

x
a

y
a

z
a

b

x
b

y
b

z
b

x
u ====













































0
0
0

0
0

∆
∆

∆
∆

∆
∆

∆

θ
θ

θ

θ
θ

θ

 (2.48)

onde ∆xb é a variação do comprimento do elemento, através de suas coordenadas 

atualizadas. 

 

 MOURELLE (1993) afirma que “pelo fato de se estar filtrando devidamente os 

movimentos de corpo rígido, a aplicação do tensor de tensão de Cauchy, adotada na 

formulação do elemento se faz de forma consistente e independente do tamanho dos 

incrementos, observadas as limitações quanto aos ângulos incrementais que devem ser 

pequenos”. 

 

2.3 Teorias Lineares de Barras 
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 O fato de se extrair da deformação total a parcela referente ao movimento de 

corpo rígido permite a aplicação de teorias lineares para o tratamento de problemas não-

lineares de barras. Desta forma, as teorias lineares de barras tem um significado 

importante nas formulações não-lineares tradicionais. 

 

 As teorias lineares de barras são brevemente resumidas a seguir: 

 

•  Teoria de Euler-Bernoulli - Esta teoria é baseada na restrição cinemática de que 

as seções transversais, perpendiculares ao eixo da barra antes da flexão, continuam 

planas, indeformadas e perpendiculares ao eixo após a flexão, sendo apropriada para 

vigas esbeltas (onde, como ordem de grandeza, a razão entre o comprimento e a altura 

da seção é superior a cinco). 

 

•  Teoria da Viga de Timoshenko - Esta teoria é uma generalização da teoria de 

Euler-Bernoulli, considerando a deformabilidade por esforço cortante. A inclusão da 

deformação por cisalhamento transversal elimina a restrição de perpendicularidade da 

seção transversal ao eixo da viga, porém as seções planas iniciais continuam planas após 

a deformação. Esta teoria é aplicável a análise de vigas curtas (onde, como ordem de 

grandeza, a razão entre o vão e altura da seção é inferior ao limite acima estabelecido). 

 

•  Teoria de Saint Venant - Esta teoria é aplicável a barras sujeitas à torção por 

forças de superfície aplicadas, exclusivamente, nas suas seções transversais extremas. A 

idéia fundamental da teoria de Saint Venant é que as deformações de empenamento 

podem ocorrer livre e uniformemente através da barra. Considera-se que cada seção 

transversal sofre uma rotação de corpo rígido no seu plano e uma deformação de 

empenamento fora do seu plano, a qual é constante ao longo do comprimento da barra. 

É interessante perceber que até nos casos onde as forças de superfície aplicadas violam 

as suposições cinemáticas mencionadas, esta teoria continua válida para regiões 

distantes dos extremos, devido ao princípio de Saint Venant. 

 

•  Teoria de Vlasov - Trata-se de uma teoria específica para flexo-torção de hastes 

de paredes delgadas de seção aberta, na qual as seções transversais podem sofrer 

empenamento diferenciado ao longo do eixo longitudinal. De um modo geral, a teoria 
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de Vlasov é uma combinação da teoria de Euler-Bernoulli com uma generalização da 

teoria de torção pura de Saint Venant. O efeito de deformabilidade por esforço cortante 

também pode ser introduzido na teoria de Vlasov. 

 

 O elemento de viga proposto por BATHE & BOLOURCHI (1979) é obtido 

utilizando as formulações Lagrangeana total e atualizada empregando a teoria de Euler-

Bernoulli, para os problemas geometricamente não-lineares. BENJAMIN (1991) e 

JUSTINO FILHO (1993) usam a teoria de Euler-Bernoulli e a formulação Lagrangeana 

atualizada. MOURELLE (1993) e ALVES (1995) seguem o mesmo procedimento, 

porém empregam a formulação co-rotacional Lagrangeana atualizada. HSIAO (1992), 

por sua vez, propõe uma formulação co-rotacional Lagrangeana total para elemento de 

viga tridimensional. YANG & MCGUIRE (1986), CONCI (1988) e CONCI & 

GATASS (1990) utilizam a formulação Lagrangeana atualizada e a teoria de Vlasov 

para a determinação das matrizes para a análise não-linear geométrica de vigas-colunas 

tridimensionais. Nestes últimos trabalhos (YANG & MCGUIRE, 1986, CONCI, 1988, e 

CONCI & GATASS, 1990), o cálculo das matrizes dos elementos finitos é baseado no 

conceito das formulações naturais, sendo feita a correção da matriz do elemento, 

proposta por ARGYRIS et al. (1979a), para considerar, apropriadamente, o 

comportamento da viga sob rotações finitas. 
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Capítulo 3 

Formulação Não-Linear Física 
 

3.1 Introdução 
 

 A análise não-linear física refere-se àquela em que as equações constitutivas do 

material são não-lineares. Isto inclui materiais com comportamento elástico não-linear e 

materiais com comportamento elasto-plástico. Existem, basicamente, duas metodologias 

para a análise não-linear física de estruturas reticuladas, envolvendo plasticidade:  

 

 1) Modelos com plasticidade distribuída e 

 2) Modelos com plasticidade concentrada. 

 

 O primeiro grupo representa, em sua análise, explicitamente, o espraiamento da 

plasticidade na estrutura podendo incluir os efeitos de tensões residuais e imperfeições 

iniciais. Este método é computacionalmente muito caro e com isso tem sua aplicação 

restrita.  

 

 O segundo grupo, ao contrário, supõe os efeitos da plasticidade concentrados nas 

denominadas “rótulas plásticas”. 

 

 Devido ao fato da abordagem através de rótulas plásticas ou plasticidade 

concentrada fornecer uma representação aproximada do comportamento do membro em 

relação à abordagem por zonas de plastificação ou plasticidade distribuída, ela é 

consideravelmente menos onerosa em termos computacionais, e é a considerada neste 

trabalho. A apresentação completa das diversas formulações de pórtico elasto-plástico 

apresentados na literatura até o presente momento, das quais algumas foram 

mencionadas na introdução deste trabalho, está fora do escopo do mesmo. No item 

seguinte são apresentadas, resumidamente, algumas superfícies de escoamento 

utilizadas em alguns destes estudos. 
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3.2 Superfícies de Escoamento 
 

 Vários trabalhos expõem equações que, geralmente, tentam representar, de 

maneira aproximada, a superfície de escoamento real por planos de retas, superfícies 

tridimensionais suaves ou multifacetadas. Nesta seção, algumas dessas equações são 

exibidas e vale salientar que a notação foi padronizada para se adaptarem ao texto. 

 

 ORBISON (1982) desenvolveu uma equação para a superfície de escoamento, 

que teve como modelo a curva de um perfil I de seção compacta (padrão americano 

W12x31). Esta equação foi obtida, primeiramente, por uma aproximação de curva, 

através do método dos mínimos quadrados, e ajustadas, posteriormente, por meio de 

tentativas. A curva é dada por: 

 

1,15 p2 + my
2 + mz

4 + 3,67 p2 my
2 + 3,00 p6mz

2 + 4,65 my
4 mz

2 = 1,00 (3.1)

onde: 

 

 p   =  P/Py ,  é a razão entre o esforço axial atuante e a força axial de  

   plastificação; 

 my =  My/Mpy,  é a razão entre o momento fletor relativo ao eixo de maior 

inércia  

   (y) e o momento plástico em relação a esse mesmo eixo. 

 mz = Mz/Mpz,  é a razão entre o momento fletor relativo ao eixo de menor inércia  

   (z) e o momento plástico em relação a esse mesmo eixo. 

 

 Esta equação, segundo CONCI & GATTASS (1990), possui uma boa 

aproximação com as superfícies de CHEN & ATSUTA (1977) para perfis “I” e não tem 

significado físico aparente, mas de acordo com ORBISON et al. (1982), ela atende aos 

propósitos para os quais foi desenvolvida: 

 

 1) Ter uma boa aproximação com a superfície real; 

 2) Ser contínua e convexa;  

 3) Ser suave para proporcionar uma implementação computacional 

eficiente. 
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 Os trabalhos apresentados por CONCI (1988) e CONCI & GATTASS (1990), na 

ausência de uma expressão mais correta, introduziram as parcelas de torção e do 

bimomento, de forma simples, na expressão de ORBISON (1982). De forma análoga, 

sendo t = T/Tp e b = B/Bp as razões de torção e de bimomento, respectivamente, tem-se: 

 

1,15 p2 + my
2 + mz

4 + 3,67 p2 my
2 + 3,00 p6mz

2 + 4,65 my
4 mz

2 + t2 + b2 = 1,00 (3.2)

 

 POWELL & CHEN (1986), consideram a interação dos efeitos entre os esforços 

axial, torsional e momentos fletores biaxiais utilizando a seguinte expressão, para 

elementos de seção sólida: 

 

p2 + (my
2 + mz

2 + t2 )1/2 = 1,00 (3.3)

 

 UEDA & YAO (1982) usam, para membros unidimensionais com seção circular, 

a expressão: 

 

t2 + my
2 + mz

2 + p2 = 1,00 (3.4)

 

 Em publicações mais recentes (UEDA & FUJIKUBO, 1991, UEDA & 

FUJIKUBO, 1992) são apresentadas, também, expressões para seções transversais 

retangulares. UEDA & RASHED (1991) utilizam a função, a seguir, para representar a 

resistência plástica de elementos tubulares de estruturas offshore: 

 

(my
2 + mz

2 )1/2 - cos π (p/2) = 0 (3.5)

 

 MOAN et al. (1990) apresentam a seguinte fórmula de interação como critério 

de escoamento, também, para elementos tubulares circulares: 

 

(my
2 + mz

2 )1/2 - (1 - mz
2 )1/2 cos [(π p/2) (1 - mz

2 )1/2 ]= 0 (3.6)

 

 ARGYRIS et al. (1982) utilizam diversas curvas de interação para pórticos 

planos com seção transversal retangular, para seções “I” e para pórticos espaciais em 
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função do vetor de forças naturais. As fórmulas são análogas para os dois nós do 

elemento e devido ao tamanho das expressões, as mesmas não são apresentados aqui, 

nesta seção. 

 

 Os trabalhos desenvolvidos por BENJAMIN & EBECKEN (1985), BENJAMIN 

& EBECKEN (1986) e BENJAMIN (1991) utilizam a mesma curva para a superfície de 

escoamento que é exposta a seguir: 

 

p + my + mz = 1,00 (3.7)

 

 JUSTINO FILHO (1993), também emprega a equação (3.7), quando não há 

endurecimento, porém, quando há endurecimento isotrópico a função é subtraída do 

termo k(εp), onde k é a função de endurecimento linear em relação à deformação 

plástica, (εp). 

 

 O estudo mais abrangente sobre equações para superfícies de escoamento de 

seções transversais simétricas, em relação aos dois eixos, é o publicado por DUAN & 

CHEN (1990). Nele são apresentadas equações para seções retangular, circular (sólida e 

vazada), perfil “H” (wide-flange) e seção tubular retangular. A seguir, é apresentada a 

fórmula para seção circular vazada, que é de interesse particular para o estudo de 

estruturas tubulares offshore: 

 

my
2 + mz

2 - (1-p2.1 )2 = 0 (3.8)

 

 LIEW et al. (1993a e 1993b) e LIEW & CHEN (1994) utilizam as equações 

bilineares de interação para viga-coluna do AISC-LRFD (1995) para pórticos planos, 

compostos por perfis “I” ou “H”: 

 

p + (8/9) my = 1,00; para p ≥ 0,2 

p/2 + my = 1,00; para p < 0,2 
(3.9)

 

 No trabalho de IZZUDDIN & ELNASHAI (1993a e 1993b) é considerado que a 

interação dos momentos fletores biaxiais, na presença do esforço axial, é idêntica a 
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interação quando a força axial é nula, mas com momentos de plastificação reduzidos. A 

equação da superfície é dada por: 

 

(M’
zp/ Mzp) x f3 [(My / M’

yp), (Mz/ M’
zp)] + 1 = 1 (3.10)

 

onde:  

  

 My, Momento da seção na direção local y; 

 Mz, Momento da seção na direção local z; 

 M’
yp, Momento de plastificação reduzido na direção local y; 

 M’
zp, Momento de plastificação reduzido na direção local z; 

 Mzp, Momento de plastificação na direção local z; 

 f3, Função que determina a interação plástica entre os momentos nas  

  direções locais y e z. 

 

 ATTALLA et al. (1994) e ATTALLA et al. (1996) utilizam uma equação, válida 

para seções tipo “H”, da forma: 

 

a1 p6 + a2 m6 + a3 p4 + a4 m4 + a5 p2 + a6 m2 = 1,00 (3.11)

 

onde:  

 

 m = (my
2 + mz

2 )1/2 

 ai = bi1 sen2β + bi2 cos2β + bi3 sen2β cos2β 

 β = arctg (my/mz) 

 

Os coeficientes bij são constantes obtidas de ajustes de curvas utilizando o método dos 

mínimos quadrados. 

 

 PAPADRAKAKIS & PAPADOPOULOS (1995) propõem uma superfície 

multifacetada, composta de planos de retas, que se aproxime da superfície desenvolvida 

por ORBISON (1982). Porém, a superfície apresentada parece não alcançar os seus 

objetivos. 
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3.3 Considerações Gerais 
 

 Esta seção apresenta algumas modificações nos procedimentos utilizados na 

implementação da formulação de um elemento finito de pórtico tridimensional elasto-

plástico, desenvolvida por BENJAMIN & EBECKEN (1985) e BENJAMIN (1991), 

com o objetivo de adicionar à formulação superfícies de escoamento que melhor se 

aproximem daquelas propostas nos códigos de normas do AISC-LRFD (1995) e do API-

RP2A-LRFD (1993) e, também, estender a formulação para a consideração do 

endurecimento do material (Strain Hardening). Esta formulação emprega a teoria 

plástica de vigas e um critério de escoamento baseado nos esforços internos do 

elemento. A formulação pode ser utilizada, também, em um sistema de análise não-

linear geométrica, empregando a mesma formulação utilizada por BENJAMIN (1982) 

ou a formulação co-rotacional apresentada por MOURELLE (1993), exposta no capítulo 

anterior, e que utiliza a matriz geométrica desenvolvida por BENJAMIN (1982). 

 

As considerações iniciais usadas na modelagem dos elementos são apresentadas a 

seguir: 

 

•  Não há cargas aplicadas entre os nós dos elementos. 

 

•  O início de escoamento e a plastificação total da seção não ocorrem  

 simultaneamente; a passagem da fase elástica para a plástica se processa de 

forma  

 gradativa. 

 

•  As relações incrementais entre os esforços internos e os deslocamentos dos nós  

 do elemento podem ser obtidas considerando as rótulas plásticas como rótulas  

 reais elásticas. 

 

•  Todos os elementos são retos. As seções planas continuam planas após as  

 deformações. 
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•  As flambagens local e lateral torsional não são consideradas; e todos os  

 elementos são considerados como compactos, segundo classificação do AISC- 

 LRFD (1995) e do API-RP2A-LRFD (1993), para evitar flambagem local, e  

 caso necessário, são adequadamente contraventados para impedir a flambagem  

 lateral torsional.  

 

•  Grandes deslocamentos são permitidos, porém as deformações são pequenas. 

 

•  Os efeitos de esforço cortante e momento torsor, na plastificação, são  

 desprezados; o escoamento da seção depende apenas dos momentos fletores e do  

 esforço normal atuantes na mesma. 

 

•  A formulação permite, apenas, a formação de rótulas plásticas nodais, nos  

 extremos dos elementos. 

 

•  Os efeitos de segunda ordem podem ser levados em consideração, por exemplo,  

 através da formulação apresentada por BENJAMIN (1982), que utiliza a matriz  

 de rigidez geométrica do elemento, uma formulação Lagrangeana atualizada e o  

 método de Newton-Raphson ou através da formulação co-rotacional descrita por  

 MOURELLE (1993), utilizando a mesma matriz geométrica deduzida em  

 BENJAMIN (1982). 

 

•  O efeito de endurecimento isotrópico do material pode ser levado em  

 consideração, de maneira simples, para análises do tipo pushover, quando a  

 análise não apresenta descarregamento. 
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3.4 Modificação da Matriz de Rigidez do Elemento Devido à  

 Presença de Rótulas Plásticas e Critério de Escoamento 

 
 Uma vez que, numa determinada seção transversal de um elemento, o estado de 

tensão é igual ou superior à capacidade plástica da seção, uma rótula plástica se forma e 

conseqüentemente, ocorre uma descontinuidade dos deslocamentos nos pontos de 

formação das rótulas plásticas. Modificações nas relações força-deslocamento são, 

então, necessárias para que o comportamento do elemento leve em consideração a 

presença destas rótulas nos nós do mesmo. 

 

 A matriz de rigidez elasto-plástica do elemento de pórtico tridimensional, neste 

trabalho, é obtida através da superposição das matrizes de rigidez dos elementos de 

treliça elasto-plástica, viga elasto-plástica no plano xy, viga elasto-plástica no plano xz, 

e elemento elástico de torção. Utilizou-se a formulação apresentada por BENJAMIN 

(1991) com alterações introduzidas para proporcionar uma maior sintonia com as 

superfícies de escoamento apresentadas pelo AISC-LRFD (1995) e pelo API-RP2A-

LRFD (1993), e, também, para levar em consideração o endurecimento do material. 

 

3.4.1 Matriz de Rigidez Elasto-Plástica do Elemento de Viga 
 

 Considerando-se, inicialmente, o elemento de viga apresentado na figura 3.1, 

tem-se a seguinte configuração para a matriz de rigidez elástica do elemento: 
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3 2 3 2

2 2

 (3.12)
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Figura 3.1 - Sistema de referência e graus de liberdade do elemento de viga com dois 

nós 

 

 Para a determinação das matrizes Ki, Kj e Kij , apresentadas a seguir, foi 

considerado que as rótulas plásticas se comportam como rótulas reais elásticas, com o 

momento plástico, aproximadamente constante, atuando nas mesmas. 

 

 Se uma rótula plástica se forma no nó “i” do elemento (Figura 3.1), a matriz de 

rigidez do elemento, determinada a partir do método da rigidez, tem a seguinte 

configuração: 

 

iK =

−

− −

−





























3EI

L
0 3EI

L

3EI

L
0 0 0 0
3EI

L
0 3EI

L

3EI

L
3EI

L
0 3EI

L

3EI
L

3 3 2

3 3 2

2 2

 
 

(3.13)

 

 Se uma rótula plástica se forma no nó “j”, um procedimento análogo é realizado 

e a matriz de rigidez é: 
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jK =

−

−

− −





























3EI

L

3EI

L

3EI

L
0

3EI

L

3EI
L

3EI

L
0

3EI

L

3EI

L

3EI

L
0

0 0 0 0

3 2 3

2 2

3 2 3

 
(3.14)

 

 Se rótulas plásticas se formam nos dois nós do elemento, a matriz de rigidez do 

elemento passa a ter todos os seus coeficientes nulos. Assim, 

 

ijK =



















0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 
 

(3.15)

 

 A nomenclatura utilizada nas matrizes é a usual em análise de estruturas, sendo: 

E, o módulo de elasticidade longitudinal do elemento; I, o momento de inércia em 

relação ao eixo z; e L, o comprimento do elemento. 

 

3.4.2 Redução Gradativa da Rigidez do Elemento e Critério de  

 Escoamento 
 

 Numa abordagem refinada através de rótulas plásticas (LIEW & CHEN, 1994), a 

redução da rigidez se processa parabolicamente depois que os esforços internos nos nós 

do elemento excedem os valores de uma função predeterminada de início de 

escoamento. BENJAMIN (1991) utilizou polinômios do 2o grau para representar esta 

transição. A passagem instantânea da configuração puramente elástica para a 

completamente plástica é evitada para que não apareçam descontinuidades na 

representação da rigidez do elemento. De forma semelhante, as configurações 

intermediárias, neste trabalho, são determinadas através de um parâmetro φ que varia de 

acordo com uma função do tipo: 
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φ = 
2

0

0
1
γ γ

γ
−
−













 ; γ
0  ≤ γ  ≤ 1 

 

(3.16)

 

 Para facilitar as operações algébricas, BENJAMIN (1991) define um terceiro nó 

“k” no meio do elemento (Figura 3.2), que não possui ações externas aplicadas a ele e 

não sofre plastificação. 

 

 j

 ∆u4

 ∆u3

11 2 k

 ∆u6

 ∆u5

 x

 i

 y

 ∆u2

 ∆u1

 L

 l l

 
Figura 3.2 - Sistema de referência e graus de liberdade do elemento de viga com três nós 

 
 O elemento, então, passa a ser composto, provisoriamente, por dois sub-

elementos e sua matriz de rigidez passa a ser uma matriz 6x6, também provisoriamente. 

 

 A matriz de rigidez do sub-elemento 1 possui as duas configurações extremas 

básicas: matriz puramente elástica e matriz considerando plastificação total do nó “i”. A 

diferença entre estas duas matrizes é: 

 

∆Ki = KL - Ki (3.17)

 



 50

iK∆∆∆∆ =

−

−

− − −

−

































9EI 6EI 9EI 3EI

6EI 4EI 6EI 2EI

9EI 6EI 9EI 3EI

3EI 2EI 3EI EI

3 2 3 2

2 2

3 2 3 2

2 2

l l l l

l l l l

l l l l

l l l l

 
 

(3.18)

 

 

 

 As configurações intermediárias são obtidas através da seguinte expressão: 

KE = KL - φi ∆Ki (3.19)

onde, 

φi =  
2

0

01
α α

α
−
−









 ;  α0 ≤ α ≤ 1 

 

(3.20)

  

 O termo φi é um parâmetro escalar que permite a redução gradual da rigidez do 

elemento associado ao efeito de plastificação do nó “i”. Este termo é igual a 0 (zero) 

quando o elemento é elástico, e 1 (um) quando uma rótula plástica se forma no nó “i”. 

Os parâmetros α e α0 determinam o grau de plastificação e o início de escoamento do nó 

“i”, respectivamente, de forma que quando α = 1, o nó está completamente plastificado 

(φi = 1). Equações para estes parâmetros serão definidas posteriormente. O parâmetro φi 

é no máximo igual a 1 e é nulo para valores de α menores que α0. 

 

 Voltando à equação (3.19) tem-se que: 

 

EK =



















11 12 13 14

22 23 24

33 34

44

a a a a
a a a

[sim.] a a
a

 

 

(3.21)

 

onde, 



 51

11a
EI

4 - 3 3;3 i
=

l
( )φ  

12a
EI ;3= −
l

l( )1 6φi 13a
EI

4 - 3 3;3 i
= −

l
( )φ 14a

EI
2 - 3 ;3 i

=
l

l( )φ  

 

22a
EI

3
2= −

l
l( ) ;1 4φi  23a

EI
1 - 63 i

= −
l

( ) ;φ l 24a
EI

1 - 23
2

i
=

l
l( ) ;φ  

 

33a
EI

4 - 3 3;3 i
=

l
( )φ  34a

EI
2 - 3 ;3 i

= −
l

l( )φ  

 

44a
EI

4 -3
2

i
=

l
l( )φ  

 

onde l é o comprimento do sub-elemento. 

 

 O mesmo procedimento utilizado para o sub-elemento 1 pode ser aplicado para o 

sub-elemento 2. Assim, de forma análoga, tem-se: 

 

∆Kj = KL - Kj (3.22)

 

jK∆∆∆∆ =

−

−

− − −

−

































9EI 3EI 9EI 6EI

3EI EI 3EI 2EI

9EI 3EI 9EI 6EI

6EI 2EI 6EI 4EI

3 2 3 2

2 2

3 2 3 2
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l l l l

l l l l

l l l l

l l l l

 

 

 

(3.23)

 

KD = KL - φj ∆Kj (3.24)

onde, 

φj = 
2

0
01

β β
β

−−−−
−−−−













; β 0 ≤ β  ≤1 
 

(3.25)
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 Os parâmetros β  e β 0 determinam o grau de plastificação e o início de 

escoamento do nó “j”, respectivamente, de forma que quando β  = 1, o nó está 

completamente plastificado (φj = 1). Equações para estes parâmetros serão definidas 

posteriormente. O parâmetro φj é, também como φi , no máximo igual a um e é nulo para 

valores de β  menores que β 0. 

 

DK =



















11 12 13 14

22 23 24

33 34

44

b b b b
b b b

[sim.] b b
b

 
 

(3.26)

 

onde, 

11b
EI

4 - 3 3;3 j
=

l
( )φ  12b

EI
2 - 33 j

=
l

( ) ;φ l 13b
EI

4 - 3 3;3 j
= −

l
( )φ 14b

EI
1 - 6 ;3 j

=
l

l( )φ  

 

22b
EI

4 -3
2

j
=

l
l( ) ;φ  23b

EI
2 - 33 j

= −
l

( ) ;φ l 24b
EI

1 - 23
2

j
=

l
l( ) ;φ  

 

33b
EI

4 - 3 3;3 j
=

l
( )φ  34b

EI
1 - 6 ;3 j

= −
l

l( )φ  

 

44b
EI

1 - 43
2

j
=

l
l( )φ  

 

 Expandindo a matriz do elemento a partir das matrizes dos sub-elementos e 

eliminando-se as linhas e colunas que correspondem aos graus de liberdade do nó 

interno “k”, através de um procedimento de condensação estática, como apresentado por 

BENJAMIN (1991) e BATHE & WILSON (1976), a matriz de rigidez final do elemento 

fica: 
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VK =

−

−

− − −

−













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
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6EI
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3 1 2 2 3 1 2 3

2 2 4 2 2 6

3 1 2 2 3 1 2 3

2 3 6 2 3 5

 (3.27)

 

onde, 

1c ==== 2

1

f
f

; 2
3

1
c f

f
==== ; 

3
4

c
f
f 1

= ; 
4

5
c

f
f 1

= ; 
5

6
c

f
f 1

= ; 
6

7
c

f
f 1

=  
 

(3.28) 

e: 

 f1 = 16 - 8 φi - 8 φj + 3 φi φj 

 

 f2 = 2 (8 - 7 φi - 7 φj + 6 φi φj) 

 

 f3 = 2 (8 - 8 φi - 6 φj + 6 φi φj) 

 (3.29) 

 f4 = 2 (8 - 6 φi - 8 φj + 6 φi φj) 

 

 f5 = 2 (8 - 8 φi - 5 φj + 5 φi φj) 

 

 f6 = 2 (8 - 5 φi - 8 φj+ 5 φi φj) 

 

 f7 = 16 (1 - φi - φj + φi φj) 

 

os parâmetros φi e  φj são os definidos anteriormente nas equações (3.20) e (3.25): 

 

 Deve-se notar que: 

 

 (1) Quando 1 > φi > 0 e 1 > φj > 0 a matriz KV leva em conta os efeitos de  

  plastificação parcial nos nós extremos “i” e “j” do elemento. 
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 (2) Quando φi = φj = 0, ambos os nós extremos “i” e “j” estão em regime  

  completamente elástico. 

 

 (3) Quando φi = 0 e 1 > φj > 0, o nó “i” está elástico e o “j” está parcialmente  

  plastificado. 

 

 (4) Quando φj = 0 e 1 > φi > 0, o nó “j” está elástico e o “i” está parcialmente  

  plastificado. 

 

 (5) Quando φi = φj = 1, ambos os nós extremos “i” e “j” estão em regime  

  completamente plástico. 

 

3.4.3 Matriz de Rigidez Elasto-Plástica do Elemento de Treliça 
 

 A matriz de rigidez do elemento de treliça tem a seguinte configuração: 

 

TΚΚΚΚ =
−

−



















E A E A

E A E A

V V

V V

l l

l l

 
 

(3.30)

 

onde EV = E (1 - φi - φj + φi φj)1/2 é um módulo de elasticidade variável (BENJAMIN, 

1991). 

 

 A função que multiplica o módulo de elasticidade (E) na expressão de EV foi 

escolhida por BENJAMIN (1991), de forma que permita que a rigidez axial do elemento 

varie continuamente em função dos parâmetros φi e φj, já definidos na seção anterior. 
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3.4.4 Matriz de Rigidez Elasto-Plástica do Elemento de Pórtico  

 Espacial 
 

 Utilizando os mesmos coeficientes da equação (3.28), determinados em item 

anterior para os elementos de viga e o módulo de elasticidade variável do elemento de 

treliça, é possível montar a matriz completa do elemento de pórtico espacial mostrado 

na figura 3.3. 

 

 x ∆U11  ∆U10

 y

 i

 j ∆U5

 ∆U6

 ∆U4

 ∆U12

 ∆U1

 ∆U2

 ∆U3

 ∆U8

 ∆U9

 ∆U7

 z

 
Figura 3.3 - Sistema de referência e graus de liberdade do elemento de pórtico espacial. 

 
 

 A matriz de rigidez elasto-plástica do elemento de pórtico tridimensional é 

determinada através da superposição das matrizes de rigidez dos elementos de treliça 

elasto-plástica, viga elasto-plástica no plano xy, viga elasto-plástica no plano xz, e 

elemento elástico de torção. A matriz de rigidez completa do elemento de pórtico é a 

mesma apresentada por BENJAMIN (1991), a menos dos parâmetros de redução c1, c2, 

c3, c4, c5 e c6 que são definidos pela equação (3.28) e do módulo de elasticidade variável 

(EV), pois nestes parâmetros os valores de φi e φj estão elevados ao quadrado em relação 

aos considerados por BENJAMIN (1991). Desta forma, a matriz completa do elemento 

de pórtico espacial simétrica é: 
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pK =


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
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



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


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,
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K

K
K

  

(3.31)

 

onde os termos não-nulos são: 
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 Ao se multiplicar os coeficientes da rigidez axial da matriz do elemento por 

(1 - φi - φj + φi φj)1/2  está se considerando que além da rigidez à flexão, a rigidez axial 

também é afetada quando ocorre plastificação em um dos nós. 

 

3.4.5 Determinação dos Parâmetros αααα0, αααα, ββββ0 e ββββ para o Elemento de 

 Pórtico Espacial e da Superfície de Escoamento 
 

 Neste trabalho, considera-se que, apenas, o esforço normal e os momentos 

fletores, atuantes numa determinada seção, contribuem para a plastificação da mesma. 

Os parâmetros adimensionais α e β, dependentes desses esforços, determinam o grau de 

plastificação dos nós inicial “i” e final “j” do elemento, respectivamente. O nó inicial “i” 

começa a plastificar quando α for maior que α0. Analogamente, o nó final “j”, quando β 

for maior que β0. Em outras palavras, α0 e β0 são os parâmetros adimensionais que 

determinam o início de escoamento dos nós inicial “i” e final “j” do elemento, 

respectivamente. Os valores de α0 e β0 são estabelecidos por uma equação determinada 

a partir dos esforços, atuantes no nó (i ou j). Neste trabalho, esta equação, para perfis “I” 

ou “H”, é a mesma apresentada por BENJAMIN (1991), com diferença apenas do fator 

exponencial: 

 

•  Seção I: 
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 (3.32)
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1 3
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
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 (3.33)

onde: 

 P - Valor absoluto do esforço axial no elemento; 

 My - Valor absoluto do momento fletor em relação ao eixo y; 

 Mz - Valor absoluto do momento fletor em relação ao eixo z; 

 Wy - Módulo elástico da seção em relação ao eixo y; 
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 Wz - Módulo elástico da seção em relação ao eixo z; 

 Zy - Módulo plástico da seção em relação ao eixo y; 

 Zz - Módulo plástico da seção em relação ao eixo z; 

 Pn - Esforço axial de plastificação (Pn = A fy); 

 Mpy - Momento fletor de plastificação em relação ao eixo y (Mpy = Zy  fy); 

 Mpz - Momento fletor de plastificação em relação ao eixo z (Mpz = Zz  fy); 

 

sendo, 

 

 fy - Tensão de escoamento do material; 

 A - Área da seção transversal. 

 

 Os índices “i” e “j” são relativos aos nós inicial e final do elemento, 

respectivamente. LIEW & CHEN (1994) utilizam um valor fixo de 0,5 para os valores 

de α0 e β0 . 

 

•  Seção circular vazada: 
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onde, 

 W - Módulo elástico da seção; 

 Z - Módulo plástico da seção; 

 Mp - Momento de plastificação da seção (Mp = Z fy). 

 As equações (3.34) e (3.35), que determinam os valores de α0 e β0, são uma 

adaptação para seção circular vazada da equação apresentada por BENJAMIN (1991). 
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 O AISC-LRFD (1995) utiliza as seguintes equações de interação bilineares para 

o dimensionamento de um membro de seção transversal “I” ou “H” compacta e de 

comprimento nulo: 

 

P
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 Os fatores de resistência determinados pelo AISC-LRFD (1995), φb e φc, foram 

omitidos nas equações (3.36) e (3.37), mas poderiam ser incorporados no caso em que 

se desejasse um dimensionamento automático. 

 

 Segundo ORBISON (1982), superfícies poliédricas, ou multifacetadas, podem 

ser computacionalmente onerosas e ocasionalmente instáveis numericamente. Neste 

trabalho foi feita a opção pelo uso de uma única equação para a superfície de 

escoamento que apresenta uma boa aproximação das equações (3.36) e (3.37). Esta 

equação define os termos α e β, para seções “I” ou “H”: 

 

•  Seção I: 
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(3.38)
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 Os parâmetros α e β medem a magnitude dos esforços axiais (P) e momentos 

fletores (My e Mz) atuantes na extremidade do elemento, nós i e j, e portanto, a partir 
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deles determina-se o grau de plastificação da seção. Vários trabalhos que determinam 

equações para superfícies de escoamento foram escritos e a equação de α e β foi 

adaptada de DUAN & CHEN (1990) e não tem significado físico aparente, mas segue os 

propósitos para a qual foi especificada. 

 

 No caso de seção circular vazada, a superfície de escoamento, extraída, neste 

trabalho, do API-RP2A-LRFD (1993), é dada pelas equações: 

 

•  Seção circular vazada: 
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 Alguns pesquisadores, tais como, KING et al. (1991), em formulações similares, 

consideram que o elemento pode absorver acréscimo de carga axial com um momento 

plástico constante após a formação das rótulas plásticas nos extremos dos elementos. 

Porém, erros significativos podem ocorrer ao se utilizar este procedimento quando não 

se considera o endurecimento da seção. A resistência plástica última da seção 

transversal pode ser violada, o que não é aceitável para a determinação da carga última 

de colapso. Então, a partir do instante em que a função de escoamento alcança a 

superfície de plastificação o vetor de forças internas passa a ser controlado para que o 

critério de escoamento não seja violado (BENJAMIN, 1991).  

 

 Como descrito no parágrafo anterior, alguma estratégia para o retorno das forças 

nodais, nas rótulas plásticas, à superfície de escoamento no final da cada incremento de 

carga (ou iteração) deve ser implementada. Deve-se se notar, também, que tal 

procedimento satisfaz o critério de escoamento, retirando o desvio da força, porém o 

erro decorrente deste processo de retorno não é removido, ao invés, ele é reclassificado 
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como um erro de equilíbrio. Para se minimizar este erro, uma prática muito usual é se 

efetuar o retorno das forças através de uma linha, essencialmente, normal à superfície de 

escoamento, ou seja, a menor distância. 

 

 A equação da superfície de escoamento, especificamente, é igual a 1,0; enquanto 

as forças (se existir o desvio) satisfazem a equação com um termo constante menor ou 

maior que 1,0. Devido aos expoentes diferentes nas funções de escoamento, no presente 

trabalho, ocorre uma contração ou expansão não isotrópica da superfície de escoamento. 

De qualquer forma, se o desvio do ponto das forças for relativamente pequeno, a 

superfície gerada, pelas forças no elemento, se aproximará bastante da superfície de 

escoamento original. Analogamente, o vetor gradiente da função de escoamento nesse 

ponto não é, necessariamente, normal à superfície de escoamento, pelo mesmo motivo. 

Porém é, aproximadamente, normal à ela. É importante reconhecer que o modelo de 

contração ou expansão isotrópica e, até mesmo o tratamento das rótulas plásticas como 

rótulas reais elásticas, são idealizações simplificadas do verdadeiro comportamento da 

seção. 

 

 O retorno das forças nodais à superfície de escoamento pode ser realizado de 

diversas formas, descritas, em detalhe, por ORBISON (1982), LEE & BASU (1989) e 

LIEW & CHEN (1994). Portanto, a trajetória de retorno das forças é, de alguma forma, 

arbitrária. Neste trabalho, adotou-se um procedimento semelhante ao utilizado por 

BENJAMIN (1991). 

 

3.5 Vetor de Forças Internas do Elemento de Pórtico 
 

 O vetor das forças internas do elemento, considerando-se a não-linearidade 

física, é determinado utilizando-se a equação (3.42) a seguir: 

 
t+∆t R(k) = t+∆t R(k-1) + t+∆t Kp

(k) ∆u(k) (3.42)

 

onde, 
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 t+∆t R(k)   Vetor de esforços internos correspondentes à iteração k do  

   incremento de carga t+∆t; 

 t+∆t R(k-1)   Vetor de esforços internos correspondentes à iteração k-1 do  

   incremento de carga t+∆t; 

 t+∆t Kp
(k)   Matriz de rigidez não-linear física do elemento calculada na  

   iteração k do incremento de carga t+∆t; 

 ∆u(k)     Vetor de deslocamentos incrementais, na iteração k do  

   incremento de carga t+∆t. 

 

 Quando não se considera o endurecimento do material e a função de escoamento 

(α ou β) atinge ou ultrapassa o valor de plastificação, o vetor de esforços passa a ser 

controlado para que não haja violação do critério de escoamento. 

 

3.6 Endurecimento do Material (Strain Hardening) 
 

 Na maioria dos materiais metálicos, as deformações elásticas persistem, apenas, 

para deformações em torno de 0,001. Quando o material é deformado além deste ponto, 

a tensão não é mais proporcional à deformação, a lei de Hooke não é mais válida, e uma 

deformação permanente ou plástica ocorre. Para estes materiais, a transição da fase 

elástica para a plástica acontece de forma gradual. Qualquer material que tenha a 

propriedade de sofrer grandes deformações antes da ruptura é denominado de material 

dúctil. Os engenheiros, geralmente, utilizam esses tipos de materiais (dúcteis) para o 

projeto de estrututras porque eles são capazes de absorver impacto ou energia, e quando 

sobrecarregados apresentam, normalmente, grande deformação antes do colapso 

(CALLISTER, 1994). 

 

 Após o escoamento, alguns metais dúcteis se tornam mais resistentes ao 

continuarem a sofrer deformação plástica. Este fenômeno é denominado de 

endurecimento (strain hardening) ou trabalho de endurecimento (work hardening), ou 

ainda trabalho de resfriamento (cold working). Esta última designação deve-se ao fato 

de que a temperatura para a qual a deformação ocorre é baixa em relação à temperatura 

de fusão absoluta. A maioria dos metais endurece à temperatura ambiente. 
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 Um outro fenômeno importante, também, relacionado ao efeito de strain 

hardening, ocorre no caso de descarregamento quando o material está no regime 

plástico. A deformação elástica é recuperada, porém, a deformação plástica permanece 

com o módulo de elasticidade, aproximadamente, constante. Ao se aplicar, novamente, 

o carregamento, o material apresenta uma tensão de escoamento maior, e, portanto, uma 

maior resistência, o que é uma conseqüência do endurecimento (strain hardening). O 

material passa a ter uma região elástica maior e uma ductilidade menor do que tinha no 

seu estado original. 

 

 A superfície de escoamento varia em cada estágio de deformação plástica, com 

as superfícies de escoamento subseqüentes dependendo, de alguma forma, das 

deformações plásticas. Um material é dito perfeitamente plástico quando o nível da 

tensão de escoamento não depende de modo algum do grau de plastificação, geralmente, 

se considera um material perfeitamente plástico quando o patamar de escoamento é 

bastante grande, com as deformações devidas ao escoamento de 10 a 40 vezes maior que 

as de início de escoamento. Por um outro lado, se as superfícies de escoamento 

subseqüentes são uma expansão uniforme da curva de escoamento original, sem 

translação, o modelo de endurecimento é denominado de isotrópico. No caso em que as 

superfícies de escoamento subseqüentes preservam sua forma e orientação, mas 

transladam no espaço das tensões como um corpo rígido, o modelo é denominado de 

endurecimento cinemático (OWEN & HINTON, 1980). 

 

 A análise elasto-plástica, considerando o endurecimento do material, para 

estruturas aporticadas, foi estudada, por HILMY & ABEL (1985), BENJAMIN & 

EBECKEN (1985), BENJAMIN & EBECKEN (1986), UEDA & RASHED (1991), 

UEDA & FUJIKUBO (1992), CLARKE et al. (1993), ZIEMIAN (1993) e JUSTINO 

FILHO (1993), entre outros. A seguir, alguns destes estudos são comentados: 

 

 ZIEMIAN (1993), através da análise por zonas de plastificação, considera que 

após uma deformação dez vezes maior que a deformação de escoamento inicial, o 

módulo de elasticidade passa a ser 2% do módulo de elasticidade inicial (fase elástica), 

representando, desta forma, o endurecimento. Ao fazer a comparação entre as análises 
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através de rótulas plásticas, sem levar em conta o endurecimento, e por zonas de 

plastificação (plasticidade distribuída), considerada mais exata e que leva em conta o 

endurecimento do material, ZIEMIAN (1993) concluiu que a maior diferença nos 

resultados foi que, na análise por zonas de plastificação, efeitos significantes de 

endurecimento apareceram nas rótulas plásticas que se formaram nos extremos das 

vigas. Portanto, segundo o mesmo, para pórticos contraventados, compostos de 

membros compactos, a precisão da análise pode ser aumentada ao se considerar os 

efeitos do endurecimento. 

 

 BENJAMIN & EBECKEN (1986) adotam um módulo de elasticidade variável, 

relacionado com o esforço axial, de forma que o módulo de elasticidade, Ev, varia entre 

os valores E (módulo de elasticidade longitudinal) e ET (módulo de endurecimento) 

quando há endurecimento e entre E e zero, quando não há. O módulo de elasticidade, 

Ev, tem a seguinte expressão: 

 

Ev = (1 - α - β + αβ)1/2 E + (α + β - αβ)1/2 ET  (3.43)

 

onde, 

0 ≤ α ≤ 1 

0 ≤ β ≤ 1 

 

 Os parâmetros α e β são funções do esforço normal e momentos fletores atuantes 

nos nós inicial e final do elemento, respectivamente. Esses parâmetros são análogos aos 

parâmetros φi e φj, apresentados no presente trabalho. 

 

 UEDA & FUJIKUBO (1992) consideram o efeito do endurecimento, 

determinando a região plastificada no interior do elemento e concentrando o efeito de 

endurecimento plástico nos nós de extremidade do elemento. JUSTINO FILHO (1993) 

aplica este mesmo procedimento. A taxa de endurecimento nodal é obtida de forma que 

a rigidez do elemento avaliada para um nó plástico i seja equivalente a de um elemento 

com a distribuição de tensões elasto-plástica real, ou seja, o trabalho plástico nodal 

incremental é igual ao trabalho elasto-plástico incremental, produzido pela distribuição 

real de tensões no interior do elemento (JUSTINO FILHO, 1993). 
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3.7 Modificação da Matriz de Rigidez do Elemento para a  

 Consideração do Endurecimento do Material 
 

 Em diversos trabalhos (BENJAMIN & EBECKEN, 1986, UEDA & FUJIKUBO, 

1992, JUSTINO FILHO, 1993, etc.), a ductilidade do material é desprezada. O 

endurecimento, neste caso, ocorre imediatamente após a plastificação completa da 

seção. 

 

 No presente trabalho, o endurecimento do material é considerado de forma 

aproximada e simplificada, desprezando-se a ductilidade do material. Na verdade, é feita 

uma extensão da formulação não-linear elasto-plástica perfeita, apresentada no presente 

trabalho e, originalmente, por BENJAMIN (1991), para a consideração do efeito do 

endurecimento isotrópico do material através de ligações linearmente elásticas. O 

procedimento, a seguir, é análogo ao procedimento utilizado na formulação elasto-

plástica perfeita do presente trabalho. 

 

 A figura 3.4 mostra uma viga prismática com uma ligação elástica rotacional a 

uma pequena distância de cada extremidade. 

 x

 i  j

 y

 ∆u2
 ∆u4

 ∆u3 ∆u1

 L

 SE1  SE2

 
Figura 3.4 - Sistema de referência e graus de liberdade da viga com ligações elásticas. 

 

 Na figura 3.4, SE1 e SE2 são as constantes de rigidez para a ligação elástica nas 

extremidades “i” e “j” do membro, respectivamente. Uma constante deste tipo é definida 
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como o momento por rotação relativa unitária na ligação elástica  (GERE & WEAVER, 

1965). 

 

 Considerando-se, que o elemento de viga com ligações elásticas possui 

constantes de rigidez diferentes nas extremidades (SE1 e SE2), a matriz de rigidez do 

elemento de viga (Kij), com ligações elásticas, deduzida a partir da inversão da matriz 

de flexibilidade da viga (GERE & WEAVER, 1965), passa a ser: 
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onde e
E I

LSE
=

1
 e d

E I
LSE

=
2

 são parâmetros adimensionais definidos por conveniência. 

 

 A nomenclatura utilizada nas matrizes, desta seção, é a mesma utilizada nos 

itens anteriores, ou seja, E é o módulo de elasticidade longitudinal do elemento; I, o 

momento de inércia em relação ao eixo z; e L, o comprimento do elemento. 

 

 A matriz definida na equação (3.44) pode ser utilizada para representar, de modo 

aproximado, o endurecimento isotrópico do material, para o caso em que o 

endurecimento ocorre em ambos os nós do elemento, fazendo-se o parâmetro “e” igual 

ao parâmetro “d”. 

 

 Para a determinação das novas matrizes Ki e Kj, apresentadas a seguir, foi 

considerado que a partir da formação das rótulas plásticas, o material começa 

imediatamente a endurecer com módulos tangente de endurecimento elástico (E’) e 

plástico (H’) constantes, simulados através da rigidez constante da ligação elástica.  
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 Se, apenas, o nó “i” do elemento está endurecendo (Figura 3.4), enquanto o nó 

“j” permanece elástico, ou seja, SE2 tende a infinito (d = 0),  a matriz de rigidez do 

elemento Ki, tem, agora, a seguinte configuração: 
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(3.45)

 

 Caso contrário, se, apenas, o nó “j” está endurecendo e o nó “i” permanece 

elástico (e = 0), a matriz de rigidez (Kj) passa a ser dada por: 
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 Define-se, da mesma forma que foi feita em item anterior, para facilitar as 

operações algébricas, um terceiro nó “k” no meio do elemento (Figura 3.5), que não 

possui ações externas aplicadas a ele e não sofre plastificação. 
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Figura 3.5 - Sistema de referência e graus de liberdade do elemento  

de viga com três nós e ligações linearmente elásticas. 
 
 
 O elemento, então, passa a ser composto, provisoriamente, por dois sub-

elementos e sua matriz de rigidez passa a ser uma matriz 6x6, também provisoriamente. 

 

 A matriz de rigidez do sub-elemento 1 possui as duas configurações extremas 

básicas, consideradas nesta seção: matriz puramente elástica e matriz considerando o 

endurecimento do nó “i”. A diferença entre estas duas matrizes fica: 

 

∆Ki = KL - Ki (3.47)
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(3.48)

onde l é o comprimento do sub-elemento. 

 

 De forma semelhante ao caso da formulação elasto-plástica perfeita, as 

configurações intermediárias são obtidas através da seguinte expressão: 
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KE = KL - φi ∆Ki (3.49)

onde o parâmetro φi é definido pela equação (3.20), porém com α ≥ αo. 

 

 O termo φi é o parâmetro escalar que permite a redução gradual da rigidez do 

elemento associado ao efeito de plastificação do nó “i”, enquanto o referido nó está 

escoando e não está apresentando endurecimento. Este termo é igual a 0 (zero) quando o 

elemento é elástico, e a 1 (um) quando o nó “i” começa a endurecer. 

 

 Voltando a equação (3.49) tem-se que: 
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(3.50)

onde, 
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 O mesmo procedimento utilizado para o sub-elemento 1 pode ser aplicado para o 

sub-elemento 2. Assim, de forma análoga, tem-se: 

 

∆Kj = KL - Kj (3.51)
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(3.52)

onde l é o comprimento do sub-elemento. 

 

KD = KL - φj ∆Kj (3.53)

onde o parâmetro φj é definido pela equação (3.25), porém com β ≥ βo. 

 

 O termo φj, semelhante a φi, é o parâmetro escalar que permite a redução gradual 

da rigidez do elemento associado ao efeito de plastificação do nó “j”, enquanto o 

referido nó está escoando e não está apresentando endurecimento. Este termo é igual a 0 

(zero) quando o elemento é elástico, e a 1 (um) quando o nó “j” começa a endurecer. 
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 Expandindo a matriz do elemento a partir das matrizes dos sub-elementos e 

eliminando-se as linhas e colunas que correspondem aos graus de liberdade do nó 

interno “k”, através do mesmo procedimento de condensação estática utilizado em item 

anterior, a matriz de rigidez final do elemento passa a ter a mesma configuração 
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apresentada no item 3.4.2 [equação (3.27)], porém com os coeficientes indicados 

abaixo: 

 

1
2

c
f
f1

= ; 
2

3
c

f
f 1

= ; 
3

4
c

f
f 1

= ; 
4

5
c

f
f 1

= ; 
5

6
c

f
f 1

= ; 
6

7
c

f
f 1

=  
 

(3.55) 

e: 

f1 = 1 + 8 e + 8 d + 64 e d - 4 φi e - 4 φj d - 32 φi e d - 32 φj e d + 12 φi φj e d 
 

f2 = 1 + 8 e + 8 d + 64 e d - 7 φi e - 7 φj d - 56 φi e d - 56 φj e d + 48 φi φj e d 
 

f3 = 1 + 8 e +8 d + 64 e d - 8 φi e - 6 φj d - 64 φi e d - 48  φj e d + 48 φi φj e d 
 

f4 = 1 + 8 e + 8 d + 64 e d - 6 φi e - 8 φj d - 48 φi e d - 64 φj e d + 48 φi φj e d (3.56) 

 
f5 = 1 + 8 e + 8 d + 64 e d - 8 φi e - 5 φj d - 64 φi e d - 40 φj e d + 40 φi φj e d 

 
f6 = 1 + 8 e + 8 d + 64 e d - 5 φi e - 8 φj d - 40 φi e d - 64 φj e d + 40 φi φj e d 

 
f7 = 1 + 8 e + 8 d + 64 e d - 8 φi e - 8 φj d - 64 φi e d - 64 φj e d + 64 φi φj e d 

 

 Deve-se notar que: 

 

 (1) Quando φi = φj = 0, ambos os nós extremos “i” e “j” estão em regime  

  completamente elástico. 

 (2) Quando 1 > φi > 0 e 1 > φj > 0 a matriz KV leva em conta os efeitos de  

  plastificação parcial em ambos os nós extremos “i” e “j” do elemento. 

 (3) Quando φi = 0 e 1 > φj > 0, o nó “i” está elástico e o “j” está parcialmente  

  plastificado. 

 (4) Quando φj = 0 e 1 > φi > 0, o nó “j” está elástico e o “i” está parcialmente  

  plastificado. 

 (5) Quando φj = 0 e φi ≥ 1, o nó “j” está elástico e o “i” está em regime de  

  endurecimento. 

 (6) Quando φi = 0 e φj ≥ 1, o nó “i” está elástico e o “j” está em regime de  

  endurecimento. 

 (7) Quando φj ≥ 1 e 1 > φi > 0, o nó “j” está em regime de endurecimento e o  

  “i” está parcialmente plastificado. 
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 (8) Quando φi ≥ 1 e 1 > φj > 0, o nó “i” está em regime de endurecimento e o  

  “j” está parcialmente plastificado. 

 (9) Quando φi ≥ 1 e φj ≥ 1, ambos os nós extremos “i” e “j” estão em regime  

  de endurecimento. 

 

 Os valores de φi e φj maiores que 1 (um) servem apenas para indicar que o nó 

inicial e final do elemento estão em regime de endurecimento, pois em todas as 

equações deste item φi e φj são igualados a um quando os mesmos ultrapassam este 

valor. 

 

 Uma observação interessante é que quando “d” e “e” são nulos na matriz 

apresentada na equação (3.44), obtém-se a matriz elástica do elemento apresentada na 

equação (3.12). Quando “d” é igual a zero e “e” tende a infinito, obtém-se a matriz da 

equação (3.13), encontrada por BENJAMIN (1991), quando apenas uma rótula plástica 

se forma no nó i. De forma análoga, quando “d” tende a infinito e “e” é igual a zero, 

obtém-se a matriz da equação (3.14), quando apenas uma rótula plástica se forma no nó 

j. Por fim, quando “d” e “e” tendem a infinito, obtém-se a matriz, com todos os seus 

coeficientes nulos, apresentada na equação (3.15), quando rótulas plásticas se formam 

nos dois nós do elemento. 

 

 A matriz de rigidez completa do elemento de pórtico espacial, que considera os 

efeitos de plastificação e endurecimento, é a mesma apresentada no item 3.4.2 [equação 

(3.27)], a menos dos coeficientes c1, c2, c3, c4, c5 e c6, que passam a ser definidos através 

das equações (3.55) e (3.56). 

 

 Quando o endurecimento do material é considerado e a função de escoamento (α 

ou β ) atinge ou ultrapassa o valor de plastificação, o controle do vetor de esforços não é 

efetuado e o nó pode continuar absorvendo esforços. 
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Capítulo 4 

Estratégias de Solução do Problema Não-Linear 
 

4.1 Introdução 
 

 Uma forma de representação gráfica da resposta não-linear de uma estrutura 

consiste no traçado de um diagrama carga-deslocamento, onde a abscissa corresponde a 

uma componente de deslocamento (ou rotação) de um nó selecionado, e a ordenada 

representa o parâmetro de carga. 

 

 Uma curva suave apresentada num diagrama carga-deslocamento é chamada de 

trajetória de equilíbrio (figura 4.1); cada ponto numa trajetória de equilíbrio representa 

uma configuração de equilíbrio estático. 

 

Trajetória de Equilíbrio

Carga

Deslocamento  
 

Figura 4.1 - Trajetória de Equilíbrio 

 

 A configuração em relação à qual as cargas e os deslocamentos são medidos, que 

pode ser, por exemplo, a origem da trajetória de equilíbrio, é chamada de configuração 

de referência. A trajetória que passa por essa origem é chamada de trajetória 

fundamental de equilíbrio (figura 4.2). Esta trajetória fundamental se estende da 

configuração de referência a uma configuração que corresponde a um ponto crítico 

(figura 4.2). Podemos definir dois tipos de pontos críticos:  
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 •  Pontos limites (figura 4.2), para o qual a tangente à curva de equilíbrio é  

  horizontal, ou seja, é paralela ao eixo dos deslocamentos e; 

 

Carga

Deslocamento

Ponto Crítico

Trajetória
Secundária

Trajetória
Fundamental

 
 

Figura 4.2 - Trajetória de Equilíbrio e Ponto Crítico 

 

 •  Pontos de bifurcação (figura 4.3), a partir do qual derivam duas ou mais  

  trajetórias de equilíbrio. 

 

λ

θ 
 

Figura 4.3 - Ponto de Bifurcação 

 

 De modo geral, uma configuração de equilíbrio pode ser estável ou instável. 

Configurações estáveis ocorrem com o aumento da carga e do deslocamento; 

configurações instáveis podem ocorrer com a diminuição da carga e com o aumento do 

deslocamento, ou com a diminuição da carga e do deslocamento. Este último 

comportamento é comumente denominado de salto sob controle de deslocamento (snap-

back) e determina um ponto limite de deslocamento. 
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 Embora, muitas vezes, a resposta da análise de uma estrutura antes de se 

alcançar pontos críticos seja suficiente para os propósitos de projeto, a determinação da 

resposta no intervalo pós-crítico é essencial quando se deseja estudar o comportamento 

da estrutura no domínio de grandes deslocamentos (BELLINI & CHULYA, 1987, 

CRISFIELD, 1991). 

 

 A solução de problemas não-lineares é usualmente obtida através da utilização 

de combinação de esquemas incrementais e iterativos. Técnicas de solução apropriadas 

devem ser capazes de superar os problemas numéricos associados com o 

comportamento não-linear. No contexto da implementação computacional, devem ter a 

capacidade de detectar pontos críticos, tais como pontos limites e pontos de bifurcação, 

e seguir a trajetória de equilíbrio além dos pontos críticos. Problemas com salto 

dinâmico sob controle de carga (snap-through), mostrado na figura 4.4 e salto sob 

controle de deslocamento (snap-back), figura 4.5, devem ser tratados por estes técnicas. 

 

 

u

λ

 
Figura 4.4 - Salto dinâmico sob controle de carga (Snap-Through) 
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λ

u  
Figura 4.5 - Salto sob controle de deslocamento (Snap-Back) 

 

 

 Além disso, de acordo com YANG & SHIEH (1990), estes métodos devem: 

 

•  Ser auto-adaptativos na mudança do sentido de crescimento da carga nos pontos 

 limites. 

•  Manter a estabilidade numérica das iterações em todas as regiões. 

•  Ajustar automaticamente os tamanhos dos passos para retratar a variação na  

 rigidez da estrutura. 

 

 Diversos procedimentos de solução têm sido propostos para se traçar as 

trajetórias de equilíbrio até e além dos pontos críticos. Muitos são baseados em 

variantes do método de Newton-Raphson, e incorporam diferentes técnicas, tais como: 

técnicas de controle de deslocamento, de controle de energia, técnicas do tipo arc-length 

ou comprimento do arco constante e a técnica do controle de deslocamento generalizado 

(GDCM). 

 

 Os aspectos gerais dos métodos e técnicas mencionados anteriormente, suas 

vantagens e desvantagens, e suas formulações matemáticas, foram documentados por 

YANG (1984), YANG & SHIEH (1990), CLARKE & HANCOCK (1990), CRISFIELD 

(1991), HELLWEG & CRISFIELD (1998), entre outros. 

 

 

4.2 Método de Newton-Raphson 
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 Muitos dos métodos de resolução (solvers) de sistemas não-lineares são 

variações do método de Newton-Raphson. Os mais empregados são o método de 

Newton-Raphson Padrão (NRP) e o método de Newton-Raphson Modificado (NRM). 

Uma descrição destes métodos pode ser encontrada nas seguintes referências: OWEN & 

HINTON (1980), COOK et al. (1989), CRISFIELD (1991), BATHE (1996), entre 

outras. A diferença básica entre eles é que, no NRP, a matriz de rigidez tangente é 

atualizada a cada iteração, ao passo que no NRM, a matriz de rigidez tangente é mantida 

constante durante um incremento ou um conjunto de incrementos. 

 

 Embora os métodos de Newton-Raphson sejam poderosos e bastante utilizados, 

eles não são inerentemente robustos e requerem experiência do usuário quando a análise 

se processa em regiões próximas a singularidades e na escolha dos parâmetros 

associados aos incrementos de carga, número de iterações, tolerâncias, etc. 

 

4.3 Técnica do Controle de Carga 
 

 A técnica do controle de carga consiste em manter o parâmetro de carga λ 

sempre positivo e constante ao longo de um ciclo iterativo de um incremento de carga, 

ou seja, ∆λ(k) = 0. Neste caso, acima do ponto limite, o incremento de carga não 

proporciona o retorno à trajetória de equilíbrio, sendo, portanto, tal estratégia útil, para 

análise até o ponto limite para curvas do tipo apresentado na figura 4.2. De forma que 

pontos na trajetória fundamental, até o ponto crítico, podem ser determinados; 

entretanto, tal estratégia não permite a determinação de pontos na trajetória secundária.  

 A equação de restrição é, simplesmente, t + ∆t λ = cte., o que equivalente a fazer 

∆λ(k) = 0. A hipersuperfície é definida por um hiperplano normal ao eixo λ. 

 

4.4 Técnica do Controle de Deslocamento 
 

 A técnica do controle de deslocamento foi desenvolvida por BATOZ & DHATT 

(1979). Esta técnica consiste em controlar não o incremento do parâmetro de carga, λ, 
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mas sim uma determinada componente “j” do vetor de deslocamento (u(k)
(j) ), que é 

escolhida como a variável independente. 

 

 As expressões básicas do esquema incremental-iterativo podem ser escritas da 

forma (BATOZ & DHATT, 1979): 

 
t+∆t K(k-1) δu(k) = t+∆t λf - t+∆t R(k-1) (4.1)

 
t+∆t u(k) = t+∆t u(k-1) + δu(k) (4.2)

 

∆u(k) = ∆u(k-1) + δu(k) (4.3)

 

onde, 

 K é a matriz de rigidez tangente;  

 f é o vetor de cargas externas; 

 R é o vetor de esforços internos; 

 δu é a variação do incremento de deslocamentos de uma iteração para outra; 

 λ é o parâmetro de carga; 

 u é o vetor de deslocamentos totais, e; 

 ∆u é vetor de deslocamentos incrementais. 

 

 Considerando-se que λ passa a ser uma incógnita e varia ao longo das iterações, 

tem-se para as equações de equilíbrio: 

 
t+∆t K(k-1) δu(k) = t+∆t λ(k)f - t+∆t R(k-1) (4.4)

 

e, 

 
t+∆t λ(k) = t+∆t λ(k-1) + δλ(k) (4.5)

 

∆λ(k) = ∆λ(k-1) + δλ(k) (4.6)
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como condições iniciais de um incremento, tem-se: 

 
t+∆tλ(0) = tλ; ∆λ(0) = 0 (4.7)

 

 O parâmetro de carga δλ(1) é também uma condição inicial, pois define o valor 

do parâmetro de carga para a primeira iteração na equação (4.5). O valor de δλ(1) deve 

ser determinado a partir do valor do incremento da componente de deslocamento ∆uj , 

como será demonstrado a seguir. 

 

 Substituindo a equação (4.5) na equação (4.4) e exprimindo o resultado em 

função de δu(k) , chega-se a: 

 

δu(k) = δu’(k) + δλ(k) δu’’(k) (4.8)

 

onde, 

 

δu’(k) = (t+∆t K(k-1))-1 [t+∆t λ  (k-1) f - t+∆t R(k-1)] (4.9)

    

e, 

 

δu’’(k) = (t+∆t K(k-1))-1 f (4.10)

 

 Observa-se que: 

 

 •  A parcela δu’(k), obtida a partir do vetor de resíduos, corresponde à  

  variação dos deslocamentos incrementais que seria obtida com a técnica  

  tradicional de parâmetro de carga constante (onde δλ(k) = 0). Na  

  implementação computacional costuma-se desprezar esta parcela na  

  primeira iteração, já que é calculada com o resíduo da última iteração do  

 incremento anterior, que é próximo de zero dentro da tolerância  

  especificada para o processo iterativo. 

 



 81

 •  A parcela δu’’(k), obtida a partir do vetor com a distribuição espacial do  

  carregamento (vetor de referência), costuma ser chamada de vetor de  

  deslocamentos tangentes. Com o método de Newton-Raphson  

  modificado, esta parcela se mantém constante ao longo do ciclo iterativo. 

 

 

 Uma equação de restrição deve ser introduzida para compensar a incógnita 

adicional λ. Para a técnica do controle de deslocamento esta equação escreve-se: 

 
( ) ( )k j∆u = cte. = j∆u  (4.11)

 

que pode ser escrita da forma: 

 
( ) ( )k j∆u = ( ) ( )( ) ( )k kj j− +1∆u uδ  = j∆u  (4.12)

 

ou 

 
( ) ( )k j− +1∆u  δu’(k) (j) +  δλ(k) δu’’(k) (j)  = j∆u  (4.13)

 

de onde se chega à expressão que permite obter  valor da incógnita adicional δλ(k): 

 

( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

( )
k

j
k k

k

j j

j
δλ

δ

δ
=

− − ′

′′

−
∆ ∆u

1u u

u
 (4.14)

 

 Para a primeira iteração: 

 

( )
( ) ( )

1
1δλ

δ
=

′′
j

j
∆u

u
 (4.15)

 

 A técnica de controle de deslocamento é muito útil quando se deseja passar por 

pontos limites de trajetórias que apresentam saltos dinâmicos sob controle de carga 
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(snap-through), porém não funciona com pontos limites de deslocamento em trajetórias 

que apresentam saltos sob controle de deslocamento (snap-back). 

 

4.5 Técnica do Controle de Energia 
 

 A técnica do controle de energia é uma ferramenta muito poderosa na resolução 

de problemas não-lineares. Esta técnica foi proposta, independentemente, por BATHE 

& DVORKIN (1983) e YANG & MCGUIRE (1986), porém estes últimos foram os 

primeiros a apresentar uma descrição formal. Ao invés de usar incrementos de carga, 

como nas implementações tradicionais do método de Newton-Raphson, ou incrementos 

de deslocamentos, como no caso da técnica do controle de deslocamentos, esta técnica 

utiliza incrementos de energia, ou seja, incrementos de carga e deslocamento, 

simultaneamente. O bom desempenho desta técnica para a análise de pontos limites e do 

comportamento snap-through foi amplamente documentado por YANG (1984). 

Entretanto, ela ainda apresenta algumas dificuldades com pontos de bifurcação e o 

comportamento snap-back. 

 

4.6 Técnica do Comprimento de Arco Constante (Arc-Length  

 Method) 
 

 A técnica do comprimento do arco constante foi originalmente proposta por 

WEMPNER (1971) e RIKS (1972) para estruturas geometricamente não-lineares. 

Subseqüentes modificações apresentadas por CRISFIELD (1981) e RAMM (1981) a 

tornaram bastante simples para a implementação em um programa de elementos finitos. 

 

 A idéia básica deste método é tratar o parâmetro de carga como uma variável 

adicional, controlando não o incremento do parâmetro de carga, nem o incremento de 

uma determinada componente j do vetor de deslocamento ∆u(k)
(j), mas sim o 

comprimento do vetor [no espaço (u, λ) de dimensão n+1] que une o ponto conhecido 

da trajetória ao ponto incógnito desejado, ou seja, a corda do arco da trajetória a ser 

determinada. Para equilibrar o número de equações e o número de incógnitas, uma 

equação de restrição é somada às equações de equilíbrio originais, dada por: 
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2 2
α β∆λ∆ ∆u f++++ ====2 2l  (4.16)

 

onde ∆u é vetor de deslocamento incremental, ∆λ é o incremento do parâmetro de 

carga, f é o vetor de carga de referência, ∆l é a corda do arco, α e β são fatores de escala 

ou de ponderação ajustáveis que podem ser empregados para homogeneizar as 

dimensões e a magnitude numérica das parcelas da equação (considerando termos de 

carga e deslocamento, translações e rotações, etc.). A figura 4.6 mostra a interpretação 

geométrica da técnica do controle do arco constante aplicada a um problema de um grau 

de liberdade. A equação de restrição define uma superfície, muitas vezes denominada de 

hipersuperfície de restrição. As iterações de equilíbrio são executadas ao longo desta 

superfície. 

 

 Há diferentes versões da técnica do controle do arco constante, correspondendo a 

diferentes valores atribuídos aos fatores de escala α e β. Por exemplo: 

 

 •  Técnica do comprimento de arco elíptico - Esta é a forma mais geral da técnica 

do controle do arco constante. A equação de restrição (que representa uma elipsóide no 

espaço tridimensional) é dada pela equação (4.16). 

 

 •  Técnica do comprimento de arco esférico - Neste caso, a equação de restrição 

representa uma esfera no espaço tridimensional e é dada por (CRISFIELD, 1981): 

 
2 2 2 2( ) ( )k k∆ ∆λ ∆u f+ = l  (4.17)

 

 Isto corresponde a tomar, na expressão geral definida anteriormente [equação 

(4.16)], α = β = 1. 

 

 •  Técnica do comprimento de arco cilíndrico - A equação de restrição representa 

um cilindro no espaço tridimensional e é dada por: 
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2 2( )k∆ ∆u = l  (4.18)

 

o que corresponde a tomar, na expressão geral definida anteriormente [equação (4.16)], 

α = 1 e β = 0. 

 

λ

u

∆λ
(2

)

δλ(2)

δu(1)

u(0),λ(0)( )

u(0)t+∆tu =t

λ(0)t+∆tλ =
t

∆u(3)
∆u(2)

∆u(1)

δu(2) δu(3)

= 
δλ

(1
)

∆λ
(1

)

∆λ
(3

)

u(1),λ(1)( )

u(2),λ(2)( )

u(n),λ(n)( )δλ(3)

∆ l

 
Figura 4.6 - Interpretação geométrica da técnica do controle do arco  

constante aplicado a um problema de um grau de liberdade 

 

 •  Técnica do comprimento de arco linearizado - Neste caso, as iterações são 

efetuadas em um plano tangente, que pode ser constante, técnica do plano normal 
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constante (figura 4.7) ou atualizado em cada iteração, técnica do plano normal 

atualizado (figura 4.8). 

 

λ

u
 

Figura 4.7 - Comprimento de arco linearizado - Riks (plano normal constante) 
 

λ

u
 

Figura 4.8 - Comprimento de arco linearizado - Ramm (plano normal atualizado) 

 
 A técnica do plano normal constante emprega a equação de restrição esférica 

apenas na primeira iteração de cada incremento. Nas iterações seguintes, toma-se uma 

expressão que considera quantidades iterativas (da primeira iteração e da iteração 

corrente), ao invés de tomar as quantidades incrementais atualizadas. A versão 
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linearizada da equação de restrição, correspondente à técnica do plano normal constante, 

é dada por: 

 

δu(1)Tδu(k) + δλ(1) δλ(k) fT f = 0 (4.19)

 

onde δu(k) é o vetor de deslocamento da iteração k e δλ(k) é o parâmetro de carga da 

iteração k. Isto equivale a fazer com que a solução de cada iteração (δu(k), δλ(k)) seja 

ortogonal à solução da primeira iteração (δu(1), δλ(1)), ou à solução predita. A 

hipersuperfície de restrição é, então, um hiperplano normal à tangente da trajetória de 

equilíbrio no ponto correspondente à última configuração conhecida. 

 

 A técnica do plano normal atualizado, proposta por RAMM (1981), consiste em 

substituir a solução da primeira iteração pela solução incremental da iteração anterior: 

 

∆u(k-1)Tδu(k) + ∆λ(k-1) δλ(k) fT f = 0 (4.20)

 

 Neste caso, o hiperplano de restrição é normal a uma secante que passa pela 

solução incremental da iteração anterior, e não mais à tangente da trajetória de 

equilíbrio. Ao contrário da proposta original de RIKS (1972), o plano normal é 

atualizado em cada iteração. 

 

 Embora a versão linearizada seja mais fácil de implementar, ela não é tão robusta 

quanto a versão original não-linear (ou quadrática) da técnica do controle do arco 

constante, pois tem sido observado que as técnicas quadráticas são mais estáveis e 

convergem mais facilmente do que as versões linearizadas. 

 

 O sistema de equações completo (de ordem “n+1”) é dado por: 

 

K f
u

u R
(1)Tδ δλ

δ
δλ(1)

( )

( )

( )
















= −







k

k

k

0
 (4.21)

onde R(k) é o vetor de carga desequilibrado e K é matriz de rigidez tangente. Percebe-se 

que mesmo que a matriz de rigidez tangente seja singular, a matriz total pode não ser. 
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Esta é uma das razões pela qual esta técnica é muito eficiente para se encontrar pontos 

limites. 

 

 De acordo com BATOZ & DHATT (1979), a solução do sistema de equações 

[equação (4.21)], que passa a ser não-simétrico, é obtido através da decomposição do 

vetor de deslocamento em dois termos, em um procedimento semelhante ao apresentado 

na descrição da técnica de controle de deslocamento [equações (4.8) a (4.10)], obtendo-

se: 

 

δu(k) = (t+∆t K(k-1))-1 [(t+∆t λ  (k-1)  + δλ(k)) f - t+∆t R(k-1)] (4.22)

 

ou seja, 

 

δu(k) = (t+∆t K(k-1))-1 [(t+∆t λ  (k-1) f - t+∆t R(k-1)  +  δλ(k) f] (4.23)

 

δu(k) = δu’(k) + δλ(k) δu’’(k) (4.24)

 

onde, 

 

δu’(k) = (t+∆t K(k-1))-1 [t+∆t λ  (k-1) f - t+∆t R(k-1)] (4.25)

    

e, 

 

δu’’(k) = (t+∆t K(k-1))-1 f (4.26)

 

 A primeira parcela da equação (4.24) corresponde à variação dos deslocamentos 

incrementais que se obtém utilizando-se a técnica do controle de carga, e a segunda, é a 

solução tangente. 

 

 A substituição da equação (4.22) na equação de restrição linearizada da técnica 

do controle do arco constante [equação (4.19)] torna possível a determinação de δu(k) e 

δλ(k). O vetor dos deslocamentos totais é atualizado, e o novo vetor de carga 
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desequilibrado é calculado. Iterações são efetuadas até que o critério de convergência 

adotado seja satisfeito. 

 

4.6.1 Técnica do Comprimento de Arco Cilíndrico 
 

 Quando a equação (4.22) é substituída na equação de restrição geral não-linear 

da técnica do comprimento de arco [equações (4.16) a (4.18)], obtém-se uma equação 

quadrática, em termos de δλ(k): 

 

A [δλ(k)] 2 + B δλ(k) + C = 0 (4.27)

cujos coeficientes são dados, no caso da técnica do comprimento do arco cilíndrico, por: 

 

A = 
2( )kδu''  (4.28)

 

B = 2 1δ δu'' u u'( ) ( )( ( ) )k T kk− +∆  (4.29)

 

C = 
2

21 ( )( ) kk− + −∆ ∆u u'δ l  
 

(4.30)

 

 Em geral, a raiz escolhida é aquela que corresponde à menor mudança na direção 

do vetor de deslocamento da iteração k em relação ao vetor de deslocamento anterior 

(BELLINI & CHULYA, 1987, CRISFIELD, 1983), o que equivale  a determinar o 

menor ângulo entre as duas soluções, prevalecendo a que conduzir à maior projeção do 

vetor de deslocamento incremental atual sobre a direção do vetor do deslocamento 

incremental da iteração anterior ou o maior valor para cos θ nas equações (4.31) e 

(4.32), a seguir: 

 

cos θ1 = ∆u(k-1)T (∆u(k))1 (4.31)

cos θ2 = ∆u(k-1)T (∆u(k))2 (4.32)
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 LAM & MORLEY (1992) apresentaram uma metodologia para se lidar com as 

raízes complexas que podem aparecer na equação quadrática mencionada anteriormente. 

Uma vantagem das versões linearizadas é que, quando K é positiva, a obtenção de δλ(k) 

não passa pela solução de uma equação quadrática, e portanto, não existe o problema da 

escolha da raiz apropriada. 

 

4.6.2 Determinação do Sinal do Incremento Inicial do Parâmetro de  

 Carga 
 

 O sinal do parâmetro de incremento de carga na primeira iteração de cada passo 

deve ser determinado de acordo com algum critério, pois a escolha errada deste sinal 

conduzirá à convergência em pontos previamente calculados. Um dos critérios mais 

empregados é o que utiliza o sinal do determinante da matriz de rigidez corrente para 

determinar o sinal do incremento de carga. Este procedimento funciona muito bem na 

maioria dos casos, porém em alguns casos o critério falha, por exemplo, quando 

solucionadores iterativos são empregados com procedimento incremental-iterativos em 

técnicas de continuação (FENG et al., 1997, FENG et al., 1996). No presente trabalho, o 

sinal do incremento de carga inicial foi determinado a partir do produto interno, 

(t δu’’(1))T
•  (t+∆t δu’’(1)), ou seja, o sinal do produto interno do deslocamento tangente da 1a 

iteração do penúltimo passo pelo deslocamento tangente, na 1a iteração do passo atual. 

Quando o sinal deste produto interno é negativo significa que um ponto limite foi 

ultrapassado e, então, o sinal do parâmetro de carga é modificado. 

 

4.6.3 Controle do Deslocamento Tangente 

 

 Um outro ponto importante é que existe a possibilidade de que o deslocamento 

tangente tenda a infinito em pontos próximos a um ponto limite da trajetória de 

equilíbrio. Para evitar que isto ocorra, pode-se limitar este deslocamento a um valor 

máximo δu’’
máx (KRENK, 1995), de forma que se || δu’’|| > δu’’

máx, então: 

 

δλ
δ

δ
δλ= u

u
''max

''
( )1  (4.33)
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 O valor de δu’’
max pode ser considerado como um múltiplo do deslocamento 

tangente da primeira iteração do primeiro passo, 1δu’’(1). 

 

4.6.4 Estratégia de Incremento Automático do Parâmetro de Carga 

 

 Uma estratégia adaptativa que pode ser muito útil no emprego da técnica de 

controle de carga ou das técnicas do controle do arco constante é a determinação 

automática da variação do parâmetro de carga inicial, δλ(1), para a definição do valor do 

parâmetro de carga para a primeira iteração, t + ∆t λ(1), que consiste em, ao final de cada 

passo da análise, monitorar o número de iterações requeridas para a convergência (Nit) 

da técnica iterativa, e comparar este número com um valor ótimo (Not), calculando-se a 

razão: 

 

ξ = otN

itN
 

 

(4.34)

 

 Através desta monitoração, calcula-se δλ(1) para o passo de carga seguinte, 

afetando o valor atual pelo coeficiente ξ elevado a uma potência ζ: 

 
t + ∆t δλ(1) = ξζδλ(1) (4.35)

 

 Valores típicos para Not podem variar, por exemplo, entre 3 e 10; para o 

expoente ζ adota-se, geralmente, os valores 1 (CRISFIELD, 1981) e 1/2 (RAMM, 1982 

e CRISFIELD, 1991). Esta estratégia adaptativa exige do analista apenas a definição da 

variação do incremento do parâmetro de carga para o primeiro incremento da análise. 

 

 Uma visão geral das diversas estratégias adaptativas existentes na literatura é 

apresenta por JOAQUIM (2000). 

 

 CRISFIELD (1983), SCHWEIZERHOF & WRIGGERS (1986), BELLINI & 

CHULYA (1987), YANG & SHIEH (1990), LAM & MORLEY (1992), JOUGLARD 
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(1993), ALVES (1995), SILVEIRA (1995), FENG et al. (1996) e SILVA (1996) 

apresentam, também, uma descrição sobre a técnica do controle do arco constante e suas 

diferentes versões. 

 

4.7 Técnica do Controle de Deslocamento Generalizado (GDCM) 
 

 A técnica do controle de deslocamento generalizado (generalized displacement 

control method) foi apresentada por YANG & SHIEH (1990) e é uma  técnica 

alternativa à do comprimento do arco constante, uma vez que a solução não passa pela 

solução de uma equação do segundo grau, contornando os problemas de escolha da raiz 

apropriada e da presença de raízes complexas que podem ocorrer na técnica do controle 

do arco constante. 

 

 A técnica consiste na utilização de um parâmetro geral de rigidez (GSP), 

definido a seguir: 

 

GSP
T

t T t t

= u u

u u

1 1δ δ

δ δ

'' ''

'' ''

(1)
(1)

(1) (1)

•

•
+ ∆

 (4.36)

 

 O parâmetro do incremento de carga é calculado por: 

 
t t GSP+ =∆ δλ δλ( ) ( )1 1 1  (4.37)

 

 Ainda, a mudança de sinal do parâmetro GSP serve como um bom indicador 

para a mudança do sentido de crescimento da carga, pois o mesmo é negativo somente 

nos incrementos da carga imediatamente após a passagem por pontos limites. 

 

 A seguir, é apresentado o algoritmo para a presente técnica: 

 

 1) Determinar um valor para o parâmetro de carga inicial δλ(1). 

 2) Para a primeira iteração (k = 1), em qualquer passo t + ∆t: 
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  a) Determinar a matriz de rigidez t + ∆t K (0). 

  b) Resolver as equações de equilíbrio t + ∆t K (0) δu’’(1) = f, para  

   t + ∆t δu’’(1). No primeiro incremento, fazer GSP = 1. Do segundo  

   em diante usar a equação (4.36) para determinar GSP. 

  c) Do segundo passo em diante, usar a equação (4.37) para  

   determinar t + ∆t δλ(1). 

  d) Verificar o sinal de GSP. Se GSP < 0, multiplicar t + ∆t δλ(1) por -1  

   para mudar o sentido de crescimento do parâmetro de carga. 

  e)  Calcular o deslocamento usando a equação a seguir:  

 

δu(1) = δu’(1) + δλ(1) δu’’(1) (4.38)

 

 3) Para as próximas iterações (k ≥ 2): 

  a) Determinar o vetor das forças em desequilíbrio, utilizando a  

   equação: 

 
t+∆t λ  (k-1) f - t+∆t R(k-1) (4.39)

   

  b) Atualizar (ou não) a matriz de rigidez t + ∆t K (k-1). 

  c) Resolver as equações (4.25) e (4.26). 

  d) Utilizar a seguinte equação, para calcular t + ∆t δλ(k): 

 

t t k
T t

t T t t

t t+ +

+

− •

•

∆ ∆

∆

δλ δ δ

δ δ

( ) = u u

u u

'' '

'' ''

(1)
(k)

(1) (k)

 (4.40)

 

  e) Calcular os deslocamentos δu(k), para a iteração atual, utilizando a  

   equação (4.24). 

 4) Atualizar as forças nos elementos, nível de carga e geometria. 

 5) Repetir os passos 3) e 4) até que a precisão desejada seja alcançada. 
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 6) Se o número de incrementos ou a carga total não excederem os valores  

  permitidos, voltar ao passo 2) para o próximo incremento de carga. Caso  

  contrário, parar o procedimento. 

 

 A técnica descrita funciona muito bem, porém deve-se atribuir um valor muito 

pequeno para o parâmetro de carga inicial, o que leva, dependendo do problema 

estudado, a um número grande de incrementos de carga. 

 

4.8 Critérios de Convergência 
 

 Em qualquer processo iterativo, a solução não é exata, ou seja, é calculada 

aproximadamente. Portanto, alguns limites de tolerância devem ser determinados para a 

interrupção do processo. Freqüentemente, o critério utilizado envolve a norma da 

variação do incremento dos deslocamentos na iteração k, corrente, δu(k), pela norma dos 

deslocamentos totais, ou seja: 

 

( )

( )

k

k d
δ

ε
u

+ ut t∆
≤  (4.41)

onde εd é a tolerância para os deslocamentos, uma porcentagem muito pequena dos 

deslocamentos totais. O denominador desta expressão contém a aproximação corrente 

para os deslocamentos t + ∆tu(k). 

 

 Pode-se utilizar, também, a norma dos resíduos da iteração corrente pela norma 

do resíduo da primeira iteração. Desta forma, tem-se: 
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k
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∆

∆

R

R 0
≤ ε  (4.42)

onde, de forma equivalente, εr é a tolerância para os resíduos, uma porcentagem muito 

pequena do resíduo inicial. 
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 Erros podem ocorrer, em circunstâncias especiais, no caso da utilização de 

apenas um destes tipos de verificação. Além disso, o erro devido à solução das equações 

discretas e não-lineares é aditivo ao erro devido à discretização, os quais são mais 

adequadamente medidos através de uma norma de energia. Portanto, de modo geral, 

além do uso de ambos os critérios já descritos, é recomendável se utilizar, também, a 

verificação da norma de energia: 
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onde εe é da ordem do erro admissível para discretização. 

 

 É importante salientar ainda, que os valores das tolerâncias descritos devem ser 

estabelecidos de modo a equilibrar a precisão de resultados com o custo computacional, 

levando-se em consideração que valores muito altos podem levar a resultados pouco 

precisos e, em contrapartida, valores muito baixos, à uma precisão exagerada e 

desnecessária, com custos computacionais excessivos. 
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Capítulo 5 

Estratégias da Análise  
 

5.1 Critério de Refinamento de Malha 
 

 Para a correta representação do comportamento pós-crítico dos membros que 

compõem uma estrutura reticulada, não é suficiente adotar a prática usual na análise 

linear, com a utilização de apenas um elemento de pórtico para discretizar cada 

membro. Ao contrário, é necessário proceder o refinamento desta discretização, de 

modo que vários elementos de pórtico representem um membro estrutural, como uma 

perna (chord) ou diagonal (brace) de uma jaqueta offshore. 

 

 Um sistema computacional para a análise não-linear de colapso baseado no 

Método dos Elementos Finitos deve dispor de algum tipo de critério para efetuar tal 

refinamento. Os critérios mais simples deixam por conta do usuário o estabelecimento 

de um número de segmentos pelo qual cada elemento de uma determinada região deve 

ser subdividido, e de limites para o comprimento de um elemento resultante do 

refinamento, de modo a não exceder determinados valores mínimos e máximos. 

 

 Alternativamente, o usuário pode determinar um comprimento de segmento 

aproximado, de modo que o número de segmentos, pelo qual cada membro de uma 

determinada região deve ser subdividido, seja igual ao número inteiro mais próximo do 

resultado da divisão do seu comprimento pelo comprimento de segmento aproximado. 

 

 Um critério mais automático, sugerido por BENJAMIN et al. (1997) E 

BENJAMIN et al. (1999), consiste na utilização de um determinado índice de esbeltez 

que determina se um elemento de uma determinada região é muito esbelto, esbelto ou 

não esbelto. De acordo com esta classificação é determinado o número pelo qual cada 

elemento deve ser dividido, respeitando-se, também, determinados comprimentos 

limites para evitar que o comprimento do elemento resultante do refinamento seja muito 

pequeno ou muito grande. 
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5.2 Imperfeições Geométricas Iniciais 
 

5.2.1 Introdução 

 
 As imperfeições físicas (tensões residuais, por exemplo) estão associadas às 

imperfeições geométricas que ocorrem nas estruturas reais quando estas são fabricadas. 

A presença de imperfeições iniciais geométricas deve ser considerada na análise não-

linear de estruturas esbeltas porque a capacidade de tais estruturas, geralmente, é 

reduzida devido à presença dessas imperfeições. Este fenômeno está ligado ao fato de 

que o comportamento de algumas estruturas que apresentam pontos críticos em sua 

trajetória de equilíbrio é altamente sensível à existência de pequenas imperfeições. 

 

 Os efeitos da distribuição da plasticidade e de imperfeições geométricas devem 

ser, então, representados de uma forma apropriada nas análises baseadas em rótulas 

plásticas de estruturas esbeltas. Uma forma possível de se considerar os efeitos de 

imperfeições iniciais, de tensões residuais e da distribuição da plasticidade na análise 

não-linear de pórticos através de rótulas elasto-plásticas é a imposição de valores 

artificiais de imperfeições na análise. Elas podem ser incorporadas ao modelo 

computacional como imperfeições numéricas que são usadas para simular as 

imperfeições físicas reais, ou também, para forçar a ocorrência de um certo tipo de 

resposta da estrutura, como por exemplo, fazer com que o comportamento da estrutura 

siga uma trajetória secundária, baseado no fato de que o comportamento das estruturas 

reais, que possuem imperfeições, apresentam, geralmente, pontos limites ao invés de 

pontos de bifurcação (COOK et al., 1989). 

 

 As imperfeições em estruturas reais são raramente conhecidas com precisão. São 

grandezas randômicas que para serem tratadas rigorosamente exigiriam análises 

onerosas em sistemas não-lineares, utilizando, por exemplo, técnicas estocásticas. Por 

este motivo diversas abordagens simplificadas para a consideração de imperfeições 

iniciais que podem ser acopladas à análise de pórticos através de rótulas plásticas são 

propostas na literatura e os conceitos básicos de algumas delas são resumidos a seguir: 
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5.2.2 Consideração de Imperfeições Iniciais Através do Método das  

 Cargas Fictícias (Notional-Load Approach) 
 

 Esta abordagem tem sido muito empregada na análise de estruturas de edifícios 

altos para representar, de forma aproximada, o comportamento inelástico de um 

membro levando em conta os efeitos da distribuição da plasticidade e de imperfeições 

do membro (tensões residuais iniciais). Consiste na aplicação de cargas laterais fictícias, 

determinadas como uma fração das cargas de peso próprio dos pavimentos dos pórticos 

ou das cargas axiais do membro. As cargas laterais fictícias (denominadas, em inglês, 

como Notional Loads) são calculadas de forma a permitir que uma trajetória de 

equilíbrio secundária seja obtida quando combinadas com as cargas utilizadas na análise 

global não-linear geométrica do pórtico. 

 

 Segundo WHITE et al. (1993), o método das cargas fictícias produz bons 

resultados para pórticos nos quais os membros são fletidos no plano em torno dos eixos 

de maiores inércias e os esforços de flexão são predominantes nas suas respostas. O 

método, quando usado na análise não-linear física, considera de uma forma indireta o 

efeito da distribuição da plasticidade sobre as deformações de flexão, mas este efeito 

sobre a rigidez axial não é detectada pela a ação das cargas equivalentes. Em 

conseqüência, as deformações inelásticas em sistemas dominados pela rigidez axial dos 

elementos dos pórticos podem não ser avaliados de uma forma precisa. Além do mais, a 

determinação e aplicação das cargas fictícias em determinados modelos pode ser muito 

trabalhosa e cansativa. O procedimento pode ser automatizado até um certo limite, mas 

o problema é que não é sempre claro como distribuir as imperfeições do membro nos 

sistemas de pórticos nos quais os membros estão sujeitos a grandes esforços axiais. 

 

5.2.3 Consideração de Imperfeições Iniciais Através do Método do  

 Módulo Tangente 
 

 Nesta seção é apresentada uma alternativa ao método das cargas fictícias, 

denominado método do módulo tangente, que é uma aproximação da redução da rigidez 

da seção do elemento.  Neste método, atribuído a ENGESSER (1889) e descrito em 
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GAYLORD & GAYLORD (1972), o módulo de elasticidade é substituído por um 

módulo tangente, o qual é função do esforço axial atuante no elemento, porque as 

tensões residuais, geralmente, têm pouca influência no comportamento geral não-linear 

de um pórtico, mas têm um efeito considerável na resistência das colunas. Esta restrição 

simplifica a implementação do método quando o esforço axial é constante ao longo do 

elemento. Esta consideração, também está de acordo com as recomendações do AISC-

LRFD (1995) no qual os efeitos das tensões residuais são consideradas, explicitamente, 

apenas no dimensionamento de colunas carregadas concentricamente. Esta técnica foi 

utilizada por ORBISON (1982) e LIEW et al. (1993a e 1993b) e por outros para 

melhorar a precisão da análise elasto-plástica através de rótulas plásticas em estruturas 

nas quais os membros estão sujeitos à grandes esforços axiais. Na análise matricial, as 

rigidezes efetivas Et A e Et I, onde Et é o módulo tangente, são substituídas diretamente 

no lugar dos termos elásticos EA e EI da matriz de rigidez. 

 

 O módulo tangente associado com a fórmula para análise de colunas apresentada 

no CRC (GALAMBOS, 1988) pode ser expresso, no caso de esforço axial de tração, da 

seguinte maneira, para perfis “I” ou “H”: 
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(5.1)

onde P é esforço axial atuante e Pn é a força axial de plastificação e Et/E = 1 quando 

P/Pn ≤ 0,5. Et e E são os módulos tangente e de elasticidade longitudinal, 

respectivamente. 

 

 A equação 5.1 leva em consideração, apenas, os efeitos de tensões residuais e foi 

a empregada por ORBISON (1982), utilizando o método dos elementos finitos. 

 

 As imperfeições iniciais do elemento podem ser levadas em consideração 

empregando-se o módulo de elasticidade tangente derivado do AISC-LRFD (1995), no 

caso de esforço axial de compressão: 
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(5.2)

Et/E = 1 quando P/Pn ≤ 0,39. 

 

 A equação 5.2 é proveniente das fórmulas de resistência de colunas do AISC-

LRFD (1995), sendo também apresentada por LIEW et al. (1991), e inclui 

implicitamente os efeitos de tensões residuais, bem como os de imperfeições 

geométricas. 

 

 Este procedimento foi associado por ORBISON (1982) e LIEW & CHEN (1994) 

à formulação de um elemento não-linear físico. Os últimos aplicam o método do 

módulo tangente à formulação elasto-plástica de um elemento de viga-coluna, que 

emprega funções de estabilidade para os coeficientes de rigidez. 

 

 Analogamente, para seções transversais tubulares circulares, o módulo tangente, 

pode ser deduzido do API-RP2A-LRFD (1993): 
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(5.3)

Et/E = 1 quando P/Pn ≤ 0,50. No caso de tração, Py é igual à força axial de plastificação 

(Pn). No caso de compressão, a equação (5.3) continua válida, porém o valor de Py é 

determinado da seguinte maneira: 
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(5.4)

ou: 

 

Py = Pn, para D/t ≤ 60; Py = [1,64 - 0,23 (D/t)1/4] Pn, para D/t > 60; (5.5)

onde “D” é o diâmetro externo do tubo e “t”, a sua espessura. Py é igual ao menor valor 

encontrado nas equações (5.4) e (5.5). 
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 Deve-se notar que a utilização do módulo tangente (Et ) representa, também, uma 

redução plástica dos coeficientes da matriz de rigidez a partir de certos valores da força 

axial, e pode ser adicionada à formulação elasto-plástica (ORBISON, 1982, LIEW & 

CHEN, 1994). Os produtos (Et/E) c1 , (Et/E) c2 , (Et/E) c3 , (Et/E) c4 , (Et/E) c5  e 

(Et/E) c6, que surgirão na matriz de rigidez elasto-plástica do elemento, devem ser no 

mínimo iguais aos valores dos coeficientes  c1 , c2 , c3 , c4 , c5  e  c6 associados ao valores 

de φi = 0,9988 e φj = 0,9988, respectivamente, para se evitar que os elementos da matriz 

de rigidez associados a esses coeficientes sejam completamente nulos. O valor de 

0,9988 foi sugerido por BENJAMIN & EBECKEN (1985). 

 

5.2.4 Consideração de Imperfeições Iniciais Através de Modos de  

 Flambagem Obtidos a Partir da Solução de Problema de  

 Auto-valor 
 

 Imperfeições geométricas iniciais podem ser determinadas, através do cálculo de 

modos de flambagem, obtidos, a partir da montagem de um problema de auto-valor 

associado a uma matriz de rigidez geométrica, tal como sugerido em BENJAMIN et al. 

(1997) e BENJAMIN et al. (1999). Ao utilizar esta hipótese, procura-se fazer com que o 

comportamento da estrutura percorra um caminho secundário representando 

adequadamente o colapso individual de cada membro, evitando-se pontos de bifurcação, 

e permitindo a análise do colapso global, incluindo uma estimativa para a carga limite. 

 

 A idéia básica desta metodologia é fazer com que a configuração inicial da 

estrutura com imperfeição geométrica tenha a forma de um modo de flambagem 

combinado. Ela consiste em efetuar uma análise não-linear geométrica da estrutura 

carregada apenas com o peso próprio, aplicado em um incremento de carga. Com os 

esforços que resultam desta análise é possível calcular a matriz de rigidez geométrica da 

estrutura. 

 

 A partir desta configuração é realizada a análise de modos de flambagem 

linearizada, resolvendo o seguinte problema de auto-valor: 
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 (KL - λ KG) ΦΦΦΦ = 0 (5.6)

onde, 

 KL é a matriz de rigidez linear; 

 KG é matriz de rigidez geométrica; 

 ΦΦΦΦ é uma matriz contendo os modos de flambagem; 

 λ são os auto-valores. 

 

 As componentes do modo de flambagem combinado, resultante da combinação 

linear de modos de flambagem selecionados, são normalizadas e multiplicadas por um 

fator de escala para garantir pequenas imperfeições. 

 

 Por fim, as novas coordenadas dos nós da estrutura, relativas à configuração 

inicial com imperfeições geométricas, são determinadas através da soma das 

coordenadas originais do sistema perfeito às componentes do modo de flambagem 

combinado. Após este procedimento, a análise de colapso através de rótulas plásticas 

pode ser efetuada, aplicando-se todas as cargas atuantes na estrutura. 

 

 Ao aplicar este método deve-se tomar cuidado com os sinais dos auto-valores na 

escolha dos modos de flambagem a serem considerados para gerar imperfeições iniciais. 

Apenas modos com auto-valores positivos devem ser empregados. Outro ponto 

importante é que o fator de escala deve ser pequeno, de modo que a imperfeição 

resultante seja fisicamente pequena porém numericamente significativa; para isto pode-

se observar uma razão entre a maior componente do modo de flambagem combinado 

(unitária, porque o modo resultante é normalizado) e o comprimento da barra em que ele 

ocorre. 
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Capítulo 6 

Resultados Numéricos 
 

6.1 Introdução 
 

 Os exemplos apresentados neste capítulo foram selecionados com o intuito de 

ilustrar a aplicação das estratégias computacionais implementadas no programa de 

análise não-linear AV, bem como sua eficiência e capacidade de determinar, 

precisamente, o comportamento não-linear de estruturas, especialmente o colapso de 

plataformas offshore. Vários exemplos foram utilizados e resultados de outros trabalhos, 

comparados. Algumas conclusões e comentários são apresentados, quando necessários, 

sobre as formulações, estratégias, técnicas e metodologias empregadas no programa. 

 

 Os quatro primeiros casos estudados são apresentados, sem grande 

aprofundamento, com o objetivo de comprovar a eficiência das implementações das 

técnicas do controle do arco constante e controle de deslocamento generalizado. Apenas 

a análise não-linear geométrica é efetuada nestes exemplos. A partir do quinto exemplo, 

são analisados, em diferentes graus de complexidade e aprofundamento, exemplos que 

consideram a combinação da análise não-linear física e geométrica. 

 

 Em todas as análises apresentadas  foram utilizadas a formulação do elemento de 

pórtico co-rotacionado e a técnica do comprimento do arco cilíndrico e/ou GDCM. As 

tolerâncias adotadas para a verificação da convergência foram iguais a 0,001 e 0,01 para 

os critérios de deslocamento e força, respectivamente. 

 

6.2 Exemplo 1: Barra com Um Grau de Liberdade 
 

 No primeiro exemplo estudado foi feita a análise não-linear geométrica da barra 

com um grau de liberdade mostrada na figura 6.1. Trata-se de um exemplo clássico, 

estudado por PECKNOLD et al. (1985) e CRISFIELD (1991). A figura 6.1 apresenta, 

ainda, os dados característicos da estrutura e o carregamento atuante na mesma. 
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Figura 6.1 - Características da barra com um grau de liberdade 

 
 

 Foi utilizado apenas um elemento finito de pórtico co-rotacionado para a 

modelagem da estrutura. Foram empregadas as técnicas do comprimento de arco 

cilíndrico e GDCM. Outros dados importantes usados na estratégia de solução 

(comprimento do arco cilíndrico) são apresentados a seguir: 

 

 (a) incremento inicial do parâmetro de carga: δλ1 = 3,4; 

 (b) número de incrementos de carga: N = 29; 

 (c) número de iterações desejadas: Not = 4; 

 (d) deslocamento tangente máximo: ||1δu’’(1)|| ; 

 (e) ζ = 1/2. 

 

 A curva completa carga-deslocamento vertical do ponto de aplicação da carga, 

para o número de incrementos desejado, está apresentada na figura 6.2. A trajetória de 

equilíbrio exibe, apenas, dois pontos limites de carga e poderia ser obtida também, sem 

dificuldades, através do emprego da técnica do controle de deslocamento. 
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Figura 6.2 - Curva carga-deslocamento vertical 

 
 

 A resposta obtida na presente análise foi, praticamente, a mesma apresentada por 

CRISFIELD (1991). As trajetórias de equilíbrio também foram, praticamente, as 

mesmas quando comparando-se as soluções obtidas através da técnica do comprimento 

do arco constante (arc-length) e a técnica do controle de deslocamento generalizado 

(GDCM), sendo que nesta última foi requerido um número maior de incrementos. 

Utilizando-se a técnica de controle do arco foram empregados 29 incrementos para se 

obter a completa trajetória de equilíbrio, ao passo que através da técnica GDCM foram 

empregados 36 incrementos, com δλ1 = 3,1. 
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6.3 Exemplo 2: Arco Abatido Birrotulado sob Carga Concentrada 

 Excêntrica 
 

 O arco circular abatido birrotulado mostrado na figura 6.3 foi apresentado por 

HARRISON (1978) e analisado, em detalhe, por CLARKE & HANCOCK (1990), 

SILVEIRA (1995) e JOAQUIM (2000). Nesta mesma figura, estão apresentados o 

módulo de elasticidade e as propriedades geométricas do arco e o carregamento, que 

trata-se de uma carga concentrada excêntrica. 
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Figura 6.3 - Características do arco circular abatido 
 

 Foram utilizados 12 elementos finitos de pórtico co-rotacionado para a 

modelagem da estrutura. Empregaram-se as técnicas de controle de comprimento do 

arco e a técnica GDCM. Os parâmetros da técnica de solução (controle do arco) foram 

os seguintes: 

 

 (a) incremento inicial do parâmetro de carga: δλ1 = 400; 

 (b) número de incrementos de carga: N = 67; 

 (c) deslocamento tangente máximo: ||1δu’’(1)|| ; 

 (d) ζ = 1. 
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 Para esse exemplo, foi realizada, apenas, a análise não-linear geométrica. As 

curvas carga-deslocamento horizontal e vertical do ponto de aplicação da carga (nó 7), 

para o número de incrementos desejado, são apresentadas nas figuras 6.4 e 6.5, 

respectivamente. O exemplo estudado possui um comportamento altamente não-linear; 

uma vez que a trajetória de equilíbrio exibe quatro pontos limites de carga e cinco 

pontos limites de deslocamento, para o caso da curva carga-deslocamento horizontal; e 

quatro pontos limites de carga e dois pontos limites de deslocamento, para o caso da 

curva carga-deslocamento vertical. 
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Figura 6.4 - Curva carga-deslocamento horizontal (u) 
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Figura 6.5 - Curva carga-deslocamento vertical (v) 

 

 

 

 

 

 

 A figura 6.6, a seguir, destaca os pontos limites da curva carga-deslocamento 

vertical do ponto de aplicação da carga. 
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Figura 6.6 - Pontos limites de carga e deslocamento da curva carga-deslocamento 
vertical (v) do nó de aplicação da carga 

 

 A tabela 6.1 apresenta os valores dos parâmetros de carga e deslocamentos 

associados aos pontos limites de carga e deslocamento da curva apresentada na figura 

6.6. 
 

Tabela 6.1 - Parâmetros de carga e deslocamentos nos pontos limites 

incremento parâmetro de carga (λ) deslocamento tipos de 
pontos limites 

7 1206,723 255,2467 carga 
27 -422,242 805,0524 deslocamento 
28 -456,6743 781,4756 carga 
42 1117,733 381,3076 carga e desl. 
60 -366,7896 848,0277 carga 
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 Na figura 6.7 são ilustradas as deformadas do arco nos pontos limites 

correspondentes à curva carga-deslocamento vertical. 
 

 
a) Carga 

 

 
b) Deslocamento 

Figura 6.7 - Deformadas nos pontos limites da curva carga-deslocamento vertical 
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 As respostas obtidas na presente análise foram, praticamente, as mesmas 

apresentadas nos estudos anteriores. Deve-se ressaltar que com a utilização do controle 

do deslocamento tangente não foi necessário, em momento algum, utilizar técnicas de 

recomeço, ou seja, em nenhum momento foi necessário retornar ao final do último 

incremento e recomeçar um novo processo iterativo com comprimento de arco reduzido. 

 

 As trajetórias de equilíbrio obtidas também foram, praticamente, as mesmas 

quando comparando-se as respostas através da técnica do comprimento do arco 

constante (arc-length) e a técnica do controle de deslocamento generalizado (GDCM). 

Nesta última foi preciso utilizar um parâmetro de carga inicial menor e, portanto, um 

número maior de incrementos. Utilizando-se a técnica de controle do arco foram 

empregados 67 incrementos para se obter a completa trajetória de equilíbrio, ao passo 

que através da técnica GDCM foram empregados 263 incrementos com δλ1 = 99. 
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6.4 Exemplo 3: Arco Semicircular Birrotulado sob Carga Pontual 

 Excêntrica 
 

 Nesse terceiro exemplo é analisado o comportamento não-linear geométrico do 

arco semicircular birrotulado mostrado na figura 6.8. Esta estrutura foi, previamente, 

apresentada por HARRISON (1978) e, posteriormente, por YANG & SHIEH (1990). 

Incluídos nesta mesma figura, estão apresentados o módulo de elasticidade e as 

propriedades geométricas do arco e o carregamento, que trata-se de uma carga 

concentrada excêntrica. 

 

 
P

5000

 50

 50

 v

 3,13953

 50

u

 
        E  = 2000,0 lb/pol2 
        A = 10,0 pol2 
        I = 1,0 pol4 
         Medidas na figura em 
polegadas 

Figura 6.8 - Características do arco semicircular 
 

 Foram utilizados 25 elementos finitos de pórtico co-rotacionado para a 

modelagem da estrutura. Foram empregadas as técnicas de controle do arco e GDCM. A 

seguir são apresentados os parâmetros utilizados na técnica GDCM: 

 

 (a) incremento inicial do parâmetro de carga: δλ1 = 0,06; 

 (b) número de incrementos de carga: N = 13850; 
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 Não se conseguiu obter a trajetória de equilíbrio completa ao se empregar a 

técnica de controle do arco com o elemento de pórtico co-rotacionado. Dentre as 

tentativas realizadas, a resposta que mais avançou na trajetória de equilíbrio através 

desta técnica empregou 10296 incrementos, não convergindo no incremento seguinte, 

utilizando-se os seguintes parâmetros: 

 

 (a) incremento inicial do parâmetro de carga: δλ1 = 0,1; 

 (b) deslocamento tangente máximo: ||1δu’’(1)|| ; 

 (c) ζ = 1. 

 

 Para o incremento 10296 alcançou-se o valor de carga 97,601 libras e um 

deslocamento vertical do ponto de aplicação de carga igual a 14,815 polegadas. 

 

 As curvas completas carga-deslocamento horizontal e vertical, obtidas 

empregando-se a técnica GDCM, do ponto de aplicação da carga, para o número de 

incrementos determinado, são apresentadas nas figuras 6.9 e 6.10, respectivamente. O 

exemplo estudado possui um comportamento não-linear bastante acentuado, como pode 

ser constatado através destas mesmas figuras: dez pontos limites de carga e dezenove 

pontos limites de deslocamento, para o caso da curva carga-deslocamento horizontal; e 

treze pontos limites de carga e oito pontos limites de deslocamento, para o caso da curva 

carga-deslocamento vertical. 
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Figura 6.9 - Curva carga-deslocamento horizontal do ponto de aplicação da carga 
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Figura 6.10 - Curva carga-deslocamento vertical do ponto de aplicação da carga 
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 A figura 6.11 mostra a curva carga-deslocamento vertical do ponto de aplicação 

da carga, destacando os pontos limites de carga e deslocamento da mesma. 
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Figura 6.11 - Pontos limites de carga e deslocamento da curva  

carga-deslocamento vertical 
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 A tabela 6.2 apresenta os valores dos parâmetros de carga e deslocamentos 

associados aos pontos limites da curva apresentada na figura 6.11, na ordem em que eles 

aparecem na resposta da análise. 

 

 

 Tabela 6.2 - Parâmetros de carga e deslocamentos nos pontos limites 

Parâmetro 
 de carga (λ) 

Deslocamento Par. de carga (λ) nos pontos 
limites de carga -Yang & Shieh 

(1990) 

Tipos de 
pontos limites 

5,82244 36,06628 1o ponto : 5,817 carga 

-4,22624 101,41362 ____ deslocamento 

-8,48955 77,78969 2o ponto : - 8,562 carga 

14,19940 10,85778 ____ deslocamento 

16,19072 18,29889 3o ponto : 16,126 carga 

-19,14502 86,90819 ____ carga 

-19,13901 88,81212 ____ carga 

-19,61720 91,91060 ____ deslocamento 

-22,29124 80,37531 6o ponto : - 22,312 carga 

34,35099 7,90441 ____ deslocamento 

39,17322 16,93088 7o ponto : 38,316 carga 

-45,57224 95,64661 ____ deslocamento 

-51,36646 86,78670 8o ponto : - 51,992 carga 

61,31079 14,56477 ____ deslocamento 

67,06436 18,54886 9o ponto : 62,552 carga 

-79,16149 87,67292 ____ carga 

-78,96102 91,70472 ____ carga 

-81,42622 94,83659 ____ deslocamento 

-86,92470 88,27314 12o ponto : -84,629 carga 

110,45521 12,09963 ____ deslocamento 

111,27277 13,88729 13o ponto : 105,949 carga 

 Na figura 6.12 são apresentadas deformadas associadas a alguns pontos limites 

de carga e deslocamento apresentados na figura 6.11. 
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a) Deformadas nos seis primeiros pontos limites de carga 

 

 
b) Deformadas nos cinco primeiros pontos limites de deslocamento 

 
Figura 6.12 - Deformadas em alguns pontos limites da curva carga-deslocamento 

vertical 
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 As respostas obtidas no presente exemplo foram, praticamente, as mesmas 

apresentadas em estudos anteriores (HARRISON, 1978 e YANG & SHIEH, 1990).  

 

 Deve-se ressaltar que não se conseguiu traçar a trajetória equilíbrio completa 

utilizando-se a técnica do comprimento do arco constante, pois em diversas  tentativas 

sempre ocorria o problema de não convergência próximo ao último ponto limite de 

deslocamento, empregando-se o elemento de pórtico co-rotacionado.  

 

 Um outro fato interessante é que empregando-se a formulação apresentada por 

BENJAMIN (1991), não conseguiu-se obter a trajetória completa de equilíbrio 

apresentada. Através da técnica do controle do arco, com incremento inicial do 

parâmetro de carga δλ1 = 0,08, obteve-se convergência até o incremento 10446, 

próximo ao 7o ponto limite de deslocamento. No incremento seguinte ocorreu o 

problema de raízes complexas. No caso da técnica GDCM, com incremento inicial do 

parâmetro de carga δλ1 = 0,06, a convergência foi alcançada até o incremento 9988, 

próximo ao 9o ponto limite de carga. No incremento 9989, não alcançou-se 

convergência devido a rotações incrementais muito grandes.  
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6.5 Exemplo 4: Estrutura Articulada Espacial em Forma de Cúpula 
 

 Neste item é analisado o comportamento da treliça espacial em forma de cúpula 

estudado, inicialmente por CHOONG & HANGAI (1993) e, posteriormente, por SILVA 

(1996). Utilizou-se a mesma discretização empregada por SILVA (1996), com 25 nós e 

60 elementos de treliça espacial. As figuras 6.13 e 6.14 mostram os nós e a vista frontal 

do modelo estrutural, respectivamente.  

 

•  Dados da Estrutura: 

 A estrutura está simplesmente apoiada nos nós 14, 16, 18, 20, 22 e 24 

(figura 6.13). Estes nós, encontram-se a uma distância de 100,00 do nó central (nó 1), 

formando um hexágono regular, com coordenadas z nulas, de acordo com a disposição 

apresentada na figura 6.13. Os nós 15, 17, 19, 21, 23 e 25 encontram-se a uma distância 

igual a 75,00 do nó central, formando um hexágono regular, com coordenadas z iguais a 

14,164, de acordo com a disposição apresentada na figura 6.13. Os nós 8, 9, 10, 11, 12 e 

13, estão localizados num raio igual a 50,00, em relação ao nó 1, formando um 

hexágono regular, com cotas z iguais a 26,491 (figura 6.13). Os nós 2, 3, 4, 5, 6 e 7 

encontram-se a uma distância igual a 25,00 do nó central, formando um hexágono 

regular, com coordenadas z iguais a 32,707, de acordo com a disposição apresentada na 

figura 6.13. Por fim, o nó central (nó 1) possui coordenada z igual a 34,707. A tabela 6.3 

apresenta um esquema das características geométricas da estrutura. 

 

Tabela 6.3 - Características geométricas da estrutura  

Nós Distância do nó 1 
(central) 

Cota 

1 - 34,707 
2, 3, 4, 5, 6 e 7 25 32,707 

8, 9, 10, 11 e 13 50 26,491 
15, 17, 19, 21, 23 e 25 75 14,164 
14, 16, 18, 20, 22 e 24 100 0 
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Figura 6.13 - Nós do modelo estrutural (plano xy) 
 
 
 
 

 
 

Figura 6.14 - Vista frontal do modelo estrutural (plano xz) 
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 O valor do módulo de elasticidade longitudinal multiplicado pela área da seção 

transversal (EA) é igual a 10.000,00. 

 

•  Dados de Carregamento: 

 O carregamento atuante na estrutura, composto por cargas verticais concentradas 

nos nós 8, 9, 10, 11, 12 e 13, está representado na figura 6.15.  

 

 
 

Figura 6.15 - Ações externas nos nós 8, 9, 10, 11, 12 e 13 (cúpula tridimensional) 
 

•  Parâmetros da Estratégia de Análise: 

 Para esse exemplo, foi efetuada, apenas, a análise não-linear geométrica. A 

seguir, são apresentados os dados importantes usados na estratégia de solução do 

comprimento do arco cilíndrico: 

 

 (a) incremento inicial do parâmetro de carga: δλ1 = 9; 

 (b) número de incrementos de carga: N = 180; 

 (c) deslocamento tangente máximo: ||1δu’’(1)|| ; 

 (d) ζ = 1. 
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 Foram realizadas, também, além da análise já mencionada, para efeito de 

comparação, mais duas análises: a primeira, através da técnica do controle do arco 

cilíndrico, com o deslocamento tangente limitado em 1,5 ||1δu’’(1)|| , e a segunda através 

da técnica do controle de deslocamento generalizado (GDCM). Em ambas as análises, o 

valor do parâmetro de carga inicial (δλ1), foi igual a 9. 

 

•  Resultados: Trajetória de Equilíbrio 

 A curva carga-deslocamento vertical do nó 1 (topo), para os 180 incrementos da 

primeira análise com o controle do arco constante está exibida na figura 6.16.  

  

 Utilizando-se a técnica do controle do arco, foram necessários 127 incrementos 

para se traçar completamente a trajetória de equilíbrio, ao passo que através da técnica 

GDCM foram precisos 169 incrementos. A figura 6.17 apresenta as respostas para estas 

análises. 
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Figura 6.16 - Curva carga-deslocamento vertical do nó 1 (topo) 
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 Pode-se observar a complexidade da resposta do modelo, caracterizada por um 

comportamento fortemente não-linear, uma vez que a mesma exibe oito pontos limites 

de carga e dois pontos limites de deslocamento. 
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Figura 6.17 - Curva carga-deslocamento vertical do nó 1 (topo) 
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 As respostas obtidas na presente análise foram, praticamente, as mesmas 

apresentadas nos estudos anteriores (CHOONG & HANGAI, 1993 e SILVA, 1996). 

Deve-se ressaltar que com a utilização do controle do deslocamento tangente não foi 

necessário, em momento algum, utilizar técnicas de recomeço. As respostas também 

foram, praticamente, as mesmas quando comparando-se as soluções obtidas através da 

técnica do comprimento do arco constante e a técnica do controle de deslocamento 

generalizado (GDCM), sendo que nesta última, para se obter uma resposta que não 

descaracterizasse a trajetória de equilíbrio, foi empregado um número de incrementos 

maior do que o que seria requerido apenas para alcançar a convergência em cada ponto. 

 

 O parâmetro GSP, utilizado na técnica do controle de deslocamento 

generalizado, é muito útil como indicador de mudança na direção do parâmetro de 

carga, uma vez que ele é negativo somente para os incrementos de carga imediatamente 

após a ocorrência dos pontos limites, enquanto que para todos os outros incrementos, ele 

é sempre positivo. A razão disso deve-se ao fato de que o sinal deste parâmetro depende 

completamente do produto interno dos vetores de deslocamentos tangentes da primeira 

iteração de um passo anterior pelo da primeira iteração do passo corrente. Esta idéia foi 

aproveitada, também, na implementação da técnica do controle do arco constante do 

presente trabalho, por ser bem mais simples de implementar que outras técnicas 

alternativas, tais como a verificação do sinal do determinante da matriz de rigidez 

tangente. 

  

 A figura 6.18 mostra a variação do parâmetro GSP ao longo dos incrementos de 

carga. Na análise realizada utilizando a técnica GDCM, o primeiro ponto limite de carga 

ocorre no 6o incremento (figura 6.17) e, como pode-se perceber através da figura 6.18, o 

parâmetro GSP é negativo para o sétimo incremento, imediatamente após este ponto 

limite. O mesmo ocorre em relação a todos os outros pontos limites de carga (figura 

6.18). 
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Figura 6.18 - Variação do parâmetro GSP em relação aos incrementos de carga 
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•  Pontos Limites 

 Na figura 6.19 estão destacados os pontos limites da trajetória de equilíbrio. A 

tabela 6.4 mostra os valores dos parâmetros de carga e deslocamentos relativos a esses 

pontos. As figuras 6.20 a 6.29 exibem as deformadas da estrutura associadas a esses 

pontos limites, permitindo uma maior compreensão do comportamento da estrutura. 
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Figura 6.19 - Pontos limites de carga e de deslocamento da curva  
carga-deslocamento vertical do nó 1 
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Tabela 6.4 - Parâmetros de carga e deslocamentos nos pontos limites 

 
incremento parâmetro de 

carga (λ) 
deslocamento tipos de pontos 

limites 
6 31,150 -3,701 carga 

24 -25,494 -16,803 carga 

51 55,270 -36,632 carga 

62 -6,077 -41,485 deslocamento 

70 -51,288 -37,187 carga 

105 51,273 -12,058 carga 

108 39,498 -10,410 deslocamento 

124 -55,307 -18,812 carga 

148 25,513 -34,186 carga 

165 -31,280 -46,486 carga 
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a) Perspectiva 
 
 

 
 

b) Plano xz 
 

Figura 6.20 - Deformada no 1o ponto limite de carga da curva  
carga-deslocamento vertical do nó 1 (λ6 = 31,150) 
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a) Perspectiva 
 
 

 
 

b) Plano xz 
 

Figura 6.21 - Deformada no 2o ponto limite de carga da curva  
carga-deslocamento vertical do nó 1 (λ24 = - 25,494) 
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a) Perspectiva 
 
 

 
 

b) Plano xz 
 

Figura 6.22 - Deformada no 3o ponto limite de carga da curva  
carga-deslocamento vertical do nó 1 (λ51 = 55,270) 

 



 131

 
 

a) Perspectiva 
 
 

 
 

b) Plano xz 
 

Figura 6.23 - Deformada no 1o ponto limite de deslocamento da curva  
carga-deslocamento vertical do nó 1 (λ62 = - 6,077) 
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a) Perspectiva 
 
 

 
 

b) Plano xz 
 

Figura 6.24 - Deformada no 4o ponto limite de carga da curva  
carga-deslocamento vertical do nó 1 (λ70 = - 51,288) 
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a) Perspectiva 
 
 

 
 

b) Plano xz 
 

Figura 6.25 - Deformada no 5o ponto limite de carga da curva  
carga-deslocamento vertical do nó 1 (λ105 = 51,273) 
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a) Perspectiva 
 
 

 
 

b) Plano xz 
 

Figura 6.26 - Deformada no 2o ponto limite de deslocamento da curva  
carga-deslocamento vertical do nó 1 (λ108 = 39,498) 
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a) Perspectiva 
 
 

 
 

b) Plano xz 
 

Figura 6.27 - Deformada no 6o ponto limite de carga da curva  
carga-deslocamento vertical do nó 1 (λ124 = - 55,307) 

 



 136

 
 

a) Perspectiva 
 
 

 
 

b) Plano xz 
 

Figura 6.28 - Deformada no 7o ponto limite de carga da curva  
carga-deslocamento vertical do nó 1 (λ148 = 25,513) 
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a) Perspectiva 
 
 

 
 

b) Plano xz 
 

Figura 6.29- Deformada no 8o ponto limite de carga da curva  
carga-deslocamento vertical do nó 1 (λ165 = - 31,280) 
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6.6 Exemplo 5: Viga em Balanço com Carga Concentrada 
 

 A viga em balanço, com seção retangular, analisada neste item está apresentada 

na figura 6.30. O carregamento atuante na estrutura e os dados característicos da 

estrutura estão mostrados, também, nesta figura. Este é o primeiro exemplo que 

combina o comportamento não-linear físico e geométrico. É considerado, nesta análise, 

o endurecimento isotrópico do material (H’= 10 kN/mm2). 

 

 

P

l = 300 mm
 w

 
        E  = 210 kN/mm2 
        A = 240 mm2 

        b = 12 mm 
        h = 20 mm 
        I = 8000 mm4 

        f y = 0,3 kN/mm2 
        H’  = 10 kN/mm2 

Figura 6.30 - Características da viga em balanço com carga concentrada 

 
 

 Este exemplo foi estudado, também, por UEDA & RASHED (1991) e JUSTINO 

FILHO (1993). Os primeiros utilizaram o método dos elementos finitos de pórtico co-

rotacionado com dez elementos ao longo do comprimento da viga e vinte camadas de 

integração ao longo da altura da mesma. JUSTINO FILHO (1993) utilizou o programa 

NLFA, que utiliza o método plástico nodal.  

 

 O resultado obtido através da presente formulação apresentou uma resposta 

bastante aproximada das encontradas pelos pesquisadores citados, como pode-se 

constatar na figurar 6.31, que apresenta as curvas carga-deslocamento transversal da 
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extremidade livre da viga obtidas no presente trabalho e nos de UEDA & RASHED 

(1991) e JUSTINO FILHO (1993). 
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Figura 6.31 - Curva carga-deslocamento transversal da extremidade livre da viga 
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6.7 Exemplo 6: Coluna Biapoiada com Imperfeição Inicial 
 

 Na figura 6.32 são apresentados os dados característicos da coluna simplesmente 

apoiada com seção tubular circular e com imperfeição inicial estudada neste item. Esta 

estrutura foi analisada inicialmente por SOREIDE et al. (1986), e posteriormente por 

JUSTINO FILHO (1993) e FREITAS (1999). 

P

l

 y

 x u

 
        E  = 21000 kN/cm2 

        f y = 33 kN/cm2 

Figura 6.32 - Características da coluna biapoiada com imperfeição inicial 
 

 Neste exemplo, são efetuadas as análises elasto-plástica perfeita e não-linear 

geométrica. Utilizou-se a mesma discretização feita por FREITAS (1999), ou seja, 16 

elementos, todos com as mesmas dimensões. O índice de esbeltez da seção transversal é 

l/r = 120. A razão entre a amplitude máxima da imperfeição inicial considerada, no 

meio da coluna, e o comprimento da mesma é 0,0015. A configuração inicial da 

estrutura imperfeita, considerada na presente análise, é um arco de circunferência.  
 

 A análise foi feita utilizando-se a versão da técnica do controle do arco cilíndrico 

e a formulação co-rotacional apresentadas neste trabalho. Apenas 32 passos foram 

necessários para se gerar a resposta do programa, e nenhum procedimento de recomeço 

de análise foi necessário para que a análise prosseguisse sem dificuldades, ou seja, em 

nenhum momento foi necessário retornar ao final do último incremento e recomeçar um 

novo processo iterativo com incremento de carga reduzido. 
 

 Uma vez que a estrutura analisada é isostática, apenas uma rótula adicional é 

suficiente para levá-la ao colapso. As figuras 6.33 e 6.34 mostram a localização da 
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rótula plástica e as deformadas da estrutura para diversos passos de carga, 

respectivamente.  

 

 
 

Figura 6.33 - Rótula plástica e distribuição de plasticidade 
 
 

 
 

Figura 6.34 - Estrutura deformada 
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 Pode-se perceber, através da figura 6.34, o ângulo formado no centro da coluna, 

configurando a formação da rótula plástica e, conseqüentemente, o mecanismo de 

colapso. 

 

 A resposta obtida no presente estudo, e as apresentadas por SOREIDE et al. 

(1986), utilizando os programas USFOS e FENRIS; JUSTINO FILHO (1993), que 

utiliza o programa NLFA; e FREITAS (1999), utilizando, por sua vez, o programa 

CALEB, são mostradas no gráfico da figura 6.35. 
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Figura 6.35 - Curvas carga-encurtamento axial (coluna biapoiada) 
 
 

 Para as curvas carga-encurtamento axial, apresentadas na figura 6.35, tem-se que 

u’ = εy l.  
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 Antes de interpretar os resultados deste gráfico, é importante comentar alguns 

aspectos da formulação empregada em cada programa: 

 

•   A análise feita através do programa USFOS, que emprega o método plástico  

 nodal e a teoria geral de viga-coluna, utilizou apenas um elemento em sua  

 discretização e a imperfeição inicial foi introduzida pela presença de carga 

lateral.  

 

 

•   O programa FENRIS utiliza o método dos elementos finitos e a não-linearidade  

 física emprega a plasticidade computacional distribuída, com integração 

numérica  

 ao longo da seção transversal do elemento. 

 

 

•   O programa NLFA, desenvolvido por JUSTINO FILHO (1993), utilizou o  

 método plástico nodal da teoria elasto-plástica perfeita. Em sua análise,  

 JUSTINO FILHO (1993) discretizou a coluna com oito elementos.  

 

 

•   No caso do programa CALEB, a formulação elasto-plástica empregada é  

 semelhante à desenvolvida no presente trabalho. As diferenças principais  

 encontram-se na função de escoamento e na forma com que o efeito de  

 plastificação gradual da seção se processa. 

 

•  Cargas Limites 

 O programa AV apresenta carga limite correspondente a P/Pn = 0,385. A carga 

limite encontrada através do programa USFOS é maior que a obtida na presente análise, 

devido ao fato de que com apenas um elemento de viga-coluna, o programa não 

consegue representar bem o efeito da imperfeição inicial, e ainda, porque o processo de 

plastificação da seção, no programa USFOS, não ocorre de forma gradual.  

 

 Ao comparar-se as respostas apresentadas por JUSTINO FILHO (1993) e 

FREITAS (1999), apesar da utilização da mesma superfície de escoamento, a carga 
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limite obtida por este último é inferior. Isto pode ser justificado pela discretização mais 

pobre utilizada por JUSTINO FILHO (1993). 

 

 As superfícies de escoamento utilizadas por JUSTINO FILHO (1993) e 

FREITAS (1999) são mais conservadoras que as dos demais pesquisadores 

mencionados. Essa é uma das razões possíveis para que os valores para a carga limite 

obtidos em suas análises sejam menores que os encontrados no presente trabalho e pelo 

programa USFOS.  

 

 A menor carga limite resulta da análise do programa FENRIS, provavelmente, 

por este considerar em sua análise o efeito da distribuição da plasticidade. Apesar deste 

fato, o valor da carga limite é muito próxima da obtida por FREITAS (1999). 

 

•  Comportamento Pós-crítico 

 Na região pós-crítica, a resposta encontrada pelo programa, no presente trabalho, 

aproxima-se mais da resposta gerada pelo programa FENRIS que as dos outros 

pesquisadores citados. O programa FENRIS utiliza o método da plasticidade distribuída, 

portanto, deve representar de forma mais precisa o avanço da plastificação. Para a 

obtenção da resposta pós-crítica, com exceção da presente análise, todos os 

pesquisadores tiraram partido do emprego da técnica de continuação do controle de 

deslocamento. 
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6.8 Exemplo 7: Pórtico de Lee 
 

 O pórtico plano apresentado na Figura 6.36, foi analisado, inicialmente, por LEE  

et al. (1968), fornecendo uma solução analítica para o problema elástico. 

Posteriormente, foi analisado por CESCOTTO (1977), CICHON (1984) e 

PARK & LEE (1996). Estes últimos realizaram, além da análise não-linear geométrica, 

a análise não-linear física, considerando o endurecimento isotrópico do material (E’ = 

0,10 E). Exemplos semelhantes a este foram estudados, também, por ARGYRIS & 

SYMEONIDIS (1981), SIMO & VU-QUOC (1986) e PACOSTE & ERIKSSON 

(1997). A Figura 6.36 apresenta, também, os dados característicos do modelo estrutural, 

tais como a carga aplicada, as características geométricas da estrutura, as dimensões das 

seções transversais e as propriedades do material utilizadas na análise.  

P

96

 120

 v  u

 24

 
     
        E = 720,0 

        A = 6,0 
        b = 3,0 
        h = 2,0 
        I = 2,0 
        fy = 10,44 

Figura 6.36 - Características do Pórtico de Lee 
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 No presente trabalho, foram feitas três análises: 

 

 (1) Na primeira, foi realizada apenas a análise não-linear geométrica;  

 (2) Na segunda, realizou-se a análise elasto-plástica, sem a consideração  

  do endurecimento do material; e 

 (3) Na terceira, foi considerado o efeito do endurecimento isotrópico do  

  material E’ = 0,10 E. 

 

 A estrutura foi modelada utilizando-se 20 elementos de pórtico co-rotacionado 

de mesmo tamanho e 21 nós distribuídos de acordo com a Figura 6.37. 

 

 
 

Figura 6.37 - Nós do modelo (Pórtico de Lee) 
 

 A análise não-linear geométrica gerou resultados muito interessantes. A Figura 

6.38 mostra deformadas da estrutura, para esta análise, referentes a diferentes 

incrementos de carga. Percebe-se, ao observar esta figura, que na passagem da 

configuração deformada 5 para a 6, a estrutura faz um movimento contrário ao que 

vinha fazendo até então, caracterizando o fenômeno snap-back. A figura 6.39 apresenta, 

de forma aproximada, a distribuição de plasticidade. 

 



 147

 

 
 

Figura 6.38 - Estrutura deformada (análise não-linear geométrica) 
 

 
 

 
 

Figura 6.39 - Distribuição de plasticidade (Pórtico de Lee) 
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 As Figuras 6.40 e 6.41 apresentam as curvas carga-deslocamento horizontal e 

vertical do nó sob o ponto de aplicação da carga (nó 9), respectivamente, para as 

respostas da análise não-linear geométrica e da análise não-linear física, com e sem a 

consideração do endurecimento do material. Estas figuras apresentam também, para 

efeito de comparação, as respostas encontradas por CICHON (1984) e PARK & LEE 

(1996).  

 

•  Análise Não-linear Geométrica 

 O fenômeno snap-back pode ser observado, também, nas curvas da análise não 

linear geométrica. Para esta análise, as respostas exibidas nessas figuras são 

praticamente coincidentes com as divulgadas pelos pesquisadores anteriores. 
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Figura 6.40 - Curvas carga-deslocamento horizontal (u) 
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Figura 6.41 - Curvas carga-deslocamento vertical (v) 

 
 

•  Análise Não-linear Geométrica e Física 

 As respostas obtidas com a presente formulação apresentaram uma boa 

aproximação com as respostas obtidas pelos outros pesquisadores, principalmente, no 

trecho inicial da resposta, até onde foi divulgado por CICHON (1984). Devido às 

diferenças na formulação do endurecimento, os resultados diferem um pouco na curva 

carga-deslocamento vertical, em relação aos de PARK & LEE (1996). Apesar disso, em 

ambas as respostas, o endurecimento do material é notável, visto que apresentam cargas 

limites negativas com valores absolutos inferiores às encontradas na resposta em que se 

considera a não-linearidade geométrica e física sem endurecimento ou, apenas, a não-

linearidade geométrica. 
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6.9 Exemplo 8: Pórtico de Orbison 
 

 O pórtico de três andares proposto por ORBISON (1982), e reapresentado por 

CONCI (1988), mostrado na figura 6.42, foi analisado no presente trabalho. Nesta 

figura, são mostradas a geometria da estrutura e as seções dos membros da mesma. Foi 

considerada uma tensão de escoamento de 25 kN/cm2 (aço A36) para todos os 

elementos. Foi utilizada, na presente análise, a mesma discretização feita por ORBISON 

(1982), ou seja, três elementos iguais para cada coluna e quatro, também iguais, para 

cada viga. Nesta análise consideraram-se os efeitos de não-linearidade física e 

geométrica, bem como, para efeito de comparação, o emprego do módulo tangente. 

 

304,8 cm

304,8 cm

304,8 cm

457,2 cm x, u

 y, v

 
       E  = 21000 kN/cm2 

       f y = 25 kN/cm2 
 

 Seção A (cm2) I (cm4) W (cm3) Z (cm3) 
Colunas: W6x20 37,9 1723,2 219,6 244,2 
Vigas: W10x26 49,1 5993,7 457,2 512,9 

 
 

Figura 6.42 - Características do pórtico de Orbison 
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 As figuras 6.43 e 6.44 apresentam as saídas do visualizador gráfico com os nós e 

o carregamento da estrutura, respectivamente. 

 

 
 

Figura 6.43 - Nós (pórtico de Orbison) 
 
 

 
 

Figura 6.44 - Ações externas (pórtico de Orbison) 
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 Como mostrado na figura 6.45, a primeira rótula plástica ocorreu na base da 

coluna direita inferior (nó 1), quando o fator de carga atingiu 42,78% do carregamento 

apresentado na figura 6.44; a segunda, formou-se no topo dessa mesma coluna (nó 4), 

com fator de carga igual a 46,38% do carregamento; a terceira rótula, na base da coluna 

esquerda inferior (nó 11), com fator de carga de 47,85%. Por fim, completando o 

mecanismo de colapso de painel, a quarta rótula plástica formou-se, quando o fator de 

carga alcançou 49,97% do carregamento, no topo da coluna esquerda inferior (nó 8). 

Todas essas respostas apresentam uma boa aproximação das respostas obtidas na análise 

realizada por ORBISON (1982) e CONCI (1988). Os resultados das análises feitas no 

presente trabalho e as de ORBISON (1982) e CONCI (1988) são mostradas na tabela 

6.5. O deslocamento medido é o horizontal do terceiro piso (nó 23). 

 

 A razão dos fatores de carga obtidos por ORBISON (1982) e CONCI (1988) 

serem um pouco diferentes dos encontrados na presente análise é explicado pelo fato 

que todas as formulações elasto-plásticas empregadas diferem entre si e ainda a 

superfície de escoamento utilizada em suas análises não é a mesma do presente trabalho. 

Entretanto, as posições e a seqüência de formação das rótulas plásticas foram idênticas 

nas três análises e a carga última de colapso obtidas em todas as análises estudadas 

apresentaram resultados aproximadamente iguais. 

 

 O nível de carga que leva a estrutura ao colapso, alcançado pelo programa AV, 

corresponde a 49,97% do carregamento indicado na figura 6.44. As configurações 

deformadas apresentadas na figura 6.46 mostram, claramente, o mecanismo de colapso 

de painel formado a partir da formação da quarta rótula plástica no topo da coluna 

esquerda inferior (nó 8). 
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Figura 6.45 - Rótulas plásticas e distribuição de plasticidade (pórtico de Orbison) 
 

 

 

Tabela 6.5 - Análise de resultados para o pórtico de Orbison 

 
Análises 

1a rótula plástica 
(Nó 1) 

2a rótula plástica 
(Nó 4) 

 Fator de carga Deslocamento 
(topo - nó 23) 

Fator de carga Deslocamento 
 (topo - nó 23) 

Orbison 0,4305 6,35 cm 0,4718 7,24 cm 

Conci 0,4290 6,56 cm 0,4715 7,43 cm 

Pres. Trabalho 0,4278 6,27 cm 0,4638 7,06 cm 

 

 
Análises 

3a rótula plástica 
(Nó 11) 

4a rótula plástica 
(Nó 8) 

  Fator de carga Deslocamento 
(topo - nó 23) 

Fator de carga Deslocamento 
 (topo - nó 23) 

Orbison 0,4874 7,66 cm 0,5088 10,20 cm 

Conci 0,4900 7,89 cm 0,5160 10,37 cm 

Pres. Trabalho 0,4785 7,55 cm 0,4997 9,92 cm 
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Figura 6.46 - Estrutura deformada (pórtico de Orbison) 
 

 

 A curva carga-deslocamento horizontal do topo da estrutura (nó 23) encontra-se 

na figura 6.47. Vale salientar que o emprego da formulação co-rotacional, implementada 

no programa, possibilitou  o alcance da carga última de colapso com um número de 

passos muito pequeno, e ainda somando-se ao emprego da técnica do controle do arco 

constante foi possível prosseguir na trajetória de equilíbrio muito além do ponto limite. 

O resultado mais significativo, porém, é o valor da carga de colapso, já que os 

deslocamentos da estrutura começam a ficar naturalmente muito grandes a partir deste 

ponto.  

 

 A figura 6.48 apresenta, em detalhe, a mesma curva carga-deslocamento da 

figura 6.47 com o deslocamento máximo truncado no valor 17,95 cm. Os pontos de 

formação de rótula plástica apresentados por ORBISON (1982) e CONCI (1988) 

também estão incluídos nesta figura. Os pesquisadores citados não apresentaram curvas 

de resposta para esta estrutura. 
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Figura 6.47 - Curva carga-deslocamento (u)  do topo do pórtico de Orbison 
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Figura 6.48 - Curva carga-deslocamento (u)  do topo do pórtico de Orbison 
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6.10 Exemplo 9: Pórtico Plano K 
 

 O pórtico plano analisado neste item e apresentado na figura 6.49 é de particular 

importância, porque resultados experimentais foram apresentados por SOREIDE et al. 

(1986) e MOAN et al. (1985). Além disso, é um exemplo clássico que apresenta 

armadilhas para a sua análise, uma vez que o mesmo inclui todas as dificuldades básicas 

encontradas na análise não-linear, tais como resposta apresentando não-linearidade 

acentuada, com problema de snap-back, flambagem de coluna e o desenvolvimento de 

várias rótulas plásticas. Diversos pesquisadores estudaram esta estrutura: MOAN et al. 

(1985), SOREIDE et al. (1986), JUSTINO FILHO (1993), e, mais recentemente, 

WAEGTER et al. (1998). 
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Figura 6.49 - Características do pórtico plano K, com carga vertical 
 

•   Dados da Estrutura 

 A figura 6.49 apresenta os dados característicos do modelo estrutural. Na 

presente análise, tirando-se partido da simetria do modelo, foram utilizados quatro 

elementos na viga transversal e oito elementos no braço diagonal. O arquivo de entrada 

do visualizador gráfico foi manipulado, através do rebatimento dos dados, para 

proporcionar maior compreensão do comportamento da estrutura. O pórtico é composto 

por elementos com seção tubular circular de diâmetro igual a 219 mm e espessura igual 

a 4,37 mm, com tensão de escoamento fy = 361 MPa, para a viga transversal horizontal; 

e diâmetro igual a 120 mm e espessura igual a 2 mm, com tensão de escoamento 

fy = 420 MPa, para os braços diagonais. 

 

 Três análises elasto-plásticas perfeitas, considerando-se também a não-

linearidade geométrica, foram desenvolvidas no presente trabalho: 

 

 (1) Na primeira, não foram consideradas imperfeições iniciais; 

 (2) Na segunda, foram consideradas imperfeições iniciais, com amplitude 

  máxima de 2 mm no nó 4 da estrutura (figura 6.50) voltada para o  

  interior da estrutura; 

 (3) Por fim, na terceira, foi considerada a redução da rigidez através do  

  módulo tangente (Et). 

 

 O modelo utilizado no programa USFOS (MOAN et al., 1985) foi concebido 

com apenas 6 elementos, sendo 2 elementos para cada braço diagonal e 2 elementos 

para o membro horizontal. No caso do programa NLFA, desenvolvido por JUSTINO 

FILHO (1993), o modelo foi constituído por 10 elementos na viga horizontal e 20 nos 

braços diagonais, considerando a simetria do mesmo e, também, imperfeições iniciais, 

com valor máximo de 2 mm. A estrutura foi discretizada com 14 elementos na análise 

realizada por WAEGTER et al. (1998), que utilizam o programa RONJA, dispostos 

com 5 elementos para cada braço inclinado e 4 elementos para o membro horizontal. No 

programa RONJA, a matriz tangente foi desenvolvida a partir de um elemento 

convencional de viga-coluna onde o efeito de flambagem é determinado como uma 
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função não-linear da força axial no elemento. A formulação também inclui os efeitos de 

imperfeições iniciais. 

 

 Em todas as análises utilizou-se a formulação co-rotacional e a técnica do 

comprimento do arco constante cilíndrico implementadas no programa. Um número 

máximo de 180 incrementos foram necessários para se reproduzir as respostas das três 

análises realizadas no presente trabalho. 

 

 
 

Figura 6.50 - Nós do modelo estrutural 
 

 

 As figuras 6.51 e 6.52 mostram a seqüência de formação das rótulas plásticas e 

as deformadas da estrutura obtidas nas análises feitas no presente trabalho, 

respectivamente. A primeira rótula plástica ocorre no nó 9 (figura 6.50); a segunda, no 

nó 13 e, conseqüentemente, a terceira ocorre no nó 25; a quarta e a quinta rótula 

aparecem nos nós 4 e 17, respectivamente. 

 

forçaprogra 
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Figura 6.51 - Seqüência de formação de rótulas plásticas e distribuição de plasticidade 
 
 
 

 
 

Figura 6.52 - Estrutura deformada 
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•  Cargas Limites 

 A figura 6.53 mostra as curvas carga-deslocamento vertical do nó central da viga 

horizontal (nó 9) das análises mencionadas no parágrafo anterior, bem como as geradas 

no presente trabalho. As respostas obtidas pelo programa AV, nas três análises foram 

muito semelhantes, com diferenças na carga limite. No caso da estrutura sem 

imperfeições, a carga limite alcançada foi de aproximadamente 0,65 MN. Este valor é 

praticamente o mesmo encontrado pela análise do programa USFOS e ambos estão 

acima do valor encontrado no ensaio experimental (0,55 MN). Isto é razoável porque, 

em ambas as análises, o efeito de imperfeições iniciais não foi considerado. JUSTINO 

FILHO (1993) encontrou o valor 0,632 MN para carga limite, quando não considerou a 

presença de imperfeições iniciais. 

 

 A carga limite obtida no presente trabalho quando imperfeições iniciais, com 

amplitude máxima de 2 mm, foram introduzidas foi aproximadamente igual a 0,62 MN. 

Este resultado é um pouco maior que o do ensaio experimental, mas muito próximo dos 

valores apresentados pelos programas NLFA (0,59 MN) e RONJA (próximo de 

0,59 MN). A análise realizada com a consideração do módulo tangente (Et) foi, também, 

aproximadamente igual a 0,59 MN. Levando-se em consideração as incertezas 

existentes tanto na determinação da tensão de escoamento, quanto na configuração 

inicial da estrutura com imperfeição, as diferenças nas cargas limites encontradas podem 

ser consideradas toleráveis. A tabela 6.6, a seguir, apresenta um resumo das cargas 

limites alcançadas por estes programas. 

 

Tabela 6.6 - Análise de resultados para o pórtico plano K 

Análise Carga Limite (MN) 
USFOS (s/ imp. inicial) ≅  0,65 
RONJA (c/ imp. inicial) ≅  0,59 
NLFA (s/ imp. inicial) 0,63 
NLFA(imp. inicial 2 mm) 0,59 
AV (s/ imp. inicial) 0,65 
AV (imp. inicial 2 mm) 0,62 
AV (considerando Et) 0,59 
Experimental 0,55 
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•  Resultados: Trajetórias de Equilíbrio e Comportamento Pós-crítico 

 No trecho pós-crítico, maiores discrepâncias são observadas em todas as 

análises, porém as respostas da presente análise são as que melhor se aproximam do 

resultado experimental no primeiro trecho após a carga limite, onde há uma perda rápida 

de rigidez além da carga última, devido, principalmente, a flambagem local dos 

membros diagonais, como pode ser notado no detalhe apresentado na figura 6.54. Nesta 

figura as curvas são  

as mesmas da figura 6.53, com os deslocamentos máximos truncados em valores 

menores que 120 mm. Para valores de deslocamentos muito grandes, além desse trecho 

inicial, a estrutura apresenta um endurecimento por causa da diferença nas tensões de 

escoamento dos membros. Para este segundo trecho, após a carga limite, a resposta 

experimental apresenta uma curva acima da curva do programa AV, devido ao 

endurecimento do material, porém o comportamento, a carga limite e o modo correto de 

colapso da estrutura são identificados pelo presente programa. Além do mais, para o 

dimensionamento da estrutura, a resistência de cálculo deve ser tomada como uma 

fração do valor limite obtido, quando ocorre a primeira rótula plástica. As respostas dos 

programas NLFA e RONJA, para este segundo trecho, de grandes deslocamentos, não 

foram apresentadas. No caso do programa RONJA, segundo os autores (WAEGTER et 

al. ,1998), o sistema é interrompido quando o primeiro componente falha. 

 

 A curva obtida na presente análise, para o pórtico sem imperfeições iniciais, está 

reproduzida, novamente, junto com a curva do ensaio experimental, na figura 6.55 para 

melhor comparação entre as mesmas. O trecho logo após a carga limite apresenta uma 

concavidade dirigida para a esquerda, caracterizando o snap-back. Para melhor 

visualização deste comportamento, a figura 6.56 mostra, em detalhe, a mesma curva 

com o deslocamento máximo truncado em um valor inferior a 10 mm. As curvas obtidas 

nas análises com imperfeições iniciais e empregando-se o módulo tangente, também 

apresentam o mesmo comportamento, porém para melhor percepção do snap-back, não 

foram incluídas na figura. A resposta apresentada por JUSTINO FILHO (1993) também 

apresentou este comportamento. Para tal, o mesmo empregou a técnica de controle de 

deslocamento, controlando o deslocamento horizontal do ponto médio do braço 

diagonal  
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para determinar o deslocamento vertical do ponto central da viga horizontal. Porém, 

aparentemente, o programa NLFA não conseguiu prosseguir além da carga limite para o 

caso da estrutura sem imperfeições iniciais, portanto, esta deve ter sido a razão de 

JUSTINO FILHO (1993) apresentar apenas a resposta para o caso da estrutura com 

imperfeições iniciais. Além deste fato, o trecho em que a resposta apresenta 

endurecimento não aparece na curva apresentada pelo mesmo. 
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Figura 6.53 - Curvas carga-deslocamento (v) - pórtico K 
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Figura 6.54 - Curvas carga-deslocamento (v) - pórtico K (Detalhe) 
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Figura 6.55 - Curvas carga-deslocamento (v) - pórtico K 
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Figura 6.56 - Curva carga-deslocamento (v) - pórtico K (Detalhe) 
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6.11 Exemplo 10: Jaqueta Plana 
 

 A figura 6.57 apresenta os dados que caracterizam o pórtico plano analisado 

neste item. O mesmo é composto por seções tubulares circulares. Esta estrutura foi 

apresentada por STEWART et al. (1988); MOAN et al. (1990) e posteriormente, 

analisada, detalhadamente, por HELLAN et al. (1994) e FREITAS (1999). Duas 

análises foram realizadas no presente trabalho: 

 

 (1) Na primeira, não foi considerada a redução da rigidez através do módulo  

  tangente (Et); e 

 (2) Na segunda, foi considerada a redução da rigidez através do módulo  

  tangente (Et). 

 

 

Figura 6.57 - Características da jaqueta plana 
 

Membro D(mm) t(mm)
A 667 16
B 935 35
C 1040 40
D 930 30
E 916 16
F 928 28
G 920 20
H 1020 20
I 1328 28
J 2050 50
K 2055 55
L 3045 45
M 6050 50
N 6045 45
O 666 16
P 1335 35
Q 1325 25
R 1320 20
S 1330 30
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 fy = 35678 tf/m2
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 As cargas atuantes na estrutura estão mostradas na figura 6.58. Dois 

carregamentos atuam sobre a estrutura: O primeiro, trata-se de cargas verticais 

constantes que somam um total de 5000 tf. O segundo é um carregamento horizontal 

incremental, equivalente a um carregamento ambiental total de 4663 tf, distribuído no 

modelo de acordo com a figura 6.58, que atua na direção x (global) e foi aplicado a 

partir do segundo incremento de carga quando a estrutura já tinha sofrido a ação do 

carregamento vertical na análise não-linear no primeiro incremento. 

 

 
 

Figura 6.58 - Ações externas 
 

 Para o modelo estrutural do presente trabalho, empregou-se a mesma 

discretização usada na malha 3 apresentada por FREITAS (1999), ou seja, 232 

elementos e 209 nós. A figura 6.59 apresenta os nós utilizados no modelo e, em 

destaque, os nós 19, 26, 33, 40, 47 e 54. Utilizou-se, também, neste exemplo a técnica 

do comprimento do arco constante (arc-length) e a formulação co-rotacional 

implementadas. 
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Figura 6.59 - Nós 19, 26, 33, 40, 47 e 54 do modelo estrutural 
 

 A formação da primeira rótula plástica ocorre quando o parâmetro de carga é 

aproximadamente 1,4433. Foram necessários 33 incrementos para se obter 

completamente a trajetória de equilíbrio desejada. O nível de carga horizontal total que 

leva a estrutura ao colapso encontrado pelo programa AV, quando não foi considerado o 

módulo tangente (Et), corresponde a 1,7175 do carregamento horizontal indicado na 

figura 6.58, e foi alcançado no incremento 10. Este resultado está muito próximo do 

valor encontrado por FREITAS (1999), utilizando o programa CALEB com a malha 3 

(1,6911) e também com a sua malha mais refinada (1,7197). 

 

 As figuras 6.60 e 6.62 mostram, de forma aproximada, a distribuição de 

plasticidade na estrutura correspondente aos incrementos 9 e 10, respectivamente. O 

primeiro membro a sofrer plastificação total em todos os seus nós é o membro diagonal 

que se estende do nó 47 ao 54 (figura 6.59) e o segundo, é o que vai do nó 19 ao 54 da 

mesma figura. A estrutura deformada para o nível de carga do incremento 9 está 

apresentada na figura 6.61. Esta configuração deformada é muito semelhante a 

apresentada por FREITAS (1999). O terceiro membro a sofrer plastificação completa é 

o membro diagonal inferior esquerdo, que liga o nó 54 ao apoio esquerdo (figura 6.59). 
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Isto ocorre no incremento 10, quando também o membro diagonal inferior direito já 

está, praticamente, completamente plastificado, como pode-se observar na figura 6.62. 

A configuração deformada para este incremento está apresentada na figura 6.63. 

 

 
 

Figura 6.60 - Distribuição de plasticidade correspondente ao incremento 9 
 

 
Figura 6.61 - Configuração deformada correspondente ao incremento 9 
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Figura 6.62 - Distribuição de plasticidade correspondente ao incremento 10 
 
 
 

 
 

Figura 6.63 - Configuração deformada correspondente ao incremento 10 
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 A resposta obtida com o programa AV foi muito boa, principalmente, se 

levarmos em conta o refinamento da malha relativamente baixo, e o número de 

incrementos utilizados na análise. Apesar da boa resposta encontrada na presente 

análise, deve-se salientar que o refinamento da malha é de importância fundamental, 

pois muitas das tentativas de análise  com malhas mais pobres feitas no presente 

trabalho, falharam, apresentando problemas numéricos. Não foi feita análise com 

malhas mais refinadas aqui para se evitar a repetição do estudo já realizado 

exaustivamente e em detalhe por FREITAS (1999).  

 

 Outro ponto importante, além de uma malha adequadamente refinada, quando se 

está interessado na seqüência de formação das rótulas plásticas, é o emprego de 

incrementos menores a partir do momento em que a resposta vai perdendo a linearidade, 

pois, desta forma, a mesma é definida com mais precisão. A figura 6.64 apresenta as 

curvas parâmetro de carga vs. deslocamento horizontal do nó 37, que é o nó superior 

esquerdo no topo da estrutura e faz uma comparação com os resultados apresentados por 

STEWART et al. (1988); HELLAN et al. (1994) e FREITAS (1999), que utilizaram os 

programas MARC, USFOS e CALEB, respectivamente. Todos os resultados incluídos 

nesta figura foram obtidos com malhas sem imperfeições iniciais. O valor mais 

importante nesta comparação é o da carga última de colapso.  

 

 A análise com o elemento apresentado neste trabalho considerando a redução da 

rigidez através do módulo tangente alcançou o fator de carga de 1,4981. Este valor está 

próximo dos valores divulgados por FREITAS (1999) nas análises realizadas quando 

foram consideradas imperfeições iniciais com magnitudes de 4/1000 (1,5121) e 

5/1000 (1,4650).  
 

 A falha do primeiro membro ocorre com um fator de carga de 1,3391. Este valor 

está abaixo do valor encontrado para a estrutura sem imperfeições iniciais. Isso já era de 

se esperar, pois, segundo FREITAS (1999), “o aumento das imperfeições geram 

momentos iniciais maiores e, conseqüentemente, antecipação da formação das rótulas 

plásticas”. Além disso, este valor é aproximadamente o mesmo obtido por FREITAS 

(1999) para a estrutura com imperfeição inicial de magnitude 4/1000 (1,3359). As 

trajetórias de equilíbrio do nó 37 obtidas por FREITAS (1999) para estas duas análises, 
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com imperfeições iniciais, bem como a do presente trabalho, considerando Et, estão 

mostradas na figura 6.65. 
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Figura 6.64 - Curvas carga-deslocamento horizontal (u) 
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Figura 6.65 - Curvas carga-deslocamento horizontal (u) 
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6.12 Exemplo 11: Pórtico Tridimensional 
 

 Os exemplos anteriores, e os resultados de outras análises não apresentadas neste 

trabalho, demonstraram a habilidade do programa de detectar a formação de 

mecanismos plásticos de colapso para estruturas bidimensionais. O exemplo estudado 

neste item demonstra a possibilidade da utilização das técnicas de análise não-linear 

implementadas no programa para analisar estruturas tridimensionais. 
 

•  Definição do Modelo 

 O pórtico espacial da figura 6.66, composto por seções tubulares, foi apresentado 

por MOAN et al. (1985) e posteriormente por JUSTINO FILHO (1993). As 

características do material e as dimensões das seções transversais circulares utilizadas na 

análise estão apresentadas, também, na figura 6.66. 

 

       E  = 20601 kN/cm2 
       f y = 33 kN/cm2 

Figura 6.66 - Características do pórtico tridimensional 

Membro D (m) t (m)
Pernas verticais 2,000 0,060
Elementos horizontais 1,000 0,040
Braços-x horizontais 1,000 0,040
Braços-x verticais 1,016 0,038

 x, u

 B

 C A

 E

 F

18,288 m
 18,288 m

 z, w

 28,259 m

 D

 y, v

 G

 H
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•  Análises 

 Com o intuito de investigar a aplicação da redução da rigidez através do módulo 

tangente, e comparar a resposta da formulação dos pesquisadores citados anteriormente, 

foram feitas três análises no presente trabalho: 
 

 (1) Na primeira, não foi considerada a redução da rigidez através do módulo  

  tangente (Et);  

 (2) Na segunda, foi considerada a redução da rigidez através do módulo  

  tangente (Et); e 

 (3) Na terceira, foi considerado o efeito de endurecimento do material  

  igual a E’ = 0,01 E. 
 

 A estrutura foi modelada utilizando-se a mesma discretização usada por 

JUSTINO FILHO (1993) com 180 elementos de pórtico espacial co-rotacionado e 165 

nós. 

 

•  Dados de Carregamento 

 Dois carregamentos atuam sobre a estrutura: o primeiro carregamento 

considerado trata-se de um carregamento vertical constante resultante de 120 MN, 

distribuído igualmente nos nós 11, 22, 33 e 44 (figura 6.67), no topo da estrutura. O 

segundo é um carregamento horizontal incremental que atua na direção x (global) e é 

aplicado a partir do segundo incremento de carga quando a estrutura já tinha sofrido a 

ação do carregamento vertical na análise não-linear no primeiro incremento. Este 

carregamento é também distribuído igualmente naqueles mesmos nós. 

 

•  Carga Limite 

 A análise com a presente formulação, sem considerar o módulo tangente (Et), 

alcançou o nível de carga horizontal total de 81,97 MN e o deslocamento horizontal no 

topo, nó 11 (ponto H), de 180,19 mm , enquanto que as respostas encontradas na análise 

com o elemento de JUSTINO FILHO (1993) foram: 74,00 MN para a carga total 

horizontal e 102,61 mm para o deslocamento horizontal no topo.  O programa NLFA, 

empregado na análise de JUSTINO FILHO (1993) apresentou uma reta como resposta e 

uma carga de não convergência muito inferior as apresentadas pelos demais 
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pesquisadores. O motivo para essa carga alcançada ser inferior, pode ser explicado pelo 

fato de que a superfície de escoamento utilizada no programa NLFA é conservadora em 

relação às demais superfícies. Em todas as outras análises percebe-se, nitidamente, a 

não-linearidade na trajetória de equilíbrio. 

 

 MOAN et al. (1985), utilizando o programa FENRIS, encontraram o valor de 

82,0 MN para a carga última de colapso e um deslocamento de aproximadamente 

125 mm. Em outra análise com o programa USFOS, os mesmos pesquisadores 

encontraram uma carga um pouco menor e o deslocamento aproximadamente igual a 

162,5 mm. A análise com o elemento apresentado neste trabalho considerando a redução 

através do módulo tangente alcançou a carga de 80,24 MN e um deslocamento de 

355,38 mm. Este valor para a carga é próximo do valor divulgado por MOAN et al. 

(1985) em sua análise considerando imperfeição inicial (80,4 MN). Neste caso, é 

possível deduzir que esta consideração pode ser um meio adequado para representar 

imperfeições iniciais, de modo a representar o comportamento de colapso de uma barra 

comprimida que compõe a estrutura. O emprego do módulo tangente para este propósito 

foi documentado, através de exemplos, por ORBISON (1982) e RODRIGUES (1996), 

utilizando-o, como no presente trabalho, em conjunto com o Método dos Elementos 

Finitos; por LIEW & CHEN (1994), usando-o na formulação de elemento de viga-

coluna, que empregam funções de estabilidade para os coeficientes da matriz de rigidez 

do elemento; e por ASSAID (1997) e LANDESMANN (1999), utilizando-o na 

formulação de mola de rigidez variável à rotação, para simular a formação de rótulas 

plásticas. A tabela 6.7 apresenta uma comparação de todos os resultados disponíveis. 

 

Tabela 6.7 - Valores de carga total horizontal e deslocamento total (nó E) 

Análise 
Carga Total 

Horizontal (MN) 
Deslocamento 

Horizontal Total 
(mm) 

NLFA (sem imp. inicial) 74,00 102,61 
AV (não considerando Et) 81,97 180,19 
AV (considerando Et) 80,24 355,38 
FENRIS (sem imp. inicial) 82,00 ≅  125,00 
FENRIS (com imp. inicial) 80,40 - 
USFOS ≅  81,00 ≅  162,50 
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Figura 6.67 - Nós das colunas (Pórtico tridimensional) 
 

•  Rótulas Plásticas 

 Na figura 6.68 é mostrada a seqüência de formação das rótulas plásticas 

detectadas pelo programa na presente análise. A carga de não convergência do programa 

foi alcançada quando todos os nós das diagonais BE e CH, da figura 6.66, plastificaram. 
 

 
 

Figura 6.68 - Seqüência de formação das rótulas plásticas e distribuição de plasticidade 
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•  Curvas Carga-deslocamento 

 As curvas carga-deslocamento horizontal do ponto H, indicado na figura 6.66, 

para as análises feitas por JUSTINO FILHO (1993), MOAN et al. (1985), e as duas 

análises neste trabalho, considerando e não considerando o módulo tangente (Et), são 

apresentadas na figura 6.69. A figura 6.70 apresenta, em detalhe, as curvas apresentadas 

na figura 6.69 para valores de carga superiores a 40,0 MN. Nestas figuras, para efeito de 

comparação, o deslocamento máximo para a resposta da análise considerando Et foi 

truncada em um valor próximo a 200 mm. A resposta completa para esta análise 

apresenta um patamar de escoamento bem definido e está mostrada na figura 6.71.  

 

 A resposta gerada na presente análise para o caso da estrutura sem imperfeições 

iniciais poderia, também, apresentar um patamar de escoamento, bastando para isso 

aumentar-se um pouco o resíduo da matriz de rigidez do elemento. Porém, como a carga 

limite já havia sido obtida, com deslocamentos bastante acentuados e a trajetória de 

equilíbrio suficientemente definida para fins de comparação, fez-se opção por não se 

efetuar uma nova análise para este caso.riz 
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Figura 6.69 - Curvas carga-deslocamento horizontal (u), nó 11 (topo) 
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Figura 6.70 - Curvas carga-deslocamento horizontal (u), nó 11 (topo) 
 

 Estão incluídas, também, na figura 6.71 as respostas do programa AV e NLFA 

(JUSTINO FILHO, 1993), com consideração do efeito de endurecimento do material 

igual a E’ = 0,01 E. A análise considerando o endurecimento, no presente trabalho, foi 

efetuada até o deslocamento no topo da estrutura alcançar um valor aproximado de 

358,14 mm. 

 

 Observando as figuras 6.69 e 6.70, verifica-se que na região elástica linear as 

respostas seguem praticamente a mesma reta, mas na região elasto-plástica as respostas 

não são coincidentes. A resposta obtida através do elemento utilizado no presente 

trabalho, não considerando o módulo tangente, apresentou uma carga de colapso 

praticamente igual a da análise feita com o programa FENRIS e uma trajetória de 

equilíbrio muito próxima a da obtida pelo programa USFOS, como pode ser constatado 

através da figura 6.69. O programa FENRIS, por sua vez, apesar de ser considerado o 

mais preciso na determinação do avanço da plasticidade, por considerar a distribuição de 

plasticidade em sua análise, não considera a plastificação gradual da seção, e por este 
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motivo a curva obtida por este programa (FENRIS) difere mais em relação aos 

resultados da presente análise e do programa USFOS, no trecho não linear.  
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Figura 6.71 - Curvas carga-deslocamento horizontal (u), nó 11 (topo) 
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6.13 Exemplo 12: Plataforma Offshore Fixa 
 

 A plataforma offshore fixa hipotética do tipo jaqueta mostrada na figura 6.72 foi 

apresentada por FREITAS (1999). Este exemplo demonstra a capacidade e a eficiência 

das técnicas de análise não-linear, implementadas no programa AV, de estudar o 

comportamento de estruturas com dimensões próximas das utilizadas na prática, pois a 

mesma possui 98,30 m de altura (direção z) e as dimensões transversais no topo são 

16,00 m na direção x e 13,70 m na direção y. Na base da jaqueta as dimensões 

transversais são 44,50 m na direção x e 44,62 m na direção y.  

 

 A origem do sistema global, por convenção, foi fixada no nível das águas 

tranqüilas e a orientação determinada para os eixos é mostrada na figura 6.72. Duas 

análises foram realizadas: 

  

 (1) Na primeira, não foi considerada a redução da rigidez através do módulo  

  tangente (Et); e 

 (2) Na segunda, foi considerada a redução da rigidez através do módulo  

  tangente (Et). 

 A malha utilizada foi suficientemente refinada, uma vez que o modelo estrutural 

foi discretizado com 1646 elementos de pórtico espacial e 1535 nós, com o 

comprimento máximo dos elementos limitado em 5 metros, seguindo o mesmo critério 

de esbeltez utilizado por FREITAS (1999). Esta discretização é equivalente a malha 

com maior nível de refinamento (malha 4) usada por FREITAS (1999), com exceção 

dos elementos de estacas. Na presente análise, a base da jaqueta foi simplesmente 

apoiada nos quatro nós de canto da mesma. O módulo de elasticidade longitudinal 

utilizado na análise foi igual a 21000000 tf/m2  e a tensão de escoamento, fy = 50000 

tf/m2. 

 

 As cargas atuantes na jaqueta são: peso próprio, cargas do convés, com 

resultante total de cargas verticais igual a 1820 toneladas, e cargas ambientais (onda e 

corrente), aplicadas na direção x, com onda centenária. Não foram consideradas as 
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cargas de inércia na presente análise. Segundo FREITAS (1999), esta desconsideração 

não 
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Figura 6.72 - Jaqueta offshore fixa hipotética 
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não traz perda significativa, pois em análises preliminares com controle de carga 

verificou-se ser desprezível sua influência na carga última e no processo de colapso. 

 

 No presente estudo foram monitorados os deslocamentos horizontais e verticais 

do nós 1100, 1110, 1118, 1300, 1308 e 1319, apresentados na figura 6.73, a seguir. 

 
 

 
Figura 6.73 - Nós 1100, 1300, 1110, 1308, 1118 e 1319 do modelo estrutural 

  

 É um fato a dificuldade em se estabelecer o número de incrementos e o valor do 

parâmetro inicial de carga, para o emprego da técnica do controle do arco constante 

cilíndrico, que assegurem um bom grau de precisão na determinação da carga última de 

colapso. O modo mais seguro é a realização de diversas análises não-lineares, 
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diminuindo-se o parâmetro de carga inicial e, conseqüentemente, aumentando-se o 

número de incrementos, até que a diferença entre as duas últimas respostas seja muito 

pequena. Este procedimento, utilizando, ao invés da técnica do controle do arco, as 

técnicas combinadas de controle de carga e deslocamento, foi empregado por 

FREITAS (1999). 
 

 Na presente análise, o objetivo foi o de verificar a versatilidade, eficiência e 

capacidade das ferramentas numéricas implementadas na determinação da carga última 

de colapso, com um grau de precisão aceitável. Sendo assim, foram necessários, apenas, 

20 incrementos para se obter completamente a trajetória de equilíbrio apresentada na 

figura 6.74, para o nó 1100. Nesta figura é apresentada, também, a resposta obtida por 

FREITAS (1999), utilizando o programa CALEB, para o caso de solo rígido, sem a 

consideração de imperfeições iniciais. Na análise realizada por FREITAS (1999) foram 

requeridos 446 passos para a determinação da trajetória de equilíbrio apresentada na 

figura 6.74. 
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Figura 6.74 - Curvas carga-deslocamento horizontal do nó 1100 

 Apesar de não ser possível uma comparação direta das respostas apresentadas na 

figura 6.74, devido às diferenças inerentes nas discretizações, pode-se, em contrapartida, 

concluir, da mesma figura, que a resposta obtida na presente análise foi muito boa e 

eficiente, determinando, em poucos incrementos, com boa precisão, o ponto limite de 

carga. 

 

 Observando-se, ainda, um pouco mais, as respostas da figura 6.74, percebe-se 

que as inclinações das trajetórias de equilíbrio são ligeiramente diferentes no trecho 

anterior ao ponto crítico. O motivo principal para este fato é que na presente análise as 

fundações não foram analisadas, apresentando condições de contorno diferentes na base 

da jaqueta. 

 

 Outro ponto importante, observado através da figura 6.74, é a diferença nos 

valores das cargas de colapso: o resultado da carga última de colapso, obtida no presente 

trabalho, foi igual a 3,309, para um deslocamento horizontal igual a 0,676 m, ao passo 

que o alcançado por FREITAS (1999) foi igual a 3,192, com um deslocamento 

horizontal igual a 0,553 m. A razão disto, além das diferenças nos modelos estruturais, 

pode ser explicada pela diferença nas superfícies de escoamento, uma vez que a 

superfície de escoamento utilizada na presente formulação fornece uma maior reserva de 

resistência que a utilizada em FREITAS (1999). 

 

•  Rótulas Plásticas 

 O processo de formação das rótulas plásticas, no presente estudo, ocorreu, de 

modo geral, como na análise feita por FREITAS (1999). O mapa de esforços com 

índices de plastificação referente ao incremento da análise em que a carga última de 

colapso é atingida (incremento 10) está exibido na figura 6.75, e é bastante semelhante 

ao apresentado por FREITAS (1999). A configuração deformada referente ao 

incremento 10, também, muito semelhante à exibida em FREITAS (1999), é mostrada 

na figura 6.76. 
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Figura 6.75 - Mapa de esforços com índices de plastificação (incremento 10) 
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Figura 6.76 - Configurações deformada e indeformada (incremento 10) 
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 As figuras 6.77 e 6.78 apresentam as curvas carga-deslocamento horizontal e 

vertical dos nós 1100, 1110, 1118, 1300, 1308 e 1319, respectivamente. Os nós de topo 

1100 e 1300 são os que apresentam maiores deslocamentos horizontais, como pode-se 

perceber através da figura 6.77.  
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Figura 6.77 - Curvas carga-deslocamento horizontal dos nós  

1100, 1110, 1118, 1300, 1308 e 1319 

 

 Analisando os deslocamentos verticais desses mesmos nós, percebe-se que, 

inicialmente, todos eles descem, porque o carregamento do convés e peso próprio da 

estrutura é aplicado de uma só vez no primeiro incremento de carga. Estes 
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carregamentos não são simétricos, pois a estrutura não é simétrica e as cargas no convés 

também não são, o que gera deslocamentos desiguais em todos os nós, inicialmente.  

 

 A partir do instante em que o carregamento de onda e corrente começa a atuar, 

do segundo incremento de carga em diante, o plano que contém os nós de um mesmo 

nível começa a girar, com os nós 1100, 1110 e 1118 subindo, enquanto os nós 1300, 

1308 e 1319 descem até o início da perda de linearidade, quando todos começam a 

descer (figura 6.78). 
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Figura 6.78 - Curvas carga-deslocamento vertical dos nós  

1100, 1110, 1118, 1300, 1308 e 1319 
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 A curva carga-deslocamento horizontal do nó 1100 para a análise considerando a 

redução da rigidez do elemento através do módulo tangente está apresentada na figura 

6.79. Observando esta figura, constata-se que a resposta encontrada não apresenta 

diferenças significativas em relação à solução em que não se considerou o efeito do 

módulo tangente. O valor do parâmetro de carga máximo, quando leva-se em conta Et, é 

igual a 3,299, com um deslocamento de 0,675 m.  
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Figura 6.79 - Curvas carga-deslocamento horizontal do nó 1100 

 

 

 A figura 6.80, a seguir, apresenta um detalhe das curvas apresentadas na figura 

6.79 no trecho em que passa pela carga limite. 
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Figura 6.80 - Curvas carga-deslocamento horizontal do nó 1100 (detalhe) 

 

 A resposta obtida pelo programa AV foi muito boa, principalmente, se levarmos 

em conta o pequeno número de incrementos utilizados na análise. Apesar da boa 

resposta encontrada na presente análise, como já citado, além de uma malha 

adequadamente refinada, o emprego de incrementos menores a partir do momento em 

que a resposta vai perdendo a linearidade é de fundamental importância quando se 

deseja maior precisão na determinação da carga última de colapso. 
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6.14 Exemplo 13: Plataforma Fixa Hipotética 
 

 Neste item é realizada a análise elasto-plástica não-linear geométrica de uma 

plataforma offshore fixa hipotética do tipo jaqueta apresentada na figura 6.81. Esta 

estrutura, apresentada originalmente por JUSTINO FILHO (1993), é bastante similar às 

existentes na bacia de Campos, no estado do Rio de Janeiro.  

 

 O modelo estrutural utilizado neste exemplo possui 175,0074 m de altura 

(direção z). No topo suas dimensões são 51,4138 m de largura na direção x e 38,3378 m 

de largura na direção y. Na base, possui 84,186 m na direção x e 61,7 m na direção y. O 

refinamento do modelo estrutural utilizado foi o mesmo empregado por JUSTINO 

FILHO (1993), possuindo 5485 elementos de pórtico espacial e 4825 nós. 

 

 As cargas aplicadas na análise desta estrutura foram: peso próprio, cargas do 

convés, com resultante total de cargas verticais igual a 112 MN, e cargas ambientais 

aplicadas na direção x (global). A orientação determinada para os eixos está mostrada, 

também, na figura 6.81. 

 

 Os parâmetros para determinação das cargas ambientais atuando na plataforma 

são: 

 •  Altura do nível de lâmina de água igual a 165 m; 

 •  Onda com 10 metros de altura e período de 11 segundos; 

 •  Corrente com velocidade variando linearmente, de 1,5 m/s na superfície  

  do mar a 0,09 m/s na base da plataforma; 

 •  Velocidade do vento igual a 37,2 m/s na altura de referência; 

 •  Cargas ambientais consideradas atuando na direção x global da estrutura; 

 •  Coeficiente de arrasto igual a 1,2 e de inércia igual a 2,0, para  

  determinação das cargas nodais equivalentes de corrente, pela fórmula de  

  Morrison para membros cilíndricos. 
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Figura 6.81 - Jaqueta fixa hipotética 
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 Não se teve acesso a todos os dados utilizados na análise original feita por 

JUSTINO FILHO (1993), então, na presente análise, a base da jaqueta foi engastada na 

fundação e os valores estipulados para o módulo de elasticidade longitudinal e para a 

tensão de escoamento foi de E = 200000 MN/m2 e fy = 350 MN/m2. 

 

 As cargas de peso próprio e cargas do deck são aplicadas, de uma vez, no 

primeiro incremento e mantidas constantes ao longo da análise. Apenas as cargas 

ambientais são aumentadas gradualmente durante a análise. 

 

 No presente estudo foram monitorados os deslocamentos horizontais e verticais 

do nós 39, 42, 58, 92, 120, 136, 196, 201, 244 e 249, apresentados na figura 6.82. 

 
 

Figura 6.82 - Nós 42, 58, 39, 92, 120, 136, 196, 201, 244 e 249 do modelo estrutural 
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 Foi realizada, somente, uma análise elasto-plástica perfeita não-linear geométrica 

para este exemplo, com intuito de avaliar a capacidade do programa em lidar com 

modelos do presente porte. O programa não apresentou problemas de convergência até o 

término do 50o incremento, quando a análise foi terminada, já que o tempo de execução 

estava bastante grande, entrando no quarto dia de análise. Apesar disso, o parâmetro de 

carga alcançado foi igual a 5,453, caracterizando um patamar de escoamento, com um 

deslocamento horizontal do nó 42, no topo, igual a 1,437 m, como mostra a figura 6.83. 

Esta figura apresenta, também, a resposta encontrada por JUSTINO FILHO (1993) que 

atingiu o coeficiente de carga 3,569 e o deslocamento x global no topo da plataforma 

igual a 0,556 m, com uma curva, praticamente, linear (figura 6.83). Os pontos 

mostrados na figura foram obtidos através do gráfico divulgado por JUSTINO FILHO 

(1993) e não representam todos os pontos de convergência encontrados por ele. 
 

 Deve-se salientar que no início da análise o deslocamento tangente máximo foi 

limitado a 0,7 ||1δu’’(1)||  e a partir do 15o incremento o deslocamento tangente máximo 

foi limitado a 0,3 ||1δu’’(1)|| , para reduzir o tempo de análise.  
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Figura 6.83 - Respostas parâmetro de carga versus deslocamento horizontal (topo)

 Apesar de não ser possível uma comparação direta das respostas apresentadas na 
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figura 6.83, devido ao fato da incerteza de que as estruturas analisadas sejam exatamente 

iguais, uma vez que não se teve acesso a todos os dados utilizados por JUSTINO 

FILHO (1993), pode-se, entretanto, compará-las qualitativamente, e concluir que a 

resposta obtida na presente análise foi muito boa e eficiente. 

 

 A análise feita por JUSTINO FILHO (1993), utilizando a técnica do controle de 

deslocamento e computação paralela, com 8 processadores no supercomputador 

Hipercubo Intel iPSC/860, precisou de 246 passos e levou, aproximadamente, 3h42min, 

ao passo que, a análise do presente trabalho precisou, apenas, de 11 incrementos e 

levou, aproximadamente, 2h8min, num Pentium III com 600 MHz, para chegar próximo 

ao nível de carga atingido na análise realizada por JUSTINO FILHO (1993). 

 

 A figura 6.84 apresenta a curva carga-deslocamento horizontal, destacando, os 

resultados correspondentes aos incrementos 10, 20, 30, 40 e 50. Os mapas de esforços 

com índices de plastificação referentes a esses incrementos são mostrados nas figuras 

6.85 a 6.89, respectivamente. Através dessas figuras pode-se perceber o avanço 

gradativo da plastificação. Os mapas de esforços com índices de plastificação para os 

incrementos 40 e 50 são praticamente os mesmos, pois o nível de carga é, 

aproximadamente, o mesmo, configurando o patamar de escoamento. 

 

 A configuração deformada correspondente ao incremento 50, é exibida, em duas 

vistas diferentes, nas figuras 6.90 e 6.91. 
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Figura 6. 84 - curva carga-deslocamento horizontal do nó 42, destacando, os resultados  

correspondentes aos incrementos 10, 20, 30, 40 e 50 
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Figura 6.85 - Mapa de esforços com índices de plastificação (incremento 10) 
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Figura 6.86 - Mapa de esforços com índices de plastificação (incremento 20) 
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Figura 6.87 - Mapa de esforços com índices de plastificação (incremento 30) 
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Figura 6.88 - Mapa de esforços com índices de plastificação (incremento 40) 
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Figura 6.89 - Mapa de esforços com índices de plastificação (incremento 50) 
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Figura 6.90 - Configurações deformada e indeformada (incremento 50) 
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Figura 6.91 - Configurações deformada e indeformada (incremento 50) 
 

 

 

 

 

 

 As figuras 6.92 e 6.93 apresentam as curvas carga-deslocamento horizontal e 

vertical dos nós 39, 42, 58, 92, 120, 136, 196, 201, 244 e 249, respectivamente. Os nós 

de topo 42 e 58 (figura 6.82) são os que apresentam maiores deslocamentos horizontais, 
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como pode-se perceber através da figura 6.92. 
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Figura 6.92 - Curvas carga-deslocamento horizontal dos nós  

39, 42, 58, 92, 120, 136, 196, 201, 244 e 249 

 

 Analisando os deslocamentos verticais desses mesmos nós (figura 6.93), 

percebe-se que, inicialmente, todos eles descem, porque o carregamento do convés e 

peso próprio da estrutura é aplicado de uma só vez no primeiro incremento de carga. O 

carregamento de peso próprio não é simétrico, pois a estrutura não é simétrica, o que 

gera deslocamentos desiguais em todos os nós, inicialmente.  

 

 A partir do instante em que o carregamento de onda e corrente começa a atuar, 

do segundo incremento de carga em diante, o plano que contém os nós de um mesmo 
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nível começa a girar, com os nós 58, 92, 136, 201 e 249 subindo, enquanto os nós 39, 

42, 120, 196 e 244 descem até o 50o incremento (figura 6.93). 
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Figura 6.93 - Curvas carga-deslocamento vertical dos nós  

39, 42, 58, 92, 120, 136, 196, 201, 244 e 249 

 

 

 

 A resposta obtida pelo programa AV foi muito boa, representando, de forma 

precisa, o comportamento não-linear da jaqueta estudada, apresentando curvas não-

lineares e patamares de escoamento bem definidos. Além do mais, com o emprego da 

técnica do comprimento do arco cilíndrico e a formulação co-rotacional foi possível ir 
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bem além da resposta apresentada por JUSTINO FILHO (1993). 
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Capítulo 7 

Conclusões e Sugestões 
 

7.1 Sumário 
 

 Esta tese faz parte de uma linha de pesquisa que vem sendo desenvolvida no 

Programa de Engenharia Civil da COPPE/UFRJ, em análise não-linear de estruturas. 

Diversas teses foram desenvolvidas neste sentido, podendo ser citados os trabalhos 

desenvolvidos por BENJAMIN (1982), ALVES (1989), BENJAMIN (1991), JUSTINO 

FILHO (1993), MOURELLE (1993), JOUGLARD (1993), ALVES (1995), 

LANDESMANN (1999), FREITAS (1999), SOUZA (1999), CARNEIRO (2000) e 

JOAQUIM (2000), entre outros. A maioria das ferramentas numéricas apresentadas na 

presente tese foram, de alguma forma, implementadas nos trabalhos citados acima, 

porém não se observa, nos mesmos, a inclusão de todos os tópicos aqui abordados num 

mesmo trabalho, aplicado a estruturas offshore. 

 

 No âmbito internacional, diversos programas e formulações se mostram capazes 

de analisar o comportamento não-linear físico e geométrico de estruturas offshore, 

considerando até outras características deste comportamento que não fizeram parte do 

escopo desta tese. Pode-se citar, neste contexto, os trabalhos desenvolvidos por 

SOREIDE et al. (1986), STEWART et al. (1988), MOAN et al. (1990), STEWART e 

GRAFF (1990), UEDA & RASHED (1991), HELLAN et al. (1994) e WAEGTER et al. 

(1998), entre outros. Mas, também, nestes estudos não estão presentes todas as 

ferramentas, tais como as estratégias, técnicas e particularidades da presente formulação, 

que constituem as contribuições da presente tese. 

 

 O presente trabalho consiste na implementação de novos desenvolvimentos para 

a análise do colapso de estruturas reticuladas para exploração de petróleo no mar 

(offshore), através do acoplamento de estratégias computacionais, e sua integração em 

uma abordagem inovadora, incorporando os tópicos descritos nos capítulos anteriores e 

resumidos a seguir: 
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•  Novos desenvolvimentos na formulação de um elemento de pórtico não-linear  

 físico e geométrico, levando em conta grandes deslocamentos e grandes 

rotações.  

 Investigação e implementações de contribuições no estudo dos elementos finitos  

 de pórtico tridimensional, atualmente disponíveis na literatura, que aprimoram a  

 representação dos efeitos não-lineares geométricos e físicos, considerando,  

 também, o estudo adequado de rotações finitas, através da formulação  

 co-rotacional. Os trabalhos apresentados por BENJAMIN (1991) e  

 MOURELLE (1993) se encaixaram, perfeitamente, neste contexto, como ponto  

 de partida. 

 

•  Extensão de uma formulação elasto-plástica perfeita de eficiência comprovada,  

 apresentada por BENJAMIN (1991), para a consideração dos efeitos de  

 endurecimento do material (strain hardening). 

 

•  Modificação da superfície de escoamento da formulação original  

 (BENJAMIN, 1991), para proporcionar uma maior aproximação com as  

 superfícies definidas nos códigos de normas do API-RP2A-LRFD (1993) e do  

 AISC-LRFD (1995). 

 

•  Pesquisa das técnicas do comprimento do arco constante e implementação  

 daquela que melhor se adapta ao problema estudado. No caso, uma versão  

 modificada da técnica do comprimento do arco cilíndrico, associada ao controle  

 do deslocamento tangente, mostrou-se muito eficiente, sendo auto-adaptativa e  

 dispensando o uso de técnicas de recomeço e de aceleração de convergência.  

 O emprego desta técnica forneceu bons resultados. 

 

•  Implementação da técnica do controle de deslocamento generalizado (GDCM),  

 como alternativa à técnica do comprimento do arco constante, já que a mesma  

 não passa pela solução de uma equação quadrática e, portanto, não possui o  

 problema da possibilidade de soluções com raízes complexas. 
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•  Consideração dos efeitos de tensões residuais e imperfeições geométricas de  

 forma aproximada, através do método do módulo tangente. 
 

•  Implementação de um visualizador gráfico simples, porém bastante eficiente e  

 concebido, exclusivamente, para o estudo desenvolvido neste trabalho. 

 

 

7.2 Conclusões 
 

 O programa de análise não-linear resultante desta pesquisa apresenta um 

comportamento consistente, em termos numéricos, na maioria das aplicações, exibindo 

eficiência e precisão suficientes para os seus propósitos, que é a verificação das 

capacidades das ferramentas computacionais, incorporadas ao mesmo, para 

proporcionar uma melhor e mais eficiente resposta para a análise não-linear de 

estruturas reticuladas, principalmente, as tubulares como as que são utilizadas em 

jaquetas de plataformas fixas na exploração de petróleo no mar (offshore). 

 

 Através da observação e estudo dos resultados obtidos dos exemplos 

apresentados nesta tese, pode-se concluir sobre as ferramentas implementadas: 

 

•  A técnica do comprimento do arco constante é muito superior às técnicas de  

 controle de carga e deslocamento, uma vez que a mesma permite a obtenção de  

 trajetórias de equilíbrio completas, passando por pontos limites de carga e  

 de deslocamento. 

 

•  A técnica do controle de deslocamento generalizado (GDCM) mostrou-se mais  

 robusta que a técnica do controle de arco, pois a mesma não apresenta o  

 problema de raízes complexas em sua solução, o que pode vir a ocorrer, em  

 alguns casos, quando se emprega a técnica do controle de arco. 

 

•  Em geral, para se obter trajetórias de equilíbrio semelhantes, a técnica do  

 controle de deslocamento generalizado (GDCM) requer um valor menor para o  

 parâmetro inicial de carga do que a técnica do controle de arco, o que acarreta  
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 num número maior de incrementos na análise. Esta é a razão de se utilizar, na  

 presente tese, a técnica GDCM apenas nos casos em que a técnica do  

 comprimento de arco apresenta o problema de raízes complexas. 

 

•  O controle do deslocamento tangente, utilizado em conjunto com a técnica do  

 comprimento de arco, limitando-o a um valor máximo predeterminado para  

 evitar o crescimento do mesmo em regiões próximas a pontos limites de carga,  

 mostrou-se bastante eficiente, dispensando o emprego de técnicas de recomeços  

 e de aceleradores de convergência. 

 

•  O dispositivo para a verificação da mudança do sinal do incremento de carga na  

 passagem por pontos limites, como proposto por YANG & SHIEH (1990) e  

 FENG et al. (1996), além de ser mais fácil de implementar do que outros 

critérios  

 (CRISFIELD, 1991), forneceu resultados precisos em todos os exemplos  

 analisados. 

 

•  Algumas estruturas apresentam saltos sob controle de deslocamento. Neste caso,  

 não há necessidade de se utilizar a técnica do controle de deslocamento de um nó  

 para se obter a resposta do deslocamento de um outro nó que apresenta este tipo  

 de comportamento, como utilizado em alguns trabalhos (MOAN et al., 1990,  

 JUSTINO FILHO, 1993, FREITAS, 1999, entre outros). Em muitos desses  

 casos não se consegue prosseguir na trajetória de equilíbrio empregando  

 este procedimento. As técnicas do controle de arco e GDCM fornecem  

 excelentes resultados em casos como estes, como demonstrados nos exemplos  

 analisados nesta tese. 

 

•  Apesar da formulação elasto-plástica, implementada na presente tese, requerer  

 pequenos incrementos de carga para uma melhor resposta, percebe-se, através  

 dos exemplos estudados, que a utilização da formulação co-rotacional permite  

 uma solução bastante aproximada com incrementos maiores, diminuindo o 

tempo  
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 de análise devido à redução do número de incrementos para a obtenção da  

 trajetória de equilíbrio. 

 

•  A formulação co-rotacional permite que a solução avance sempre mais na  

 trajetória de equilíbrio em relação à formulação tradicional. Esta conclusão foi  

 deduzida através de exemplos de análises não-linear geométrica e/ou física. 

 

•  A formulação não-linear física do elemento de pórtico, na sua presente forma,  

 apresentou um bom desempenho quando comparada com outras formulações  

 (ORBISON, 1982, SOREIDE et al., 1986, CONCI, 1988, MOAN et al., 1990,  

 UEDA & RASHED, 1991, JUSTINO FILHO, 1993, STEWART et al., 1993,  

 PARK & LEE, 1996, WAEGTER et al., 1998, FREITAS, 1999, entre outros). 

 

•  A formulação não-linear física, também, mostrou-se superior à formulação  

 desenvolvida por JUSTINO FILHO (1993) na determinação da carga última de  

 colapso, o que sugere que a formulação original desenvolvida por BENJAMIN  

 (1991) representa melhor este comportamento não-linear, porém com as  

 implementações efetuadas na presente formulação foi possível obter respostas  

 melhores que as obtidas por FREITAS (1999), através da formulação original. 

 

•  A utilização de superfícies de escoamento obtidas através da aproximação das 

 curvas de interação de viga-coluna apresentadas pelo AISC-LRFD (1995) e API- 

 RP2A-LRFD (1993) fornece para a estrutura uma reserva de resistência maior do  

 seria obtida com o emprego da superfície usada por BENJAMIN (1991), além de  

 proporcionar respostas com maior sintonia com a análise experimental. 

 

•  A extensão da formulação elasto-plástica perfeita para a consideração dos efeitos  

 de endurecimento do material, apesar de ser bastante simplificada, apresentou  

 uma boa aproximação com as respostas encontradas por outros pesquisadores. 

 

•  O emprego do módulo tangente para representar os efeitos de tensões residuais e  

 imperfeições iniciais, além de ser de fácil implementação, apresentou bons  

 resultados, reduzindo a carga última de colapso e, apesar, de detectar uma forma  
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 diferente de flambagem inelástica, apresentou uma boa aproximação na  

 determinação da carga limite com as respostas encontradas por FREITAS  

 (1999), que considerou os efeitos de imperfeições iniciais através de modos de  

 flambagem obtidos a partir da solução de problema de auto-valor. 

 

•  A interpolação parabólica, utilizada na presente formulação, para se obter as  

 configurações intermediárias de escoamento, quando o nó está parcialmente  

 plastificado, retarda os efeitos da plastificação em relação à formulação original  

 (BENJAMIN & EBECKEN, 1985). Este efeito leva a melhores resultados nos  

 casos em que atua simultaneamente com os efeitos do método do módulo  

 tangente. 

 

•  Algumas dificuldades numéricas foram encontradas referentes a  

 descarregamentos numéricos que podem ocorrer em rótulas plásticas,  

 previamente formadas. Este tipo de problema ocorre, mais freqüentemente, em  

 nós pertencentes, simultaneamente, a cinco ou mais elementos, quando diversas  

 rótulas se formam neste mesmo nó. 

 

•  Dificuldades numéricas, às vezes, também ocorrem quando todos os nós de um  

 mesmo elemento se plastificam completamente, levando o membro ao colapso.  

 Geralmente, a análise é interrompida neste momento. Uma medida que pode, em  

 alguns casos, solucionar este tipo de problema é a utilização de um refinamento  

 adequado da malha do modelo. 

 

7.3 Sugestões para Trabalhos Futuros 
 

 Alguns aspectos da análise não-linear de estruturas reticuladas foram abordados 

e a eficiência das implementações feitas no presente trabalho, demonstradas. De forma 

geral, não é sempre que há a necessidade da utilização simultânea de todas as técnicas, 

estratégias e metodologias implementadas, mas para superar dificuldades inerentes à 

análise numérica, é conveniente que se possa solucioná-las de diversas formas 

diferentes. 
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 Muitos campos para trabalhos futuros, dentro da linha de pesquisa seguida neste 

projeto, ainda podem ser explorados para dar continuidade às formulações não-linear 

física e geométrica do presente trabalho. A flambagem local, principalmente, das seções 

tubulares de paredes delgadas e dos flanges e almas de perfis I não foi modelada, e 

alguma atenção para esta possibilidade de ocorrência é recomendável. Uma formulação 

simplificada, através de uma abordagem macroscópica, utilizando equações tradicionais 

provenientes dos códigos de dimensionamento de estruturas metálicas, ou mesmo, o 

desenvolvimento de uma formulação mais precisa de um elemento finito para modelar 

este comportamento, podem ser de grande valia para uma análise não-linear mais 

realista. 

 

 Problemas de danos causados à estrutura provocados por ações externas, tais 

como, corrosão em demasia ou trincas e mossas formados por impactos, levam à 

sugestão de implementações adicionais de estratégias para se levar em conta os efeitos 

de tais causas. A proposta apresentada por BENJAMIN & EBECKEN (1988) parece ser 

a mais apropriada para a presente formulação do elemento.  

 

 Estratégias computacionais para análise de confiabilidade de estruturas offshore, 

como as apresentadas por SAGRILO & LIMA (1997), são de fundamental importância, 

principalmente, na reavaliação de antigas plataformas de petróleo. E, também, 

constituem um dos caminhos que podem ser seguidos para a extensão das capacidades 

da presente análise não-linear, com o objetivo de aumentar a precisão da modelagem. 

 

 O presente trabalho considera que todas as conexões são, inicialmente, 

infinitamente rígidas. Estudos anteriores (RODRIGUES, 1991 e RODRIGUES et al., 

1994) mostram que muitas conexões típicas apresentam uma curva momento-rotação 

não-linear com comportamento flexível, para pórticos metálicos, que podem reduzir, de 

forma geral, a rigidez da estrutura e, principalmente, a sua resistência última. No caso 

particular de estruturas offshore, este problema ainda é mais acentuado, devido às 

grandes diferenças nas seções dos membros principais (chords) e secundários (braces), 

comumente, utilizadas nessas estruturas. Além disso, existem diversos tipos de 

conexões usadas nas estruturas offshore: T, Y, TY, K, V, etc., que possuem 
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características e flexibilidade diferentes, tornando os seus estudos mais complexos. 

Portanto, o desenvolvimento de modelos de conexões flexíveis tridimensionais é um 

seguimento lógico desta linha de pesquisa. Modelos simples, como os apresentados nas 

referências acima, que consideram formulações de mola com rigidez variável, podem 

ser uma solução aceitável, ou a utilização de estudos de formulações mais complexas, 

como as apresentadas por CHEN & ZHANG (1996), HU et al. (1993) e UEDA & 

RASHED (1991). 

 

 Um modelo adicional para a consideração de imperfeições geométricas e tensões 

residuais constitui, também, um avanço para a atual pesquisa. A consideração de 

imperfeições geométricas, como sugerido em BENJAMIN et al.(1997) e BENJAMIN et 

al.(1999) se mostra bastante eficiente. Porém, segundo FREITAS (1999), “estudos 

paramétricos mostraram não ser necessários, no caso de plataformas offshore fixas ou 

estruturas deste porte, o uso de imperfeição inicial nas malhas, principalmente em 

análises com carregamento ambiental (carga de onda e corrente)”. 

 

 A pesquisa aqui desenvolvida limitou-se à análise não-linear estática de 

estruturas metálicas, dando ênfase às estruturas offshore. A inclusão da análise dinâmica 

no presente estudo pode ser, também, efetuada em trabalhos posteriores. 

 

 O desenvolvimento de uma formulação para o endurecimento do material que 

permita a consideração de possíveis descarregamentos seria, também, bastante 

interessante. 

 

 Uma pesquisa criteriosa de valores limites para os coeficientes φi e φj, 

determinados na formulação elasto-plástica do elemento, que proporcione, se possível, 

uma implementação para geração automática de valores ideais destes parâmetros em 

cada análise também constitui um estudo de grande valia. Isto porque em algumas 

análises efetuadas no presente trabalho, o valor 0,9988, proposto por BENJAMIN & 

EBECKEN (1985), foi modificado para aumentar o resíduo da matriz de rigidez do 

elemento com o objetivo de se ultrapassar dificuldades numéricas. 
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 Uma outra sugestão para trabalhos futuros é a concepção e implementação de 

estratégias para a solução das dificuldades numéricas apresentadas no item anterior 

(7.2). 

 

 Pode-se, também, em trabalhos futuros estender a presente formulação para a 

adequada análise das fundações. 

 

 Por fim, completando as sugestões para trabalhos futuros, a utilização da análise 

experimental de estruturas para a calibração da presente formulação do elemento, é 

aconselhável para proporcionar uma análise mais precisa, portanto, mais confiável e 

realista. 
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APÊNDICE A 
 

Matrizes de Rigidez Elástica e Geométrica  

do Elemento de Pórtico Espacial 
 

 Os doze graus de liberdade são dados na figura A.1, abaixo. Nas matrizes 

seguintes, tem-se: 

  KL - Matriz de rigidez linear elástica; 

  KG - Matriz de rigidez geométrica; 

  Ax - Área da seção transversal do elemento; 

  E - Módulo de elasticidade longitudinal; 

  G - Módulo de elasticidade transversal; 

  L - Comprimento do elemento; 

  Ix - Constante de torção; 

  Iy - Momento de inércia da seção transversal em relação ao eixo yM; 

  Iz - Momento de inércia da seção transversal em relação ao eixo zM; 

  Ip - Momento polar de inércia; 

  ν - Coficiente de Poisson; 

  yM - Eixo principal para o membro, na direção indicada na figura A.1; 

  zM - Eixo principal para o membro, na direção indicada na figura A.1. 

 

 x, xM

 ∆U11  ∆U10

 y, yM

 i

 j ∆U5

 ∆U6

 ∆U4

 ∆U12

 ∆U1

 ∆U2

 ∆U3

 ∆U8

 ∆U9

 ∆U7

 z, zM

 
Figura A.1 - Sistema de referência e graus de liberdade do elemento de pórtico espacial 
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A.1  Matriz de Rigidez Linear Elástica 
 

A matriz de rigidez linear elástica é dada por (GERE e WEAVER, 1965): 

LK ====
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A.2  Matriz de Rigidez Geométrica 
 

 A matriz geométrica utilizada no presente trabalho é a mesma determinada por 

BENJAMIN (1991): 
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APÊNDICE B 
 

Visualizador Gráfico para Estruturas Reticuladas Tridimensionais 
 

 

 O visualizador gráfico, desenvolvido para auxiliar na interpretação dos 

resultados obtidos através do programa de análise não-linear descrito nesta tese, foi 

elaborado, apenas, com o intuito de se adaptar à análise elasto-plástica do presente 

trabalho. A seguir, são descritas as opções atuais do menu do programa. 

 

 As opções do menu são apresentadas na parte superior da janela principal. As 

opções disponíveis são as seguintes: 

 

  1) Estrutura 

  2) Estrutura Deformada 

  3) Acoes Externas 

  4) Rotulas Plasticas 

  5) Elementos de Mola 

  6) Elementos 

  7) Nos 

  8) Dist. de Plasticidade 

  9) Sai 

 

 O exemplo apresentado, a seguir, é fictício, criado, apenas, para a demonstração 

da utilização do visualizador. A opção 1 apresenta somente a malha da figura e as 

restrições de nós, caso seja fornecido esses dados no arquivo de entrada. A saída gráfica 

para a opção 1 é mostrada na figura B.1. 

 

 O visualizador pode mostrar os três tipo de vínculos: vínculo de primeiro, de 

segundo e de terceiro gênero, como ilustrado, também, na figura B.1. 
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Figura B.1 - Opção 1: Estrutura e tipos de apoios. 

 

 É possível, também, observar a estrutura em uma perspectiva diferente, bastando 

para isso, determinar o ângulo desejado, a partir da opção 1. A figura B.2 apresenta a 

mesma estrutura em uma nova projeção (320). 

 
Figura B.2 - Estrutura em outra projeção 
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 A segunda opção do menu apresenta as configurações deformadas da estrutura. 

Três formas para a apresentação das deformadas são possíveis: A primeira, mostra 

apenas uma determinada configuração, referente a um determinado incremento de carga 

selecionado, a segunda forma, apresenta diversas deformadas, que podem ser 

visualizadas simultaneamente (todas de uma vez ou uma por vez), e a terceira mostra, de 

forma dinâmica, a estrutura em movimento. A figura B.3 ilustra o caso de duas 

deformadas simultâneas. 

 

 
Figura B.3 - Deformadas da estrutura 

 

 A opção 3 apresenta as ações externas atuantes na estrutura. Pode-se visualizar 

carregamentos horizontais e verticais, como mostra a figura B.4. 
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Figura B.4 - Ações externas 

 A opção 4 permite visualizar as rótulas plásticas que se formaram na estrutura no 

decorrer da análise (figura B.5). As rótulas plásticas são apresentadas na ordem de 

formação das mesmas. 

 
Figura B.5 - Rótulas plásticas 
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 Caso existam elementos de mola, eles podem ser visualizados através da opção 

5. A figura B.6 mostra dois elementos de mola conectados nos nós extremos dos 

elementos 9 e 10. 

 

 
Figura B.6 - Elementos de mola 

 

 As figuras B.7 e B.8 mostram alguns elementos e todos os nós do modelo 

estrutural, respectivamente. Uma vez que as técnicas de ampliação (zoom) não foram 

implementadas, pode-se determinar intervalos para uma melhor visualização dos nós ou 

elementos, como no caso da figura B.7. 

 

 A opção 8 fornece a distribuição de plasticidade nos elementos do modelo, de 

forma qualitativa e não quantitativa. Na verdade, trata-se de um mapa de esforços com 

índices de plastificação. Esta opção pode apresentar, ou não, as rótulas plásticas 

formadas. 

 

 A opção 9 finaliza a execução do programa.  
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Figura B.7 - Elementos do modelo estrutural (intervalo = 6) 

 

 

 

 

 
Figura B.8 - Nós do modelo estrutural 
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Figura B.9 - Distribuição aproximada da plasticidade 

 

 Vale salientar que a elaboração do visualizador gráfico apresentado neste 

apêndice não faz parte do projeto de tese, como uma atividade fim. Esta é a razão pela 

qual o mesmo tem muitas limitações. O autor do presente trabalho utilizou, em casos 

mais complexos, o programa VIEW3D (RIBEIRO, 1996). 
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APÊNDICE C 
 

Relações Básicas Envolvendo Rotações Finitas 
 

C.1 Introdução 
 

 A maioria das parametrizações de rotações são baseadas no teorema das rotações 

de corpo rígido de Euler, que afirma que (SPRING, 1986): 

 

 “O comportamento de um corpo depois de sofrer qualquer seqüência de rotações 

é equivalente a uma única rotação deste corpo de um ângulo θ sobre um eixo n”. 

 

 Configurações de sistemas mecânicos são expressas em termos de vetores e 

tensores. A maneira natural de se efetuar uma transformação de rotação de tais entidades 

é utilizar-se a matriz de rotação correspondente. Assim, os parâmetros de rotação são 

vantajosos no contexto da mecânica computacional. 

 

 Parametrizações derivadas geometricamente, como os ângulos de Euler, são 

tradicionalmente utilizadas na dinâmica dos corpos rígidos. Outros parâmetros 

empregados são os parâmetros de Rodrigues, quatérnions e os parâmetros de Euler. 

 

 Os parâmetros mencionados acima são apresentados neste apêndice, 

acompanhados de pequenas listas de relações algébricas associadas. 

 

C.2 Representação das Rotações Finitas 
 

C.2.1   Matriz de Transformação de Rotação 
 

 Considerando-se uma “rotação finita” de um ângulo θ sobre um eixo orientado 

por um vetor unitário n, como ilustrado na figura C.1. 
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 Y

 a

 X

 n

 θθθθ = (θ1, θ2, θ3)

 Z

 ao

 θθθθ = θn

 θ

 Ao

 Bo

 
 

Figura C.1 - Rotação finita 

 

 Seja a  o vetor (na posição final) obtido como resultado da aplicação da rotação 

finita citada em um dado vetor ao. 

 

 A transformação matemática que transporta o vetor ao para a nova posição pode 

ser expressa da seguinte maneira: 

 

T : ao → a 
(C.1)

a = T(θ) ao 

onde T é a matriz de transformação de rotação que é uma função não-linear de θ 

(ARGYRIS, 1982). 

 

 Algumas importantes características da matriz T são expostas a seguir: 

 

•  A matriz de rotação é ortogonal, isto é: 

 

T TT = TT T = I3 (C.2)
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•  A matriz de rotação correspondente a uma seqüência de n rotações sucessivas 

θ 1, θ 2, ... , θ n sobre os eixos (fixos no espaço) é obtida fazendo-se o produto das 

matrizes de transformações individuais Ti na ordem inversa da aplicação das  rotações 

θ i: 

 

T = Tn  Tn-1  . . . T2 T1 (C.3)

 

 A expressão da matriz de transformação de rotação em termos do ângulo θ  é 

dada por:  

 

T I==== ++++ ++++


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θ

θ

θ

θθθθθ θθθθ  
 

(C.4)

onde θθθθ x é a matriz formada pelos componentes do vetor de rotação θθθθ (Figura C.1), θθθθ x é 

dada por: 

 

x
3 2

3 1

2 1
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ou, utilizando-se uma notação compacta: 

 

ij
x

ijk k

i ijk jk
x

e

e

θ θ

θ θ

==== −−−−
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 Uma expansão em série de potência em termos de 
sen ( )θ
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conduz a expressão alternativa da matriz de transformação de rotação: 

 

T I==== ++++ ++++ ++++ ====3
21

2
x x xexpθθθθ θθθθ θθθθ!

( ) ... ( )  (C.7)
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 É importante perceber que os nove componentes de Tij da matriz de 

transformação não são valores independentes. As condições de ortogonalidade 

apresentadas na equação (C.2) introduz seis equações de restrição, restando apenas três 

parâmetros independentes. 

 

C.2.2   Ângulos de Euler 
 

 Os parâmetros mais comuns para descrever o movimento dos corpos rígidos são 

os ângulos de Euler. Existem muitos tipos diferentes de sistemas de ângulos de Euler. 

Cada um destes sistemas consiste em três ângulos diferentes de rotação definidos em 

uma determinada ordem. A tabela C.1 fornece três definições diferentes de sistemas de 

ângulos de Euler. A figura C.2 mostra os ângulos de Euler correspondentes ao terceiro 

sistema da tabela C.1. 

 

 

 

Tabela C.1 - Sistemas de ângulos de Euler 

 

Ordem de   Sistema  

Rotação I II III 

1 ψ  em torno de Z ψ  em torno de Z φ  em torno de Z 

2 θ  em torno de y1 θ  em torno de x1 θ  em torno de x1 

3 φ  em torno de x2 φ  em torno de z2 ψ  em torno de z2 
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a)

 Z

 Y

 X

 y1

 x1

 φφφφ

 z1

 
b)

 Z

 Y

 X

 y1

 x1

 θθθθ

 z1

 y2
 z2

 x2

 
c)

 Z

 Y

 X

 y1

 x1

 ψψψψ  z1

 y2
 z2

 x2

 x

 y

 
Figura C.2 - Exemplo de ângulos de Euler 
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 Em termos das matrizes de transformação, cada rotação ψ, θ  e φ  pode ser 

representada, respectivamente, por: 

 

{{{{ }}}} [[[[ ]]]]{{{{ }}}}
1

2 1

3

x
y
z

cos s 0
sen cos 0
0 0 1

X
Y
Z

r R
















==== −−−−
































====
ψ ψ
ψ ψ ψ

en
ou  (C.8)

 

{{{{ }}}} [[[[ ]]]]{{{{ }}}}
2

2

2

1

1

1

2 1

0
0

x
y
z

cos sen
1 0

-sen 0 cos

x
y
z

r r
















====
































====
θ θ

θ θ
θou  (C.9)

 

{{{{ }}}} [[[[ ]]]]{{{{ }}}}
x
y
z

1 0
cos sen

0 -sen cos

X
Y
Z

r r
















====
































====
0

0 2φ φ
φ φ

φou  (C.10)

 

 Combinando-se as expressões (C.8), (C.9) e (C.10), tem-se: 

 

{r} = [φ][θ][ψ]{R} (C.11)

onde a matriz final resultante do produto [φ][θ][ψ] representa o efeito combinado de 

cada rotação individual.  

 

 Os ângulos de Euler são geralmente limitados nos seguintes intervalos: 

 

0 2

2 2
0 2

≤≤≤≤ <<<<

−−−− ≤≤≤≤ ≤≤≤≤

≤≤≤≤ <<<<









ψ π
π θ π

φ π

 (C.12)

 

C.2.3   Parâmetros de Rodrigues 
 

 Uma forma alternativa de parametrizar as rotações são através dos parâmetros de 

Rodrigues. A idéia básica é definir um vetor de rotação modificado θθθθ  utilizando-se a 

seguinte equação: 
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θθθθ ==== 





tg nθ

2
 (C.13)

onde θ  é definido na figura C.1. 

 

 Este vetor de rotação modificado é denominado, também, pseudo-vetor 

rotacional ou parâmetros de Rodrigues e, às vezes, é definido como o dobro do valor 

obtido através da equação (C.13). 

 

 Segundo CARDONA & GERADIN (1988), Os parâmetros de Rodrigues têm a 

vantagem de fornecer uma fórmula simples para rotações compostas. 

 

 Em termos de θθθθ , a matriz de transformação de rotação pode ser expressa da 

seguinte forma: 

 

(((( ))))T I==== ++++
++++

++++





3

22
1 θθθθ θθθθ

θθθθ θθθθT
x x  (C.14)

 

 

 

C.2.4   Quatérnions 
 

 O conceito de quatérnion tem sido aplicado com sucesso em diversas áreas das 

ciências físicas. Por esta razão, quatérnion possui muitas definições e interpretações. Na 

Cinemática e na Dinâmica de sistemas espaciais, por exemplo, a teoria do quatérnion 

pode ser encontrada como parâmetros de Euler, quatérnion duais ou tensores de rotação. 

 

 Os quatérnions podem consistir de um número imaginário e de três números 

reais; de dois números imaginários e de dois números reais; de três números imaginários 

e um número real; ou de um escalar e três componentes espaciais de um vetor. O 

requisito importante dos quatérnions é que eles podem ser compostos de quatro 

componentes ortogonais. Existem algumas operações lineares envolvendo quatérnions, 
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tais como adição, multiplicação, produto triplo e inverso. Todas estas operações são 

bem definidas na álgebra dos quatérnions (WEHAGE, 1984). Embora, ela tenha sido 

introduzida há mais de um século por Hamilton, a álgebra dos quatérnions foi colocada 

em aplicação prática, recentemente, na indústria aeroespacial (SPRING, 1986). 

 

 A razão pela qual os quatérnions não foram largamente utilizados  na análise 

dinâmica de sistemas mecânicos é que eles são de difícil compreensão e interpretação 

em um espaço tridimensional. E, também, geralmente, não se reconhece que os 

escalares e vetores espaciais são subgrupos de um grupo de quatérnions e podem ser 

também tratados através da álgebra dos quatérnions (WEHAGE, 1984). A definição 

matemática e as operações básicas envolvendo quatérnions são dadas a seguir.  

 

 Um quatérnion ∃a  é definido como um operador composto por uma parte escalar 

S{ ∃a } e uma parte vetorial V{ ∃a } e pode ser expresso pela soma de suas partes: 

 

∃a  = S{ ∃a } + V{ ∃a } (C.15)

 

 Considerando-se quatérnions no contexto de uma combinação linear de um 

escalar e três vetores espaciais ortogonais, todas as regras dos escalares e vetores se 

aplicam. 

 

 Se i, j e k forem vetores unitários Cartesianos, um quatérnion pode também ser 

definido como: 

  

∃a  = a0 + a1 i + a2 j + a3 k (C.16)

 

 Quando ∃a  = a0, o quatérnion é dito quatérnion escalar. Por um outro lado, se 

a0 = 0, o quatérnion é chamado de quatérnion vetor. 

 

 Uma representação alternativa para os quatérnions é: 
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∃a  = 
a

0a








 (C.17)

 

 As operações básicas envolvendo quatérnions são apresentadas a seguir: 

 

•  Adição 

 

∃ ∃a + b  = 
a + b

0 0a b++++








 (C.18)

  

 Esta operação é associativa e comutativa.  

 

•  Produto 

 

∃a ∃b  = a0 b0 + a0 b + b0 a + a b (C.19)

 

 Os produtos escalar e escalar-vetor são definidos. É conveniente definir o 

produto de vetores como: 

 

a b = a X b - a •  b (C.20)

 

 Substituindo a equação (C.20) na equação (C.19) tem-se: 

 

∃a ∃b  = a0 b0 - a •  b + a0 b + b0 a + a X b (C.21)

 

 A operação produto também pode ser expressa na forma matricial: 

 

∃ ∃a b = I a a
a

b
 0 3

0 0

a
a b

x

T
++++

−−−−

















 (C.22)

onde ax é a seguinte matriz, de acordo com a equação (C.5): 
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x
3 2

3 1

2 1

a a
a a
a a

αααα ====
−−−−

−−−−
−−−−

















0
0

0
 (C.23)

 

 A operação produto só é comutativa quando as partes vetoriais dos dois 

operandos forem paralelas (SPRING, 1986). 

 

•  Quatérnion Conjugado 

 

 O quatérnion conjugado é representado por ∃a † e pode ser definido como: 

 

∃a † = S{ ∃a } - V{ ∃a } = 
-a

0a








 (C.24)

 

•  Quatérnion Inverso 

 

 O quatérnion inverso é representado por ∃a -1 e pode ser definido como: 

 

∃
∃

∃a
a

a-1 ====
1

2 †  (C.25)

onde ∃a é a norma do quatérnion, definida a seguir: 

 
2∃a = ∃a † ∃a  = ∃a ∃a † = a0 a0 + a •  a (C.26)

 

 A operação inversa obrigatoriamente possui a seguinte propriedade: 

 

∃a -1 ∃a  = ∃a ∃a -1 = 1 (C.27)

 

 Uma descrição mais completa sobre quatérnions é apresentada por WEHAGE 

(1984), SPRING (1986) e MCCARTHY (1990). 
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C.2.5   Parâmetros de Euler 
 

 Os parâmetros de Euler são definidos como quatérnions unitários ou 

quatérnions normalizados. Matematicamente, estes parâmetros podem ser expressos 

como: 

 

∃a  = 
a

0a








 = 
sin

2

cos
2

θ

θ



































n
 

 

(C.28)

onde θ  é o ângulo de rotação e n é o eixo de rotação.  

 

 Os parâmetros de Euler são denominados de quatérnions unitários porque a 

norma do correspondente quatérnion é igual a unidade (MCCARTHY, 1990). 

 

 Uma das grandes vantagens dos parâmetros de Euler é que eles são bem 

comportados para todas as rotações e também a existência da álgebra dos quatérnions 

para manipulá-los, fazem dos parâmetros de Euler ideais para a representação das 

rotações (SPRING, 1986). 

 

C.3   Comentários Finais 
 

 Como mostrado, há várias maneiras de se descrever rotações arbitrárias. Quatro 

maneiras de parametrizar  as rotações finitas, denominadas de ângulos de Euler, 

parâmetros de Rodrigues, quatérnions, e parâmetros de Euler, foram descritas. 

 

 Apesar dos ângulos de Euler serem mais comumente empregados, especialmente 

para a dinâmica dos corpos rígidos, eles não representam o processo da forma mais 

rigorosa (MOURELLE, 1993). 

 

 Os parâmetros de Rodrigues, embora muito simples de se entender e 

implementar, não podem representar rotações próximas a múltiplos de ± π. A razão 

para isso é que para estes valores de θ, o pseudo-vetor tende para infinito. Como 
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exposto por CRISFIELD (1990), embora esta dificuldade possa ser superada, é melhor 

fazer-se a opção pelos parâmetros de Euler ou quatérnions normalizados. Os parâmetros 

de Euler possuem a vantagem de serem bem comportados para rotações arbitrárias, o 

que os fazem ideais para a representação das rotações finitas.  

 

 No presente trabalho, apesar de não ser a forma mais precisa, fez-se a opção pela 

utilização dos ângulos de Euler, pois os mesmos são largamente utilizados e fornecem 

resultados confiáveis em análises com pequenos incrementos (MOURELLE,1993). 

ARGYRIS (1982) reconhece a ampla aplicação com sucesso dos ângulos de Euler. 

 

 A tabela C.2 mostra o resumo das parametrizações das rotações finitas 

apresentadas neste apêndice e fornece a relação entre os parâmetros e as matrizes  de 

transformação de rotação associadas aos mesmos. 

 

Tabela C.2 - Parâmetros para Rotação Finita 

 Definição Relação com a matriz de rotação 

(1) 
T I==== ++++ ++++

















3

2

21
2

2

2

sen sen
x x( ) ( )θ

θ

θ

θθθθθ θθθθ

 

________________ 

(2) φ
θ
ψ

















 
C C C S S

S S C C S S S S C S S C
C S C + S S S S C S C C C

θ ψ θ ψ θ
φ θ ψ θ ψ φ θ ψ ψ φ θ
φ θ ψ θ ψ φ θ ψ φ ψ φ θ

−−−− −−−− −−−− ++++
−−−− −−−− −−−−

















φ

 S ≡ sen    C ≡ cos 

(3) 
tg nθ

2






  (((( ))))3

22
1

I ++++
++++

++++




θθθθ θθθθ
θθθθ θθθθT

x x  

(4) 
sin

2

cos
2

θ

θ



































n
 (((( )))) 3

2 20
2 0a T aT x−−−− ++++a a I a a + a  

Obs.:  (1) Matriz de Rotação; (2) Ângulos de Euler; (3) Parâmetros de Rodrigues; (4) Parâmetros de Euler 


