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A simulagfio numérica de escoamentos multi-fasicos em meios porosos rigidos €
um problema que apresenta vérias dificuldades do ponto de vista numérico em fungéo
das niio-linearidades do acoplamento das equa¢des e da presenca de termos convectivos.
Muitos trabalhos nesta 4rea adotam modelos simplificados para evitar estas
dificuldades, portanto descartando os efeitos da forca da gravidade, presséo capilar entre
outros. £ também comum considerar que o tensor de permeabilidade absoluta €
isotrépico.

Neste trabatho apresenta-se uma aproximagdo por elementos finitos do conjunto
de equagdes que modela o deslocamento de fluidos bi-fasicos imisciveis ligeiramente
compressiveis, considerando-se os efeitos do campo gravitacional, presséo capilar e o
tensor de permeabilidade anisotropico.

Para modelar termos convectivos na equagdo da saturagdo, adotou-se uma
formulagdo estabilizada do tipo Streamline Upwind/Petrov-Galerkin (SUPG) acrescida
de um operador de captura de descontinuidade do tipo CAU. A equagéo da pressio ¢
aproximada por uma formulagio de Galerkin. Para melhorar a qualidade da velocidade
computada uma técnica de pés-processamento ¢ utilizada. Desta forma pode-se
empregar aproximagGes padrdo de elementos finitos lineares para todas as varidveis. A
formulagdo semi-discreta resultante é aproximada no tempo por um algoritmo bloco-
iterativo preditor multi-corretor. Para modelar problemas transientes os quais incluem
fontes pontuais e sumidouros, um algoritmo dindmico para refinar/desrefinar localmente
a malha foi utilizado. Tal modelo adaptativo permite obter uma solugdo com maior

precisdo reduzindo o custo computacional em termos de tempo de CPU e memoéria.
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A numerical method is presented for the simulation of immiscible two-phase
flow through a rigid porous medium. Such simulations present several dificulties from
the numerical point of view due to the non-linearity of the coupled system of equations
and the dominant convective effects. It is usual in this area to adopt simplified models to
avoid the above mentioned difficulties, thus discarding the effects of gravity, capilar
pressure, among others. It is also common to consider the permeability tensor isotropic.

In this work, a finite element approximation is presented for the system of
equations which models slightly compressible immiscible two-phase flow, considering
the effects of gravity, capilar pressure and anisotropic permeability tensor.

In order to handle the convective terms present in the saturation equation, we
employ the Stream-line Upwind Petrov Galerkin (SUPG) method supplemented with a
CAU type shock capturing term. Pressure equation is approximated by Galerkin
method. A post processing algorithm was used in order to improve the approximation of
the computed velocity term. The resulting method employs equal order standard
interpolations for all variables.

The resulting system of equations is integrated in time using a block iterative predictor-
multicorrector scheme. In order to model transient problems which include point
sources and sinks, a dynamic local refinement/coarsening algorithm was used. Such
adaptive models allow to obtain a higher precision while reducing CPU time and

memory.
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Capitulo 1
Introducao

Nas ultimas décadas muito esforgo tem sido empregado em pesquisas que visam
descrever com precisdo o processo de recuperagio de 6leo em reservatorios de petroleo.
O que se busca é maximizar o processo de recuperagio de dleo, minimizando os custos
de produgdo.

O aumento da capacidade de processamento dos computadores permitiu o desen-
volvimento de simuladores mais completos, onde uma maior quantidade de fendmenos
fisicos ocorrendo no interior do reservatorio podem ser considerados, produzindo assim
resultados mais realisticos. O processo de simulagio depende de um modelo matemati-
co que represente o fluxo do fluido dentro do reservatério. Este modelo matemético do
sistema fisico é representado por um conjunto de equagdes diferencias parciais, obtidas
a partir das leis de Darcy e da equagdo de conservagiio de massa para cada fase do fluido.
Para fluidos imisciveis ligeiramente compressiveis, que serd objeto de estudo nesta traba-
lho, o modelo matematico ¢ formado por duas equagdes acopladas, uma parabdlica que
descreve a variagio da press3o com o tempo e posi¢do; ¢ uma equagio hiperbolica que
descreve a variagio do fluido injetado (satura¢do da agua) com o tempo e posi¢do. Pa-
ra completar o modelo acrescenta-se um conjunto apropriado de condigbes del contorno
[20](4}.

A utilizagdo de métodos numéricos na simulagéo de reservatério de petroleo € uma
necessidade, uma vez que as equagdes envolvidas sdo altamente complexas, dificultando
a utilizagdo de métodos analiticos. Para se obter uma solugdo que represente os fendme-

nos ocorrendo dentro do reservatério, métodos aproximados devem ser desenvolvidos.



Assim, a utilizagfo de computadores € a tnica forma de se obter uma solugéo realistica
para o conjunto de equagdes associado a simulagdo de reservatérios. Mesmo com a uti-
lizacdo de computador, para que se obtenha uma solugdo de boa qualidade a um custo
computacional aceitdvel, a eficiéncia do conjunto de algoritmos mateméticos envolvidos
¢ um aspecto fundamental.

A simulagfio numérica das equagdes que governam o deslocamento imiscivel de
dois fluidos em um meio poroso rigido apresenta vérias dificuldades, entre elas podemos
citar: (a) o campo de velocidades é determinado pela Lei de Darcy, que depende do
gradiente de pressdo, (b) a presenga de elevados gradientes de saturagdo da agua, (c) a
presenga de fortes ndo-linearidades, provenientes de relagées constitutivas néo lineares,
tais como, permeabilidades relativas, pressdo capilar, etc.[20]. Estas dificuldades foram
discutidas por varios autores.

Tradicionalmente os simuladores utilizam o método das diferengas finitas para dis-
cretizar o conjunto de equagdes diferenciais envolvido, no entanto esta técnica apresenta
limitagSes, como por exemplo, na representagio de geometrias complexas. Nos tltimos
anos outros métodos de discretizagdo, tais como elementos finitos ¢ volumes finitos tem
sido utilizados. O método dos elementos finitos apresenta flexibilidade para representar
geometrias complexas e utiliza malhas nfo estruturadas, favorecendo a utilizagéo de téc-
nicas adaptativas, conduzindo a um aumento da exatiddo e eficiéncia da solugfo. Os pri-
meiros trabalhos para deslocamentos imisciveis na drea de elementos finitos foram apre-
sentados por SPIVAK, PRICE e SETTARI [52], que utilizou basicamente o método de
Galerkin, com elementos finitos cibicos de Hermite. Ja neste trabalho SPIVAK, PRICE
e SETTARIS [52] mostrou que os efeitos de orientacdo de malha sio reduzidos. LEWIS,

MORGAN e JOHNSON [30] utilizam elementos isoparamétricos padrdo, enquanto que



HUYAKORN e PINDER [27] apresentam o primeiro método Petrov-Galerkin. PEDRO-
SA Ir. e AZIZ [28], com volumes finitos mostram as vantagens do refinamento local
de malha. Além disso, existem métodos hibridos, como FUNG, HIEBERT ¢ NGHIEM
[21] que utilizaram elementos finitos triangulares para a pressdo e volumes finitos com
upwind de primeira ordem para os termos convectivos, ou ainda, ESPEDAL ¢ EWING
[19] que combinam o método das caracteristicas com métodos Petrov-Galerkin.
LANGTANGEN [29] mostrou que as dificuldades provenientes da existéncias de
elevados gradientes de saturagfo poderiam ser superadas com a utiliza¢io de formulagdo
tipo Petrov-Galerkin com operador de captura de descontinuidade. No mesmo trabatho
o autor discute esquemas dé¢ discretizagdo temporal totalmente implicitos e implicitos
sequenciais. LOULA, GARCIA, MURAD et al. [33] apresentam uma técnica de pos-
processamento para aumnentar a qualidade da aproximagdo do campo de velocidades, para
fluidos imisciveis incompressiveis, onde pressdo, velocidade e saturagdo sdo calculadas
com elementos finitos Lagrangianos de mesma ordem. COUTINHO, ALVES, GARCIA
et al.[8] discutiram a utilizagdo de métodos adaptativos implicito/explicito (AIE) para a
equagdo da saturagio. COUTINHO, SILVA e DEVLOO [10] mostraram a importéncia
do operador de captura de descontinuidade para evitar o surgimento de oscilagbes espii-
rias nas frentes de satura¢do. Nos trabalhos de LOULA, GARCIA, MURAD et al. [33],
COUTINHO, ALVES, GARCIA et al. 8], COUTINHO, SILVA ¢ DEVLOO [10], SIL-
VA, COUTINHO e PARSONS [47], PARSONS e COUTINHO [38] a equagdo da pressdo
foi aproximada no espago pelo métodos de Galerkin, as velocidades avaliadas por técni-
cas de pods-processamento ¢ a equagdo da saturagio aproximada no espago através de

formulagdes estabilizadas do tipo Petrov-Galerkin. Em PARSONS e COUTINHO [38] o



sistema de equagdes lineares da equacfio da pressdo ¢ solucionado pelo método multima-
lha.

Em fungéo das dificuldades apresentadas, a simulagfio numérica do processo de re-
cuperagio de dleo é computacionalmente cara. Métodos convencionais t€m dificuldades
de representar fendmenos ocorrendo dentro do reservatério, tais como fontes pontuais e
regides de altos gradientes que se movem com o tempo. Para que se consiga captar mfor-
magdes sobre o comportamento do fluxo nestas regides, ou utiliza-se uma malha muito
fina em todo o dominio, o que resulta em um custo computacional excessivamente alto,
ou utiliza-se métodos adaptativos. Com malhas adaptativas é possivel obter uma solugdo
de boa qualidade sem um custo computacional elevado em termos de memoria e tempo
de CPU. As técnicas adaptativas sdo divididas em trés categorias:

a) Refinamento h, onde o erro da aproximag#o de elementos finitos € reduzido pela
divisdo dos elementos cujo erro € mator que um dado valor;

b) Refinamento p, onde o erro ¢ reduzido aumentando-se a ordem do polindmio do
elemento localmente;

¢) Refinamento h-p, onde as duas técnicas anteriores sdo usadas conjuntamente
para produzir a solugio desejada.

O refinamento h pode ser aplicado a qualquer problema que utilize aproximacdo de
elementos finitos [12], sendo também o mais utilizado. Neste trabalho trataremos apenas
este tipo de refinamento. Uma discussdo geral sobre estas trés técnicas de adaptativida-
de pode ser encontrada em [12]. Métodos adaptativos para problemas de escoamentos de
fluidos incompressiveis em meios porosos foram utilizados por HORNUNG e TRAN-
GESTEIN [24], HANSEN e SPEDAL [23]. Neste ultimo o refinamento utilizado € fixo,

isto &, cada elemento selecionado para ser refinado é dividido um numero fixo de ve-



zes. SILVA, DEVLOO ¢ COUTINHO [48] apresentaram métodos adaptativos aplicados
a simulagfo de fluidos ligeiramente compressiveis. No campo da Dindmica dos Fluidos
Computacional, métodos adaptativos tém sido largamente utilizados nos ltimos anos e
a bibliografia ¢ muito ampla. Veja por exemplo [32][37]{49], para uma discussdo sobre
métodos adaptativos.

Para superar as dificuldades apresentadas pelo sistema acoplado de equagdes di-
ferencias que descreve o escoamento de fluidos imisciveis bi-fasicos compressiveis em
um meio poroso rigido, utilizou-se uma formulagfo estabilizada tipo Petrov-Galerkin
(SUPG) acrescida do operador de captura de descontinuidade tipo CAU para a equagéo
da saturagdo. A discretizagio por elementos finitos deste .conjunto de equagdes conduz
a trés sistemas de equagdes lineares que devem ser resolvidos a cada passo de tempo.
Para se alcangar a eficiéncia computacional desejada a escolha dos métodos de solucdo
destes sistemas é uma ctapa importante. Assim optou-se por métodos iterativos asso-
ciados a técnica de armazenamento elemento por elemento que, além de propiciar uma
economia em termos de memoéria, € adequada para utilizagdo com métodos adaptativos e
implementago em paralelo [7]. A integragdo no tempo ¢ feita através de um algoritmo
bloco-iterativo preditor-multicorretor.

O segundo capitulo apresenta o modelo matematico utilizado conforme descrito
em PEACEMAN [39]. A formulagdo de elementos finitos para o conjunto de equagdes
¢ apresentada no capitulo 3. O método adaptativo utilizado, incluindo o método de refi-
namento/desrefinamento, estrutura de dados e alguns detalhes de implementagdo séo dis-
cutidos no capitulo 4. O capitulo 5 ¢ dedicado a apresentagio dos exemplos numéricos
para vérias situagdes ¢ modelos de reservatérios. O ultimo capitulo resume as principais

conclusdes e propostas para trabalhos futuros.



Capitulo 2
Formulacio Matematica

Na construgio de um modelo para o escoamento de fluidos em um meio poroso de-
vem ser considerados os mecanismos fisicos e quimicos ocorrendo dentro do reservato-
rio, a formulagdo matemadtica das leis de conservago ¢ um modelo numérico eficiente
para resolver estas equagdes.

A formulagio matemaética para o escoamento de fluidos em um meio poroso rigido,
conforme PEACEMAN [39], ¢ obtida combinando-se a lei de Darcy com a equagéio de
balango para cada fase, resultando em um sistema acoplado de equages diferenciais
parciais altamente ndo linear, que serd descrito a seguir. Considera-se o deslocamento
simultdneo de dois fluidos imisciveis, isto €, ndo existe transferéncia de massa entre os
dois fluidos, em um meio poroso rigido 2 C R?2, de contorno T', equipado com um vetor
normal unitario externo n = (n, n,). O vetor posi¢do é representado por x = (z,y) e
o tempo por ¢t € [0,T]. Sendo a saturagfio de uma fase definida como a fracdo do meio

poroso ocupado por esta fase, temos que para o caso do escoamento bifésico,
S+ S =1 (2.1)

onde os subscritos o € w referem-se respectivamente as fases molhantes e ndo molhantes,
por exemplo, 6leo e dgua. Assim, s, € s, representam a saturagdo das fases.
A velocidade superficial do fluido € dada pela lei de Darcy para cada fase, que pode

ser escrita como:

v = —NK(Vp — pgVz), i=0,w (2.2)



onde:

N=— i=o,w (2.3)

Nestas equagdes, ); sio as mobilidades das fases (agua e dleo), K ¢ o tensor de
permeabilidade definido por ora como K = kI, & = k(x) ¢ a permeabilidade absoluta
da rocha, k,; sdo as permeabilidades relativas das fases, y; as viscosidades, p; as pressoes,
g é a forga da gravidade e Vz é uma fungfo vetorial que aponta na diregéo em que a forga
da gravidade atua. E usual no caso de meio isotropico se reescrever as mobilidades das

fases como,

kei
A = K-,u_; i=0,W (2.4)

As funcdes k,; dependem somente da saturagdo da agua e introduzem néo lineari-

dade no fluxo dos flutdos, isto é,
kri = kri (311)) (25)
As equagdes de conservagiio de massa para cada fase sdo:

d
- v . (pavo) + qo = a (¢p080) (26)

V) o= gy (o) e
onde p, ¢ p,,, representam respectivamente as massas especificas do dleo e da 4gua,
dependentes da pressdo das fases. As vazdes massicas do dleo e agua sdo representadas,
respectivamente, por ¢, € g,,. A porosidade efetiva do meio € representada por ¢ = ¢ (x).

Introduzem-se as seguintes definigdes Gteis. A pressdo média € definida em fungéo

da pressdo em cada fase como

1
pm=?m+m) (2.8)



A diferenca entre as pressdes dos dois fluidos ¢ a pressdo capilar, p., que depende

apenas da saturacdo da dgua, ¢ é dada por,

Pe = Po — Puw = P (Su) (2.9)

Uma curva tipica da pressdo capilar em fungfo da saturagio da 4gua € apresentada

na Figura 1.

0.01

0.008 -

0.006 -

Pc

0.604 -

0.002 -

Sw

Figura I: Curva tipica da pressdo capilar (PEACEMAN([39]).

A pressio de cada fase pode ser escrita em fungdo da pressfio média e pressdo

capilar como,

1

Po = Pm + §pc (210)
1

Pu = Pm — 5P @2.11)

De acordo com PEACEMAN [39] as equagdes (2.6) e (2.7) podem ser reduzidas
a duas equagdes, uma parabdlica, conhecida como equagéo da pressdo € outra essencial-
mente hiperbélica, conhecida como equagdo da saturagdo. A dedugio destas equagdes

sera vista a seguir.



2.1 Equacgio da pressio

A primeira equagio do sistema ¢ conhecida como equagio da pressdo e descreve sua

variagdo com o tempo e posi¢io. Expandindo a derivada no tempo das equagdes (2.6) e

(2.7) obtemnos:

B¢ dp, Opo 05,
v (pOU0)+qa_pOSOat+¢od at +¢Oat

d
-V- (pw'U-w) + Guw = PoySw a(f +¢ 'w

dpw apw

It +¢"’8t

Dividindo (2.12) por p, € (2.13) por p,, , obtemos:

1 o _ 8(;5 So dp, Op, 05,

- Ov'(pova)+ 5 +¢ d at +¢at
1 G 09 Sw AP, OPy 38y
pe ¥ pute) = S ap, ot T

Somando estas duas expressdes e usando o fato que s, + 5, = 1, temos:

LV () = 29 )+ (B4 22) -

Po Pu Po  Pu
o 1 dp_ Op, 1 dp,, dp.
qb ‘;b So— po p + (ﬁsw_ii
Po dp, O P AP Ot
ou
1 ¢’ po 8pw
- _v o] _v + + SoCo—0 1w e
) (roa’U ) pw ( ) QL ¢’ 8t + ¢’S Cw 3t
onde, Q1 ¢ a vazio volumétrica total, dada por,
Qr = o + kL
Po  Pu

(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)

(2.17)

(2.18)

As constantes de compressibilidade das fases, ¢, € ¢, sdo definidas pelas relagdes,

1d
=L Po

Po AP0

1 dp,
Cw:__EL

o

(2.19)

(2.20)
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Substituindo as equagdes (2.2) em (2.17) e usando o fato de que a pressdo de cada

fase pode ser escrita em fungdo da pressdo média e pressdo capilar, obtemos:

1 1 1 1
Vel [ == (o2e) = — (Puru) | KVPm | =V 1{ 5= (820) — 55— (Pudw) | KV
(2= ) ] (0= ) ]
Qr = [d% + ¢ (soCo + swcw)] a{%"* + B (SaCo — swcw)} a;;"
+V- [(pl (P2Xo) + pi (;ﬁ,\,,,)) Ksz} (2.21)

Uma vez que as compressibilidades sfo baixas, podemos desprezar o termo en-
volvendo a derivada temporal de p., por ser pequena em relagio ao termo envolvendo a

derivada temporal da pressdo média. Logo rearranjando os termos desta equagfo, temos:

Zem 1
ﬁi’c,;ag: = V- [(/\o + )\w) Kme] — -2—'7 . {()\o _ ’\w)Kvpc] +
onde,
1 d¢
= o, | Sl Sulw 223
50pm T ) 223)

¢ a compressibilidade total do sistema. As compressibilidades do éleo e da agua, séo
obtidas em laborat6rio ou por correlagdes, e seus valores estio entre 6 X 107% e 2 x 107°
psi~! para o 6leo e de 3 x 10~%psi~! para a 4gua. A porosidade ¢ a razio entre o volume
de vazios e o volume total e, seu valor, obtido em laboratério, depende da rocha e esta
entre 15 e 35%. Para fluidos moderadamente compressiveis ¢; ¢ da ordem de 10~ %psi~t.

A equacio (2.22), de natureza parabolica, € a equagdo da pressdo. Deste ponto em

diante a pressdo média p,, sera denotada simplesmente por p.

Definindo-se a velocidade total do fluido como,

Uy = Vo + Uy (2.24)
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a equagdo (2.22) pode ser escrita de forma mais compacta como,
0
¢qa—f +V - vup=Qr (2.25)
onde a expressdo de v, €,

1
vp == (Ao + X)) KVP = 5 (A = A) KVP + [(podo + 1 Au) KgV2] - (2:26)

2.2 Equacio da saturagio

Para chegar a equagéo da saturagdo, inicialmente escrevemos a velocidade da fase s,, em
funcfio da velocidade total. Isto é alcangado combinando-se as equagdes (2.2) e (2.9), o

que nos conduz a:
Ve = futs + MK Vsy + Ao fuo (P — o) KgV 2 (2.27)

onde f,, éa fungo de fluxo fraciondrio da dgua definida como,

Aw
w (Sw) = 228
fulse) = 7350 228)
e a fun¢do h,, € dada por,
Aodw  dpe
b (Sw) = T A ds, (2.29)

Uma curva tipica da fungfo de fluxo fracionario da agua em fung¢do da saturagéo
da agua é mostrada na Figura 2.

Substituindo a equag¢io (2.27) na equagdo (2.7) obtemos a equagfio da saturacéo,

8
=V o futr + puhw K V50 + pudofu (pu = P0) KgV2] — qu = 5 (dPy5w) (230)

. 1 .
Multiplicando a equagfio (2.30) por ,0_ ¢ assumindo ¢, p, € p, constantes,
w

temos:

— V- [fuvy + 7K V8 + Aofu (Py — £,) KgV2z] — Qu = qbaatﬂ (2.31)
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0.8

0.6 -

Fw

0.4 4

0.2 -

Sw

Figura 2: Curva tipica da fun¢fo de fluxo fracionério da 4gua, (PEACEMAN[39]).

onde (J,, = q—w.

w

Definindo o tensor de difusdo,

dp.

D=2,

K (2.32)
a velocidade aparente de transporte do fluido por:

Vo = fu [UT + Ao (P — o) Kg] (2.33)

0 vetor g, como g = gV z e lembrando que o tensor de permeabilidade absoluta da rocha

no caso geral é,

_ ke Ky
K= { by K ] (2.34)
onde k., kzy, kyz, Ky, 530 0s valores das permeabilidades absolutas em relagéo aos eixos

cartesianos, a Equagfo (2.31) pode agora ser reescrita como,
05,
qu +V-u,+V- [DVsm] + Qm =0 (235)

Esta é a equacio da conservagio de massa para a fase s,,. Do ponto de vista fisico
o primeiro termo € o termo de acumulagdo, o segundo € o termo convectivo € o ultimo

¢ o termo de dispersdo-difusdo. Note que a pressdo capilar tem um papel fundamental
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na natureza desta equagfo, pois dependendo do seu valor a equagfo da saturagdo pode
ser mais ou menos difusiva. Além disso, a presenga da press@o capilar acentua a néo
linearidade do sistema de equagdes diferenciais parciais.

Para fluidos moderadamente compressiveis o Gnico termo contribuindo para os
efeitos de compressibilidade ¢ a derivada no tempo da equacéo da pressao (2.22). Como
evidenciado em DURLOFSKY [17], este modelo s6 ¢ valido para ¢; < 1. Para escoa-

1

mentos de agua e 6leo em reservatorios de petréleo, ¢, = 10~ 6psi~".

Pode-se agora escrever o sistema completo de equagdes diferenciais parciais que €:

gbct% +V-u, =0Q, (2.36)
v, = —A,Vp—An jfc V3w + (Poro + Puruw) Kg (2.37)
qﬁaai;” +V v+ V- [DVsyl+ Qu =0 (2.38)
onde
A, =K +A,) (2.39)
A, = %K (Do — M) (2.40)

A velocidade total do fluido, representada pela equagdo (2.37) € responsavel pelo
acoplamento entre a equaciio de conservacdo de massa do fluido, equacio (2.36) e a

equagdo da saturagdo (2.38).

2.3 Condicoes de contorno e condicdes iniciais

Para completar a descrigdo do problema precisamos especificar um conjunto apropriado
de condi¢des de contorno e condig¢des iniciais. A fronteira I do dominio €2 pode ser par-
ticionada de tal formaque I’ = I'; &, By @y, onde I'; e Iy denotam, respectivamente

a fronteira nos pogos injetor e produtor, Iy denota a fronteira onde a presséio € prescrita
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e I, a parte da fronteira onde a condig&o de escoamento nulo € especificada, conforme

mostra a Figura 3. Portanto as condi¢des de contorno sdo:

Para a equagdo da pressdo,

V-0 = Q,‘ emI’; X [O,T]

vr-n=Q,emp x[0,T]

v, -n=0emIy, x [0,7]

p(x,t) ='ﬁemFd et [O1T]

e para a equagdo da saturagéo,

$w(x,t) =3 emI; x [0,T]

DVs, -n=0emI, x [0,T]

As condigdes iniciais para presséo e saturagdo sdo respectivamente:

p(z,0)=p" em

5(z,0) = s" em

(2.41)

(2.42)

(2.43)

(2.44)

(2.45)

(2.46)

(2.47)

(2.48)
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Figura 3: Dominio contendo a parti¢io da fronteira I

Isto completa o conjunto de equagdes diferenciais parciais para o escoamento de
fluidos imisciveis bi-fasicos moderadamente compressiveis, em meios porosos rigidos.

De acordo com DURLOFSKY [17], o sistema de equagdes (2.36) e (2.38) pode
ser adimensionalizado identificando-se valores caracteristicos para cada varidvel, sendo
que as equagdes adimensionais resultantes dependem de dois niimeros adimensionais. O

primeiro quantifica a relagdio entre os efeitos gravitacionais e convectivos e € dado por,

_ KAp|isll

HeUTe

Gy (2.49)

onde K é a permeabilidade caracteristica do reservatorio, avaliada como a média geomé-
trica das permeabilidades do reservatério, Ap = p,, — p, € vr. € a velocidade total ca-
racteristica. O outro nimero representa a relagfo entre os termos convectivos € 0s termos
relacionados a pressdo capilar e é designado por,

_ pvreL

P
I_)CKC

(2.50)
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onde L ¢ o comprimento caracteristico do reservatério e p, representa a pressio capilar

caracteristica, sendo que este niumero pode ser entendido como um numero de Peclet.



Capitulo 3
Formulacido Aproximada de Elementos
Finitos

3.1 Discretizaciio espacial

Uma forma de calcular a solugéo aproximada das equagdes (2.36-2.38) € através do méto-

do dos elementos finitos. Isto € alcangado subdividindo-se o dominio §2 em um conjunto

Nel Nel
de subdominios ¥ (elementos finitos) tal que, & = |J 2% e ] Q° = 0, onde Nel ¢
e=1 e=1

o numero total de elementos na malha. Em seguida define-se os conjuntos de fungdes

admissiveis para a pressio P*, para a saturagio S” e o conjunto das fungdes peso W",

P* = {p"/p" € H*(Q), p" (t) = pem Ty} (3.51)
sh = {s"/s" € H*(Q),s" (t) = 5emT}} (3.52)
W = {w"/w" € H*(Q),w" =0em '} (3.53)

sendo H* (2) C H* () um espago de dimensdo finita sobre o dominio 2 ¢ H' (2) &

o espago das fungdes quadrado integraveis com a primeira derivada também quadrado
integravel, isto ¢,

feH Q) @f (%)2@ < 00 (3.54)

Para problemas transientes a formula¢io semi-discreta de elementos finitos envolve

duas etapas: aproximag#o espacial, cujo resultado € um conjunto de equagdes diferenciais

ordinarias, e a aproximag#o temporal onde o conjunto de equagdes diferencias ordinarias

sd0 aproximadas no tempo.

17
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Como a equagio da pressdo é uma equagio diferencial parcial do tipo parabolica,
porém quase eliptica, pois 0 modelo ¢ moderadamente compressivel, o método de Galer-
kin ¢ eficaz para obter uma boa aproximagéo da solugdo. A aproximacio de clementos
finitos, baseada no método de Galerkin, ¢ alcan¢ada como se segue:

Multiplicando a equago (2.36) por uma fungio peso w® C H" e integrando em {2

obtemos,
h dp
w' | po—+ V- -vr —Qr |d2=0 (3.55)
Q ot
Usando a regra do produto para diferenciaggo,
V- (FA)=(VF)-A+F(V-A) (3.56)
¢ o teorema da divergéncia de Gauss, obtemos, ja que vy -n = 0 em I,

/ whgbct@dﬂ— / V' - vpd§) = / whQrd§) (3.57)
0 ot Q 0

Substituindo-se a expressdo da velocidade na equagfo anterior temos que,

d
wh¢q-a£dﬂ+ V' A, VpdQ = | Vit | Am—teVsy + (op, + duwp,) Kg | d2
P
Q 3t 0 Q dsw

(3.58)

Por outro lado a equag8o da saturagdo é predominantemente convectiva e, neste ca-

so, sulugdes obtidas pelo método de Galerkin apresentam fortes oscilagdes a medida que
o nimero de Peclet, P¢ = |3| h/¢, aumenta. Na defini¢io de P¢, 8 é o campo de ve-
locidades, € é o coeficiente de difusdo ¢ h é o tamanho caracteristico do elemento. Para
evitar o surgimento destas oscilagdes ou refina-se drasticamente a malha, aumentan-
do o esfor¢o computacional, ou se pode utilizar uma formulagdo adequada para tratar os
efeitos dos termos convectivos. Entre as diversas técnicas existentes, adota-se neste tra-

balho uma formulagdo estabilizada de Petrov-Galerkin. Nesta formulagio estabilizada,
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a funcio peso do método de Galerkin ¢ acrescida da corregéio de Petrov-Galerkin com
o objetivo de acrescentar estabilidade na diregdo das linhas de fluxo, e do operador de
captura de descontinuidade (CAU), que tem por objetivo adicionar estabilidade na di-
recio do gradiente da solugio. Definindo-se o operador diferencial associado a equagéo

da saturacdo,

ah

o ¥ V.4V [DVsE] +Qu (3.59)

L (sﬁ",,v;‘) o—

a formulacdo de Petrov-Galerkin com operador de captura de descontinuidades ¢ dada

por:
Nel
ozf (LM (sh,0h) dQ+Z/ ||v"|| V' L (sh, vl) 42
Nel |Lh h \
4 S ) V" - Vst dQ . 3.60
2 ) Ve (60

onde a pn'meira integral na equagdo (3.60) representa o termo de Galerkin, o primei-
ro somatdrio de integrais nos elementos ¢ o termo Streamline-Upwind/Petrov-Galerkin
(SUPG) [25] e o segundo somatdrio € o operador de captura de descontinuidades do tipo
CAU [22].

Os pardmetros 7, e 7o sdo dependentes da malha e dados por :

63 . { Pe®
— 1 ]
] ST IIllIl( 3 ) (3.61)
g
Pef = § —2—r 3.62
1(1)§)T - Doe ( )
68
Ty = min (Pe//¢,0.7) (3.63)
[l
3
712//
Pef/® =& (3.64)

T
€ e
('Ua//) 'D'Ua//

vi,, = 'ue-ﬂ Ve (3.65
o1 =" osgll) e =
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onde 67 e 65 sdo parimetros que dependem da malha e o superindice e indica que a

variavel foi calculada no interior do elemento.

3.2 Discretizacao temporal

A aplicagfo do método dos elementos finitos resulta em um sistema acoplado de equagdes
diferenciais ordinarias, que necessita ser integrado no tempo. Varias formas de integragéo
no tempo sdo propostos na literatura, veja por exemplo AZIZ e SETTARI [4], EWING
[20]. A forma mais simples é conhecida como IMPES, onde a equagdo da presso ¢ trata-
da de forma implicita e a equagfo da saturagfo ¢ tratada de forma explicita. Este método
reduz o custo computacional, porém impde severas restrigdes ao passo de tempo, sendo
indicado apenas para problemas com moderado grau de dificuldade segundo STEVEN-
SON [53]. Neste trabalho adota-se uma filosofia de solugdo onde o conjunto de equagGes
semi-discreto é resolvido por um algoritmo iterativo preditor-multicorretor [6].
Assumindo que a dependéncia do tempo pode ser separada da variagdo espacial

temos,

nnos

ph(x,t) =) Nipi(t) (3.66)
i=1 :
s (x,t) = Z N;s; (t) (3.67)

onde p; e s; sdo respectivamente os valores de p" e s" no tempo ¢, no ¢ — ésino né da
malha, NV; = N; (x), i = 1,2,...,,nnos sio as fungdes de interpolagdo e nnos o nimero
de nés na malha de elementos finitos. Introduzindo (3.66) e (3.67) nas equagdes (3.58) e

(3.60) chegamos a um sistema ndo linear de equagdes semi-discretas da forma:

F,(p.pst) | _ | Qp
{ F, (3;,5,;,15) } - [ Q. ] (3.68)
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onde os termos Q,, € Q, levam em conta os termos de fonte e condigdes de contorno. As
derivadas em relacfio ao tempo de p e s sdo indicadas respectivamente por p e 5.

Um algoritmo de integragfio no tempo muito utilizado, ¢ conhecido como método
trapezoidal generalizado [25] e serd utilizado neste trabalho para discretizar no tempo o
sistema (3.68). A solugfo no tempo n + 1 € alcangada como segue.

Dado pg e s¢ calcule

Dny Sy 1 € {0,1,2, ..., Nsteps} tal que:

F (pﬂ-f-l:f)’rﬂrla Sn+1:tn+1) _ QP
,, (2] oo

Fs (Pri1s Snity $nitsbotr)
Pnt1 = Pa + (1 — @) Alp, + aAlpny
Spa1 = Sp + (1 — a) AtS, + aAts,
onde Nsteps é o nimero de passos de tempo e At é o intervalo de tempo especificado.
Adota-se o = £ 0 que corresponde ao método implicito de Crank-Nicoison. Eliminando-
S€ Pny1 € éntem F, e F, chega-se a uma equagéo ndo linear a ser resolvida a cada passo

de tempo, que pode ser escrita como,

F (Pn+1,8n+1) _ Q B
[ Fz (Pat1, Snt1) ] [ Qi ] =0 (3.70)

Para resolver o sistema néo linear (3.70) utiliza-se o método de Newton-Raphson,

0 que nos leva a,

i . D (@)
[ A, Ap }() [ Ap(_l) } _ Q,-F, pr(z-)|-1=5n+1 371

A?l A22 Qs - Fs pv{ﬂrl’ Sq(r:ll

onde 7 é o contador de iteragdes do método de Newton-Raphson, e as submatrizes,
— (4)
A11 = an /ap

Ay =0F(/8s

Az = OF) /op
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29 = 8Fff)/8s

sio as componentes da matriz Jacobiana, e, Ap®™), A‘) sdo os incrementos das variaveis
nodais das derivadas temporais da pressdo e saturagfio. A matriz Jacobiana € normalmen-
te nfio simétrica e esparsa. A experiéncia indica que a resolugo iterativa destes sisternas
¢ dominada pelos termos provenientes da equagdo da pressdo. Sendo assim, observa-se
na solugfo iterativa dos mesmos um comportamente tipico de problemas quasi-elipticos
uma vez que a compressibilidade € baixa. Uma forma de se tentar otimizar os procedi-
mentos de solugio é desprezar os termos de acoplamento, isto ¢, resolver o problema de

forma bloco-iterativa,

Antp = Q, — FY (s, l7)) (3.72)

i i—1 . (2
pi(l-)}-l Pia+1) + /—\wa)d

P =Pyt + @ALAPY
Ands =Q, —F9 (570, s57) (3.73)

i (i—1}) i
7(111- Sn+l +AS§1-)|-1

'E:)H S;—P + aAtAs?

Os vetores F,(f), F{ e a matriz Ay, dependem da velocidade v*, equagdo (2.37),
que por sua vez é funcdo da pressdo ¢ da saturacdo da agua. Uma forma de calcular
o campo de velocidades € usar diretamente as leis de Darcy, isto é, a equagéo (2.37).
No entanto este procedimento apresenta baixa precisdo, uma vez que o campo de velo-

cidades ¢ aproximado calculando-se diretamente os gradientes de pressdo, o que pode

comprometer a aproximagdo da saturagéo.
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3.3 Pos-processamento do campo de velocidades

Com o objetivo de melhorar a aproximag&o do campo de velocidades utiliza-se a técnica
de pos-processamente desenvolvidada por MALTA, LOULA e GARCIA [35] para es-
coamentos misciveis. Esta técnica baseia-se na formulagdo variacional das leis de Darcy
combinada com a equagfo da conservagdo de massa. A andlise numérica desta técnica,
indica um ganho nas taxas de convergéncia para o campo de velocidades em relagéo a
métodos mistos do tipo Raviart-Thomas de O (h%®). No presente trabalho vamos adap-
tar diretamente as idéias de MALTA, LOULA e GARCIA [35], sem no entanto efetuar
uma analise numérica da técnica. Portanto sendo p” o campo de pressdo calculado pelo

método de Galerkin e
ER = {wh' c H* x H* w" =0em F}

calcular v} € E* tal que,

Nel

- dp
— h 1,k h h h c
0 = /;w (A; vp+Vp)dQ+e§_ Qeéev.w [v.(vp+r\md3wvsw

o,
K (pdo + ) 8) ~Qr + ¢cta—ﬂ a6 (374

onde 8, é um parémetro que depende da malha, geralmente tomado como A®/2. Com a

utilizacdo desta técnica de pds-processamento observa-se que as varidveis p", s* e v sdo
aproximadas por interpolagdes padrio de mesma ordem. Sendo o cdlculo das velocidades
efetuado logo apds a atualizagdo do campo de pressdo.

Com isto obtemos a forma final para os sistemas de equacdes diferenciais ordinarias

resultantes da discretizagéio por elementos finitos das equagdes (3.58), (3.74), (3.60)
M]p+K]p=F, (3.75)

Kv, =F, ' (3.76)
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M] s+ [K]s =F, (3.77)

As matrizes M , K e o vetor F,, sfio as matrizes de massa e de Galerkin para a
equagio da pressdo (3.58), ambas simétricas, e seu correspondente vetor de termos inde-
pendentes. A matriz K, simétrica, e o vetor F,, correspondem & forma discreta (3.74).
As matrizes M e K, ndio simétricas, sdo, respectivamente, as matrizes correspondentes
a formulag#io estabilizada para a equagdo da saturagfio (3.60) e F; seu vetor de termos
independentes. Os termos independentes levam em conta a presenca de termos fon-
tes/sumidouros (se houverem) e a influéncia das condi¢des de contorno.

A solugio em cada passo de tempo, ¢; € [0, T ¢ calculada de forma implicita utili-
zando o método trapezoidal generalizado, conforme [25], através do seguinte algoritmo
bloco-iterativo preditor-multicorretor:

Inicialize: py; = P%; Phar = P Va1 = Vs Un = U5 05y = Wy

Parai=0,1,2,... maxiter, Faca

Bloco 1 : Resolve a equagfio da presséo

;+1Al')::|-11: :’:_11

onde M, ; ¢ uma matriz siméirica definida como

M; = M+ahtK

R =F, . —Mp;,,—Ksi,, (si,,) pi,; (vetor de residuos )

Atualizar a pressdo e sua derivada:

Pi::h: P$1+1 +aAtAlbitll

pi‘*_‘ﬁ: f’i+1+AIE'j:|-11

Bloco2: Calcula o campo de velocidades

K (S:'H-l) vj:—-i-ll: F (P:.:»ll)

Bloco3: Resolve a equagdo da saturagio
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1+1 _ i+l
n+1A nt+l" Rn+1

onde M;,_; é uma matriz ndo simétrica definida como

RiL=Fo-M (8,) 851 —K (si 1, Pha1: Vie1) Shyr ( vetor de residuos )

Atualizar a saturagio e sua derivada:

Spii= Spy1 T aAtASS,

Sl =8, +As,

Fim

No algoritmo acima, 7 € o contador de iteragdes Af € o passo de tempo e « € 0
parametro que controla precisdo e estabilidade da integragfio no tempo. Normalmente
assume-se & = 3 0 que conduz a um método implicito incondicionalmente estavel. O
processo iterativo continua até que o seguinte critério de convergéncia seja satisfeito.

i+1
[lasFhl

' | 3::;11 ” < etol (3.78)

onde o pardmetro etol ¢ fornecido pelo usuario.

3.4 Controle do Passo de Tempo

Em problemas transientes, a escolha do passo de tempo At € uma decisdo importante.
Um passo de tempo muito grande pode comprometer a exatiddo da solu¢@o procurada,
enquanto que um passo de tempo muito pequeno, eleva o custo computacional. O ideal €
obter uma solugiio de boa qualidade com o maior passo de tempo possivel determinando
o valor de At mais conveniente para ¢ problema. Uma estratégia automatica para se-
legdo do passo de tempo é apresentada em COUTINHO e ALVES [6], onde se procura

encontrar a cada intervalo de tempo o Af mais conveniente para o problema.



26

A estratégia baseia-se em um estimador de erro a posteriori da solugdo. Apds o
calculo da solucio em um passo de tempo, calcula-se o erro. Se o erro € muito grande a
solugiio é rejeitada, determina-se o novo At, retorna-se para 0 passo de tempo anterior e
tenta-se novamente com o novo At. Um erro muito grande indica que o passo de tempo
deve ser diminuido, caso contrario deve ser aumentado. Se o erro na solugdo ¢ aceitdvel,
continua-se com o algoritmo de integra¢io no tempo. |

O algoritmo é composto de duas etapas fundamentais:

1. Um estimador de erro para a solugfo calculada;

2. Um algoritmo que usa este erro para rejeitar ou aceitar o passo de tempo ¢
calcular o novo At.

Dois algoritmos para sele¢do do passo de tempo sdo apresentados em [6]. O pri-

meiro é dado por,

Atn+1 = (t—Ol') Atn . (3.79)

(3

onde tol é uma tolerdncia ou mudanca desejada, suprida pelo usudrio, € €, é uma medida
da mudanga no passo de tempo At,.

O segundo algoritmo avalia o novo passo de tempo pela relagéo,

kp kr 2 kp
Eﬂ—l tOl E'n.—l
At = At, 3.80
i ( En ) ( En ) (Enen—2) ( )

onde os pardmetros kg, k;, kp, devem ser ajustados de forma a minimizar o esforgo com-

putacional. A equagfo (3.80) é obtida supondo-se que o problema de sele¢do do passo
de tempo é um problema de controle 6timo, onde emprega-se um controlador Proporcio-
nal, Integral e Derivativo. Neste trabalho os valores adotados para estes pardmetros séo:
kp = 0.05, k; = 0.15e kp = 0.01. Sugere-se a leitura de [6] para uma discussdo mais

aprofundada sobre este algoritmo.
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A medida da mudanga da quantidade de interesse, ¢, no passo de tempo At,41,€a

avaliada usando-se as normas,

_peei-pull . &
%= el " wolp 3.81)
! ”15n+1_1.)n” 6;5

= IPuttPall = P 3.82
DS ol P toly (3.82)
, lseri—sall <

_ ISnri=Sall 3.83
= sl dols (3.83)
' ”S‘n+1 n” ‘5;

. = Eg 3.84
R T (3.84)

e tomando £ como, £ = max (£, €3, £s, £s) -
As quantidades ¢,,65, &5, £; Tepresentam, respectivamente as mudangas das gran-
dezas nodais de pressdo, saturagdo e derivada com relagfo ao tempo da saturacdo. As

tolerancias tol,,, toly, tol, e tol; sdo fornecidas pelo usuario.

3.5 Implementagio Elemento por Elemento

Para problemas praticos de engenharia os métodos diretos, tipo eliminagio de Gauss,
tornam-se impraticaveis em fungio de seu alto custo em termos de meméria requerida €
tempo de CPU [3]. A alternativa séo os métodos iterativos, que além de requererem uma
quantidade menor de mémoria sio adequados para implementagdo usando técnicas ele-
mento por elemento, 0 que os torna altamente interessante para utilizagdo com o método
dos elementos finitos. No momento atual a utilizagdo de métodos iterativos e técnicas
elemento por elemento estdo presentes em boa parte dos cédigos que buscam efici€ncia
na solugdo de problemas de grande porte. Outro aspecto importante da implementagio
elemento por elemento ¢ que esta favorece a implementag@o de refinamento adaptativo
de malha, onde graus de liberdade sdo adicionados ou eliminados durante a andlise ¢ as

conectividades dos elementos sdo rearranjadas a cada atualiza¢io da malha. Neste tra-
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balho optou-se por uma implementagdo elemento por elemento e por técnicas iterativas
para resolver os sistemas de equagdes lineares oriundos da discretizagdo por elementos
finitos do conjunto de equagdes diferenciais governante.

Para integra¢do no tempo do conjunto de equagdes semi-discretas (3.75), (3.76) e
(3.77) através do algoritmo bloco-iterativo, trés sistemas de equagdes lineares devem ser
resolvidos a cada iteragfio. Estes sistemas, por sua vez, sfo resolvidos através de técni-
cas iterativas. Uma vantagem da estratégia por bloco ¢ permitir a escolha do algoritmo
adequado para cada sistema de equagdes lineares a ser resolvido.

Da mesma forma que em [6], para a solu¢do do sistema de equagdes no bloco 1,
correspondente a equagio da pressio, utilizou-se o método dos gradientes conjugados.
Para o bloco 2, pds-processamento do campo de velocidades, o método de Jacobi, e o
bloco 3, correspondente & equagdo da saturago, ¢ resolvido pelo algoritmo GMRES. A
descriciio destes algoritmos encontra-se, por exemplo, em SAAD [45]. De forma geral,
os métodos iterativos se baseiam em operagdes vetor-vetor tais como, produtos escalares,
atualizagdo de vetor, etc., e produtos matriz-vetor.

Na técnica elemento por elemento a matriz de coeficientes e o vetor de termos
independentes nunca sdo montados, sendo o produto matriz-vetor computado como,

nel
Ax = Z A.x. (3.85)
e=1 '
onde A. ¢ a matriz de elemento e X, as componentes do vetor X restrita ao elemento e.

A implementa¢do da multiplicag@io matriz-vetor na forma elemento por elemento €

executada em trés passos como segue,

1. Localiza as componentes do vetor de elementos local no vetor global:
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2. Executa a operagdo a nivel de elemento:

u.= A.Xx.

3. Espalha as componentes do vetor local no vetor global:

u+«—u-+u.

Este algoritmo pode ser executado de forma paralela ou vetorial sem maiores di-
ficuldades. Os passos 1 e 2 podem ser executados individualmente para cada elemento.
O passo trés, que envolve escrita sobre o vetor global, s6 pode ser executado em grupos
de elementos disjuntos. Se este cuidado ndo for tomado os resultados serdo errados, em
fungfo do compartilhamento de nds pelos elementos adjacentes.

A distribuigo de elementos em blocos disjuntos é obtida a partir de um algoritmo
de coloragiio de malha descrito em [26][6]. Este algoritmo garante que nenhum elemento
de um bloco possui qualquer né em comum com qualquer elemento de outro bloco. Com

isto os trés passos do algoritmo podem ser executados de forma paralela ou vetorial.

3.5.1 Pré-condicionamento

Para acelerar a convergéncia do método dos gradientes conjugados e do GMRES, empregou-
se o pré-condicionador elemento por elemento descrito a seguir.

Seja o sisterna de equagdes lineares

Au=b (3.86)

¢ P uma matriz simétrica, positiva definida dada por,

P =diag (A) (3.87)
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Transformamos o sistema (3.86) para a forma,

Ai=b (3.88)
onde
A =P :AP} (3.89)
i=PIu (3.90)
b=P b (3.91)

Estas operagdes sobre o sistema original (3.86) sdo consideradas como um pré-
precondicionamento. Em seguida, em cada iteragdo aplica-se o precondicionador elemento-

por-elemento,

L'AU 'x=L""b (3.92)
onde
nel el
L=][L; U=]]U. (3.93)
e=1 e=1

As matrizes L, e U, sdo obtidas da particdo Gauss-Seidel da matriz A, tal que,
Lo+ U.=A.+1 (3.94)

O precondicionador resultante é conhecido como precondicionador elemento-por-
elemento Gauss-Seidel. Note que o precondicionador ndio envolve nenhuma érea de
memoéria adicional além das matrizes de elemento. Além disso, no caso simétrico,
U, = L7. Qutra alternativa para resolver a equagio da pressio ¢ usar um soluciona-

dor multimalha.

3.5.2 Meétodo Multimalha

Uma forma de resolver o sistema de equagdes lineares,

Au=f (3.95)
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¢ usando o método multimalha, cuja idéia central € o uso de um conjunto de malhas, M,
M,,...,My, com espagamentos h; > hy > ... > hy, respectivamente, para aproximar o
mesmo dominio §2 do problema. Um aspecto importante deste método ¢ a transferéncia
de informagdes entre as diversas malhas. Esta questio ¢ resolvida através da definigio de
operadores de restri¢io e interpolagéo.

(i) Operador de restrigdo R, que transfere as informagdes da malha fina , (2, para

a malha grossa, 1oy
Qo = R() (3.96)

(#4) Operador de interpolag@o ou prolongamento P, que transfere informacdes da

malha grossa Qay, para malha fina (2,
Q= P Q) (3.97)

A forma destes operadores pode variar com o tipo de elemento ou com o tipo de
problema. Considere por exemplo uma discretizagdo de elementos finitos triangulares
lineares conforme mostra a Figura 4. Os operadores de restri¢do e interpolagdo podem
ser definidos, para uma malha aninhada, como segue:

Operador de interpolagdo P

ul = 42k parai = 1,2,3

T

1
U? - § ('U%? —I—uﬁh),paraj :4}5,6,?71: 11253! ﬂ:2,3,1

Operador de restrigio I
1
ut = 3 ful + 1 (ul, +ul)];parai =1,2,3;m =4,4,5n=6,5,6

De posse da definigdio dos operadores de restrigéo e interpolag@o podemos sintetizar

o conceito do método como segue. Seja u a solugio exata do sistema dado pela Equagéo
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Figura 4: Operadores de restri¢do e interpolagio. Os nés 1, 2 e 3 pertencem 4 malha
grossa, 0s nds 4, 5 e 6 pertencem a matha fina.

(3.95) e v uma aproximagdo de u. Assim o erro ¢ definido por,

e=u-—v (3.98)

que nio pode ser computado, pois nio conhecemos a solugdo exata u. Uma medida que

pode ser calculada € o residuo,

r=f—AvouAv=f-r (3.99)

que nos da uma idéia do quanto v esta proximo de u. Subtraindo esta equagdo da original,

Equagdo (3.95), temos,

Ae=r (3.100)

conhecida como equagio do residuo. Usamos a equagdio do residuo (3.100) para obter
uma aproximagio para o erro na malha mais grossa que sera usada para corrigir a so-
lugdo na malha mais fina. Através de recurséo, pode-se definir uma familia de métodos

mulitimalha, chamada Ciclo-y, que é dada no algoritmo abaixo:
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Ciclo-p : vP — My" (vh, f"’)

1. Relaxar v, vezes em Au"= f" com aproximagio inicial v*

2. Se " = malha mais grossa, entiio va para o passo 4

Sendo £ «— RI" (f"= A"v")
v — O
vt My (v, %), pvezes

3. Corrigir v+ v + P} v**

4. Relaxar v, vezes em Au”"= f* com aproximagéo inicial v"

Os dois tipos de ciclos multimatha mais usados sdo o ciclo V, quando 4 =l e o
ciclo W, quando p = 2. Os valores de v, ¢ v; que determinam o nimero de relaxagdes
em cada passo sio fixados no inicio do algoritmo, e seus valores geralmente variam entre
1 e 5. As matrizes A" sdo calculadas para cada malha. Como método de relaxagdo

emprega-se 0 método dos gradientes conjugados com precondicionamento diagonal.

3.5.3 Imposicao das Condigdes de Contorno no Pés-processamento
das Velocidades

As velocidades pos-processadas s3o obtidas por iteragSes de Jacobi. A condigdo de fluxo
nulo é aplicada através da introdug¢@io de uma técnica de projecdio no processo iterativo,
conforme DEVLOO [13]. O calculo do campo de velocidades e aplicagdo das condigdes
de contorno sdo executadas de forma muito compacta através de dois loops, como ilus-
trado no algoritmo a seguir, onde D = diag (f() e n; o vetor normal unitario em algum
no ¢ localizado na fronteira
Paran = 1,2, . até iter
Vg1l =V + D71 (F — f(vn)

Para todo 7 na fronteira faga
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Vie1 = Vist = (Vagr i)
Fim
Fim
Sendo a matriz D diagonal, o processo iterativo ¢ trivial, sendo que as matrizes de

elemento nunca sdo efetivamente armazenadas.

3.6 Validacao da Solucio da Pressio

Para avaliar a precisio e desempenho do método multimalha, resolvemos a equagdo da
pressdo no problema de cinco pogos para o caso incompressivel. Neste problema cldssi-
o, um pogo central é usado como injetor € os outros quatro i sua volta como produtores.
O dominio do problema é o quadrado unitario correspondendo a um quarto do mode-
lo de cinco pogos. Para este teste assumiu-se k; = k, = 1.0, o que corresponde a um
meio homogéneo. O objetivo é comparar a solugdo obtida utilizando o método multima-
lha com a solugdo exata, que longe dos pogos ¢ dada, de acordo com TEIGLAND [55],

pela equagdo,

e LS ey d osh (G @ty —2m) + cos (5 (z —y))
p(zy) dr Z (1)1 {cosh(%(a:-l—y—%n))—cos(%(x—y)) (3.101)

m=—co

Sendo p (z, ) a solugo exata dada pela Equagdo (3.101) e p (z, y) a solugdo com-

putada através do método numeérico, o erro € dado por,

B3 =

=1 > W (p(zy) —p(zy) (3.102)

{zy)et

sendo que para fins de calculo é excluida a regifio em tomo da singularidade, isto €, o

dominio do problema é redefinido como,

Qp = [0,1] x [0,1] - ([0 %] x [0, é] + El} x E 1D (3.103)
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Os resultados obtidos com o método multimalha que implementamos sdo mostra-
dos na Tabela 1 ¢ 2. A Tabela 1 mostra os resultados para um refinamento uniforme,
enquanto que a Tabela 2 apresenta os resultados obtidos com o método multimalha usan-
do a malha com refinamento nfo uniforme mostrada na Figura 5. Nas Tabelas 1 e 2,
Nel; é o mimero de elementos na malha mais fina. Em mﬁbos os casos utilizamos o
ciclo-V com v; = v, = 1. A tolerancia dos método iterativos foi fixada em 10~ Ao so-
lucionarmos este problema com o ciclo-W notamos que os resuliados foram os mesmos.
Podemos notar que quanto maior € 0 nimero de niveis, menor o erro, tanto para 0s casos
com malhas uniformes, quanto para os casos com malhas ndo uniformes. Além disso, ao
compararmos o0s 1nossos resultados com aqueles de TEIGLAND [55], podemos observar

que ambos estdo em boa concordancia.

Tabela 1: Resultados obtidos pelo método multimalha para o problema de cinco pogos
usando uma malha com refinamento uniforme.

Elementos na Malha Inicial | Niveis €p Nely
2 5 3.6e—04 | 512
2 6 8.6e — 05 | 2048
8 6 2.1e-— 05 | 8192

Tabela 2: Resultados obtidos pelo método multimalha para o problema de cinco pogos
usando uma malha com refinamento néo uniforme.

Elementos na Malha Inicial | Niveis €p Nel
24 3 6.3e—04 | 384
24 4 1.6e — 04 | 1536
24 5 4.2¢ — 05 | 6144

A Figura 6 mostra a comparagio da solug¢fio analitica e numérica ao longo da linha
entre 0 po¢o de injegdo e o pogo de produgdo. Nesta comparagio empregou-se a solugdo
computada usando-se 0 método multimalha em malha com refinamento uniforme, ciclo-

V e seis niveis. Pode-se observar que os resultados sdo praticamente coincidentes.
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Figura 5: Malha com refinamento ndo uniforme utilizada na solu¢do com o método mul- '
timalha.

Para comparar o desempenho computacional do método multimalha com o mé-
todo dos gradientes conjugados resolvemos o problema de cinco pogos incompressivel,
considerando as viscosidades u, = p,, = 1.0, as densidades p, = p,, = 1.0 e a poro-
sidade ¢ = 0.2. O tensor de permeabilidade absoluta é K = I. Assumiu-se ainda que
as permeabilidades relativas da dgua e do 6leo dadas, respectivamente, por &, = sie
kro = (1— sw)z. Os efeitos da gravidade e pressdo foram desprezados neste exemplo
e empregou-se malha com refinamento uniforme. A tolerincia para os métodos iterati-
vos foi fixada em 10~* e tolerincia para variagio ndo linear em 10}, Dois casos foram
analisados. No primeiro caso usou-se uma matha com 16 divisdes na malha mais fina
e b niveis, e no segundo caso, uma malha com 32 divisdes na malha mats fina ¢ 6 ni-
veis. O problema foi solucionado durante 1000 passos de tempo. A Tabela 3 mostra o

tempo médio normalizado correspondente a solugdo da equagio da pressdo pelo método

multimalha, identificado por MG e pelo método dos gradientes conjugados com precon-
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Figura 6: Comparagio da solugdo exata e da solugio multimalha com ciclo-V,
v, = v = 1 em uma malha uniforme com 32 divisdes na malha mais fina.
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dicionador elemento-por-elemento Gauss-Seidel, identificado simplesmente como PCG.
Podemos notar que para este problema o método multimalha € mais eficiente do ponto

de vista computacional que o método dos gradientes conjugados utilizado.

Tabela 3: Tempo de processamente médio normalizado por iteragdo ndo linear para a
solucdo da pressiio no problema de cinco pogos. Malha 1: 512 elementos; Malha 2: 2048
elementos.

Método | Tempo de processamento
Malha 1 Maltha 2
MG 0.22 0.12
PCG 1.0 1.0

3.7 Valida¢ido do Esquema de Esfabﬂjzagﬁo

3.71 Caso Unidimensional

Para avaliar a formulagfio estabilizada descrita na Segfo 3.1, vamos apresentar resultados
para a solugdio da equagdo da saturagio em um problema unidimensional. Neste exemplo
ndo foram considerados os efeitos da pressdo capilar e nem termos fonte. A velocida-
de total é v = i, e a saturagdo da dgua em x = 0 é fixa em s,, = 1.0. No primeiro caso
adotou-se krp = 52; kro = (1 — 8u)%; fto/ 1ty = 5 € 0s efeitos da gravidade no foram
incluidos, isto € Gy = 0. Os perfis de saturagdo obtidos neste caso para ¢{ = 0.5 Volume
Poroso Injetado (VPI) encontram-se na Figura 7, para simulag¢io empregando uma ma-
lha uniforme com 80 elementos lincares. Na Figura 7, a solugdo com o método SUPG
¢ identificada simplesmente por SUPG. Quando o operador de captura de descontinui-
dade ¢ levado em consideragéo as solugdes sfo identificadas por SUPG+CAU. Também
na Figura 7 encontram-se duas solugdes com a formulagfio CAU somente. Note que em

algumas solugdes a contribuigio do termo CAU foi ponderada por 85 = h°/2 enquan-
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to que na outra solugio o mesmo termo foi ponderado por 83 = h°. Em todos os casos
8¢ = h#/2. Observou-se na Figura 7 que a solugio com o método SUPG € menos difu-
siva, porém com oscilagdes esptrias no pé da frente. Ja as solugdes com a presenga do
operador de captura de descontinuidade sdo mais difusivas, especialmente aquelas onde
somente o operador foi utilizado. De acordo com DURLOFSKY [17], a altura tedrica pa-
ra o choque neste caso é 0.41, o que esta em boa concordéncia com as solugdes numéricas

obtidas com as formulagdes SUPG+HCAU e CAU.

1 T T T

SUPG ———
SUPG+CAURZ -—-
SUPG+CAU b -
as | CAUN2 —-
CAU L —-

0.6

Sw

0.4

0.2

Figura 7: Frente de saturagfio de 4gua em ¢ = (.5 VPI para o problema unidimensional
sem gravidade.

O proximo exemplo considera os efeitos gravitacionais. Neste caso Gy = 2.
Considera-se ainda que os efeitos gravitacionais agem na dire¢fio oposta a v, ou seja,
na diregdo negativa do eixo z. Os perfis de saturagdo para ¢ = 0.5 VPI para as diferentes
simulagdes encontram-se na Figura 8. Novamente a solugio SUPG apresentou oscilagdes
indesejaveis, enquanto que as solugdes SUPGHCAU e CAU estdio em boa concorddncia

com a altura tedrica do choque, que € de 0.76 para este caso. Ainda verifica-se que as
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oscilagdes espurias sio comparativamente menos acentuadas do que no caso sem gravi-

dade.

T T
SUPG —
SUPG+CAU W2 ~—
SUPG+CAU b -~
08 TSR CAUW2Z — |
" CAUL —

06 | ‘f.\

Sw
P

04 - EF

T

Figura 8: Frente de saturagio de agua em ¢ = (.5 VPI para o problema unidimensional
com gravidade

3.7.2 Problema de Cinco Pocos

Seja o problema da simulagdo do escoamento de dgua e éleo numa configuracio do ar-
ranjo de cinco pogos com dupla simetria. Neste caso, o dominio computacional ¢ uma
quadrado de lado unitério, com um pogo injetor ¢ um pogo produtor alinhados na dia-
gonal principal. Considera-se o reservatério homogéneo, com permeabilidade absoluta
constante e isotropica, ou seja, K = I. A porosidade do reservatério € constante e seu va-

lor ¢ irrelevante, pois serve apenas como escalonamento do tempo. Tomou-se ¢; = 107°
e ndo foram considerados os efeitos da gravidade e da pressdo capilar. Neste exemplo
krw = 825 kro = (1 — sw)2 e i,/ i, = 4. Os resultados serdo apresentados em termos de

Volumes Porosos Injetados (VPI), que € uma grandeza anéloga ao tempo adimensionali-
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zado. Adota-se uma malha regular composta de 20 x 20 células, onde cada célula é subdi-
vidida em dois elementos triangulares lineares, totalizando 800 elementos. Dois cenarios
foram considerados. O primeiro, identificado como diagonal, os pogos injetor e produtor
estfio na diagonal perpendicular as linhas diagonais de disposi¢do dos elementos trian-
gulares. O segundo, identificado como paralelo, possui a orientagio das linhas diagonais
dos elementos paralela 4 diagonal pogo injetor-pogo produtor. Idealmente, os resultados
para ambas configuragdes deveriam ser idénticos. Entretanto, devido a um maior ou me-
nor efeito de orientacio de malha, os resultados poderéo diferir para os dois cenarios.
Além disso este exemplo permite validar a solugdo do problema pressdo x velocidade e
seu acoplamento com a equacfo da saturagdo.

Os resultados para a recuperagio de dleo normalizada pelo volume total injetado
para os dois cendrios encontram-se respectivamente nas Figuras 9 ¢ 10. Pode-se notar
nestas Figuras que para os dois cendrios as solugdes com a formulagdo SUPG apresenta-
ram oscila¢Bes indesejaveis, notadamente na configuragio diagonal. Os resultados com
as formulacdes com operador de captura de descontinuidade ndo apresentam oscilagdes.

A Figura 11 mostra, para a formulagdo CAU ponderada por 65 = h¢/2, uma com-
paragfio da recuperagdo de 6leo obtida para os dois cendrios de escoamento. Verifica-se
que estas formulagdes exibem pouco efeito de orientagdo de malha. Resultados seme-
lhantes foram observados para as formulagdes SUPGHCAU (h¢/2 e h®) e CAU h°.

Além disso, as simulagdes SUPG+CAU e CAU estio em boa concordancia com os
resultados de DURLOFSKY [17], que emprega uma formulagéio combinando elementos
finitos mistos para a equagdo da pressdo e volumes finitos (TVD de segunda ordem) para
a equagdo da saturagdo. As Figuras 12 e 13 apresentam as curvas de volume de dleo

recuperado (VOR) respectivamente para as duas orienta¢des de malha.
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Nota-se que todas as formulagdes conduziram a uma boa recuperagdo do volume
de éleo, com muito pouca direrenca entre as solu¢Bes para as orientagdes diagonal e
paralela, conforme evidenciado na Figura 14, que apresenta uma comparago direta para
o volume de éleo recuperado obtido com a formulagdo CAU h°/2 em ambos cenarios
de escoamento. Resultados semelhantes também foram observados para as formulag¢Ges

SUPG+CAU.

¥

] SUPG —

i| SUFG+CAU W2 —

% SUPG+CAU B -—
CAUNW2 —

0.3 - CAURL — |

0.6 F

Oleo recuperado

04

0.2

VPl

Figura 9: Recuperagio de dleo para o problema de cinco pogos na configuragio diago-
nal

As Tabelas 4 € 5 apresentam respectivamente o nimero médio de iteragdes por
bloco-iteragio dos algoritmos de solugdo dos sistemas de equagdes lineares empregados
na solugdo da equagdo da pressio, no pds-processamento das velocidades e na solugéo da
equacdo da saturagdo, identificados respectivamente por PCG, Jacobi e GMRES. Nestas
simulagdes, a tolerdncia dos métodos iterativos foi fixada em 10 *, o nimero de iteragdes

por bloco foi fixada em 3, e o passo de tempo foi ¢ = 0.004. Adotou-se um nimero de 10
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1 T T T T

SUPG —
SUPG+CAU W1 ~—
SUPG+CAU h —-
CAU W2 ——

0.8 caup —-

0.6

Oleo recuperadd

0.4

0.2 f

VPIL

Figura 10: Recuperagio de 6leo para o problema de cinco pogos na configuragio para-
lela

vetores de Krylov para o algoritmo GMRES. Com a formulagio SUPG as iteragles por

bloco convergem em 2 iteragdes, para ambas orientagdes de malha.

Tabela 4: Resultados computacionais para o problema de cinco pogos na malha diagonal.

Método | SUPG | SUPG+CAU £¢/2 | SUPGHCAU h* | CAU h°/2 | CAU h°
PCG 39.74 46.30 40.55 39.93 39.72
Jacobi 447 3.10 3.61 4.06 4.33

GMRES | 8.80 6.52 6.66 4.25 423

Pode-se notar nas Tabelas 4 e 5 que os custos computacionais sdo dominados pela
solugdio da equacdo da pressdo. O nimero de iteragdes GMRES ¢é ligeiramente superior
na malha diagonal para as solugdes que empregam a formulagdo SUPG, ainda que em
todos os casos o numero de iteragdes GMRES possa ser considerado muito pequeno.

Deve-se destacar ainda o baixo nimero de iteragdes de Jacobi em todas as simulagdes.



Figura 11: Recuperacio de 6leo para o problema de cinco pogos em diferentes cendrios

Figura 12: Volume de 6leo recuperado para o problema de cinco pogos na configuragdo

diagonal.

Tabela 5: Resultados computacionais para o problema de cinco pogos na malha paralela.
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Método | SUPG | SUPGHCAU 4°/2 | SUPGHCAU h* | CAU h*/2 | CAU h*
PCG 39.55 39.87 39.99 39.71 39.64
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Figura 13: Volume de 6leo recuperado para o problema de cinco pogos na configuragio
paralela.
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Figura 14: Volume de 6leo recuperado para o problema de cinco pogos em diferentes
cendrios.



Capitulo 4
Implementacido do Refinamento Adaptativo
de Malha

A simulaggo numérica de escoamentos de fluidos em meios porosos € um problema
que apresenta alto grau de dificuldades no campo computacional em fungdo da nature-
za do sistema de equagdes diferenciais governante. Entre estas dificuldades estd a ndo
linearidade do sistema de equagdes ¢ a natureza convectiva-dominante da equagdo que
descreve o comportamento do fluido injetado. Esta equagfio apresenta ainda regides de
altos gradientes que migram de uma regido para outra 4 medida que a solugdo avanga
no tempo. .Estas dificuldades tem motivado a busca de algoritmos numéricos que pos-
sam diminuir o esforco cumputacional envolvido e melhorar o desempenho da simulagdo
numérica.

Uma proposta para resolver este problema de forma eficiente, sem ter que refinar
demasiadamente todo o dominio, é a utiliza¢do de métodos adaptativos, que permitem,
com o auxilio de um indicador de erro, que o dominio seja refinado apenas nas regides
de interesse. O objetivo é obter uma malha na qual o erro esteja igualmente distribuido
sobre toda a malha. Métodos adaptativos tem sido utilizado por varios pesquisadores pa-
ra uma vasta classe de problemas [2][41][46][49}[42]. Para problemas onde as regides a
serem refinadas sdo pequenas em rela¢do ao dominio, como € o caso em questio, a utili-
zacio de malhas adaptativas é determinante na obtengdo de uma solugdo que represente
o comportamente fisico do problema, a um custo computacional aceitavel.

Todo processo adaptativo ¢ constituido de trés etapas fundamentais:

1. Solugdo do problema em uma malha inicial.

46
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2. Utilizag&o de um medidor/indicador de erro para identificar as regides que devem

ser refinadas ou desrefinadas;

3. Uma estratégia para refinar/desrefinar a malha nas regides identificadas na etapa

anterior.

4.1 Estimador de erro

A pega fundamental no processo adaptativo € o indicador de erro. E ele que fornece as
informagdes sobre a distribui¢do de erro no dominio, indicando as regides que devem ser
refinadas/desrefinadas.

Os estimadores de erro séo classificados em duas categorias, os estimadores a prio-
ri, onde o erro é estimado antes que a solugdo seja conhecida, e os estimadores a poste-
riori, onde o erro ¢ estimado ap6s o calculo da solugfio. Os estimadores a priori, ndo sfo
computiveis, uma vez que a solugdo exata ndo é conhecida, sendo, no entanto, ferramen-
tas tteis para estudos tedricos [16].

Os estimadores a posteriori baseiam-se na solugio de elementos finitos calcula-
da, portanto podem ser avaliados durante a analise. Isto os tornam mais uteis para a
utilizagdo em estratégias adaptativas e sfo largamente utilizados na pratica. Veja por
exemplo [5][40][36].

Os estimadores de erro a posteriori baseiam-se na avalia¢io do residuo da equagao
governante por alguma norma, ou em técnicas de pds-processamento da solugédo, onde o
erro ¢ estimado pela diferenga entre a solugio pos-processada e a solugdo de elementos

finitos [54].
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Para problemas transientes onde o medidor de erro deve ser executado varias vezes

durante a analise, uma caracteristica a ser exigida é que ele seja rapido [31]. Um estima-

dor de erro a posteriori baseado no pos-processamento da solugio e que preenche este

requisito, foi proposto por ZIENKIEWICZ e ZHU [56]. Este estimador é simples ¢ mui-

to eficiente para problemas praticos de engenharia [36]. Este estimador j4 foi utilizado

com sucesso em problemas transientes [34], [42] e foi também utilizado neste trabalho.

Sendo V4" o gradiente da solugdo aproximada pelo método dos elementos finitos

e Vu o gradiente pos-processado da solugdo aproximada através de uma média nodal

[9], o erro € definidor por,
e= (@uh - Vuh)

e anorma L; do erro pode entdo ser calculada como,

1

ol = ([ e7ede)’

Em nivel de elemento o erro pode ser calculado como segue:

Jetll = ([ eeas)’
e

Para uma malha com Nel elementos o erro médio € definido como,

. |E|
Em = Nel

onde || E||* é dado por,

Nel

IR =3 [t
e=1

(4.104)

(4.105)

(4.106)

(4.107)

(4.108)
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4.2 Estratégia adaptativa

A decisdo sobre quais elementos devem ser refinados ou desrefinados cabe a estratégia
adaptativa, com o auxilio do indicador de erro. Isto permite que o programa decida
automaticamente as regides do dominio que devem ser refinadas ou desrefinadas.

Toda estratégia adaptativa visa alcangar uma malha 6tima. Isto ¢, obter uma malha
com O menor erro € 0 menor nimero possivel de graus de liberdade. Para atingir este
objetivo muitas estratégias adaptativas procuram distribuir o erro igualmente entre todos
os elementos [14]. Esta idéia conduz ao seguinte algoritmo:

1. Computar a solugdo em uma malha inicial.

2. Para todo elemento e; calcular o erro e determinar o erro maximo €pay.,

€max —  MaX ”e”Qe (4109)

1< e< Nel

3. Refinar todos os elementos para os quais o indicador de erro satisfaz,

lles]] > Oremax | (4.110)
4. Desrefinar todos os elementos para os quais o indicador de erro satisfaz,

[le:]] < O2eman (4.111)

onde ©, e 8, sdo tolerancias fixadas pelo usuario.

De acordo com DEVLOO [15], este algoritmo conduz a uma malha 6tima apés um
determinado numero de refinamentos.

Nem sempre a tarefa de determinar as regides a serem refinadas deve ser confia-
da apenas ao indicador de erro. Para problemas ndo lineares que apresentam choque o
critério de erro € dificil de ser alcangado resultando em uma malha onde certas regides

apresentam um niimero excessivo de refinamentos, elevando o custo computacional [49).
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O que se deseja € obter uma malha, com um numero minimo de graus de liberdade,
onde uma solugio de boa qualidade possa ser obtida. Neste caso uma estratégia adap-
tativa com a imposi¢do de um nivel maximo de refinamento conduz a uma malha final
onde nenhum elemento € refinado além de um valor pré-fixado para o numero maximo
de refinamentos permitido para cada elemento.

Neste trabalho adotou-se uma estratégia adaptativa combinando-se a imposigdo de
um nivel maximo de refinamento e o critério do erro médio E,, dado por (4.107). O

algoritmo resultante ¢ descrito a seguir.

4.2.1  Algoritmo adaptativo com imposigiio de nivel maximo

Todo elemento na malha esta associado a um nivel. Os elementos da malha inicial pos-
suem nivel zero ¢ quando um elemento ¢ refinado os novos elementos gerados possuem
niveis com uma unidade a mais que seus pais. A imposic¢o sobre o mais alto nivel de
qualquer elemento conduz a este algoritmos.

1.Dados 0 < ©,,0, <le NIVMAX.

2. Resolver o problema para um intervalo de tempo fixo ¢,,, sobre uma malha
inicial.

3. Calcule o erro médio E,, usando (4.107).

4. Calcular o erro maximo e o erro minimo admissivel

Emax — e111—;1’1*?1 (41 12)

emin = On.Fnm (4.113)

5. Refinar todos os elementos para os quais

llell = emax €mnivel (e} < NIVMAX (4.114)
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6. Desrefinar todos os elementos para os quais

lle]l < emin (4.115)

7. Recalcular a solugédo

8. Retornar ao passo 3

A estratégia acima nos da informagdes sobre a qualidade da aproximagdo de ele-
mentos finitos obtida, informando as regides do dominio £2 que devem ser refinadas ou
desrefinadas de acordo com erro calculado. Porém seu real valor esta na sua combinagio

com uma estratégia eficiente para refinar ¢ desrefinar a malha.

4.3 Estratégia para refinar e/ou desrefinar a malha

A tltima etapa no processo adaptativo é a escolha de uma estratégia eficiente para refi-
nar e/ou desrefinar a malha. Trés diferentes estratégias de refinamento so propostas na
literatura:

1. Reposicionamento de nés ( método-r )

Nesta técnica os nés da malha sdo redistribuidos para que uma discretizagio que
melhor represente o problema seja alcangada [50][51].

2. Remalhamento { método-m )

Com o auxilio de um medidor, de erro uma discretizagdo, local ou global, mais
conveniente para 0 dominio computacional € gerada usando-se um gerador de malhas
baseado em métodos tipo Delaunay ou avangos frontais [2][1].

3. Enriquecimento da malha ( método-h )
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Neste método, graus de liberdade s3o adicionados através da divisdo de elementos
existentes, onde a malha necessita ser refinada, ou elimina-se graus de liberdade, através
do agrupamento de elementos, onde a malha pode ser desrefinada [42][14][15] [32].

Outro tipo de enriquecimento de malha ¢é alcangado através do aumento da ordem
das fungbes de forma, conhecido como métedo-p. A combinagio dos métodos h e p,
conhecida como método-hp também é muito utilizada [11}{41].

A escolha de uma estratégia para refinar e/ou desrefinar a malha depende do tipo de
problema em questfo. Para problemas transientes onde a malha deve ser adaptada varias
vezes durante o processo de solugdo e as fases de refinamento e desrefinamento sdo igual-
mente importantes, deve-se optar por uma estratégia eficiente que seja rapida e com bai-
x0 custo em termos de meméria segundo MAVRIPLIS [37]. Conforme LOHNER [32], a
melhor estratégia ¢ o refinamento-h com apenas um nivel de refinamento/desrefinamento
por mudanga de malha. O procedimento utilizado para refinar/desrefinar a malha serd

detathado a seguir.

4.3.1 Refinamento

O procedimento utilizado para refinar a malha segue o esquema proposto por RIVARA
[43], onde cada elemento marcado para ser refinado ¢ dividido pelo ponto médio do
maior lado. De acordo com RIVARA [44] este procedimento garante uma malha final
regular, aninhada, sem a presenga de tridngulos degenerados, 1sto €, todos os angulos
internos de qualquer tridngulo sdo superiores a um valor calculado baseado na malha
inicial. A transi¢do entre os tridngulos grandes e pequenos ¢é feita de forma suave, isto €

o refinamento € progressivo.
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Para evitar o surgimento de nés irregulares durante o processo de refinamento
utilizou-se o seguinte critério: cada elemento selecionado para refinamento € dividido
pelo maior lado juntamente com seu vizinho por este lado. Quando o maior lado do
elemento a ser divido ¢ uma fronteira, apenas ¢ elemento selecionado € dividido. O pro-
cedimento de refinamento pode ser descrito resumidamente como se segue.

1. O maior lado do elemento a ser refinado é uma fronteira. O elemento € simples-
mente dividido em dois por este lado.

2. O elemento A tem como vizinho pelo maior lado (.}, o elemento B que tem
como vizinho pelo maior lado (I,) o proprio elemento A, conforme mostra na Figura
15(a). Entdo os dois elementos s3o divididos simultdneamente.

3. O vizinho pelo maior lado do elemento a ser dividido tem como vizinho pelo
maior lado uma fronteira. Neste caso aplica-se o item 1 ao vizinho.

4. O elemento A tem como vizinho pelo maior lado (I,), o elemento B que tem
como vizinho pelo maior lado outro elemento, conforme mostra na Figura 15(b). Entdo

aplica-se o item 2 ao vizinho.

A A
Iy I
ip Ly
B B

(a) ()

Figura 15: Casos de refinamento considerados
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4.3.2 Desrefinamento

O procedimento para desrefinar um grupo de elementos é andlogo ao refinamento. Um
elemento marcado para desrefinamento s6 € eliminado se todo o grupo (elementos irm&os)
¢ marcado para ser desrefinado. O processo de desrefinamento segue 0s seguintes passos:

1. O pai do grupo de elementos a ser desrefinado tem como vizinho pelo maior
lado uma fronteira, conforme mostrado na Figura 16(a). Entéio o grupo de elementos ¢
eliminado e retorna-se a lista de elementos a serem desrefinados.

2. O grupo de elementos a ser desrefinados tem como pai o elemento A cujo vi-
zinho pelo maior lado é um elemento B. Verifica-se se os filhos do elemento B estdo
marcados para desrefinamento. S6 quando todos os elementos do grupo estdo marcados

para desrefinamento os elementos sdo eliminados como exemplificado na Figura 16(b).

m:'—b _
—/ N\

(b)

Figura 16: Casos de desrefinamento considerados. No caso (a) o maior lado do pai do
grupo & uma fronteira. No caso (b), os dois elementos pais compartilham o maior lado.
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4.3.3 Estruturas de dados

Para evitar a compactagiio da estrutura de dados sempre que a malha for atualizada, o
que acarretaria em um consumo maior de tempo de CPU, utilizou-se o conceito de dados
livres. Assim, os espagos deixados por nos e elementos eliminados durante a fase de
desrefinamento sdo mantidos na estrutura para reutilizagio quando novos nés e elementos
forem criados. Os itens eliminados sido chamados de dados livres e s3o mantidos em uma
pilha para uso oportuno.

Durante a fase de refinamento, quando um novo né ou elemento ¢ criado, verifica-
se na pilha a existéncia de dados livres. Se existirem dados livres na pilha os mesmos
sdo desempilhados e reutilizados. Caso contrario um novo dado € criado. A estrutura de
dados utilizada na implementagdo do conjunto de rotinas que executam o refinamento e
desrefinamento da malha é:

NELMX, NNOSMX : representam, respectivamente, 0 mimero maximo de
elementos e nés admitidos na malha.

ICON(NELMX,3): armazena as conectividades dos elementos.

COORD(NPM X, 2): armazena as coordenadas dos nos.

NELCON{NELM X, 3): armazena a vizinhanga dos elementos. Sempre que um
elemento ¢ criado ou eliminado sua vizinhanga ¢ atualizada.

NOCON(NNOSMX,?2): para cada novo nd criado, no ponto médio do maior
lado do elemento a ser dividido, este vetor armazena os nos que definem este lado do
elemento onde foi criado este novo né, sendo que na primeira posigdo € armazenado o nd
4 sua esquerda ¢ na segunda posi¢fo o né a sua direita deste novo nd. Considere o caso
onde o né 3 é criado no ponto médio do lado formada pelos nds 1 e 2 conforme mostra a

Figura 17. A configuragio do arranjo NOCON, para este caso seria:
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NOCON(3,1) =1

NOCON(3,2) =2

e
[ 3]

1

Figura 17: Divisio do maior lado do elemento pelo ponto médio.

Para atualizar a malha é necessario identificar os elementos que serdo refinados e
os elementos que serdo eliminados. Estes dados sdo armazenados no arranjo [REF de
dimensdo N ELM X como segue. Se

IREF(IEL} = 1: elemento a ser refinado

IREF({IEL) = —1: elemento a ser desrefinado

IREF(IEL) = 0: elemento néo sofre alteracéo.

NELRD(NELMX) : armazena a nova ordem dos elementos. A fung¢do deste
arranjo ficara clara adiante.

IPAI(NELMX) : o pai de cada elemento ¢ armazenado neste arranjo. Sem-
pre que um elemento ¢ criado, o pai deste elemento é armazenado. Desta forma, se
o elemento nel ¢ dividido gerando os filhos nell e nel2, temos que TPAI (nell) =
IPAT (nel2) = nel.

IFILHO(NELMX): armazena o primeiro filho do elemento. Se um elemento
nel tem como primeiro filho o elemento iel, entdo o outro filho serd o elemento iel + 1.

Os vetores IPAI(NELM X) e IFILHO(NELMX) séo calculados na fase de

refinamento e suas informagdes utilizadas na fase de desrefinamento.
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NOFREE(NNOSMX): arranjo que armazena a pilha de nds livres. Todo no
eliminado na fase de desrefinamento é armazenado em NOFREF para ser utilizado
futuramente.

IELFREE(NELMX): neste arranjo é implementada a pilha de elementos li-
vres. Apenas o primeiro filho ¢ efetivamente armazenado, assume-se que o irméo do
elemento também ¢ livre.

NORD{NNOSMX): armazena a nova ordem dos nés. A fungo deste arranjo ¢

a mesma do vetor NELRD e ficara clara oportunamente.

4.3.4 Interpolacio e restri¢io da solugio

Um dado importante ¢ a frequéncia de atualizagdo da malha. Aqui a malha € atualizada
a cada np passos de tempo, onde geralmente tem-se que 5 < np < 10. O pardmetro np
¢ fornecido pelo usurio. Sempre que a malha é atualizada, um operador de restrigo
que projeta a solugdio da malha fina para a malha grossa na fase de desrefinamento, e um
- operador de interporlagdo que projeta a solugiio da malha grossa para a malha fina na
fase de refinamento, devem ser definidos. Neste trabalho adotou-se a seguinte forma para
estes operadores:

Na fase de desrefinamento, a solugdo nos nos eliminados é simplesmente despre-
zada. Na fase de refinamento, sempre que um novo né ¢ criado a solugdio neste né €
obtida por interpolagdo linear entre os nés que formam o lado pelo qual o elemento sera
dividido. Isto é,

1
s§=§( 94 &%) (4.116)

onde os indices f ¢ g referem-se a malha fina e 4 malha grossa respectivamente.
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4.4 Implementagio da Estratégia Adaptativa em um cédigo
existente

O objetivo da presente tese € a implementagio de uma estratégia adaptativa em um cédigo
de elementos finitos para simulagéo de fluidos bi-fisicos compressiveis em meios porosos
heterogéneos. Este codigo foi concebido para trabalhar com malhas ndo-estruturadas
fixas e emprega uma estrutura de dados compacta elemento por elemento.

Projetado para a arquitetura vetorial/paralela do supercomputador CRAYJ90, toda
sua estrutura de dados foi idealizada para alcangar méxima eficiéncia neste tipo de ar-
quitetura. Na implementagio dos métodos iterativos as operagdes matriz-vetor e matriz-
matriz foram otimizadas para alcangar maximo desempenho neste tipo de arquitetura.
Para explorar as caracteristicas das méquinas vetoriais um algoritmo para reordenar in-
ternamente os elementos em blocos disjuntos, onde nenhum elemento de um bloco pos-
sua no em comum com elementos de outros blocos, foi utilizado [26]. O tamanho destes
blocos deve satisfazer as caracteristicas do processador vetorial da maquina.

Visando eficiéncia em termos de tempo de CPU na implementago da estratégia
adaptativa, optou-se por uma estrutura de dados que suportasse dados livres.

Alterar a estrutura de dados do cddigo existente para acomodar dados livres seria
uma tarefa drdua e poderia afetar severamente o desempenho do cédigo. Optou-se entéo
por projetar um codige adaptativo independente, para ser incorporado ao codigo de ele-
mentos finitos existente, preservando sua estrutura de dados. Para isto permitiu-se que
cada parte utilizasse sua propria estrutura de dados ¢ desenvolveu-se um método para
tranformar os dados de uma estrutura para outra.

Os arranjos NELRD e NORD relacionam os elementos e nds nas duas estruturas.

Assim a atribuiciio nel = N ELRD(iel) fornece o numero do elemento nel na estrutura
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adaptativa. Analogamente para a atribuigio no = NORD(ino). O nicleo do método
utilizado para a transformagfo dos dados ¢ apresentado no algoritmo a seguir:
(i) Determinar os elementos que deverdo estar presentes na malha
nelf =0
Do iel = 1, nelmz
If (ifilho(iel) = 0) Then
If (iconect(iel, 1} # .0) Then
nelf =nelf +1
mat{nelf) = nel f
Doino = 1, nnoel
ien(nel f,ino) = iconect(iel, ino)
Enddo
nelrd(nelf) = iel
Endif
Endif
Enddo

(i) Determinar os nés que deveriio estar presentes na malha:

e - determina a ocorréncia de nés nas incidencias dos elementos

Doiel =1, nelf
Do no =1, nnoel
ino = ienfiel, no)
nodcon(ino) = nodcon(ino) + 1

Enddo
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Enddo
e — enumera o0s nos de forma sequencial
nnosf =0

Dono = 1, nnosmaz
I'f (nodcon(ino) # 0} Then.
nnosf = nnosf +1
zyz(nnosf,1) = coord(ino, 1)
zyz(nnosf, 2) = coord(ino, 2)
inoa(ino) = nnosf
nord(nnosf) = ino
Endif
Enddo
(4i7) Renumeracio dos nés dos elementos
Doiel =1, nelf
Do no =1, nnoel
ino = ien(iel, no)
If (inoa(ino) # ino) Then
ien(iel, no) = inoa(ino)
Endif
Enddo

Endd



Capitulo 5
Exemplos Numéricos

Neste capitulo varios exemplos numéricos usados para validagdo do codigo desen-
volvido serfio apresentados. Estes exemplos envolvem tipos diferentes de reservatorios e
condigdes de contorno. Todos os casos analisados sdo para fluidos imisciveis bi-fasicos
ligeiramente compressiveis usando o método dos elementos finitos adaptativo apresen-
tado neste trabalho. Em todos os casos a malha inicial é uniforme com 16 divisbes, o
que corresponde a 512 elementos triangulares lineares e o mesmo indicador de erro ¢
utilizado para a equagéo da pressdo (2.25) e saturagéo (2.38).

Os elementos marcados para refinamento ou desrefinamento sdo aqueles determi-
nados por ambas as equagdes na seguinte ordem:

1. aplica-se o indicador de erro na equagdo da pressio e determinam-se os elemen-
tos a serem refinados/desrefinados.

2. aplica-se o indicador de erro na equagfo da saturacfo e determinam-se os ele-
mentos a serem refinados/desrefinados, porém nesta fase o elemento sé ¢ marcado para

desrefinamento se tiver sido marcado para desrefinamento pela equagdo da pressdo.

5.1 Arranjo de cinco pocos com razio de viscosidade unita-

ria

Considera-se neste primeiro exemplo o arranjo de cinco pogos, com tensor de permea-
bilidade absoluta K = I e permeabilidades relativas k., = 82 € k», = (1 — sw)z. A
porosidade é ¢ = 0.2, as massas especificas da dgua e do oleo sio respectivamente,

P = 2 €p, = 1, em um sistema de unidades coerentes. O sistema é moderadamente

61
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compressivel, sendo a constante de compressibilidade ¢; = 1079 . Os efeitos da gravida-
de e pressdo capilar sdo nulos para este problema e a razdio de viscosidade € u,/pt,, = 1.0.
Admite-se ainda que a saturagdo inicial s,, = 0 em todo o reservatério. O passo de tem-
po ¢ fixado em At = 0.004, a tolerancia dos métodos iterativos ¢ 1073 e a tolerdncia
para iteragdo nfo linear é 0.5. Para este problema o niimero maximo de multicorregdes
foi fixado em 5, sendo a maltha atualizada a cada 5 passos de tempo com no miximo 8
niveis de refinamento, o que corresponde a uma malha com 256 divisdes.

O pogo injetor est4 localizado no canto inferior esquerdo do dominio e o produtor
no canto superior direito. As Figuras 18 e 19 apresentam, respectivamente a frente de
saturagio em 0.25 VPI e 0.5 VPIL. As malhas correspondentes sio apresentadas nas Figu-
ras 20 e 21. A malha obtida quando o medidor de erro é aplicado apenas 4 equagdo da
pressio, em 0.5 VPI, é mostrada na Figura 22, e a malha obtida quando o medidor de er-
ro é aplicado apenas & equagdo da saturagio, também em 0.5 VPI, é mostrada na Figura
23.

Observa-se nas Figuras 20 e 21 que a regido de refinamento esta concentrada em
torno dos pogos e na frente de saturagdo. As mesmas Figuras mostram a evolugio no

tempo da frente de saturagio.

5.1.1  Avaliacio de desempenho

Para este teste considerou-se o arranjo de cinco pogos com razio de viscosidade unitaria,
como descrito anteriormente, sendo que o nimero maximo de iteragdes foi fixado em 100
e o tempo maximo de andlise foi fixado em 0.5 VP1. Comparou-se o tempo de execugio
com malha adaptativa e com malha uniforme, sendo que as malhas apresentavam apro-

ximadamente o mesmo nimero de elementos. As malhas adaptativas foram atualizadas



63

S oy

YA,
0
e

S
B
\T

JE
dﬂl‘
£X

AN
ey
YAV,

!

Figura 18: Frente de saturagfio para o arranjo de cinco pogos com razio de viscosidade

unitaria, em 0.25 VPL

2
%
't

%
Al
]

4.

4
>,
oy

Figura 19: Frente de saturagfio para o arranjo de cinco pogos com razdo de viscosidade

unitaria, em 0.5 VPI
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Figura 20: Malha com 2493 nds, 4852 elementos, correspondente a frente de saturagdo
para o arranjo de ¢inco pogos com razio de viscosidade unitaria, em 0.25 VPL

Figura 21: Malha com 5266 nds, 10341 elementos, correspondente a frente de saturagfo
para o arranjo de cinco pog¢os com razdo de viscosidade unitaria, em 0.5 VPL
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Figura 22: Malha com 1123 nds, 2123 elementos para o arranjo de cinco pogos com
razio de viscosidade unitaria, em 0.5 VPI, com refinamento determinado pela equagdo

da presséo.

Figura 23: Malha com 3025 nos, 5951 elementos para o arranjo de ¢inco pogos com
razio de viscosidade unitaria, em 0.5 VPI, com refinamento determinado pela equagio
da saturacio.
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Figura 24: Comparagio entre tempos de execugdo (malha uniforme xmalha adaptativa)
para o arranjo de cinco pogos com razio de viscosidade unitéria, em 0.5 VPL

a cada 5 passos. Considerou-se dois casos: um com aproximadamente 8000 elementos e
o outro com aproximadamente 5600 elementos. A Figura 24 mostra os tempos de exe-
cugdo, em segundos, para cada caso. Como pode ser observado, a solugéo com malha
adaptativa apresenta um tempo bem inferior 4 solugdo com malha uniforme. O nime-
ro médio de multicorre¢des executados para cada caso ¢ apresentado na Tabela6. Como
pode ser observado o nimero médio de multicorregSes executados_ quando utiliza-se refi-

namento adaptativo é em média 4 vezes menor que aquele apresentado quando utiliza-se

refinamento uniforme.

Tabela 6: Numero médio de multicorregdes executadas quando utilizou-se malha uni-
forme e malha adaptativa para o arranjo de cinco pogos, com viscosidade unitdria em

0.5VPL :
Tipo de malha Namero médio de multicorregdes
8000 Elementos | 5600 Elementos
Malha Uniforme 25 38
Malha Adaptativa 6.6 6.5
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5.2 Arranjo de cinco pocos com razio de viscosidade desfa-
voravel

Considera-se neste exemplo o arranjo de cinco pogos, com tensor de permeabilidade
absoluta K = I e permeabilidades relativas k.., = s2, € ko = (1 — Sw)° . A porosidade é
¢ = 0.2, as as massas especificas da agua e do 6leo séo respectivamente, p,, = 2 ¢ p, =
1. O sistema é moderadamente compressivel, sendo a constante de compressibilidade
¢ = 107 | os efeitos da gravidade e pressdo capilar sio nulos para este problema ¢ a
razio de viscosidade ¢ /g, = 4.0. Assume-se ainda que a saturagdo inicial s, = 0 em
todo o reservatério. O passo de tempo € fixado em At = 0.004, a tolerdncia dos métodos
iterativos ¢ 1072 e a tolerincia para iteragdo ndo linear € (.5. Para este problema o
nimero maximo de multicorre¢des foi fixado em 5, sendo a malha atualizada a cada 8
passos de tempo com no méximo 6 niveis de refinamento, o que corresponde a uma malha
com 128 divisdes.

As malhas correspondentes as frentes de saturagdo em 1 VPI, para os dois cena-
rios, diagonal e paralelo, sdo apresentadas nas Figuras 25 e 26. Os resultados para a
recuperagio de 6leo normalizada pelo volume total injetado para os dots cendrios sdo
apresentados na Figura 27, e na Figura 28 as curvas para o volume de 6leo recuperado
para as duas orienta¢des de malha. Como pode ser observado os efeitos de orientagdo de
malha sfo imperceptiveis.

A Tabela 7 apresenta o nimero médio de multicorre¢Ses por passo de tempo execu-
tado pelo algoritmo bloco-iterativo preditor-multicorretor e o nimero médio de iteragdes
em cada multicorre¢ido executado pelo método dos gradientes conjugados com precon-
dicionador de Gauss-Seidel, empregados para resolver a equagéo da pressdo identificado

como PCG. Na mesma tabela apresenta-se também o niimero médio de itera¢des do algo-
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Figura 25: Malha com 3356 nos e 6495 elementos, correspondente a frente de saturagio
em 1 VPIL, para o arranjo de cinco pogos com raziio de viscosidade 4, na orientagao
diagonal.

Figura 26: Malha com 3255 nds e 6284 elementos, correspondente 4 frente de saturagfo
em 1 VPI, para o arranjo de cinco pogos com razio de viscosidade 4, na orientacio
paralela.
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Figura 27: Recuperagio para o arranjo de cinco pogos com razio de viscosidade 4, para
os cenarios diagonal e paralelo.
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Figura 28: Volume total de dleo recuperado para o arranjo de cinco pogos, com razio
de viscosidade 4, para os cenarios diagonal e paralelo.
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ritmo GMRES com precondicionador Gauss-Seidel para resolver a equagio da saturagdo
¢ o numero médio de iteracdes de Jacobi livre de matrizes empregado para o calculo
das velocidades, identificado como JCB. Um baixo niimero de multicorre¢Ses foram ne-
cessdrias para resolver o problema como pode ser visto na Tabela 7. Observa-se também
que os custos computacionais sdo dominados pela equag@o da pressdo.

Os tempos de execugdio para solu¢do com malha adaptativa e uniforme para uma
andlise igual até 0.5 VPI, quando o nimero maximo de iteragdes foi fixado em 100, séo
dados na Tabela 8 . Novamente observa-se que a solugfo adaptativa é mais rapida que
a solugfio com malha uniforme. O tempo de CPU gasto pelas rotinas que implementam
a 16gica de refinamento/desrefinamento, incluindo a rotina que transforma os dados de
uma estrutura para a outra é também muito pequeno. Para este exemplo foi de 0.3% do
temnpo total de CPU ¢ o tempo gasto pelo indicador de erro foi de 0.2% do tempo total de

CPU. Este calculo foi avaliado para 1 VPL

Tabela 7: Numero médio de iteragdes por multicorregdo para o arranjo de cinco pogos
com razdo de viscosidade 4.

Meétodo Nitmero Médio de Iteracies
Multicorregdes 4.7
PCG 62.0
GMRES 7.0
ICB 2.6

Tabela 8: Tempo de execugdo usando malha uniforme e malha adaptativa para o arranjo
de cinco pogos, com razio de viscosidade 4 em 0.5 VPL

Tipo de malha | Tempo (minutos) | Niumero de Elementos
Malha Uniforme 4.2 5000
Malha Adaptativa 2.7 5261
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5.3 Injecdo de dgua pela lateral do dominio

Considera-se agora o modelo de reservatério apresentado em [23] onde o dominio com-
putacional é o quadrado unitdrio, sendo inje¢do e produgdo tomadas respectivamente
como ¢ = 1.0 na fronteira esquerda e ¢ = —1.0 na fronteira direita. A fungéo de difusdo
é D(s,,) = 0.045,, (1 — s,,). O tensor de permeabilidade absoluta € K = I e as permea-
bilidades relativas k., = s2 ¢ k,, = (1 — 5,,)° . A porosidade é ¢ = 0.2, as as massas
especificas da agua e do dleo sdo respectivamente, p,, = 2.0 € p, = 1.0. O sistema ¢ mo-
deradamente compressivel, sendo a constante de_ compressibilidade ¢, = 107° ¢ a razdo
de viscosidade é g/, = 1.0. Assume-se ainda que a saturagdo inical € s,, = 0 em todo
reservatorio. Os resultados, para este modelo, com e sem os efeitos da gravidade serdo

apresentados a seguir.

5.3.1 Inje¢do de 4gua pela lateral do dominio sem gravidade

Para este exemplo os efeitos da gravidade ndo s3o considerados. O passo de tempo €
fixado em At = 0.001, a tolerdncia dos métodos iterativos é 107> e a tolerdncia para
iteracdio ndo linear em 0.5. O numero méaximo de multicorre¢des € fixado em 10, sendo
a malha atualizada a cada 8 passos de tempo € 0 nivel maximo de refinamento fixado em
6, correspondendo a uma malha com 128 divisdes.

A frente de saturagiio para 100 passos de tempo € apresentada na Figura 29 ¢ a

malha correspondente na Figura 30.
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Figura 29: Frente de saturagfo para 100 passos de tempo sem os efeitos da gravidade.

Figura 30: Malha com 4536 elementos, 2376 nos correspondente a frente de saturagéo.
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Tabela 9: Numero médio de iteragdes por multicorre¢do para o problema de injegdo de
agua pela lateral do dominio sem gravidade

Método Nimero Médio de Iteragbes
Multicorregdes 74
PCG 427
GMRES 4.0
JCB 3.0

Novamente observa-se que o refinamento acompanha a frente de saturagdo como
pode ser visto na Figura 30. A linha de refinamento paralela ao eixo vertical era esperada,
uma vez que para este exemplo o efeito da gravidade ndo foi considerado. Nenhuma
oscilagfo na frente de saturagdio ¢ observada.

Para comparar o tempo de execu¢do com malha adaptativa e uniforme em uma
analise até 0.5 VPI, o numero méximo de iteragdes foi fixado em 100. Os resultados sdo
mostrados na Tabela 10 . Novamente verifica-se qua a solugo adaptativa ¢ aproximada-

mente 4 vezes mais rapida.

Tabela 10: Tempo de execugio usando malha uniforme e matha adaptativa para injecdo
de 4gua pela lateral do dominio sem gravidade em 0.5VPL.

Tipo de malha | Nimero de Elementos | Tempo (minutos) | Multicorregies
Maiha Uniforme 2048 25.4 a3
Malha Adaptativa 4542 5.7 23.6

5.3.2 Injecdo de dgua pela lateral do dominio com gravidade

Para este exemplo onde os efeitos da gravidade s3o considerados, o vetor aceleragio da
gravidade é g = (0,—1), o passo de tempo ¢ fixado em At = 0.0001, a tolerdncia
dos métodos iterativos ¢ 107 e a tolerdncia para iteragdo ndo linear em 0.5. O nimero

méaximo de multicorre¢des é fixado em 10, sendo a malha atualizada a cada 8 passos de
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Figura 31: TFrente de saturagfio considerando os efeitos da gravidade para 400 passos de
tempo

tempo e o nivel maximo de refinamento fixado em 10. Isto corresponde a uma malha
com 512 divisdes.
A frente de saturagdo apos 400 passos de tempo ¢ apresentada na Figura 31 e na

Figura 32 a malha correspondente.

Tabela 11: Numero médio de iteragdes por multicorregio para o problema de inje¢io de
dgua pela lateral do dominio corn gravidade

Meétodo Numero Médio de Iteragdes
Multicorregies 9.3
PCG 323
GMRES 42
JCB 7.0

Para este caso pode ser observado na Figura 31 que o efeito da gravidade provo-
ca um acumulo de 4gua na parte inferior da malha. Efeito semelhante foi verificado por
Hansen e Spedal [23] para o caso incompressivel. Comparando-se os resultados da Ta-

bela 11 para o caso com gravidade com aqueles da Tabela 9 (sem gravidade), nota-se que



75

o
it
P

] *a
LX) EDRBIBK

PR

o
a
]
P
~

TIAOTN
SOZTOTZOLT

Malha com 19422 elementos, 9942 nds correspondente a frente de saturago.

Figura 32:
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para o caso com gravidade sdo necessarias mais multicorre¢des € um maior nimero de
iteragdes de Jacobi. No entanto o custo computacional gasto na solugdo da equagio da

pressdo foi menor.

5.4 Tensor de Permeabilidade Completo

Neste exemplo utilizou-se um tensor permeabilidade completo dado por,

50 4.0 |
K= [4.0 5.0] (3.117)

como em Edwards [18] este tensor ¢ obtido a partir de um tensor diagonal anisotrépico
aplicando-se sobre este um giro de 45°. O dominio € o quadrado unitério com razio
de inje¢do ¢ = 1.0 na fronteira esquerda e, na fronteira direita, condigdes de Dirichlet
nulas sdo especificadas. As permeabilidades relativas séo k., = 52 ek =(1— Sw)2 .
A porosidade ¢ = 1.0, as massas especificas da 4gua e do dleo sdo respectivamente,
P = 2€p, = 1. O sistema é moderadamente compressivel, sendo a constante de
compressibilidade ¢; = 107¢ , os efeitos da gravidade e pressdo capilar sdo nulos para
este problema ¢ a razfo de viscosidade ¢ u,/p, = 1.0. Assume-se ainda que a saturacéo
inicial s,, = 0 em todo o reservatorio. O passo de tempo ¢ fixado em Af = 0.002, a
tolerancia dos métodos iterativos € 1072 e a tolerdncia para itera¢do nfo linear é 0.5.
Para este problema o nimero maximo de multicorregdes foi fixado em 5, sendo a malha
atualizada a cada 8 passos de tempo com nivel maximo de refinamento 1gual a 6.

Os contornos da saturag@io da agua para 0.5VPI so mostrados na Figura 33. A
Tabela 12 apresenta o nimero médio de multicorre¢des por passo de tempo executado
pelo algoritmo bloco-iterativo preditor-multicorretor e o nimero médio de iteragdes em

cada multicorrecdo executado pelo método dos gradientes conjugados com precondicio-
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Figura 33: Contornos da frente de saturagdo em 0.5VPI, com tensor de permeabilidade
absoluta completo

nador de Gauss-Seidel, empregados para resolver a equagdo da pressio identificado como
PCG. Na mesma tabela apresenta-se também o numero médio de iteragdes do algoritmo
GMRES com precondicionador Gauss-Seidel para resolver a equagdo da saturagdo € o
numero médio de iteragdes de Jacobi livre de matrizes empregado para o calculo das

velocidades identificado como JCB.

Tabela 12: Numero médio de iteragdes por multicorre¢o para o problema com tensor de
permeabilidade completo

Método Nimero Médio de Iteracdes
Multicorregdes 49
PCG 94
GMRES 4.7
JCB 2.5

Como pode ser observado na Figura 33, a frente de saturagfio avanga com maior
rapidez na dire¢do que apresenta maior permeabilidade. Este mesmo comportamento

foi relatado em Edwards [18]. Mais uma vez o maior esfor¢o computacional foi con-
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centrado na resolugiio da equagdo da pressdo, ja a solugdo da equacdo da saturagdo e o
pos-processamento da velocidade foram répidos, como pode ser observado pelo baixo

nimero de itera¢des executadas pelo algoritmo GMRES e JCB.

5.5 Soluc¢iio do Arranjo de Cinco Pogos em Meio Heterogé-
neo

Em um reservatorio de petroleo a permeabilidade do meio raramente é uniforme sendo
normalmente usado um valor médio. Neste exemplo estuda-se o arranjo de cinco pogos,
com tensor de permeabilidade absoluta K heterogéneo, gerado a partir de uma distri-
buigdo lognormal com média e desvio padrdo iguais a 1.0. As permeabilidades relativas
S80 kyy = 5% € ko = (1 — sw)2 . A porosidade ¢ = 0.2, as as massas especificas da agua
| ¢ do dleo sdo respectivamente, p,, = 2¢e p, = 1. O sistema ¢ moderadamente compressi-
vel, sendo a constante de compressibilidade ¢; = 1078, os efeitos da gravidade e pressio
capilar sdo nulos para este problema e a razio de viscosidade € y,/pr,, = 1.0. Assume-se
ainda que a saturagfio inicial s,, = 0 em todo o reservatorio. O passo de tempo ¢ fixado
em At = 0.004, a tolerdncia dos métodos iterativos é 1077 e a tolerdncia para iteragio
néo linear é 0.5. Para este problema o niimero maximo de multicorre¢des foi fixado em
5, sendo a malha atualizada a cada 8 passos de tempo e 0 niumero maximo de refinamen-
tos foi fixado em 6. O pogo injetor esta localizado no canto inferior esquerdo do dominio
¢ o produtor no canto superior direito.
Dois casos s#o analisados:
a. Distribuigdo de permeabilidades varidvel: neste caso as permeabilidades dos
elementos filhos sdo geradas através da mesma distribuigfo lognormal, tendo como média

e desvio padrdo as permeabilidades do elemento pai.
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Figura 34: Frente de saturagdo em ¢t = 0.2 para o arranjo de cinco pogos com distri-
bui¢do de permeabilidades heterogénea .

As frentes de saturagio e respectivas malhas em, t = 0.2, ¢ = 0.4 et = 0.6 sdo
apresentadas nas Figuras 34,35, 36, 37, 38 e 39. Na Tabela 13, estd o nimero médio
de multicorregdes por passo de tempo executado pelo algoritmo bloco-iterativo preditor-
multicorretor e o nimero médio de iteragdes em cada multicorregéio executado pelo mé-
todo dos gradientes conjugados com precondicionador de Gauss-Seidel, empregados pa-
ra resolver a equagdo da pressdo identificado como PCG. Na mesma tabela apresenta-
se também o numero médio de iteragdes do algoritmo GMRES com precondicionador
Gauss-Seidel para resolver a equagdo da saturagdo e o nimero médio de iteragdes de Ja-
cobi livre de matrizes empregado para o calculo das velocidades, identificado como nos
casos anteriores por JCB. As Figuras 40, 41, 42 e 43 apresentam, respectivamente, a dis-
tribui¢do inicial de permeabilidades, e as distribui¢es de permeabilidades em 0.25 VPI,

0.5 VPILe 0.75 VPL
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Figura 35: Malha com 1084 nds e 2065 elementos, para o arranjo de cinco pogos com
distribui¢io de permeabilidade heterogénea varidvel em 0.25 VPL

Figura 36: Frente de saturagdo em ¢t = (.4 para o arranjo de cinco pogos com distri-
buigdo de permeabilidades heterogénea .
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Figura 37: Malha com 4150 nds e 8115 elementos, para o arranjo de cinco pogos com
distribui¢do de permeabilidade heterogénea variavel em 0.5 VPIL.

Figura 38: Frente de saturagdo em ¢t = (.6 para o arranjo de cinco pogos com distri-
bui¢do de permeabilidades heterogénea.
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Figura 39: Malha com 8192 nés e 16085 elementos, para o arranjo de cinco pogos com
distribuicfio de permeabilidade heterogénea variavel em 0.75 de VPL

Figura 40: Distribui¢do inicial de permeabilidades para o arranjo de cinco pogos.
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Figura 41: Distribui¢io de permeabilidades para o arranjo de cinco pogos com distri-
bui¢do variavel em 0.25 VPL

Figura 42: Distribui¢do de permeabilidades para o arranjo de cinco pogos com distri-
bui¢do variavel em 0.5 VPL
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Figura 43: Distribui¢do de permeabilidades para o arranjo de cinco pogos com distri-
bui¢do variavel em 0.75 VPL
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Tabela 13: Numero médio de iteragdes por multicorregdo para o arranjo de cinco pogos
com distribui¢io de permeabilidade heterogénea variavel em 0.75 de VPL

Método Numero Médio de Iteragdes
Multicorregdes 44
PCG 72
GMRES 49
JCB 2.3

b. Distribuicdo de permeabilidade fixa (dada pela malha inicial, conforme Figura
40). Neste caso as permeabilidades dos elementos filhos so iguais 4 permeabilidade do
elemento pai.

As frentes de saturagio e respectivas malhas em, ¢t = 0.2,t = 04 et = 0.6
sdo apresentadas nas Figuras 44, 45 , 46, 47, 48 e 49. Na Tabela 14, esta o numero
médio de multicorregdes por passo de tempo executado pelo algoritmo bloco-iterativo
preditor-multicorretor ¢ o numero médio de iteragdes em cada multicorre¢io executa-
do pelo método dos gradientes conjugados com precondicionador de Gauss-Seidel, em-
pregados para resolver a equagdo da pressio identificado como PCG. Na mesma tabela
apresenta-se também o numero médio de iteragdes do algoritmo GMRES com precon-
dicionador Gauss-Seidel para resolver a equagdio da satura¢3o ¢ o nimero médio de ite-
ragdes de Jacobi livre de matrizes empregado para o calculo das velocidades identificado

como JCB.

Tabela 14: Numero médio de iteragdes por multicorregdo para o arranjo de cinco pogos
com distribuigio de permeabilidade heterogénea fixa em 3/4 de VPL

Método Niamero Médio de Iteragoes
Multicorregdes 4.8
PCG 74.6
GMRES 5.2
ICB . 2.0

Para os dois casos de distribui¢fio heterogénea de permeabilidades verifica-se que

0 custo computacional para ambos os casos € equivalente, sendo que o maior tempo foi
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Figura 44: Frente de saturagdo em ¢ = 0.2 para o arranjo de cinco pogos com distri-
bui¢do de permeabilidades heterogénea fixa.

Figura 45: Malha com 908 nds e 1715 elementos, para o arranjo de cinco pogos com
distribui¢do de permeabilidade heterogénea fixa em (.25 de VPL
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Frente de saturagdo em ¢ = 0.4 para o arranjo de cinco pogos com

buigdo de permeabilidades heterogénea fixa.

Figura 46

Malha com 3324 nés e 6494 elementos, para o arranjo de cinco pogos com
istribui¢do de permeabilidade heterogénea fixa em 0.5 de VPL

Figura 47
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Figura 48: Frente de saturagdo em ¢ = 0.6 para o arranjo de cinco pogos com distri-
bui¢do de permeabilidades heterogénea fixa.

Figura 49: Malha com 6382 nés e 12531 elementos, para o arranjo de cinco pogos com
distribui¢fio de permeabilidade heterogénea fixa em 3/4 de VPL.
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gasto na solugdo da equagio da pressdo. O mimero médio de multicorre¢des € 0 numero
médio de ciclos executados pelo algoritmo GMRES e JCB foi baixo.
Na solugfio com distribui¢@o de permeabilidade fixa observa-se uma maior tendén-

cia 4 formagao de fingering.



Capitulo 6
Conclusdes e Trabalhos Futuros

Neste trabalho implementou-se um Método de Elementos Finitos Adaptativo em
duas dimensdes para problemas transientes utilizando-o para resolver problemas de es-
coamento de fluidos bi-fasicos imisciveis ligeiramente compressiveis em meios porosos.
A técnica de refinamento seletivo utilizada produz uma malha final aninhada com uma
boa distribui¢do dos angulos internos, garantido que a malha inicial seja regular ¢ suave.

O cédigo desenvolvido foi utilizado para simular diversos tipos de problemas de
engenharia de petréleo e modelos diferentes de reservatdrio, sendo que os resultados
obtidos apresentam boa concordincia com a literatura.

Com o refinamento/desrefinamento aplicado apenas nas regides onde a solugéo
apresenta irregularidades, obteve-se uma solu¢o de boa qualidade com um baixo cus-
to computacional, como pode ser observado na comparagéo de desempenho com malhas
uniformes. O tempo de CPU gasto pelas rotinas responsaveis pelo refinamento / desrefi-
namento € também muito pequeno em relacéio ao tempo total de CPU.

Observa-se em todos os casos analisados que, para um mesmo numero de elemen-
tos, as solugdes com malha adaptadas parecem representar melhor as ndo-linearidades,
contribuindo para diminuir o nimero médio de multicorrecdes.

A utiliza¢do de tensor de permeabilidade anisotrdpico contribui para um decrésci-
mo da taxa de convergéncia do método iterativo, como pode ser observado pelo aumen-
to do nimero de iteragdes do método dos gradientes conjugados com precondicionador
de Gauss-Seidel (PCG) utilizado para resolver a equagdo da pressdo. Para o problema

com distribuigdo heterogénea de permeabilidades, também se observou um acréscimo no
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niimero de iteraces executadas pelo método dos gradientes conjugados com precondi-
cionador Gauss-Seidel. Nestes casos talvez fosse recomendado a utilizagdo do método
multimalha.

A utilizag@io da formulagio estabilizada tipo SUPG, juntamente com operador de
captura de descontinuidade, mostrou-se eficiente para evitar o surgimento de oscilagdes
espurias nas frentes de saturagdo.

O indicador de erro aqui implementado mostrou-se capaz de identificar as regides a
serem refinadas/desrefinadas conforme observado nos exemplos € possui um custo com-
putacional extremamente baixo.

As curvas de recuperagdo de 6leo e volume de éleo recuperado mostram que o
método adaptativo minimizou os efeitos de orientagdo de malha.

Uma extensio deste trabalho para trés dimensdes, € um tema para pesquisas futuras,
incluindo ai a possibilidade de trabalhar com outros tipos de elementos e indicadores de
erro. Entretanto tal extensfo envolve um grande trabalho de implementagdo. Aplicar a
estrutura adaptativa aqui apresentada para fluidos misciveis também & promissor.

Como pode ser observado a maior carga computacional estd concentrada na so-
lugdo da equagdo da pressdo, por isto, um solucionador multimalha associado ao esque-
ma adaptativo pode contribuir para minimizar o custo computacional.

Pretende-se empregar este simulador adaptativo para a solugdo de casos praticos
de interesse da industria do petréleo, particularmente na simulagdo de migragéo de oleo.
Além disso, dada a sua alta precisfio, o simulador do presente trabalho seria uma ferra-
menta extremamente eficiente na compreensio dos fenémenos envolvidos no desenvol-

vimento de fingers viscosos, tanto em escoamentos imisciveis quanto misciveis.



(1]

[2]

(3]

(4]

[3]

[6]

[7]

8]

[9]

Bibliografia

ALMEIDA, R. C., FEIIO, R. A, SILVA, R. S., "Adaptive Finite Element
Computational Fluid Dynamics Using na Anisotropic Error Estimator". In:
Fourth World Congress on Computational Mechanics Buenos Aires Argentina,
1998.

ALMEIDA, R. C., GALEAO, A. C., "An Adaptive Petrov-Galerkin Formulation
for the Compressible Euler and Navier-Stokes Equations". Computer Methods in
Applied Mechanics and Engineering, v. 129, pp. 157-176, 1996.

AXELSSON, O., BARKER, V. A., Finite Element Solution of Boundary Value
Problems. Academic Press, Inc, 1984.

AZ1Z, K., SETTARI, A., Petroleum Reservoir Simulation. Applied Science
Publishers, 1983.

CHRISTIAN, F., SANTOS, G., "A Posteriori Estimators for Nonlinear Elliptic
Partial Differential Equations". Jowrnal of Computational and Applied
Mathematics, v. 103, pp. 99-114, 1999.

COUTINHO, A. L. G. A., ALVES, J. L. D., "Parallel Finite Element Simulation
of Miscible Displacements in Porous Media". SPE Journal 1 (4) SPE 37399, pp.
487-500, 1996.

COUTINHO, A. L. G. A., ALVES, J. L. D, DEVLOO, P. R. B. "Uma Técnica
Elemento por Elemento Livre de Matrizes para a Avaliagio de Residuos".
Revista Internacional de Meétodos Numéricos para Cdlculo y Disefio en
Ingenieria. v. 11, n. 4, pp. 487-497, 1995.

COUTINHO, A. L. G. A, ALVES, J. L. D., GARCIA, E. L. M,, LOULA, A. F.
D., "Solution of Miscible and Immiscible Flows Employing Element-by-
Element lterative Strategies”. 3 SPE Latin American/Caribean Engin.
Conference SPE 27030, pp. 431-444, 1994,

COUTINHO, A. L. G. A., ALVES, I.L. D., LANDAU, L., EBECKEN, N. F. F,,
"A Dynamic Mesh Partition Algoritm for the Finite Element Solution of Two-
Phase Immiscible Flow in Oil Reservoirs". Finite Element in Fluids: New Trends

and Applications., v. 11, pp. 856-865, 1993.

92



[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

18]

[19]

93

COUTINHO, A. L. G. A, SILVA, A. S, DEVLOO, P. R. B, "Uma
Comparagio de Esquemas de Estabilizagdo para a Simulagdo pof Elementos
Finitos de Escoamentos Imisciveis Bi-Fasicos em Meios Porosos”. In: 20°
Iberian Latin-American Congress on Computational Methods in Engineering,
CD-ROM, Sdo Paulo, 1999.

DEB, M. K., REDDY, M. P, THUREN, J. B.,, ADAMS, W. T., "A New
Generation Solution Adaptive Reservoir Simulator". Society of Petroleum
Engineers SPE 30720, pp. 175-189, 1995.

DEVLOO, P. R. B., An H-P Adaptive Finite Element Method for Steady
Compressible Flow. Ph.D. dissertation, University of Texas at Austin, Austin,
Texas, USA, 1987.

DEVLOO, P. R. B, "Implementation of Directional Boundary Conditions for
Finite Element Computations with Iterative Solvers". Comm. in Applied
Numerical Methods, v. 3, pp. 259-264, 1987.

DEVLOO, P. R. B, "A Three-Dimensional Adaptive Finite Strategy".
Computers and Structures, v. 38, pp. 121-130, 1991.

DEVLOO, P. R. B.,, ODEN, J. T, STROUBOQULIS, T., "Implementation of na
Adaptive Refinement Technique for the SUPG Algorithm". Computer Methods
in Applied Mechanics and Engineering, v. 61, pp 339-358, 1987.

DiEZ, P., EGOZCUE, J. 1., HUERTA, A., "A Posteriori Error Estimates for
Standard Finite Element Analysis". Computer Methods in Applied Mechanics
and Engineering, v. 163, pp. 141-157, 1998.

DURLOFSKY, L. J., "A Triangle Based Mixed Fimite Element-Finite Volame
Technique for Modeling Two Phase Flow Through Porous Media". Journal of
Computational Physics, v. 105, pp. 252-266, 1993.

EDWARDS, M. G., ROGERS, C. F., "Finite Volume Discretization with
Imposed Flux Continuity for the General Tensor Pressure Equation”.
Computational Geosciences, v. 2, pp. 259-290, 1998.

ESPEDAL, M. S., EWIND, R. E., "Characteristic Petrov-Galerkin Subdomain
Methods for Two-Phase Immiscible Flow Problems". Computer Methods in

Applied Mechanics and Engineering, v. 64, pp. 113-135, 1987.



[20]

(21]

[22]

[23]

[24]

(25]

[26]

[27]

[28]

[29]

(30]

94

"EWIND, R. E., The Mathematics of Reservoir Simulation, SIAM, Philadelphia,

1983.

FUNG, L. S. K., HIEBERT, A. D., NGHIEM, L. "Reservoir Simulation with a
Control-Volume Finite Element Method”. SPERE Agosto, pp. 349-357, 1992.
GALEAOQ, A. C. R. N., CARMO, E. G. D., "A Consistent Approximate Upwind
Petrov-Galerkin Formulation for Convection Dominated Problems”. Computer
Methods in Applied Mechanics and Engineering, v. 66, pp. 83-95, 1988.
HANSEN, R., ESPEDAL, M. S., "On the Numerical Solution of Non-linear
Reservoir Flow Models with Gravity". International Journal for Numerical
Methods in Engineering, v. 38, pp. 2017-2032, 1995.

HORNUNG, D., TRANGENSTEIN, J. A., "Adaptive Mesh Refinement and
Multilevel Iteration for Flow in Porous Media". Journal of Computational
Physics, v. 136, pp. 522-545, 1997.

HUGHES, T. J. R., Finite Element Method, Linear Static and Dynamic Finile
Element Analysis. Prentice-hall, Englewood Clifs, New Jersey, 1987.

HUGHES, T. J. R, FERENCZ, R. M., HALLQUIST, J. O., "Large-Scale
Vectorized Implicit Calculations in Solid Mechanics on a CRAY x MP/48
Utilizing EBE Preconditioned Conjugate Gradients". Computer Methods in
Applied Mechanics and Engineering, v. 61, pp. 215-248, 1987.

HUYAKORN, P.S., PINDER, G. F., "Solution of Two-Phase Flow Using a New
Finite Element Technique". Applied Numerical Modeling, Ed. C. A. Brebbia, pp.
375-390, 1975. '

PEDROSA JR., O. A, AZIZ, K., "Use of a Hybrid Grid in Reservoir
Simulation”. SPERE Novembro, pp. 611-621, 1986.

LANGTANGEN, H. P., "Implicit Finite Element Methods for Two-Phase Flow
in Oil Reservoirs". International Journal for Numerical Methods in Fluids, v. 10,
pp. 651-681, 1990.

LEWIS, R. W., MORGAN, K., JOHNSON, K. H., "A Finite Element Study of
Two-Dimensional Multiphase Flow with Particular Reference to the Five-Spot
Problem". Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering, v. 44, pp.
17-47, 1984.



[31]

[32]

[33]

[34]

[35]

[36]

[37]

[38]

[39]

[40]

[41]

[42]

95

LOHNER, R., "Some Useful Data Structures for the Generation of Unstructured
Grids". Communication in Applied Numerical Methods, v. 4, pp. 123-135, 1988.
LOHNER, R., "Finite Element Methods in CFD Grid Generation Adaptivy and
Parallelization". Tech. Rep. AGARD Report 787, 1992.

LOULA, A. F. D, GARCIA, E. L. M., MURAD, M. A, MALTA, S. M. C,
SILVA, R. S., "Métodos de Elementos Finitos Aplicados & Simulagio de
Petroleo”. Tech. Rep., Projeto CENPES/LNCC, 1992.

LOULA, A. F. D, GUERREIRO, J. N. C., RIBEIRO, F. L. B.,, LANDAU, L.,
"Tracer Injection Simulation by Finite Element Methods". SPE Advanced
Technology Series, SPE 27047, v. 4, n. 1, pp. 150-156, 1996.

MALTA, S. M. C,, LOULA, A. F. D., GARCIA, E. L. M., "A Post-Processing
Technique to Aproximate the Velocity Field in Miscible Displacement”.
Contemporary Mathematics, v. 8, pp. 239-268, 1995.

MATHISEN, K. M., HOPPERSTAD, O. S., OKSTAD, K. M., "Error Estimation
and Adaptivity in Explicit Non-linear Finite Element Simulation of Quasi-Static
Problems". Computers & Structures, v. 72, pp. 627-644, 1999.

MAVRIPLIS, D. I, "Unstructured Mesh Generation and Adaptivity". Tech. Rep.
ICA-SE Report 95-26, 1995.

PARSONS, I. D., COUTINHO, A. L. G. A., "Finite Element Multigrid Methods
for Two-Phase Immiscible Flow in Heterogeneous Media". Communication in
Numerical Methods in Engineering, v. 15, pp. 1-7, 1999,

PEACEMAN, D. W., Fundamentals of Numerical Reservoir Simulation.
Elsevier Scientific Publishing Company, Amsterdam, 1977.

PICASSO, M., "Adaptive Finite Elemnts for a Linear Parabolic Problem".
Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering, v. 167, pp. 223-237,
1998.

REDDY, M. P., DEB, M. K., BASS, J. M., NING, H., "Numerical Simulation of
Non-Conventional Wells Using Adaptive Finite Element Analysis". Computer
Methods in Applied Mechanics and Engineering, v. 150, pp. 109-124, 1997.
RIBEIRO, F. L. B., LANDAU, L., "Na H-Refinement Strategy for Convection

Dominanted Problems Using Triangular Finite Elements". In: X7V Congresso



[43]

[44]

[45]

[46]

[47]

[48]

[49]

[50]

[51]

96

Ibero Latino Americano sobre Métodos Computacionais para Engenharia, v. 1,
pp. 713-722, 1993.

RIVARA, M. C., "Selective Refinement/Derefinement Algorithms for Sequences
of Nested Triangulations". International Journal for Numerical Methods in
Engineering, v. 28, pp. 2889-2906, 1989.

RIVARA, M. C., "Local Modification of Meshes for Adaptive and/or Multigrid
Finite-Element Methods". Journal of Computational and Applied Mathematics,
v. 36, pp. 79-89, 1991.

SAAD, Y., Iterative Methods for Sparse Linear Systems. PWS Publishing
Company, 1996.

SAMPAIOQ, P. A. B.,, COUTINHO, A. L. G. A., "Simulation of Free and Forced
Convection Incompressible Flows Using an Adaptive Parallel/Vector Finite
Element Procedure”. International Journal for Numerical Methods in Fluids, v.
29, pp. 289-309, 1999.

SILVA, A. S., COUTINHO, A. L. G. A., PARSONS, 1. D., "Métodos Multigrid
para a Simulagdo por Elementos Finitos de Escoamentos Imisciveis em Meios
Porosos". Revista Internacional de Metodos Numericos y Desefo en Ingenieria
Aceito para Publicagdo.

SILVA, A. S., DEVLOO, P. R. B, COUTINHO, A. L. G. A., "Métodos
Adaptativos para Simula¢do de Fluidos Bi-Fasicos". In: 20° Iberian Latin
American Congress on Computational Methods in Engineering, CD-ROM, 1999.
SILVA, R. 8., Estratégias de Resolucdo em Sistemas Distribuidos de Problemas
em Dindmica dos Fluidos Computacionais Via Elementos Finitos Adaptativos.
Tese de D.Sc., COPPE/UFRJ, Rio de Janeiro, RJ, Brasil, 1998.

SILVA, R. S., GALEAO, A. C., CARMO, E. G. D. D., "Um Modelo de Petrov-
Galerkin Combinado com Esquemas Auto Adaptativos e sua Aplicagio na
Resolu¢do de Problemas com Camada Limite". In: X Congresso Brasileiro de
Engenharia Mecdnica, v. 1, pp. 185-188, 1989,

SILVA, R. S., GALEAO, A. C., CARMO, E. G. D. D.,, "Um Estimador a-
Posteriori para Modelos de Petrov-Galerkin Aplicados a Problemas com Camada
Limites". In: X7 Congresso Brasileiro de Engenharia Mecdnica, v.2, pp.193-196,
1991.



{52]

(53]

{54]

[55]

(56]

97

SPIVAK, A., PRICE, H. S., SETTARI, A., "Solution of the Equations for
Multidimensional, Two-Phase, Immiscible Flow by Variational Methods". SPE
Journal, pp. 27-41, 1981.

STEVENSON, M. D., KAGAN, M., PINCZEWSKI, W. V., "Computational
Methods in Petroleum Reservoir Simulation”. Computers & Fluids, v. 19, pp. 1-
19, 1991.

STEWART, J. R,, HUGHES, T. J. R., "A Tutorial in Elementary Fmite Element
Error Analysis: A Systematic Presentation of a Priori and a Posteriori Error
Estimates". Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering, v. 138,
pp. 1-22, 1998.

TEIGLAND, R., "On Some Variational Tecniques and Related Methods for
Local Refinament”. Int. Journal for Numerical Methods in Fluids, v. 28, n. 6, pp.
945-960, 1998.

ZIENKIEWICZ, O. C., ZHU, J. Z., "A Simple Error Estimator and Adaptive
Procedure for Practical Engineering Analysis". International Journal for

Numerical Methods in Engineering, v. 24, pp. 337-357, 1987.



