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a hipotese fundamental de convergéneia do quociente da medida do erro. A teoria
métrica desenvolvida expde a geometria e os mecanismos de convergéncia de
algoritmos iterativos, ¢ extrai suas melhores estimativas de erro de aproximacfio com
todas as constantes determinadas durante a sua realizagio. O objeto de estudo s#o os
algoritmos em espagos de dimensdes finitas, porém os resultados sfio estendidos para
espagos métricos completos. Algumas medidas mais fracas de qualidade de convergéncia
sdo sistematicamente reduzidas 4 convergéneia do quociente, permitindo que as

estimativas sejam estendidas aquelas medidas.

Alguns mecanismos de. convergéneia evidenciados pela Parte I sdo
consistentemente explorados na Parte Il com o foco em sistemas lincares. Sdo propostas
estratégias para a solucHo iterativa de sistemas lineares nfio Hermitianos como uma
particularizagfio de estratégias para sistemas nfio lineares que objetivam a convergéncia
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In Part I, the quality of convergence of algorithms is studied under the very
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algorithms, and extract from them the best estimators for the approximation error, where
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Capitulo 1
Introducao

Welcome, my dear reader!
H. B. Bauschke,[1]

1.1 Do que esta tese trata

A mais profunda motivagio para esta tese vem da corrida em direciio ao desem-
penho algoritmico. Trabalhando com computadores, hé trés atitudes possiveis nesta
busca[2]:

1 - usar um processador veloz,

2 - miiltiplos processadores, e

3 - algoritmos rapidos.

Em verdade, o desempenho de um computador € hoje muito mais dependente do
desempenho da arquitetura da memdria que da velocidade do processador. Normal-
mente, o processador € rdpido o suficiente (mais que 200 MHz, tipicamente) para
levar a memoria principal ao seu limite (nfo mais que 100 MHg, tipicamente). Com
esta razdo de velocidade de 2/1, no minimo, a arquitetura do processador nio traz
muita diferenca. Mais interessa quio veloz é a arquitetura da memdria.

Quando um processador ndo é suficiente, a solugio encontrada pelos fabricantes
nas duas Gltimas décadas tem sido aumentar o nimero de processadores e, evi-
dentemente, o mimero de canais de comunicagio enire os processadores e a(s)
memdrias(s). Todos que trabalham em busca do desempenho algoritmico estio desde

entdo, de alguma forma, envolvidos com computactes paralelas, a despeito do alto

1



1.1. DO QUE ESTA TESE TRATA 2

grau de dificuldade de programagao introduzida, a bem da relagio custo/desempenho

da maquina.

Este trabalho concentra-se, principalmente, no item 3 acima. Além de caracter{s-
ticas padroes como robustez e estabilidade, os algoritmos precisam, essencialmente,
ser rapidos, per si. No caso de algoritmos iterativos, rapidez significa poucas itera-
¢Oes, com baixo ntmero de operacdes por iteracio. As operacOes em cada iteracio
devem estar ordenadas de forma a permitirem a otimizacao do uso da arquitetura
da memoria. Tipicamente, o maior esforco computacional dos algoritmos contem-
poraneos reside nos produtos matriz-vetor n dimensionais. Em sistemas lineares
espera-se O(n?) operagbes em uma realizacio. Se este for o caso, implementacdes
Gtimas normalmente sao possfveis nas diversas arquiteturas computacionais atuais.
Algoritmos iterativos rapidos significam tempos de execucido menores - na mesma
Proporc¢ao.

Assume-se que o leitor esta de alguma forma envolvido com os trés aspectos do
desemnpenho computacional acima descrito, e fortemente interessado em algoritmos
algébricos iterativos, especialmente em métodos para sistemas lincares. Dado ao
carater multidisciplinar dos tépicos abordados, mesmo do leitor mais envolvido com
métodos iterativos, ndo se espera o seu pronto dominio. Providencia-se no Capitulo
2 a tradicional cortesia de acrescer ao trabalho um ferramental bésico e as devidas

referéncias para esclarecimentos posteriores.
A tese esta dividida em duas Partes:

A Parte I aborda a qualidade da convergéncia de algoritmos iterativos sob os
trés pontos de vista: o local, o assintético e o global. A teoria desenvolvida permite
obter estimativas confiaveis do erro em qualquer medida de interesse, sob a hipdtese
fundamental de convergéncia do quociente da medida do erro. O objeto de estudo
sao os algoritmos no espaco Euclidiano, porém sio feitas algumas extensdes a espacos

de Hilbert e algumas mais nodestas a espacos de Banach.

Na Parte II sao propostas estratégias algorftmicas que procuram impor a con-
vergéncia do quociente de medidas de interesse, quer local, assintética ou global,
de algoritmes iterativos para a solugao de sistemas lineares nfio Hermitianos, even-
tualmente Hermitianos, a partir dos elementos desenvolvidos na Parte I. A filosofia
das estratégias reside na hipétese fundamental de que os algoritmos precisam apren-
der o méximo sobre o problema a partir das itera¢des. Para tornar isto vidvel,
climina-se a dicofomia entre precondicionador e método iterativo via polialgoritmos

convenientes.
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1.2 Motivacao

Quando as dimensdes dos problemas cresceny, surge a necessidade de garantir que
o algoritmo escale. Esta escalabilidade diz respeito a velocidade e & demanda de
memoria. Tsto significa que o niimero de iteragoes deve manter-se constante com o
crescimento do problema - independéncia da malha - e a quantidade de vetores au-
xiliares ndo pode crescer, sendo marginalmente. A escalabilidade é uma propriedade
que pode ser discutida independentemente do sistema computacional. Entretanto,
é extremamente dependente do problema.

Este 1iltimo ponto nao é, em geral, enfatizado na literatura. Para esclarecer me-
lhor esta questdo sejam dois problemas de teoria da elasticidade linear, discretizados
por alguma técnica numérica, e com o sigtema resolvido iterativamente por méto-
dos adequados desenvolvidos em subespagos de Krylov. O primeiro com tensoes
uniformes em todo o dominio, e o segundo com singularidadcs na sohugdo, ambos
discretizados com a mesma malha pouco densa. O niimero de iteragdes para a
solucdo do sistema linear requer, invariavelmente, bem mais iteragbes para o pro-
blema singular. O aumento da densidade da malha nos dois problemas reflete-se no
niimero de iteracoes necessério para a solugio de forma bem distinta. No problema
de tenstes uniformes a solug@o serd a mesma da malha anterior, e o nimero de
iteracOes permanecera constante porque as bases geradas pelo método iterativo sao
suficientes para descrever a resposta, uma vez que elas sio praticamente as mesmas
geradas na primeira malha. No problema singular, a primeira malha é insuficiente
para descrever todo o contetido da resposta exata, e, se a segunda malha for bem
projetada, a solucéio aproximada gerada pela técnica de discretizagao serd substan-
cialmente diferente. A nova malha introduz novas componentes de resposta nao
capturadas pelas hases geradas pelo método iterativo, nem na malha anterior, nem
no mesmo numero de iteragoes da segunda malha. Mais iteragdes serdo necessarias
e, neste sentido, o método iterativo néo escala. Porém, enriquecendo a discretizacao
o suficiente para obter-se uma boa solugio aproximada o método iterativo escala a
partir dai. Em outras palavras, o método escala quando o operador discreto con-
verge. Este comportamento € tipico do GMRES [3] na solucio de certas equacdes
integrais [4]. Neste sentido, o GMRES ¢ independente da malha. O desafio nos
dias de hoje é gerar métodos que sejam independentes da malha e ao mesmo tempo
independentes do grau de aproximagao da solugdo, ou seja, que mantenham a sua
complexidade computacional total escalavel com a dimenséo do problema.

O primeiro passo nesta diregao consiste em conseguir estabelecer um gran de
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aproximacao para a solucdo iterativa compativel com a aproximacio do modelo
discretizado. Isto apenas pode ser feito mediante estimativas de erro confidveis
para ambos os algoritmos envolvidos: o de solucio do sistema discretizado e o da
estratégia de discretizagao (adaptagiio). Problemas semelhantes existem em algo-
ritmos com inner-outer loops, lineares ou no lineares, cuja eficiéncia seja dependente

- e sempre o é - da forcing sequence [5].

A corrida em direcfio ao desempenho nio é um racing car onde quem chegar
primeiro ganha. Na verdade quem chegar primeiro continua no seu esforco de afin-
gir precisoes maiores, resolver sistemas maiores, ou resolver mais problemas, em um
mesmo tempo. Isto pode significar a diferenca entre a possibilidade e a impossibili-
dade de obter uma resposta. Pode-se pensar em um astrofisico modelando galdxias
para determinar a velocidade de expansao do universo com algoritmos multipoles,
€ que repentinamente vé-se na necessidade de discretizar mais galdxias ou sistemas
planetarios [6] (talvez sonhando com a discretizagio do Universo); em um cientista
de Mecénica dos Sélidos tentando modelar os efeitos de escavacdes quilométricas
em rocha basdltica {7], com explosivos, na estabilidade de uma falha tecténica de
alguns metros de comprimento; ou em wm engenheiro estrutural tentando fazer uma,
anélise completamente ndo linear de um edificio alto, para em tempo habil projetar
estruturas mais leves (mais baratas) e seguras. Em todos estes casos, mais desem-
penho significa maior capacidade de modelagem em um mesmo tempo, e portanto
melhores e mais confidveis modelos. Para quantificar estas questdes, considere-se
que as dimenstes dos problemas tratdveis com o método de Gauss cresceram em
45 anos em 10° vezes - em 1950 resolvia-se 20 equacbes, em 1995, 20000 equagcdes.
O método de Gauss possui complexidade de O{n?), o gargalo dos métodos dire-
tos. Este crescimento deve-se essencialmente ao progresso atingido pelo hardware
no mesmo periodo, ndo pelo software. Se {or possivel resolver tais problemas com
complexidade O(n?), entdo algumas matrizes que séo tratadas hoje podem ser de 10
a 100 vezes maior, ou, pode-se tratar o mesmo problema em, por exemplo, 1 hora,
em vez de b dias. De fato é necessirio pensar em O(n), ou talvez O(nlogn), mas

parece ainda muito cedo para isto [8].

De fato, os métodos diretos como a decomposigio de Gauss, podem vir a ser bas-
tante instdveis e imprecisos, que mentes brilhantes fizeram de seu estudo sua prépria,
vida [9][10]: pivotear ou ndo pivotear, backward-error analysis, etc. Do ponto de
vista matemdtico, a solucéo de sistemas algébricos, lineares e simultineos é um pro-

blema resolvido. Computacionalmente, é um problema extremamente dificil: tendo
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n? nimeros efetua-se pelo menos n operagies sobre cada um deles para obter apenas

n nimeros. Pense em n = 10°, e ter-se-4 entdio pelo menos n? = 10 operagoes.
Se agora executa-se em uma cpu com 200 MHz, a quatro instrucdes de ponto flutu-
ante por ciclo, ¢ um fluxo de dados continuo entre memdria e registradores internos
( o que ndo se tem ainda hoje), o problema serd resolvido em 634 anos. Usando
um computador com 10000 cpus esperaremos por 23 dias (um computador deste
porte quase existe, o ASCI Blue Pacific, com 10000 cpus a 200 MHz). Entretanto,
ninguém ousaria resolver tais sisternas com um ASCI usando o método de Gauss,
mesmo porque, certamente, as palavras correntes de 64 bits nio forneceriam uma
resposta com qualquer significado. Agora suponha que o problema é nfo linear e
tem-se que resolver uma cascata de sistemas lineares como esse. Uma tinica possi-

bilidade existird se forem usados métodos iterativos.

Esta tese trata de algoritmos iterativos, o foco é a sua velocidade e a contencéo
da demanda de memdria. Mostra, en passant, que velocidade também pode ser
sinénimo de precisiio, robustez e estabilidade. Gauss, parece, j4 sabia disso[11, pag.
158].

Serdo definidas algumas medidas de qualidade de convergéncia, com as quais os
erros de aproximacio possam ser estimados a posteriori, durante as iteracoes, para
avaliar a qualidade da resposta, na medida desejada, usando ou néo informacoes a
priort estabelecidas. Surpreendentemente, pouco ou quase nada se tem feito neste
sentido [12][13][14]. Poucos trabalhos podem ser citados. Contudo, é um tépico
essencial. De fato, o que hoje pode ser dito acerca de, por exemplo, como parar
o método dos gradientes conjugados em sistemas lineares, o método de Newton
em sistemas nao lineares, os métodos quase-Newton em otimizacdo, os métodos
de projecao em viabilidade convexa, etc. 7 A questdo é: como considerar boa
uma solugao se ndo € conhecida a disténcia, na medida desejada, que a separa da
solugdo exata? Pode-se normalmente apenas guantificar o gran de satisfagio das
equagoes discretas, verificando a norma Euclidiana dos residuos. Nos dias correntes,
e talvez sempre, a tinica solugdo plausivel para este tipo de problema parece estar

nas estimativas de erros.

Serdo estabelecidos alguns resultados acerca da qualidade da convergéncia de
métodos iterativos. Acredita-se que, do ponto de vista computacional, ninguém
estd confente com as técnicas atuais para solucfio de sistemas lineares. Aqui, o
principal interesse estd nesses sistemas, porém muitos resultados estendem-se a al-

goritmos iterativos algébricos quaisquer. Métodos diretos ndo sdo bons o suficiente
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para fornecer as respostas aproximadas desejadas em muitos problemas em com-
putacao cientifica, e a tnica solugdo que se pode dar - pelo tanto que se vislumbra
- sao iteragoes rapidas. Velocidade e aceleragio sdo os principais coadjuvantes. Os

algoritmos precisam de velocidade e, idealmente, de aceleracio.

Mas, qual é a velocidade necessdria e como atingi-la? Procura-se extrair con-
strutivismo dos resultados sobre a gualidade da convergéncia, e aplicd-lo a uma
certa classe de algoritmos, buscando essencialmente velocidade (boas taxas ...) e
aceleracdo (...e cada vez melhores), e tentando satisfazer as restricies de contencéio
do crescimento de memdria auxiliar. B tratada a. questao da robustez. Aborda-se
entdo a convergéncia global. Este é um tépico extremamente dificil. Normalmente
a robustez opde-se a velocidade e & economia de memdria, da mesma forma que
velocidade e economia de memdria se contrapbem; mais robustez significa menos
escalabilidade. Iste trabalho sugere que uma certa classe de polialgoritmos pode

minimizar este conflito, e equilibrar mais essas questdes.

A maior dificuldade com sistemas lineares est4 no custo de gerar uma base para
um subespaco suficientemente préximo da solugio desejada. Este custo traduz-se
em tempo de processamento e, no caso de sistemas ndo Hermitianos - o Teorema de
Faber e Manteuffel [15] - também em quantidade de meméria auxiliar. Os métodos
que hoje governam as iteracSes geram sequéncias de subespacos de Krylov. Gracas
ao custo ou a aritmética de ponto flutuante, tais sequéncias sdo capazes de gerar
subespacos suficientemente préximos da solucéio, apenas se o sistema estiver ade-
quadamente normalizado. Precondicionadores distintos sfo necessdrios para cada
conjugacéo de método iterativo e de problema (ou classe de). Esta é uma dificul-
dade, ¢ existemn outras. Os melhores precondicionadores nao sio vetorizdveis oun
paralelizdveis, pelo menos ndo tanto quanto os métodos que precondicionam, nem

sao, em geral, escaldveis com a dimensdo do problema.

HA4 muito a ser feito pelos subespacos de Krylov. Existe uma inflaciio de acré-
nimos em batalha permanente, e cada um precisa de diferentes precondicionadores
para diferentes problemas. Precondicionadores sfo, de alguma forma, essenciais,
porém, é possivel estabelecer um precondicionador adequado apenas trabalhando
sobre as caracteristicas dos operadores (o continuo e o discreto), e prosseguindo por

tentativa e erro.

Nesta tese, introduz-se a possibilidade de partir com um precondicionador ra-
zodvel, senao minimo - digamos diagonal, se nada melhor existir - e modificd-lo em

fun¢do dos conhecimentos adquiridos ao longo das iteracdes, de uma forma obje-
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tiva, matematicamente clara. Uma solugdo ao precondicionador heuristico, ou o
topolégico, € nma fuga dos espagos de Krylov. Isto permite tratar os problemas
lineares de uma forma mais fechada, transparente ao usuério (programa). Se melho-
res informagdes existem, por exemplo de realizagOes anteriores (adaptagfo, mriltiplos
carregamentos, andlise ndo linear, dindmica), elas ser8o incorporadas automatica-
mente ao precondicionador, resultando em redugtes drdsticas de esfor¢o computa-
cional. Argumenta-se que o equilibrio entre tempo e memdria pode ser conseguido
se for possivel a avaliagdo iterativa da qualidade da resposta, ¢ por conseguinte, do

desempenho corrente das iteracGes.

1.3 Objetivos

Uma das principais preccupacoes na andlise de algoritmos iterativos tem sido o es-
tabelecimento de suas condicdes de convergéncia global e a caracterizacdo de sua
velocidade de convergéncia assintética. O teorema de convergéncia global de Zang-
will [16, cap. 6] estabelece algumas condicdes que asseguram que uma sequéncia de
soluges aproximadas produzidas por um algoritmo, convirja para uma solucio a
partir de um ponto inicial qualquer em R®. Os resultados de Zangwill baseiam-se
na existéncia de um funcional de R” em IR, continnamente descendente - a funcio de
descendéncia. Embora parega natural avaliar um funcional - a funcéo objetiva, por
exemplo - em problemas de otimizacgio, por outro lado, enconirar um mapeamento
(aplicagao) adequado para a solu¢io de problemas gerais de sistemas lineares ou nao
lineares, pode vir a se constituir em uma diffcil tarefa.

Duas dificuldades normalmente surgem: uma propriedade de separacio [17], pela
qual duas funcoes de descendéncia distintas, com mesmos zeros, podem diferir em
ordens de magnitude de seus valores e dos de suas derivadas; e a computabilidade
[18], isto é, se uma fungdo adequada, - algumas vezes sua derivada - vai ser usada ela
deve ser computavel. A existéncia de um tal mapeamento é extremamente impor-
tante porque ele fornece, pelo menos, uma métrica para a proximidade da solucio
(erro), uma taxa de convergéncia desta métrica (rapidez), e uma quantificaciio do
comportamento assintético do algoritmo (estabilidade). Portanto, as questdes de
separacao e computabilidade devem ser cuidadosamente tratadas.

Se um algoritmo é contractivo, o Teorema do Mapeamento (aplicagio) Contrac-
tivo (contractiva) - TMC [19] pode ser usado para computar estimativas confidveis

de limites superiores do erro local da norma contractiva - e portanto g-linearmente
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convergente nesta norma. Os métodos lineares basicos convergentes satisfazem, obri-
gatoriamente, o TMC. Na maioria dos casos, entretanto, a métrica contractiva nao
é computavel ou pelo menos o custo computacional para tal excede em ordens de
grandeza a realizacio do algoritmo. Devido & grande habilidade dos computadores
contemporaneos em efetuar produtos matriz-vetor, a maioria dos algoritmos bem
sucedidos em uso nos dias de hoje sdo computacionalmente intensivos neste aspecto
e nao satisfazem o TMC em nenhuma norma conhecida. Por exemplo, as técnicas
de Decomposicao de Dominio e Multigrid fazem uso dos métodos bdsicos como Ja-
cobi e Gauss Seidel, condicionalmente contractivos. Entretanto, geralmente estio
associados a aceleradores que se desenvolvem em subespagos de Krylov, como o CG
e o GMRES. Tais métodos iterativos de projecdo em subespacos de Krylov néo sa-
tisfazern 0 TMC para nenhuma norma conhecida. Isto é agravado pela tendéncia
atual de uso de algoritmos potencialmente paralelizaveis, quando muitas vezes mais
operagoes sdo efetuadas para obter mais paralelismo. De fato, alguns dos métodos
de projegao possuem apenas convergéncia assintotica g-sublinear. Os mais eficientes
sfo g-linearmente convergentes ¢ bem poucos atingem convergéncia g-superlinear
(geralmente prova-se apenas r-superlinearidade), e mesmo assim, a terminagcfo finita
toma lugar bem antes desta propriedade se pronunciar. Estagnag¢io numérica tem-
poréria € um lugar comum, retardando a r ou ¢-linearidade. Mesmo porque, embora,
contracao implique em convergéncia g-linear, o inverso nao se aplica. Portanto, es-
timativas de erro baseadas em condigbes menos restritivas do que as hipéteses do
TMC sao necessarias. Adicionalmente, contracio ndo implica, necessariamente, em
taxas de convergéncia adequadas. Este € o caso, por exemplo, do método do maior

declive (steepest descent).

Geralmente, grandes dificuldades adicionais surgem quando defini¢ées tedricas e
propriedades de taxas de convergéncia assintéticas sdo aplicadas em computacoes
numéricas, onde a aritmética, os espagos e os processos sao finitos. Esta colecao
de barreiras tém posto matemdticos aplicados e engenheiros em favor de resultados
mais heuristicos, quer porque somente em espagos de dimensdes infinitas “where,
..., the mathematical notion of superlinear convergence does make sense ” [20], quer
porque elas sdo "il-behaved and ... therefore not reliable indicator of how the it-
eration is proceeding ” [21], ou, recentemente, considerar que a terminagio de um
algoritmo baseado em pequenos residuos relativos - errado, como serd mostrado,
por causa da convergéncia g-sublinear e da propriedade de separacio - pode ser

computacionalmente vantajoso [5].
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Em muitos problemas ndo Hermitianos a fuga da normalidade pode provocar
grandes reducdes nas taxas de convergéncia e mesmo divergéncia, muito embora a
andlise dos algoritmos mostre convergéncia global. Mais preocupante em matrizes
altamente nfo normais é que algoritmo pode estagnar distante da solucdo, quando
todas as medidas tedricas e as numéricas em uso corrente indicam convergéncia: a
aritmética finita produz uma substancial alteragfo do ponto fixo [22], face & fragili-
dade do método (e das medidas). A respeito dos métodos de decomposicio, é bom
lembrar que uma matriz triangular é normal se e somente se é diagonal, e assim, re-
solver sistemas triangulares pode vir a ser numericamente problemético, quer como
parte da solucao direta, quer como parte de precondicionadores (decomposicoes in-
completas como ILU, por exemplo).

O usudrio final de um algoritmo iterativo deve assegurar-se que néo apenas ele
converge mas que a convergéncia se dard em um nimero aceitdvel de iteracoes.
Para isto sao necessarias medidas de convergéncia e medidas de velocidade de con-
vergéncia adequadas. Idealmente, um algoritmo iterativo deve ter robustez suficiente
para convergir sempre € com uma velocidade de convergéncia aceitdvel, na classe de
problemas para o qual foi escolhido. A realizacfo deve ser interrompida quando
a ndo convergéncia ou baixas taxas de convergéncia forem detectadas ou guando
o erro da solugio aproximada estiver dentro de um nivel aceitavel de acurdcia. O
erro, naturalmente, nao é computdvel. Portanto, medidas de convergéncia e de
velocidade de convergéncia de algoritmos iterativos para sistemas lineares e nao li-
neares sao correntementce baseadas na norma Fuclidiana dos residuos ou dos residuos
precondicionados, enquanto em problemas de otimizacio a pratica corrente é o uso
da norma Euclidiana dos gradientes. Alguma heurfstica normalmente é adicionada
a estas medidas. Porém, estas sfio medidas errdneas de convergéncia se o sistema
é mal condicionado, ¢ no minimo inadequadas se ele é bem condicionado. Recen-
temente, foi proposto o uso de técnicas retroativas de erro (backward error) para
limitar o erro corrente (forward error) em algoritmos iterativos. Infelizmente, nesta
abordagem a questio da computabilidade apenas foi transformada em um problema
de cstimativa de normas de operadores, aonde, normalmente a sua representacio
discreta em espagos de dimensiio finita sofre o conhecido problema de separagio.

Isto posto, o objetivo da Parte I é:

Eistabelecer fundamentos tedricos e ferramentas prdticas para mensurar o qualidade
da convergéneia e determinar estimativas confidueis para erros de apromimacdio em

algoritmos iterativos, enfatizando sistemas de equagées ndo lineares e sistemas
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lineares em particular.

Muito embora, a maioria dos resultados sejam aplicdveis a algoritmos algébricos
genéricos. A abordagem usa as definices de convergéncia do quociente do erro
e o0 Teorema do Mapeamento Contractivo, ambos largamente usados para inves-
tigacoes tedricas de convergéncia de processos infinitos em matemdtica continua.
Subsequentemente, a restricho de contragGes séio relaxadas e sio apresentadas algu-
mas novas propriedades finitas das sequéncias envolvidas no processo, as quais serfio
usadas para explicar alguns aspectos importantes do comportamento de algoritmos
iterativos e para obter estimativas de erro sem o uso de andlise ou de extracio de
autovalores, ou de estimativas de normas de operadores. Mostra-se também em
quanto os erros inerentes & precisao finita afetam as estimativas de erro sugeridas,
e como estimé-los durante as iteracoes.

A Parte II essencialmente examina uma forma bastante geral de algoritmos itera-
tivos que inclui a normalizaciio ou precondicionamento como parte integrante do
método iterativo. A idéia bdsica é ter como limite métodos para sistemas nao
lineares. Nesta parte s@o resgatadas idéias intuitivas desenvolvidas na Parte I que
poderiam levar ao aumento de velocidade de convergéncia, da robustes e da escala-
bilidade. A principal preocupagéo sio os sistemas lineares nio Hermitianos, embora
sgjam eventualmente tratados os Hermitianos. Examina-se variantes de métodos
conhecidos e algumas novas hibridizacoes.

O Teorema de Faber e Manteuffel [15] essencialmente estabelece as limitactes
econdmicas das sequéncias de Krylov para matrizes gerais. Ele é o principal obstdculo
ao projeto de algoritmos de Krylov com bases econdmicas - recorréncias curtas.
Com esta interpretacio do Teorema, resta escapar dos espacos de Krylov. Métodos
Multigrid podem ser vistos como uma realizacio desta idéia. Mas existemn outras
potencialmente interessantes. Esta tese examina a possibilidade de mudar a métrica
do espago de Krylov em cada iteracio (ou grupo de iteracdes) produzindo sequéncias
de subespacos que ndo estio contidos em qualquer subespaco de Krylov. Porém, em
vez de descartar totalmente og subespagos de Krylov, suas bases sfo aproveitadas, e
as transformagdes métricas sao efetuadas sobre os precondicionadores. Isto produz
uma classe de polialgoritmos com imimeras possibilidades. Na Parte IT estas idéias
e algnmas realizagbes sdo examinadas.

O objetivo da Parte I pode ser claramente estabelecido:

Estudar técnicas matematicamente consistentes que permitam diminuir o

dicotomaa endre precondicionadores e métodos iterativos usando as informacdes
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extraidas das iteracies, e bases possivelmente fora dos subespacos de Krylov, com o
wntuito de aumentar o velocidade de convergéncia e ao mesmo tempo manter um

compromisso com a demanda de memdria e o robustez.

De forma a ilustrar e avaliar os diversos aspectos desta tese, sfo reunidas em
um tmico capitulo varias aplicacbes em problemas lineares e nao lineares de sis-
temas provenientes de aproximacoes por quadratura, elementos finitos e elementos

de contorno, de equagtes diferenciais e integrais de alguns problemas de engenharia.



Parte 1

Qualidade de Convergéncia e

Estimativas de Erros
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The approzimation error in iterative schemes is not directly available,
and has to be estimated or bounded in terms of information obtained in
the iteration process. This can be done for special cases, for instance for
the Conjugate Gradient method. For most cases, however, the problem
of getting realistic error bounds is yet unsolved. In some applications we
need information on errors in specified components of the solution, this
is also mainly an open problem.

Gene H. Golub and Henk A. van der Vorst, 1996[13]

Nesta Parte I da tese sao estabelecidos alguns fatos, muitos dos quais novos, so-
bre convergéncia de algoritmos. Os objetivos podem ser declarados como: primeiro,
estabelecer medidas adequadas para interromper algoritmos iterativos em execucao,
e scgundo, quantificar a qualidade de convergéncia de tais algoritmos objetivando
orientar o desenvolvimento de estratégias para a solugdo de problemas extrema-
mente dificeis como os encontrados frequentemente em Mecanica das Estruturas.
Esta tiltima disciplina é entendida como a oriunda da discretizagéo de aproximacoes,
geralmente reducoes dimensionais, da Mecanica dos Sélidos, indiferente as técnicas
usadas para discretizar ou aproximar|23).

Os principais resultados dizem respeito ao estabelecimento de limites superiores
e inferiores para erros de aproximacdo em algoritmos em R” munido de alguma
métrica, nio necessariamente eliptica. No caso de normas oriundas de produtos
escalares, mostra-se que, sob certas condic¢oes, os limites so ainda mais esirei-
tos. Acrescenta-se um pouco de generalizacio, permitindo, quando possivel, incluir
espacos de Hilbert, ou mesmo de Banach. Isto por trés motivos. Primeiro porque
parece natural querer estender os resultados a espacos de funcdes objetivando, por
exemplo, estimativas em estratégias adaptativas, para verificar os efeitos que as
hipéteses de convergéncia do guociente acarretam. N&o se tem conhecimento de que
isto tenha sido feito, sob a hipdtese restritiva da convergéncia do quociente do erro.
Em segundo ligar porque acredita-se que, eventualmente, haja interesse de outros
que trabalham com algoritmos em espagos de funcdes.

Em terceiro lugar, talvez o mais motivante, estd no fato de que o surgimento
de computacdes paralelas tem mudado radicalmente a abordagem algoritmica em
computagio cientifica. No contexto deste trabalho, mais e mais, surgem precondi-

cionadores orinndos de andlise sobre as equagdes diferenciais ou integrais que gover-
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nam o problema fisico. E de se esperar que, no futuro, em muitas 4reas, as iteragdes
tomem lugar diretamente sobre os problemas originais, antes que a decomposicao ou
discretizacao tenha sido feita, e assim deverdo ser estudadas em espacgos de fungdes.
Isto comunga com & Parte I desta tese, onde os precondicionadores séo iterandos.
Mais uma explanacdo. O termo local usado nesta Parte I néo condiz com o
conceito de convergéncia assintdtica ao qual geralmente estd associado - quando local
significaria no entorno da solugéio, assintoticamente. Convergéncia local é entendida
aqui como a convergéncia durante as iteragdes, quer instantaneamente, on em um
grupo de iteragdes. Isto ndo exclui a convergéncia assintdtica, nem mesmo se trata
de convergéncia na média. Assim, ele é mais abrangente. Na auséncia de um termo
adequado, o termo convergéncia local serd mantido. Fle estd mais de acordo com
a percepcao de Nevanllina [24, cap 5, pag. 167| para convergéncia superlinear em
espacos (Banach) de funcGes - convergéncia superlinear local (local no sentido desta

tese) implica em convergéncia assintoticamente superlinear.



Capitulo 2
Preliminares

If Buler were alive today, he wouldn’t be proving existence theorems.

L. N. Trefethen, [9]

O principal argumento sobre o qual esta tese repousa € a observacdo de que re-
solver sistemas lineares iterativamente se constifue em um problema nao linear, e
como tal deve ser posto. Portanto, ndo é surpresa que os atores principais sejam,
essencialmente, mapeamentos néo lineares, reduzidos por sua vez, & aproximacocs
sucessivas por mapeamentos lineares. Este capitulo objetiva reunir uma série de
ferramentas da literatura, e algumas extensoes, que serao utilizadas livremente nos
capitulos posteriores. Sao colocadas também algumas questdes relevantes que dire-

cionam os demais capitulos.

Primeiramente, segue-se um guia para o material que d4 suporte a esta tese.

2.1 Um Guia para o Background

A principal referéncia sobre andlise ndo linear é a obra classica de Ortega e Rhein-
boldt [27], que inclui numerosos resultados sobre as atragbes basicas. Esta obra é
também a referéncia definitiva sobre convergéncia-g e convergéncia-r (Q-convergence
factors e R—convergence factors) como medidas de convergéncia assintdtica. O
termo focal nesta tese serd usado de forma ndo convencional, ndo assintética. Serd
reservado o termo convergéncia local para designar a convergéncia durante as ile-

ra¢des. Também, a construgao de algoritmos para problemas nao lineares a partir
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de extensoes de algoritmos tipicos para problemas lineares usada naquela obra de-
monstrou historicamente, do ponto de vista de desempenho, que aquele - do linear

para 0 nao linear - nao parece ser o caminho correto.

Os elementos de andlise em R™ seguem a orientagdo de Bartle [25]. Bartle ter-
mina ao introduzir as nogdes de ponto fixo de um mapeamento nao linear e com o
teorema (topoldgico) dos pontos fixos de Brower, fundamentalmente um resultado
de existéncia. Da obra de Goebel e Kirk [26], mais recente e especifica, foram extrai-
dos varios fatos sobre a teoria métrica dos pontos fixos. Goebel e Kirk a desenvolve
em espacos de Banach, neste capftulo os resultados estdo colocados no espago Eu-
clidiano, com as devidas peculiaridades. A este respeito, a citada obra de Ortega e
Rheinboldt [27] tornou-se essencial. Contudo, muitos resultados aqui apresentados
estendem-se imediatamente a espagos de Banach ou mesmo a cspagos métricos mais

gerais, e isto serd observado quando for de interesse.

As nocoes de fungdes de Bregman e de disténcias e projecoes generalizadas en-
contram-se em Censor e Zenios [28|, e referéncias 14 citadas. Também muito de mi-
nimizacdo proximal (o termo é mantido, como neologismo, na falta de uma tradugio
fonética mais clegante para prozimal minimization em espagos de Banach). Funda-
mental é o extenso e completo artigo de Bauschke e Borwein [29} sobre o problema
de viabilidade convexa em espacos de Hilbert (convex feasibility problem), e a tese
do Bauschke [1], que também inclui operadores de projecio (cujos resultados sao
portanto trivialmente transpostos para espagos Fuclidianos). As teorias contidas
naquelas obras ajudaram muito na formalizacao e refinamento posterior de algumas
estratégias algorftmicas que vinham sendo usadas neste trabalbo e na explanagao
de uma porcao de sucessos e insucessos (muitos nfo citados) algoritmicos deste tra-

balho, e de oufros. Estas ferramentas sdo introduzidas gradativamente a partir do
Capitulo 4.

Muitas das nogdes intuitivas que guiaram este trabalho com cerfeza tiveram
raizes na obra cldssica de Dennis e Schnabel {19], em especial sobre velocidade de
convergéncia, convergéncias assintética e global, e métodos tipo-Newton, em espe-
cial a teoria dos métodos quase-Newton. A idéia 14 contida, germinada em [27],
de que os algoritmos para problemas nio lineares (e, extrapolando, para lineares)
bem sucedidos parecem caminhar assintoticamente para o método de Newton, vem,
nos diss de hoje, ganhar aspectos praticos desconcertantes com os processadores
superescalares, os vetoriais, e o processamento paralelo: ganha-se velocidade nas

operacoes (maior potencial de vetorizagio ou paralelizaciio) em detrimento da ve-
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locidade de convergéncia (de g-ordem 2 para g-superlinear ou g-linear) para obter
um desempenho global superior - que muitas vezes faz a diferenca entre o possivel e
0 impossivel.

Finalmente, ao longo do texto é feito um uso extensivo de dlgebra linear bésica,
computacional, e métodos iterativos para sistemas lineares bem conhecidos, sobre
os quais recomenda~se a leitura de [11], [30], [31] e [32]. Algumas nocdes sobre
hereditariedade em métodos iterativos, e como ela se aplica aos métodos de Krylov,
usadas na Parte II desta tese, foram didaticamente expostas pelo autor em [33].
Também 14 se encontra algum material da algebra linear necesséria, e um minimo
sobre pontos fixos. Alguns resultados sobre estimativas de erros na linha degta Parte
I, com numerosos exemplos e discussdes, pode ser encontrado em [34]. As primeiras
realizacoes de algoritmos decorrentes da teoria desenvolvida nesta tese encontram-se
também em [35], e os respectivos cddigos fontes em FORTRAN para o CRAY-YMP
da UFRGS, em [7]. Alguns fatos menos comuns serdo relembrados imediatamente

antes de serem usados.

2.2 Algoritmos e Convergéncia

2.2.1 Notagoes e definigoes basicas

A notagao z € R™ (ou C*)} designa um elemento do espaco cartesiano n-dimensional
real (ou complexo), normalmente usando uma letra romana mindscula. Sempre,

é um vetor coluns, e o vetor linha correspondente serd designado por z”

, 0 vetor
transposto (ou z¥, o hermitiano). I% necessirio, com frequéncia, referir-se a um
elemento z; de uma sequéncia {z;} de elementos de R* (ou C*). Quando necessério,
serd usada a notagao (a:t)J para designar a j-ésima componente do vetor x;. Sem-
pre que possivel, um elemento de R (ou C) serd designado por uma letra grega
miniiscula. Os mimeros inteiros e os naturais sio designados por I e N | respectiva-
mente. A maioria dos resultados e algoritmos neste trabalho valem em C", embora,
por conveniéncia, a referéncia serd feita apenas a R™.

O produto escalar, a norma e a distincia (métrica) em um espaco vetorial X
serdo representados por (-, -}, |||, € (-, -), respectivamente. .

Este trabalho é desenvolvido quase sempre no estagio dos eSPAcos Enclidianos,
ou scja, em um espaco de Hilbert de dimensio finita n, e, portanto, a norma estd
definida por um produto escalar, e a métrica por esta norma. A caracterizacfo de

um espago de Hilbert (sua geometria) é feita pela lei do paralelogramo, aplicdvel a
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qualquer par u ¢ v de seus elementos:
Il = ol + [l + vl* =2 (Jlul® + lo]*) , (2.1)
ou, equivalentemente, em termos de produto interno
b+ = Jlull* + [[ol* + 2(u, ). (2.2)

Convém estabelecer alguma notagio adicional em dimensao finita. Seja L(C?)
o conjunto (espago vetorial) de todos os operadores lineares A de C* em C*. Para
qualquer A € L(C"), A representa a matriz formada pelos complexos conjugados
dos elementos de A, a matriz A¥ = A" 6 a Hermitiana transposta (AZ = A;). Se
A é regular e u,v € C* definese ||v|| 4w 4=||Av[|5, onde [|:||, é a norma Euclidiana
ou norma-fy. A norma ||-|| 4« , serd chamada de norma-A7 A. Ela vem definida pelo

produto interno

(U, V) gw g = (’LL,AHA?))Z = (Au, Av), = (.AHA‘U,,'U)Z =T AT Ay .

Dois vetores u,v sio ortogonais se (u,v), = v¥

% = (), e ortonormais se, adi-
cionalmente, |ull, = |v|l, = 1. Os vetores u e v sdo ditos A¥ A-ortogonais se
(4,0) yms = 0. Se A¥A = AA® = [, a matriz identidade de ordem n, entdo A é
unitaria e (u,v) 4w 4 = (1, 1), |

A projeciio-A" A de u na diregio de v &

(w, ) ama (U:AHA'U)Q v A2 Ay

-—AIIA == = =
bross (w) (V,0) gmr 4 Y (v, AT Av), VT EAT Ay
vl AT A
= pHARgy" T Fanat

onde Pyuy € L(C®) & o operador de projecao-A A sobre v, ou de projeciio A A-
ortogonal na direcio de v. Para minimizar a norma-A* A na diregéo de v, subtrai-se

de u a projecio-A” A de u em v
'U,LAHA:’U,—PAHAU= (I—PAHA)’U,.

Entdo, para todos os vetores da forma u--7v, 7 € C, u, 48 4 possul a menor norma-
AP A,
Se |||, é uma norma associada a um produto interno (-,-),, entdo existe uma

(1inica) matriz regular A € C” tal que

(e =G dana @ lFlle = IHlama -
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Diz-se que uma matriz A* é a adjunta de A com respeito a um produto interno
(-;-), se (Au,v), = (u, A*v), para todos os u,v € C*. Se o produto interno é o Eu-
clidiano entao (Au,v), = (u, AH ’U)Q. Uma matriz é dita autoadjunta ou Hermitiana,
se ela é igual 4 sua adjunta.

Em algumas ocasides, scrao usados espagos mais gerais, ¢ nestes casos serdo
feitas as devidas obserVagﬁes quanto & possivel generalizacio dos resultados. Esta
necessidade ocorre em trés ocasifes. A primeira quando da estimativa de erros nas
normas £; e £, de solugdes aproximadas de algoritmos iterativos. Nesse caso, cabe
lembrar que nfo se est4 mais sobre espagos de Hilbert, porém ainda em espacos
(normados e completos) de Banach de dimensfo finita. Na segunda, quando forem
usados estimadores para métodos iterativos em estratégias adaptativas e, neste caso,
08 espagos nao sao possuem dimensdes finitas, porém estaremos ainda em espacos de
Hilbert, pelo menos enquanto as estimativas sdo da norma da energia, e em espacos
de Banach quando as normas nédo decorram de produtos internos. Finalmente,
na interpretacao de algumas estratégias de convergéncia global e regularizacio de
algoritmos iterativos serfio usadas medidas generalizadas [28]. Neste caso, ocorre
que algumas das medidas nem mesmo se constituemn em uma métrica - por exemplo,
disténcias epigréficas - no sentido que, eventualmente, nfo satisfazem d(z,y) —
d(y,x), para qualquer z,y € R",e nfio se estd, em principio, também no estigio de
espagos métricos.

Esta técnica, de trabalhar em espagos Euclidianos e tratar as excecdes quando
necessdrio, ¢ mais conveniente para este trabalho, primordialmente dirigido a di-
mensoes finitas, tendo ja sido adotada em [27] e serd a seguida neste texto. Isto
evita problemas como caracterizagdes de convergéncia fraca e forte, e sequéncias de

Cauchy e convergéncia, todas equivalentes em espacos de dimensao finita.

2.2.2 Convergéncia de algoritmos

Cada algoritmo iterativo da classe aqui tratada é um mapeamento nao linear A :
R™ — R", tal que uma iteracio do algoritmo .A & representada por y = A(r), onde
z e y sdo clementos R*, = a solugfo corrente e ¥ uma solucio que, espera-se, seja,
em algnm sentido, methor do que z. O simbolo .A(z) nfo significa que o algoritmo
¢ funcdo apenas do ponto x, porém que o algoritmo é aplicado no ponto z. De
fato, o algoritmo pode ser funcio de pontos anteriores da sequéncia de solucdes

aproximadas que ele gera, cnire outras coisas.
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O principal problema a ser tratado pode ser colocado sob a forma
encontre um z tal que f(z) =0, (2.3)

onde z e f(z) sfo elementos de R™ satisfazendo, eventualmente, certas restricSes.
O maijor interesse é o mais simples problema linear sobre o qual nao hé qualquer
restricao adicional e a solucao existe, e é Unica. Porém, sempre imagina-se aqueles
problemas mal condicionados em algum sentido, nos quais ou sao necessdrias dema-
siadas iteragOes para convergir, ou equivalentemente, requer uma meméria auxiliar
excessiva. Tais problemas sfo tipicos em Mecénica das Estruturas, ¢ provocados,
muitas vezes, pela redugfio dimensional do problema original (do tridimensional
para placas, por exemplo) , ou por forte acoplamento entre dois campos (por exem-
plo, membrana e flexdo), ou por fortes singularidades na solu¢io (por exemplo,
cantos reentrantes em Mecédnica dos Sélidos). Estes tipos de problemas requerem
alta dimensionalidade da base para descri¢do da resposta quando, por exemplo, sio
tratados com subespacos de Krylov.

Geralmente, serdo usados algoritmos da classe descrita para encontrar melhores
solugBes para o problema (2.3), sequencialmente (o que nfo exclui computactes
paralelas), a partir de uma solugio inicial z, por iteragdes do tipo x;; = A(zx;),
1=20,1,2,..., onde 4 é o indice do algoritmo ou da sequéncia.

Se o problema. (2.3) possue uma solugio z,, espera-se que o algoritmo atinja =, tal
que, assintoticamente, z, = A(z,) - de fato espera-se apenas que esta ignaldade seja
satisfeita de forma aproximada para um i nao muito grande, tipicamente i é muito
menor do que n. Neste caso diremos que o algoritmo convergiu para uma solucao do
problema. Ocorre que, eventualmente, existem outros pontos z para os quais & =
A(z). Ao conjunto deste pontos, os pontos fixos do mapeamento A, designa-se por
Fiz (A). Um algoritmo é consistente com o problema ou, simplesmente, consistente,
se z, € Fiz (A), onde z, é também um elemento do conjunto de solugdes de (2.3).
E possivel que ndo haja intersec¢io entre o conjunto de solucdes do problema e
Fiz (A). Neste caso, se Fiz (A) ndo é vazio, eventualmente o algoritmo atingird
um ponto fixo e diremos qgue o algoritmo estagnou, provavelmente em um ponto nio
satisfatério. Este tipo de ocorréncia pode se dar por esgotamento da capacidade
do algoritmo (breakdown) de gerar novos elementos da base ou por problemas de
precisao finita (truncamento, cancelamento), na suposicio de que ele é consistente,
e matematicamente adequado ao problema. Se o algoritmo néo possue ponto fixo
ou por algum motivo néo atinge um ponto fixo, entdo, dir-se-4 que ele divergiu.

A questao de proximidade é gquantificada, possivelmente, com uma distancia
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(métrica) d(z,, ;) entre a iterada corrente e a soluglo desejada, porém nio neces-
sariamente a induzida pela norma do espaco Euclidiano. Por exemplo, o método
dos gradientes conjugados desenvolve suas bases em um espago de Hilbert com uma
norma de energia (uma norma Fuclidiana ponderada), porém pode-se estar interes-
sado em medir a distdncia da solugado com alguma norma-f,,p = 1,2,...,00. Neste
sentido, a convergéncia, a estagnagso e a divergéncia, e algumas vezes a prépria con-
sisténcia, estao relacionados com valores satisfatérios ou insatisfatorios da disténcia
escolhida. Se o espago é normado entfo d{z., x;) = [|z; — z.]|-

O erro da solugao aproximada é dada pelo vetor e; = z; — z,. O incremento
8 == Ty — T; entre dois elementos consecutivos da sequéncia {z;},., gerada pelo
algoritmo, é o mesmo incremento do erro, s; = €;1, — g;. Portanto, o incremento s;,
e os dois erros consecutivos e; € e;, 1 estdo todos contidos no hiperplano que contém
0s pontos ; , T;41 € a solugio x, - por exemplo, pertencem ao subespaco afim, ndo
computavel, z, + span(e;, e;41) = z, + span(s;, ;) = - - - . HEsta imagem geométrica

ajuda bastante no entendimento das relacoes entre esses vetores.

2.2.3 Convergéncia de sequéncias

Geralmente se estuda um algoritmo através da observacio da sequéncia {z;},., de
solucoes aproximadas que ele gera. A esse respeito, considere-se a seguinte defini¢io

de convergéncia de uma sequéncia em R™ (ou um espago métrico completo).

Definigao 1 Diz-se que uma sequéncia {%:};-q, ©: € R*, converge para o ponio =
se, e somente se, dado um conjunto quolquer de nibmeros reaise; >0, 7=1,...,n,

existe um 1o > 0 tal que cada j-ésima componente de z; — x, salisfaz
l(mz)j — (a:)jl < g;, para todo 1 > iy. (2.4)

O limite da sequéncia {;},., serd representado porlimz; = z. Se D é um subcon-
junto ndo vazio de R®, entdo o sequéncia de pontos em 1) serd convergente em D
se, e somente se, existe um ponto z € D paro o qual ela converge. Uma sequéncio

que ¢ convergente em R™ serd chamada simplesmente de convergente.

A defini¢io acima exige a convergéncia de cada componente, como esperado pela
intuicdo. O seguinte resultado mostra que a convergéncia na norma em R™ fornece

uma medida equivalente de convergéncia.
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Teorema 2 Seja ||| uma norma qualquer em R*, e {z;},,, uma sequéncia em R™.
Entdo esta sequéncia converge para © em R™ se, e somente se, dado qualquer nidmero

real € > 0, existe um indice i (€) > 0 tal que o sequéncia {z; — x},, sotisfaz
|#: — z|| <&, para todo i > iy (g) . (2.5)

Demonstracao: (Ver [25, teorema 14.4]). B

Esta definicio vale para espagos métricos completos substituindo a norma pela
métrica d(z;,z). A convergéncia de uma sequéncia gerada por um algoritmo nao
implica na convergéncia do algoritmo. A convergéncia do algoritmo se dard apenas se
o limite z da sequéncia pertencer ao conjunto de solugtes do problema. Em principio
(assintoticamente), ndo hé diferenga na escolha da norma para medir a convergencia

em R™ sracas ao teorema da equivaléncia entre normas (86 em dimensdes finitas).
G q

Teorema 3 Se ||-|| e |-] sdo duas normas quaisquer em R", entdo existem constantes
ca > ¢ > 0 tais que
ol < Jol < e ] Vo € R 2.6)

Demonstracgao: (ver [27, cap. 2|). B

Nem todas as normas em espacos normados de dimensdo infinita satisfazem a
desigualdade (2.6), porém sempre se pode escolher normas equivalentes, que satis-
fazem (2.6) nestes espagos. A simplicidade oferecida pelo Teorema 3 nao é gratuita.
De fato, existe nm alto prego a ser pago pela convergéncia na norma em R, em
especial nos problemas mal comportados. Para melhor caracterizar tais problemas
suponha a solucio de um sistema linear f(z) = Az — b = 0, de n equages em
R*, com A € R**" A regular. Em uma dada iteracio tem-se que f = Ae, entao
as normas Fuclidianas da funcao (residuo da equagfo) e do erro limitam-se mutua-
mente: [|fll, < 1Al lelly © llell, < 1A=, £ll,- Induzidos pelo Teorema 3 ¢ pela

regularidade de A podemos escrever

T, Ielama < lell <[4~ el (27)

1<i<n

onde [le] 4 = VT ATAe = |fly | All, =  [max liu] = /(AT 4), sendo p(A”4)
o raio espectral de AT A, e p; os valores singulares de A. A designaldade (2.7) traduz

uma propricdade de separagao entre a norma do erro ¢ a normas, do residuo bastante



2.2. ALGORITMOS E CONVERGENCIA 23

indesejavel. A situacio é similar se medido, como de praxe, o erro relativo ao erro

inicial

LU el ISl s el 0.8
ko [ folly ~ lleall 1foll, = *lleolt,
onde g = Ky(A) = ||All, [A7"[ly é o nimero de condigio de A (norma Euclidiana).

As duas tltimas desigualdades explanam porque a norma do residuo pode de-
crescer (crescer) enquanto que a do erro pode crescer (decrescer) levando a grandes
diferencas entre estas normas - e portanto, na velocidade de convergéncia destas
normas -, sobretudo em sistemas ditos mal-condicionados. Este problema existe em
diversas dreas. Adaptaciio é uma delas. Pode-se ficar preocupado, por exemplo,
com a qualidade dos deslocamentos obtidos em andlises adaptativas cujo controle de
erro é baseado em normas de energia. A convergéncia assintética e a qualidade do
método, da estratégia adaptativa, dos indicadores e estimadores de erro em norma
de energia, nfio garantem a qualidade da resposta (por exemplo, deslocamentos em
um sélido) em outra norma (por exemplo, #1, £s, € £oo) ou medida (o deslocamento
em um certo ponto do sdlido).  necessério que a separacio estabelecida por de-
sigualdades da forma (2.8) seja resolvida dentro da estratégia.

Do acima exposto, é evidente que parar algoritmos com base na norma dos
residuos (absolutos ou relativos) pode trazer grandes dificuldades [17] [31]. Presen-
temente, o autor deste trabalho vé a verificagio do residuo como uma verificacdo
da consisténcia do algoritmo, e, nem sempre, da proximidade da resposta. Muito
pouco sc tem feito no sentido de resolver tais conflitos em algoritmos iterativos para
sisternas lineares ou para sistemas néo lineares [14] [13].

De fato, a propriedade de separagao resulta de uma escolha inadequada da norma.
Seja. L(R™) o conjunto (espago vetorial) de todos os operadores lineares A de R™ em
R®. O seguinte resultado (extensfvel a espagos métricos completos) mostra que

existe uma porma para a qual a separacio ndo existe.

Lema 4 Se A € L(R"), entdo, dado um e > 0 existe uma norma em R™ tal que
Al < p(A) +e.

Demonstragao: (ver [27, cap. 2]). W
Na préxima secio este resultado é extendido a mapeamentos ndo lineares. In-

felizmente, encontrar a norma do Lema 4 pode vir a se constituir cm uma tarefa

muito diffeil. Além disso, ela pode nfio ter um significado razodvel.
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Pode-se vislumbrar trés amplas estratégias, ndo mutuamente excludentes, para

a solucao de tais problemas:

1. Estimar erros em qualquer medida desejada, ou seja, escolher uma medida de
interesse e parar o algoritmo usando uma estimativa confidvel desta medida.
Este é um problema extremamente dificil. Amenizado para certas normas,

como por exemplo a norma da energia.

2. Projetar algoritmos que n#o sofram a propriedade de separagio. Esta es-
tratégia entretanto nio vem em geral associada a wma melhora na velocidade
de convergéncia. As grandes questdes sdo: {a) podemos projetar algoritios
que nio sofram separagio nas normas (ou medidas) de interesse e, (b) ao

mesmo tempo nao percam velocidade de convergéncia nestag normas 7

3. Usar medidas de convergéncia mais adequadas no projeto do algoritmo. Por
exemplo, medidas relacionadas ao problema fisico de interesse, ndo necessaria-

mente associadas a nma norma.

5 um dos objetivos desta tese contribuir nestas trés diregoes. Abaixo alguns

fatos bésicos de andlise [25, cap. 2].

Fato 2.1: Uma sequéncia em R™ lem no mdzimo um limite.

Fato 2.2: Toda sequéncia convergente em R™ ¢é limitada.

Lema 5 Se uma sequéncia {mi}DD em R™ converge para um elemento x, entdo

qualquer subsequéncin de {x;},., também converge para z.

Definicao 6 Diz-se que uma sequéncia {z;},., em R™ é uma sequéncia de Couchy
se, para todo € > 0 , existe um nimero notural i.(e) tal que, para todos m,n > i(e),

se tenha ||Zm — za|| < €.
Dai, o seguinte corolario do Teorema 2.

Corolario 7 Uma sequéncia em R™ € convergenie se, e somente se, € uma sequéncia

de Cauchy.

Se X é um espago normado, e mesmo métrico, toda sequéncia que converge
fortemente em X, ou seja, limd(z;, z) = 0, z;,z € X é uma sequéncia de Cauchy,
porém, a reciproca - ou seja, toda sequéncia de Cauchy converge fortemente para
algum ponfo - nfo é, em geral, verdadeira. Um espago normado X {de dimenséo
finita ou infinita) é um espago de Banach se é completo, ou seja, toda sequéncia de

Cauchy em X converge fortemente para o seu limite cm X.
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2.2.4 Velocidade de convergéncia

O substrato da Parte 1 desta tese é a qualidade da convergéncia. A qualidade
da convergéncia de um algoritmo é convencionalmente discutida ou em termos de
sua. velocidade de convergéncia assintética, ou de sua convergéncia global. A con-
vergéncia assintética refere-se & qualidade da convergéncia no entorno da solucio.
A convergéncia global refere-se & desejada propriedade de certos algoritmos de con-
vergirem para qualquer valor inicial zg € R®. Uma definicho de velocidade de
convergéncia suficientemente adequada para incluir diversas medidas da qualidade
de convergéncia é a convergéncia r-linear (em analogia com o teste da raiz para

convergéncia de séries infinitas):

Defini¢ao 8 Diz-se que uma sequéncia {2}, em R* converge r-linearmente pora
o seu limite &, com taze o, se o € [0,1] e existe algum n > 0 tal que para todo indice
i,

i — ] < ot (2.9
A sequéncia converge r-superlinearmente se existe wma sequéncia {3; },., q-superli-

nearmente convergente (ver Definicdo 11) tal que
llz: — zf| < 6;
para todo indice 1.

A seguinte proposicao estabelece uma condigdo para que ndo seja necessirio
analisar todos os elementos da sequéncia para caracterizar a sua convergéncia r-

linear.

Proposicao 9 Suponha que {x;},..q € uma sequéncia em R, p é um inteiro positivo,

e x & um ponto em R*. Se {z,},., converge r-linearmente para z e {||z; — z[|};54

i>0
e ~ A - - - - .
¢ decrescente, entGo a sequéncia inteira {wi}izo converge r-linearmente para .

Demonstracdo: (Vide também [29, Propos. 1.6]). Por hipétese, existe algum
n>0,eacel01], tais que

2 — x| < o
para todo i. Fixe um inteiro positivo m, arbitrério, e divida por p com resto r, ou

sgja, m=pi +r, 0 <r <p— 1. Entio a cstimativa segue-se

1, pé
|7m — @il < llops — ]| < 7 (e¥)
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@)™ (a})"

concluindo a prova. B

A convergéncia r-linear é usada para caracterizar a convergéncia de algoritimos
durante todas a iteragbes. Note que [[z; — z|| pode crescer, e pertencer & Defini¢io 8.
Tomando o logaritmo em ambos os lados da designaldade (2.9) tem-se: log ||z; — z|| <
logn +ilog oe. Assim, o grifico logarftmico da distancia para o limite da sequéncia
pelo nimero de iteragoes é limitado superiormente por uma reta com tangente ne-
gativa dada por loga, e ||zg — z|| < %, ou seja,  é um limite superior para o erro
inicial.

Uma propriedade importante da convergéncia r-linear € que ela independe da
norma com a qual se mede a convergéncia. Este fato tem consequéncias posi-
tivas e negativas. Do lado negafivo, a tentativa de diferenciar a velocidade de
convergéncia de um algoritmo nas diferentes medidas pela taxa é aniquilada pela

seguinte proposicio.

Proposicao 10 Se uma sequéncia converge r-linearmente em uma determinada
norma, ent@o ela converge r-linearmente em qualquer norma eguivalente, com o

mesma taxa. Fm especial, em qualquer norma emn R™.

Demonstracao: Por hipétese ||z; — z| < na?, e seja |-| outra norma equivalente
G D n ] q 3

entdo existe um ¢ > 0 tal que || <¢||-|, daf:
|zi — 2| < cljzs — 2| < (en) o (2.10)

Fm R*, pelo Teorema 3, qualquer norma é equivalente, e a prova estd completa. H

Do lado positivo, a taxa caracteriza a qualidade da convergéncia de um algoritmo
em métricas equivalentes, e a qualidade da convergéncia do algoritmo em uma, certa,
medida fica caracterizada pela constante. A Proposicdo 10 mostra que a escolha
da medida da qualidade de convergéncia deve ser muito cuidadosa, focada nos inte-
resses. Resultados significativos sdo obtidos neste trabalho com a convergéncia do
quociente.

Se existe um indice 7, a partir do qual a sequéncia {||z; - =] },5;_ é decrescente,
entdo, em analogia com a convergéncia de séries geométricas infinitas, pode-se intro-

duzir a nogao de convergéncia do gquociente da norma do erro, convergéncia-q, que
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caracteriza uma forma bastante desejada de convergéncia, e, sobretudo, repleta de
propriedades. Entretanto, a nogio de convergéncia fica estreitamente relacionada

com a convergéncia assintotica.

Defini¢do 11 Uma sequéncia {#;},-,, T: € R?, € g-linearmenie convergente para
xz € R* na norma ||-||, se exisie um a_e [0,1[, o fator-q de convergéncia, ¢ um fndice
ta = 0 tel que

laiss — all < alja: -z 211)

para todo 1 > i,. Se existir uma sequéncia {ai}izn de nimeros reais que converge
para zero, e tal que
i1 — 2] < o [l — || (2.12)

para todo i, a sequéncia é dita g-superlinearmente convergente. Se esta sequéncia
{a:}.no converge para 1, mas, mesmo assim o sequéncia {T; ), converge para seu

limite x, diz-se que ela € q-sublincarmente convergenie.

Dos trés tipos de convergéncia do quociente, a convergéncia g-superlinear também
¢ independente da norma, porém apenas assintoticamente. Na mesma linha da

Proposicio 10, temos,
|z —z| <ellzs —zll ey =@ (2.13)

onde lim &; = lim co; = c¢lima;; = 0. Porém, agora, & diterentes taxas locais.

No gréfico do logaritmo de |[z;,; — z|| pelo ndmero de iteracdes, a regifio in-
dicada pela desigualdade (2.11) é limitada superiormente por uma reta com coefi-
ciente angular log o (negativo), e passando no ponto (i4,log ||z — z||). Se, a partir
deste ponto, a sequéncia for apenas r-linearmente convergente, tudo ¢ permitido
acontecer abaixo desta reta; se a sequéncia for decrescente ela eventualmente con-
verge pelo menos g-linearmente, ou g-superlinearmente, corn a concavidade voltada
para baixo. A concavidade voltada para cima corresponde exatamente & carac-
terizacao de g-sublinearidade, pela qual a sequéncia {O‘i}ézia converge para 1 por
valores & esquerda. A convergéncia ¢g-sublinear assintética é de fato excluida também
da definicdo de convergéncia r-linear dada pela Definicao 8. Por outro lado, con-
vergéncia g-superlinear ndo caracteriza uma velocidade de convergéncia maior do
que g-linear, tudo dependendo dos fatores-g.

A nocio de convergéncia g-sublinear é pouco invocada na literatura [36], provavel-
mente por caracterizar uma velocidade de convergéncia indesejavel. Entretanto,

muitos algoritmos para sistemas lineares e problemas de viabilidade convexa, para
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citar alguns, convergem assintoticamente, apenas g-sublinearmente. Algoritmos com
convergencia g-sublinear devem ser considerados pobres e inaceitaveis. Perturbactes
provocadas por aritmética finita normalmente o impedem de atingir uma proximi-
dade aceitdvel do ponto fixo (quando existe, ver Capftulo 3). Para tais algoritmos,
e mesmo para aqueles com convergéncia ¢-linear com o fator-¢ préximo da unidade,
a prova tedrica de convergéncia ¢é insuficienfe. I necessdrio alguma salvaguarda
durante a execugao. No Capitulo 3, a fragilidade da convergéncia g-sublinear sera
mostrada com mais rigor.

Contudo, o conceito de convergéncia g-sublinear ainda é usado extensivamente
na literatura de métodos adaptativos em elementos finitos - sem uma citagao direta.
Em especial, as estratégias adaptativas baseadas em versoes h e muitas estratégias
baseadas em versbes p convergem apenas g-sublinearmente em problemas com sin-
gularidades na solucio ao longo de todas as iteragoes (etapas de adaptagio), e nestes
problemas, apenas algumas estratégias cuidadosas, geralmente baseadas em versoes
hp, conseguem convergéncia ¢-linear durante as fases iniciais e intermedidria (pré-
assintGtica), e apenas convergéncia assintética g-sublinear. Para melhor identificar
o papel deste tipo de convergéncia, convém definir convergéncia sublinear de grau

p > 0 e constante ¢ > 0, como aguela para a qual
||z: — z|| < c¢i”? para todo i > 0 (2.14)

Note que esse tipo de convergéncia satisfaz > [|#; — z]|'/? = oo, [36]. Note também
=0
que, por comparagao com (2.12) (usando o pior caso em ambas as defini¢Ges), temos

o o
ﬁmaizhmc(“—ﬂ—)—:ﬁm(”l) 1,

ci P 3

para qualquer p > 0, e independente de ¢. Para prova rigorosa e resultados comple-
mentares ver subsecdo 3.5.2.

Assim, a definiciio de g¢-sublinearidade usada neste trabalho identifica-se com
a dada pela desigualdade (2.14).Uma caracteristica importante deste tipo de con-
vergéncia é que se duas sequéncias {z;} e {%;} convergem com graus p e § > p entdo
lles|| = e (lle:]]). Stewart [36] observa o quéo curioso é o fato de que nenhuma funcio
analitica que converge sublinearmente possue grau p > 1. 4 muito se conhece que o
método dos elementos finitos, versdo-h, converge sob a égide da desigualdade (2.14),
[37, sec. 3.4, cap. 8 (ver figuras 8.4 a 8.6)|, e, embora, eventualmente, com p > 2,

mas, ainda assim, g-sublinearmente.
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2.3 Teoria Métrica dos Pontos Fixos

O Lema de Newmann afirma que (7 —A)~" existe para todos os elementos A € L(R")
para o8 quais o raio espectral ¢ menor do que a unidade. Conclui-se que se [[A[], < 1,
entéo o algoritmo z;,; = Axz; possui um Gnico ponto fixo z = Az. Este resultado
extende-se de varias formas a mapeamentos nfo lineares. Esta secio sumariza e

discute alguns resultados bésicos sobre atracées.

2.3.1 Definicoes

Definicao 12 Diz-se que um mapeamento A : D C R® — R € Lipschitz-continuo
(ou € continuo sequndo Lipschitz) em D se existe wn~y > 0 tal que para todoz,y € D

fem-se

d(A(z), Aly)) < vd(z,y) (2.15)

onde d(-,-) € a métrica em R™. A menor constante vy que satisfaz (2.15) é chamada

de constante de Lipschitz para A.

As constantes de Lipschitz de dois mapeamentos A ¢ B serdo distinguidas por
7(A) e y(B). Dados dois mapeamentos A, B : D C R* — R", o mapeamento
composto tera

¥(A o B) < y(A)y(B) (2.16)

A constante de Lipschitz para uma determinada distancia d(-, -) seré distinguida
por ¥g. Serd definido AP, a p-ésima poténcia do mapeamento A, recursivamente,
como A° = I e AP(z) = A(AP"(z)), p > 1. Com esta simbologia (2.16) diz que
y(A) <4 (A),1=1,2,....

Se a métrica é induzida por uma norma, entdo (A + B) < y(A) +(B) e, para
a > 0, y(aA) = ay(A).

Definicao 13 Um mapeamenio A : D C R* — R € contractivo, ou é uma con-
tracao, em um conjunto Dy C D para uma métrica d(-,-) se v4 < 1 para todo
%,y € Dy, ndo expansivo se~yy = 1, e estritamente nio expansivo se d(A(z), A(y)) <
d(x,y) sempre que © # y.

Contragoes possuem pontos fixos, enquanto que 08 mapeamentos ndo expansivos
e 08 estritamente nao expansivos podem nao os possuir. A teoria dos mapeamentos
nao expansivos difere da teoria da contracdes, principalmente porque os processos

iterativos da forma z;,; = A (2;) em geral nfio convergem, mesmo que o mapeamento
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possua pontos fixos. Dentre as questGes bédsicas no estudo de mapeamentos néo

expansivos, as seguintes sao de maior interesse nesta tese:

1. Que hipéteses devem ser adicionadas & estrutura do conjunto D C R”, e que

restricoes sobre A, para assegurar a existéncia de pelo menos um ponto fixo ?
2. Qual a estrutura do conjunto Fiz(A4) 7

3. O que pode ser dito acerca do comportamento dos iterandos de A, em espe-
cial sobre a consisténcia, a velocidade de convergéncia, e, principalmente, a

proximidade do ponto fixo ?

Nas duas tiltimas décadas a teoria métrica dos pontos fixos tem recebido um
enorme impulso, no sentido em que muitos resultados foram desenvolvidos em espacos
de Banach, ou mesmo em espacos mais gerais. Embora sejam de interesse em uma
teoria geral de algoritmos, estando este trabalho dirigido principalmente a espacos
Euclidianos, adotaremos a técnica de restringir os resultados a tais espacos e tecer
comentérios, quando for de interesse posterior, & validade dos resultados em espacos
mais gerais. Continuard sendo usada a notagao d(z,y) para a métrica, que, com
raras excegoes a serem discutidas em capitilos posteriores, pode ser entendida como

associada a uma norma, ndo necessariamente quadrética.

2.3.2 Resultados basicos sobre atracoes

O resultado fundamental da Teoria Métrica dos Pontos Fixos é o Teorema do Mapea-
mento Contractivo, devido a Banach. Ele é usado para provar uma série de resulta-
dos adicionais, incluido-se os sobre mapeamentos nfio expansivos. O Teorema e sua
prova, dados adiante [26], ndo sfo construtivos, entretanto os mecanismos usados na
prova ddo uma excelente compreenséo do resultado, e serfo usados posteriormente,

em oufro contexto,

Teorema 14 (Banach-I) Suponha que A: D C R® — R* é uma contragio em
um conjunto fechado Dy C D e que A(Dg) C Dy. Entdo A tem um 1inico ponto fizo -

ern L.

Demonstragao: Defina a = inf {d(z, A(z)) :z € Dy} e v = y4(A). Precisa-se
provar que ¢ = 0. Seja € > 0 e escolha z € Dy tal que d(z, A(z)) < a + e. Entao,

a < d(A(z), A*(z)) < vd(z, A(z)) <v(a+e).
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Uma vez que v < 1, e € pode ser feito arbitrariamente pequeno, segue-se que
a = 0, e portanto Fiz(A) ndo é vazio. Agora, a prova de que ele tem apenas um

elemento. Para qualquer ¢ > (} 0 conjunto
D.={z € D :d(z, A(z}) <€} (2.17)
é fechado e néio é vazio. Para quaisquer z,y € D,,
d(z,y) < d(z, A(z)) + d(A(z), Aly)) + d(A(y), ) < 2 +yd(z,y)

o que fornece
d(z,y) < 2e
VRS
seque-se entio que o lir% diam D, zlir% sup {d(z,y) : =,y € D.} = 0. Desde que a

familia D¢ retrai-se quando € — 0, o Teorema da Tntersecgao de Cantor [25, Teo-
rema 11.4] implica em que . De consiste em exatarente um ponto, digamos z,

que como visto, é fixo sob A, ou seja, z = A(z). B

Quando A ¢ uma contracdo, hd interesse em saber sob quais condigées ele con-

verge para o seu ponto fixo e a qualidade da convergéncia.

Teorema 15 (Banach-IT) Com as hipdteses do Teorema 14 a sequéncia x4, =

Alz;), i =0,1,..., converge r-linearmente para qualquer zo € Dy.

Demonstragao: Desde que 29 € Dy e A(Dgy) C D, asequéncia {x;} é bem definida,
contida em Dy, e, notando que para quaisquer indices 4, p € N, temos
(@i, Tiyp) = d(A'(wo), AP (20)) = d(A*(2p), A 0 A ()

(A )d(w, AP ()

<
< [(0), Alwo) + dAGz0), A(a0) + - A ), A ()]
< FLEyH ok d(m, Alo))

< o |5 o AGan) 218)

Tomando o limite p — co tem-se que d(z;, z;1,) — d(x;,z) onde z é o tinico ponto

fixo de A em Iy, devido ao Teorema 14; a qualidade da convergéncia segue-se

e ) — d( ). 2) < (LD 2.19)

concluindo a prova. B
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Para provar a convergéncia g-linear ¢ necessdrio impor mais restrigées sobre
o mapecamento do que as contidas no Teorema 14. Esta construcfo seréd feita em
etapas, acompanhada de uma discuss&o que sera explorada nos capitulos posteriores.

Primeiramente, a prova do Teorema 15 revela que a hipétese v(,A) < 1 é mais
forte do que necessaria. E suficiente assumir que y(A*) < 1 para ao menos um indice
i. Isto porque se 4! é uma contracio, pelo Teorema 15 possui um nico ponto fixo
z. Entdo A(z) = A (z) = A o A(z), e assim A(z) é também um ponto fixo de
A*. Portanto z = A(z), provando que z também é um ponto fixo de A(z), e assim
nico.

Explorando a idéia acima pode-se exigir que o mapeamento nos Teoremas 14 ¢
15 seja apenas Lipschitz-continuo em lugar de contractivo. Neste caso a estimativa

de erro pode ser obtida a partir de:

o sin) <3 A, 40 < |

k=i

pO’Y A""Jrk)] (0, A(zo))

k

IA

(A z 'Y(A'“)] d{zo, Alzo))
< (AN opd(zo, Alo)) (2.20)

e ]
Entdo, {z;},., serd uma sequéncia de Cauchy se 0, =lim o, =3 (A*) < +oo.
> p—00 k=t

I8 possivel verificar que existe um niimero y,,(A) que satisfaz
. 1/k inf 1/k
Yool ) =Jim [ ()] =it {[ya0)] " k=12 @ay)

Assim E y(A*) < +o0 se, e somente se, Yoo(A) < 1. Desta forma a hipétese
7(A) < 1 pode ser substituida por 7.,(A) < 1 no Teorema 14, e a estimativa do

Teorema 15 serd dada por

d(z,2) < Y(A)od(xo, Alzo)). (2.22)

O acima exposto, no entanto, nao fornece um teorema mais forte do que o Teorema
15. Isto devido ao teorema da equivaléncia entre normas pelo qual se pode provar
que, [26, pag. 10],

Yoo A) = inf 7, (A) (2.23)

para todas as métricas r em R”(ou para métricas equivalentes em qualquer espaco

métrico). A seguinte proposico sintetiza esta discussao.

Proposigao 16 Qualquer mapeamento A para o qual v..(A) < 1 é umae contracdo

com, respeito a uma métrica apropriadamente escolhida.
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Os seguinte resultados formalizam alguns comentdrios anteriores, como uma ge-

neralizacio dos teoremas de contragao.

Teorema 17 Suponha que A: D C R* — R*® mapeia um conjunto fechado Dy C D

nele proprio e que para algum inteiro p > 1 se tenha
d( A" (z), A%(y)) < wd(z,), Y,y € Do, i = 1,2,..., (2.24)

onde 6o = >.02, 1 < +oo. Entdo A tem um dnico ponto fizo x, € Dy, e para qual-
quer 29 € Dy a sequéncia x4, = A(z;) converge para z,, com a seguinte estimativa
de erro

d($i,$*) < Uood(miawi—p) p 1= ]-:2a ven (225)

Demonstracgao: (Para prova mais detalhada ver [27, pag. 384]). B

Aparentemente, a qualidade de convergéncia fica prejudicada com a hipétese
0o < +00. B possivel garantir apenas alguma forma de convergéncia sublinear. A
convergéncia g-linear é provada com hipéteses mais restritivas, como as do resultado

abaixo.

Teorema 18 Nas hipdteses do Teorema 17, se para algum p > 1 o mapeamento
satisfaz
d(AP(z), A ()} < vd(z,y), v <1, (2.26)

entdo (2.24) € satisfeita com y; = ¥, 0o = 3001 Y = 7/(1 — ) e a estimativa de
erro torna-se
d(zz, 7)< ILd(wi, i) ,i=1,2,... (2.27)

Demonstracao: Imediata a partir do Teorema 17. B

Quando, além de satisfazer as hip6teses do Teorema 18, A é também Lipschitz-
continuo, entdo as hipdteses do Teorema 17 sfo satisfeitas para p = 1. Entretanto, é
possivel que (2.24) ou mesmo (2.26) sejém satisfeitas mesmo que .4 nao seja continuo
(ver Capitulo 3).

O caso especial de (2.26) com p = 1 fornece os Teoremas 14 e 15, porém agora
com a prova da convergéncia ¢-linear ¢ a estimativa do erro dada por (2.27).

Um mapeamento que satisfaz (2.26) para algum v > 0ep=1,2,..., é chamado

de uniformemenie Lipschilziano, ou seja,

d(A (), A(y)) < vd(z,y), v>0,i=1,2,..., (2.28)
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Para tais mapeamentos pode-se estabelecer um limite  para o qual existe um ponto

fixo, com a exigéncia adicional de convexidade.

Teorema 19 Se A: D C R* — R* mapeia um conjunto limitado, fechado e con-
vezo Dy C D nele prdprio, e A € uniformemente Lipschitziano com v < /2, entio

A tem um ponto fizo em D).

Demonstracao: (Ver [26, pags. 172-3], vélido apenas em espacos de Hilbert). B

Obviamente, expansividade estrita nfio garante a existéncia de um ponto fixo.
Porém, o Teorema de Edesltein fornece condicbes para a existéncia e unicidade do

ponto fixo.

Teorema 20 (Fdelstein) Suponha que A : D C R® — R™ mapeio um conjunto
Dy C D nele proprio, que A(Dy)} é compacto, e A € estritamente ndo expansivo em,
Dy. Entdo, para qualquer zo € Dy as iteragées z;,1 = A(xz;), 1 = 0,1, ... convergem

para o unico ponto firo de A em Dy.

Demonstracao: (Ver [27, pag. 404]). &

Note que R™ nao é compacto, de tal forma que o Teorema de Edelstein nao pode
ser generalizado para um teorema de convergéncia global. Na prova do teorema
a compacidade nao pode ser substituida pela hipétese de que A{Dp) é fechado e
limitado. Porém, pelo Teorema de Heine-Borel, todo subconjunto de R* que é
limitado e fechado é compacto, e vice-versa [25, teorema 11.3]. Entretanto o Teorema
de Edelstein nfio caracteriza a qualidade da convergéncia nem fornece uma estimativa
para o erro.

O seguinte resultado é um caso particular do Teorema Fundamental dos Pontos

Fixos de Schauder, porém um pouco mais métrico.

Teorema 21 (Schauder) Suponfa que A: D C R — R® mapeio um conjunto
Dy C D nele proprio, Dy fechado e limitado, e A é ndo expansivo em Dy. Entéo A
tem wm ponto fizo.

Demonstragao: (vide [26, Teorema 3.1]. (Vilido em espacos de Banach, com a

condigao adicional de compacidade).
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2.3.3 Contragoes iteradas

Definicao 22 Diz-se que um mapeamento A : D C R — R" € uma contracdo

iterade no conjunto Do C D se existe um -y < 1 tal que
d(Ao Alzx), A(z)) < vyd(A(z), ) (2.29)
toda vez que z e A(z) estejam em Dy.

Se A é uma contragio em Dy, entdo ele também é uma contracio iterada, porém
a reciproca nao é necessariamente verdadeira. As contracoes iteradas nio precisam
ser continuas, e seus pontos fixos sequer precisam ser Unicos. Contragoes iteradas
possuem uma certa falta de propriedades. O seguinte resultado estabelece algumas

condicoes para a sua convergéncia e estimativa de erro.

Teorema 23 Seja A : D C R* — R™ uma contracio iterada em um conjunto
fechado Dy C D, e que, para algum xq € Dy o sequéncia z;41 = A(z;), 1 =0,1,...,

permanece em Dy. Enido, limz; =z € Dy, e vale a estimativa
Y
d(:ﬂi_l_l,.’lf) S 1__;d($i+1: mz) . (230)
Ainda mais, se A é continuo em z entio x = A(z).

Demonstracao: (Ver [27, pag. 401]). &
Deve-se observar que o ponto fixo no Teorema 23 acima nio precisa ser tinico. B
possivel relaxar a condigio de contragao e obter ainda um ponto fixo sob condicdes

mais severas.

Teorema 24 Suponha que A: D C R* — R™ mapeia um conjunto Dy nele préprio,

A(Dy) € compacto, e |
d(Ao Az), A(z)) < d(A(z), z)) (2.31)

para todo x € Dy e x # A(z). Suponha ainda que A € continuo em Dy e possua
no mdarimo um ponto fizo em Dy. Enitdo, um ponto fizo x, existe, e, para qualquer

%y € Dy, a sequéncia z;,1 = Alx;) converge para z,.
Demonstracao: (Ver [27, pag. 403]. Vilido para qualquer espaco métrico com-
pacto [26, pag. 12]). K

A condicgo (2.31) é evidentemente satisfeita se A é estritamente nfio-expansivo,

dando origem ao Teorema de Edelstein.
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2.4 Comentarios finais

Neste capitulo foram estabelecidas algumas notagtes e definicoes, e relembrados al-
guns fatos sobre a convergéncia de sequéncias e algoritmos em R™. Foram acrescidos
alguns comentarios e resultados menores, sobre tépicos que assumirao importancia
major nos capitulos subsequentes. O principal aspecto do capitulo é ter o foco
na qualidade da convergéncia, o que se realmente estd interessado, uma vez esta-
belecida a convergéncia. Neste sentido, a convergéncia g-linear, e a convergéncia
g-superlinear sob convergéncia g-linear { o; < 1), resultam como a melhor caracteri-
zacho de velocidade de convergéncia. Para concluir, hé necessidade de comentérios
adicionais.

O melhor que se tem conseguido provar sobre a qualidade de convergéncia de
alguns bons algoritmos iterativos para sistemas lineares é que convergem apenas
r-linearmente, e, eventualmente, r-superlinearmente. Raramente o comportamento
assintético r-superlinear é visto em uma realizagao. O critério de parada é acionado
antes. Também, interfere a nogéo de epsilon da maquina - o macheps.

Macheps é o menor nimero positivo € tal que 1+¢ > 1. Os computadores atuais
de 64 bits (ou 2 vezes 32 bits) possuem macheps = 2752 ~ 2.22x 1071, Significando
que a representacao de um ntmero de ponto Hutuante z encontra-se no intervalo
|#(1 — macheps), z(1 + macheps)| . Dois nimeros reais e y tém a primeira metade

de seus algarismos significativos aproximadamente iguais quando

|£:|—;[£I < /macheps. (2.32)

15 consenso enire analistas numéricos que, do ponto de vista pratico, convém ficar
satisfeito com precisdes ndo maiores que a dada por {2.32). Ou seja, testes de erro

relativo préticos nfo deveriam ser mais exigentes do que, por exemplo,
||||5?|||| — ||||::[|ll < +/macheps. (2.33)
* i

Em sistemas lineares, a convergéncia g-superlinear e, normalmente, a r-superli-

near, somente se promimcia perto do limite dado por (2.33), ficando assim escondida,
pela imprecisao dos resultados, dando origem, muitas vezes a sublinearidades antes
da parada. Atualmente, em sistemas lineares nfo simétricos, o usudrio deve sentir-se
muito feliz em conseguir parar dentro de uma regiao de convergéncia g-linear. Em se
tratando de métodos de Krylov, isto vai depender muito da qualidade do precondi-

cionador. Em sistemas lineares simétricos e positivos definidos, um dos métodos
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mais usado é o CG. Neste caso, é possivel com frequéncia parar em um trecho com
alguma superlinearidade do quociente. Em contraste, nos sistemas nfo lineares,
normalmente é possivel parar em regides g-lineares ou mesmo g-superlineares. O
motivo basico para isto é que geralmente os métodos estdo associados a estratégias
de convergéncia global que o levam gradativamente cada vez mais perto da solugao,
por exigéncia da precisio dos algoritmos subjacentes que séo muito sensiveis a im-
precisdes (por exemplo, em plasticidade incremental).

I muito dificil provar que um algoritmo é contractivo em alguma norma es-
pecifica. Em sistemas lineares isto depende muito da estrutura algébrica da matriz
de coeficientes (por exemplo, da distribui¢io dos autovalores e até mesmo dos dados
iniciais). Esta dificuldade também existe para outras atragdes. Do ponto de vista
de estimativa de erros, as afracoes mais interessantes seriam as contracoes iteradas,
ou alguma. forma mais fraca. Entretanto, elas carecem de propriedades.

Por outro lado, é muito mais fdcil, como serd provado neste trabalho, construir
algoritmos r-convergentes, ou mesmo g-convergentes, ainda que em uma forma mais
fraca como ||e;¢1|| < ||es||, decrescentes, ou {leitq|| < [|ei]|, estritamente decrescentes,
em alguma norma, pré-estabelecida. Do ponto de vista de velocidade de convergencia
e contencdo de memdria, as atraces nio sfo essenciais. De fato, enquanto é posstvel
garantir que toda contragao, e muitas atragbes, convergem ¢-linearmente, néo vale
a reciproca. Serd provado que a classe de algoritmos de convergéncia g-linear é
potencialmente mais ampla do que a das atragdes, mesmo em espacos de Banach.
Também, as definicoes de g-linearidade e g-superlinearidade asseguram convergéncia,
por definicio, o que nfio ocorre, por exemplo, com a classe ¢-linear e g-superlinear
de ordem p. Enquanto que as contracoes garantem convergéncia apenas sobre certas
condigoes, as vezes muito severas.

Em espacos de Hilbert, os operadores de projeciio permitem construir algoritmos
g-convergentes e decrescentes em norma. Nestes casos, serdo mostradas condicoes
suficientes para um tipo de convergéncia do quociente a partir do qual estimadores de
erros confidveis para os algoritmos podem ser obtidos. Isto é importante, também,
porque a grande maioria dos algoritmos bem sucedidos para sistemas lineares, por
exemplo, sio métodos de projecio em espagos Fuclidianos. O interesse extende-se

as areas de viabilidade convexa e otimizacfo, entre outras.



Capitulo 3
Convergéncia do Quociente

In this book we will be interested mainly in methods that are locally
g-superlinearly or q-quadratically convergent and for which this behavior
18 apparent in practice.

J.E. Dennis e B. B. Schnabel, 1982, 1996 [19]

3.1 Introducao

Este capitulo trata da gqualidade de convergéncia local sob a otica da convergéncia
do quociente do erro, ou convergéncia-g. Sao estudadas as suas propriedades, as
suas conexoes com outros tipos de convergéncia, as suas relagbes com as atracoes
bisicas, e as estimativas de erros de aproximacio de algoritmos g-convergentes.

O estudo de estimativas de erros estéd intimamente relacionado com o estabele-
cimento de regras e estratégias de interrupgao de algoritmos iterativos. Embora o
major interesse sejam os sistemas lineares, ocorre que os resultados apresentados,
pelas ferramentas utilizadas, aplicam-se a uma classe bem maior de algoritmos.

A principal razéo pela gual foi escolhida a convergéncia do quociente como
hip6tese fundamental, & parte de suas propriedades, estd na convicgdo de que o
minimo que se pode esperar de um algoritmo é gue ele possua convergéncia g-linear
local e assintotica, e, idealmente, convergéncia g-superlinear.

A convergéncia g-superlinear assintOtica é observada, e eventualmente provada,
em numerosos algoritmos para problemas néo lineares [19]. Em sistemas linea-
res, a convergéncia g-superlinear, quando existe, nem sempre se pronuncia antes do
acionamento do critério de parada. Muitas vezes ha sublinearidades sob as quais se

é forcado a parar.

38
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Ainda em sistemas lineares, muitos bons algoritmos disponiveis trafegam com
r-linearidades locais. Isto cria um conflito entre a teoria desenvolvida neste capitulo,
baseada em convergéncia-¢, e a realidade factual daqueles algoritmos. Este conflito
é resolvido com um resultado que possibilita transitar com as estimativas entre as
duas qualidades de convergéncia.

As estimativas de erros para convergéncia g-sublinear oferece algumas dificul-
dades. Neste caso, procura-se providenciar pontes com os teoremas de contracio da
teoria métrica dos pontos fixos. Existem muitas dificuldades devido & caréncia de
propriedades das atrac¢fes que mais interessam, quais sejam, as atragoes iteradas nio
expansivas. Por outro lado, exigindo apenas um pouco mais da g-sublinearidade,
mediante uma nova defini¢io, de g-sublinearidade estrita, mosira-se que os seus erros
podem ser adequadamente estimados (gragas & sua lentiddo) por andlise de qualquer
mapeamento composto.

Cabe uma adverténcia. Nao é possivel estimar erros de aproximacao de um al-
goritmo de qualquer espécie, sendo por uma anilise do enriquecimento da solucio
a cada iteraciio. O significado cruel deste principio é que a qualidade da estimativa
depende da regularidade deste enriquecimento, o qual sempre exige um esforco com-
putacional nao desprezivel. Do ponto de vista de estimativas de erros, a chave para
abrandar este esforgo e relaxar a regularidade do enriquecimento esté nos resultados
de uma anélise antecipada (a priori) do algoritmo.

Finalmente, é preciso salientar que a anélise ora apresentada difere das demais
existentes na literatura porque é focada em dois aspectos objetivos. Primeiro, nas
estimativas de erros. Segundo, na compreensio dos mecanismos algorftmicos que
levam a questoes relevantes como velocidade de convergéncia, estabilidade das i-
teracoes e robustez. Estes dois aspectos, obviamente, sdo centrais em computacio
cientifica, e sempre foram o objeto de estudo, mas, o que difere neste texto é que

sao focados a partir da qualidade da convergéncia.

3.2 Expandindo Definicoes

Neste capitulo, a menos que seja dito o contrdrio, valem as seguintes hipdteses. A
sequéncia {%;},., é convergente em um conjunto D C R", munido de uma métrica
d(-, -), ou uma norma ||-|| definida ou ndo por um produto escalar (-, -). Porém, alguns
resultados sdo enunciados para espagos mais gerais. Cada situacio especial ficard

clara no contexto, ou serd explicitada. A sequéncia é a produzida por um algoritmo
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da forma z;4; = A(z;), com z, € Fiz(A) tinico em D, ou em um subconjunto
Dy € D, e A é suposto consistente com o problema (2.3), quando esta hipétese se
fizer necesséria. Fstas ultimas hipéteses ndo sfio restritivas porque o interesse é a
qualidade da convergéncia.

Com o objetivo de expandir o espectro de algoritmos para os quais a teoria
deste capitulo se aplica, convém estabelecer algumas novas definicoes de formas
mais fracas de convergéncia. A necessidade destas defini¢bes se tornardo 6bvias ao

longo do texto.

Definicio 25 Uma sequéncia {z;},.~,, ¥; € R", possui convergéncia g-sublinear
estrita se converge de forma q-sublinear no sentido da Definicdo 11, com a desigual-

dade estrite, ou seja, ||z — 2| < ||z — ]|

Definicao 26 Uma sequéncia {7}, % € R™, possui convergéncia g-sublinear
(respc., q-sublinear estrita, q-linear, g-superlinear) em pr-etapas na norma |-, se
eriste uma sequéncia de inteiros {py};> (cada pr > 0) tal que a subsequéncia
{Zp, Hiso cOMerge de forma q-sublinear (respc., g-sublinear esirita, g-linear, q-super-
linear)_'n.o senlido do Definicdo 11. Se a sequéncia {py};», possui razio aritmética
constante p = prr1 — e = 1 a sequéncia € dita g-sublinear ( respc., g-sublinear

estrita, q-linear, q-superlinear) em p-etapas.

Pode-se considerar uma métrica d (-, -) em espagos métricos mais gerais, comple-
tos, nas defini¢hes acima, com a hipétese de que o limd(z, z,) = 0 (convergéncia
forte) [38],[39]. Também, simplifica-se a notagio: d (A (m;—1),.A(z:)) =d (i, Tiga),
tipicamente.

E imediato que uma sequéncia com convergéncia do quociente em uma-etapa,
converge em qualquer pg-etapas, para qualquer sequéncia {py};.q, © 0o caso da
convergéncia g-linear, com fator-¢ menor (mais veloz) ou igual & sequéncia original.

Naturalmente, essa tiltima propriedade sugere alguns algoritmos simples para,
encontrar uma cota inferior, digamos @, para o fator-¢ da sequéncia original por
andlise de qualquer de suas subsequéncias. Por exemplo, se dadas subsequéncias
quaisquer {py };-, com fator-g dado por ay,, teremos & = max o, < . Ese ar < 3,
entao & < a < 1 — &. Esta cota inferior serd melhorada se determinada a partir de
muitas sequéncias {pg}yg<pms cOM 0 maior possivel valor de m. Pela natureza das
cotas superiores para o erro (ver adiante), o algoritmo descrito.ﬁmciona apenas se
o estd suficientemente distante de 1. Para escolhas adequadas das subsequéncias,

ele converge assintoticamente para o o exato. Na pratica, este algoritmo geralmente
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é muito pobre e héd de se encontrar algo melhor, em particular, na auséncia de
informagoes a priori sobre o fator-¢ do algoritmo. Porém, como serd mostrado, a
estimativa e priori do fator-g do algoritmo pode ser muito conservadora.

Para muitos algoritmos, em wuso nos dias de hoje, ha apenas prova de con-
vergéncia g-sublinear estrita ou r-linear. Deve-se estar habilitado a usar os resulta-
dos deste capitulo em tais algoritmos. A seguinte proposicdo mostra como aplicar 4

g-sublinearidade os resultados da g-linearidade em p-ectapas, p > 2.

Proposicao 27 Se uma sequéncia{z;},.,, z; € R™, possui convergéncia q-sublinear
i=>0? H

estrita, entdo ela possui convergéncia pelo menos q-linear em 2-etapas.

Demonstragao: Por hipdtese, para cada trés termos consecutivos da sequéncia,
|Zive — 2l < ||zopr — zlf < [l — =l |

e, dividindo por |z; — z|| # 0,

o e W e
[t I |

=G.'Z'<1.

Agora, escolha, para cada «;, i fmpar ( por conveniéncia), um e > 0, tal que a

primeira desigualdade estrita resulie em uma desigualdade simples

||37z'+2 - $||

SQ{?:—E.;,<1—€Z'.
[Jes — 2]

Usando essas desigualdades, é possivel definir

|zip2 — || _
=max =27 21 <max (0 — ¢ ey =1 _
o =max T Swx (e q) <smax (1 —q) = 1-mine <1,

para todos os indices impares. Assim, pode-se escrever, para todo indice impar

|I$i+2 - $”

<oa<l,
[|lzz; — ||

e a g-linearidade em 2-etapas estd provada. B

Usando argumentos similares, pode-se mostrar também o seguinte resultado.

Proposicao 28 Se uma sequéncia {mi}izoa z; € R”, possui convergéncia ¢-sublinear
estrita, entdo existe pelo menos finitamente muitas sequéncins {pr},.o ndo vazias

tais que a sequéncia {2;},., converge q-linearmente em pi-etapas.
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Demonstracao: Imediata: escolha wm indice inicial ¢ arbitrdrio e subsequéncias

arbitrérias {px };q € aplique a Proposi¢io 27. B

Para sequéncias r-linearmente convergentes procede-se de maneira similar.

Proposicao 29 Se {z:},.,, z: € R", € uma sequéncia r-linearmente convergente,

entdo ela possui subsequéncias estritamente g-sublinearmente convergentes.

Demonstragao: Por hipétese, existem 1 > 0 e 8 € [0,1] tal que ||z; — z| < g’
Fixe qualquer jo > 0, entdo, para todo k=0, 1,...

Ziork — 2| < 0BT = (BB .

A sequéncia {nﬁ"}k>0 — 0, portanto, é uma sequéncia de Cauchy. Assim, pode-se
escolher qualquer ¢ >0 que existird um kg > 0, tal que g% <¢ para todo k > k.

Escolha € = ||z;, — x|, entéo

|[Ziors — 2]l < (BF)F < 7 ||z — 2] , & > Ko

Continuando o processo, escolha j; == jy+ kg € por conseguinte ||z;, z|| < ||z, — |-

Partindo de 71, repetindo a escolha, e procedendo por indugio tem-se
e < gy — 2l < gy — 2l < llzg — 2l (3.1)

Para cada elemento inicial j; pode-se arbitrar € e assim, pelo menos finitamente,

muitas sequéncias existem para escolha, e a prova estd completa. B

Pode-se agora aplicar a Proposicio 28 A sequéncia (3.1), resultando no seguinte:
Proposigao 30 Se uma sequéncia {z;},.q, =i € R®, possui convergéncia r-linear,

entdo ewiste pelo menos finitamente mustas sequéncias {p} ., ndo vazias tais que

a sequéncia {x;}.., converge g-linearmente em py-etapas.
i>0

3.3 Convergéncia g-linear

3.3.1 O Lema fundamental

O resultado basico da convergéncia do quociente é o seguinte lema:
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Lema 31 (Lema fundamental) Pars a sequéncia z;; = A(z;), 1 = 0,1,2,...,
g-linearmente convergente para o seu limite ¢, com fotor-g dado por o , valem as

sequintes cotas pora todos 0s indices i > iy:

d (Tsy1,2:) d (i1, %)
AN o () < — T :
i+ < d(zi,2e) < T o (3.2
d{; <2 4 L SN 3.3
i1 Z*) =1_a ($i+ls w%) - 1 ta (:U'z+11m?,) ( . )

onde { =((a)=a(l+a)/(1—a).

Demonstragao: Imediata a partir da desigualdade (métrica) triangular e da sime-
tria:
d(@s, 2.) < d(3i, Tiva) + d@igr, 32) < d(wi, 2ia) + od(@s, 2.),
Az, Bign) <A@, 20) + d(Xy, Tig1) < d{my, z0) + ad(zy, 2.),
resultando em (3.2). Usando-as,

o
1 -«

d(zip1,24) < ad(zs,2.) < d (i1, %) = d (®iy1, T5) -

1+

e os resultados estao provados. R

Este resultado nfo exige que 4 possua ponto fixo, ou até mesmo que seja
continuo. A funcfo { (@) em (3.3) assumird um papel relevante neste texto.

Computacionalmente, hd uma, diferenca fundamental entre as desigualdades (3.2)
e (3.3). A primeira implica em um custo para o enriquecimento da solucgo, no
sentido emn que sua utilizagdo deve esperar pelo préximo incremento s; = ;44 — 2,
enquanto a outra vem a custo zero. Note, porém, que emn muitos algoritmos, mesmo
o custo de (3.3) tem complexidade Ofn), ou mesmo O(1). Estes sdo os casos de
algoritmos de curta recorréncia, como toda a classe do CG Generalizado (Hermitiano
e ndo Hermitiano).

E imediato que o Lema 31 vale para sequéncias ¢-linearmente convergentes em
m-etapas, por simples substituigio dos indices: i <~ pp e ¢ + 1 «— pry1. Como
consequéncia, aplicdvel também a sequéncias com convergéncia g-sublinear estrita e

r-linear.

3.3.2 A geometria do processo g-linear

Nao se pode deixar de notar pelo menos a semelhanca formal entre a estimativa (3.3)

e a contrapartida do Teorema de Banach (Teoremas 14 e 15), quando A mapeia Dy
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nele préprio. De fato, o principal objetivo desta subsegfo é estabelecer com precisao
a natural e significativa relacio entre uma teoria de convergéncia do quociente e
a teoria das contracoes, & parte dos diferentes objetivos: de um lado qualidade de
convergéncia e estimativas de erros, e do outro existéncia, unicidade e convergéncia.
Para a teoria métrica dos pontos fixos, o trabalho termina com a segunda. Para a
computacao cientifica, o trabalho apenas comegou. E, deve-se julgar muito feliz se
todos os resultados da teoria métrica dos pontos fixos puderem ser aproveitados, e
em seguida os mecanismos e estimativas fornecidos pela teoria de convergéncia do
quociente possam ser traduzidos em algebra linear computacional eficiente.

Algebra linear computacional eficiente é o segundo principal motivo pelo qual a
escolha recai sobre a convergéncia do quociente sob as formas contidas na Definicio
26.

A primeira preocupacio é estabelecer que, de fato, o conjunto dos algoritmos de
convergéncia g-linear néo foi esgotado pelo estudo das contracgoes da teoria métrica
dos pontos fixos, no sentido em que as condi¢des de convergéncia do quociente e
as suas estimativas de erro ja nfo estdo todas 14, ou que as cotas para os erros
daquela teoria sfo as melhores possiveis. Para responder estas questoes, deve-se,
inicialmente, fazer uma distingao entre processo e realizagéo.

Dado uma aproximacio inicial zg pertencente a um conjunto arbitrdrio D) C
R”®, uma realizacdo do algoritmo é definida como a sequéncia z;1; = A(x;), © =
0,1,..., cuja tnica exigéncia é que xy pertenca a D. Sera denominado de processo
ao conjunto de todas ag realizacoes do algoritmo iniciados com um elemento de D.
Com estas defini¢Ges pode-se distinguir a convergéncia, e a qualidade de convergéncia
de uma realizacio e de um processo em uma métrica d(-,-). Uma realizacio ¢
convergente (g-convergente) em D se satisfaz a definicdio 26 e todos os seus elementos
xz; estio contidos em D). Um processo é convergente (g-convergente) em D se todas
as realizacdes sdo convergentes (g-convergentes) em D. Um algoritmo A serd dito
convergente (g-convergente) em 1) se o seu processo for convergente (g-convergente)
em D. Se o conjunto D é o préprio R”, o processo, ¢ assim o algoritmo, sera dito
globalmente convergente (g-convergente).

No que se segue sio feitas as seguintes hipdteses:
hl. d(-,-) é uma métrica em R",
h2. A: D — D CR? D arbitrario,

h3. A é g-linear em Dy C D, com « € [0, 1], na métrica d (-, ),
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h4. A é continuo em cada um dos limites das realizacées.

Observe-se que néo é feita muita referéncia as qualidades topolédgicas do con-
junto Dy. Em geral, entretanto, para estabelecer comparacGes com as contracoes
pode-se exigir que Dy seja fechado, e eventualmente limitado, ou mesmo convexo.
Mapeamentos g-lineareg ndo precisam ser continuos. A imposicdo de continuidade
(h4) acima visa estabelecer a existéncia de pontos fixos para cada realizacio e para
O Processo.

Sendo a, o fator-¢ de uma realizagdo r em [y, o fator-¢ do processo serd definido

por o =max {e.}. Isto posto, a seguinte proposicio é contundente.
Proposicao 32 Sob as hipdteses hl — hd, um ponto fixo de A existe e € dnico.

Demonstragao: Duas sequéncias distintas, partindo de g,y € Dg, o # 70,
possuem seus limites z, e y,, respectivamente, uma vez que as realizacoes sdo con-

vergentes. B também como A4 é suposto continuo em =z, ¢ y,, tem-se

Z, = Hmuz; =limz; =limA(z;) = A(z,),

¥ = limy; = lmy;; =lim A(y;) = A,
ou seja, T, — A(z,) e y. = A(y,). Para provar que os pontos fixos sdo dnicos, sejam
o, € , os fatores-g de cada uma das realizacfes, entio

d@oy) = dlA@), 1) < axd(z,, 94)
AT, p) = d(Zu, Altn)) < (T, )

e, como o, oy € [0, 1], segue-se que
Az, y) = 0= T, = ¥,

porque d(-,-) é uma métrica. W

Este resultado diz que a hipétese de g-linearidade em Dy, ou seja, a convergéncia
de cada realizacio, garante a existéncia do ponto fixo de cada uma, e ao mesmo
tempo, a unicidade. Esta defini¢ao de g-linearidade do processo é bem mais abran-
gente do que a g¢-lincaridade de uma realizagdo. Ou seja, a g-linearidade de uma
realizacdo, embora garanta o ponto fixo, se o mapeamento for continuo no limite
da sequéncia, ndo garante a g-linearidade de todas as rcalizacdes. Porém, se todas

possuem um ponto fixo, ele € tinico. Isto ndo ocorre se o processo ¢ g-sublinear
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(o, == 1 em alguma realizacio) . Mas, claramente, ocorre se o processo é g-sublinear
estrito, j& que a Proposicio 27 garante a existéncia de um mapeamento composto
equivalente que converge g-linearmente, e um tal mapeamento satisfaz a Proposicio
32.

A umicidade do ponto fixo do processo g-linear (e a prova da unicidade), diz que
a hipotese h4 é parcialmente redundante, e deve ser lida como: A é continuo no
limite, nico, das realizages.

Pode-se provar a Proposi¢go 32 de vdrias formas, em particular pela mesma
técnica usada na prova do Teorema 14. Ela é muito instrutiva. A g-linearidade
implica na existéncia de uma famflia de conjuntos encaixados, fechados e nao vazios

D¢ (xy) para cada realizacio identificada pelo ponto de partida zo € Dy dada por
Da(w0) = {z € D : d(A(w),3.) < o’d(zo,.)} - (3.4)

E imediato que lim diam D,(z¢) = 0. Entdo, cada familia D, retrai-se para um
ponto z,, interseccdo tnica de todos os conjuntos da familia. O marcante é que
todas as familias D,(z}, z € Dy interceptam-gse no mesmo ponto z,.

” ndo apenas wma familia

Portanto, um mapeamento g-linear é capaz de ”criar
de conjuntos fechados e ndo vazios, porém uma familia de familia de subconjuntos
retrateis, fechados e nfio vazios, todas com a mesma interseccio z,. Neste sentido,
pode-se prescindir da hipétese de A (D) C Dy, e usar apenas A (D) C D, estando
as familias em D. A condicao A (Dp) C Dy impde uma restricio a mais sobre o
mapeamento que pode mudar o ponto fixo tnico z,, ou mesmo tornd-lo nao vinico, a
depender de, por exemplo, das caracteristicas da métrica. Provavelmente, em uma
métrica eliptica (uma norma eliptica) o ponto fixo, embora possa mudar, continuars
tnico (o autor ndo tentou provar isto). Evidentemente, se a nfio unicidade do ponto
{ixo ocorrer com a escolha inadequada de Dy, o processo, pela definiciio dada, nfo
serd, mais g¢-linear. Neste caso, normalmente, é simples especificar nma restricio
adicional, tipo minimos quadrados por exemplo, devolvendo a unicidade ao ponto
fixo.

Assim, ao se dizer que A é g-linear em Dy, com A (Dy) C Dy, implica que cada
z; € Dy e z, é o tnico ponto fixo de cada realizacio, e portanto do processo.

A préxima questdo importante sfo as relagdes entre a hipétese de g-linearidade
e a constante de Lipschitz.

Partindo de quaisquer dois pontos distintos zy, 4 € Dy tem-se, para todo ¢ > 0,

d’(m‘i-l-ln :L'*) < Gfd(ﬁ.,;, m*)} (35)
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d(’yi+11 y*) < ad(yia y*)7 (36)

onde, inicialmente, supde-se que x, # ¥,. Dado que A seja Lipschitz-continuo em

Dy com v > 0, também valem, para todo i > 0,
A(@ir1, Yir1) < (24, 3), (3.7)
e, para o caso de z = z, e y = ¥,, as (3.5) e (3.6) dizem que, para todo ¢ > 0,
d(Zit1, Ta) < Y3, T4), (3.8)

A1, 4) < Y855, Y- (3.9)

Naturalmente, néo podendo haver conflitos entre as (3.5) e (3.6) e as (3.8) e (3.9),
resulta que, pela defini¢io de ¢-linearidade do processo, ¥ nao pode ser menor do

que «, sendo o = . Conclui-se o resultado:
Lema 33 (A Lipschitz-continuo): o < para todo v > 0.

I importante notar que nio é necessdrio impor a unicidade do ponto fixo. Isto
parece clamar por uma definigo menos restritiva de processo ¢-linear - um processo
g-sublinear definido de forma. andloga.

O Lema 33 diz que v < 1 (contragio) é wna cota superior para c. A desigualdade
(3.7} é uma restricio a mais no processo g-linear, que resulta em o < . A ¢-
lirearidade nao exige continuidade de Lipschitz. Aparentemente, isto também indica
que podemos relaxar ainda mais a defini¢do de g-linearidade do processo. Isto néo
serd feito aqui, e accita-se a Proposi¢io 32 no restante do texto.

Para cada dois pares de sequéncias do processo, {2;},q © {¥i}ing, To,%0 € Du,

tem-se
i1, Yir1) € AH@orn, 2} + (Y, 2) < ald(@i, 2) + Ay, 2], (3.11)
A(Bip1, Yor1) € @iy, 2) + AYirr, 2} <y [dlmi, 2) + dlys, )] - (3.12)

Defina, para z; e y; ndo simultaneamente iguais a z,,

d(x‘i:yi)
8 = 3.13
d(z;, z) + d(ys, 2:) ( _ )

onde, pela desigualdade triangular, 0 < § < 1, para todo 2 > 0, com. §; = 0 se, e

somente se, T; — ;.
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Exprimindo d(z;, ;) pela menor trajetdria em diregiio & solucBo que também

contém d(Z;y1,Yiq1), € usando o Lema 31,

d(m'h y«a)

[A

d(2i, Tiy1) + A(Figq, Yigr) + AYirr, Ua)
< (14 o) [dlz, 2) + d{yi, 2] + d( @iy, Yira)
< (1 + O!) [d(:l’:“ Z*) + d(yi: Z*)] + ’}’d(ﬂ'}u y’&)

que implica em
(1-78<1+a, (3.14)

que aceita qualquer valor «y > 0. Ou seja, de fato pode existir um processo g-linear
para qualquer mapeamento Lipschitz-continuo. Note também que (3.14) aceita v —
00.

Porém, usando a trajetéria ainda mais curta dada por (3.11) e (3.12} e o Lema
33, obtém-se

%6 <o <y (3.15)
Yibs <y (3.16)
onde a dltima desigualdade de (3.15) vem do Lema 33, e foi definido

. A Bs415 Yir1)

= ———————— , ¥4 iy 3.17
ey ST (317)

e, também, =max {%}. Assim, a aceitacio de v —» oo & limitada & condigiio
i>ia
lim {’Y,,(Sﬁ} S a < 1.
Convém analisar cada tipo de contracio separadamente. O #érmino da andlise

de cada caso serd indicado pelo duplo simbolo: H#.

Caso 1: Contracio. Existe um v < 1 tal que d(zir1, 1ip1) < vd(z:, %), para qual-
quer ¢ > 0, e para todos os possiveis pares {#;},., € {¥i};~q> o, %0 € Do, do

processo. Também, que A(Dy) mapeia Dy nele préprio.

Lema 34 (Contrac¢do, A{Dy) C Dy): Se existe ao menos um indice i no processo,

para o qual v;6; =7y, entdo: a) §; =1, v, =, e, b) a=v < L.

Demonstragao: Como 7 =max {%:}, entdo v; < v para toda e qualquer iteracio
g
do processo. Seque-se que 7y;0; = -y se, e somente se, existe um 6; = 1 em alguma

realizagiio, e 14 ocorra «; = v, simultaneamente. Entdo, (3.15) diz que neste indice
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desta realizaco v;6; =y <a <y,ousejaa=v. 1

O Lema 34 vale quando §; = 1 e ; = 7 ocorrem simultaneamente. Pode-se
vislumbrar dois casos de importancia.

O primeiro é o trivial, ou seja, y; = z, = §; = 1. Neste caso estamos analisando
a propria realizaciio na convergéncia (neste caso finita), e y; = d(Zip1, 2.)/d(24, 2,) <
o. Para retirar mais informactes convém reescrever: «y; = d{@;yg, Tiy1)/A(Tiy1, %)
e 6 = d{Tip1,7:)/[d(Ts, 24) + d(2i11, 2)], € enquadrar a andlise no segundo caso,
a seguir. De fato, isto serd objeto da préxima subsecdo. De passagem, note que
Se Tipy == 2, entdo & = 1, e v, = 0, fal que lim(8;y;) = 0. Ver-se-4, na préxima
subsecao que isto implica em convergéncia finita com a = -y = 0, ou assintética,
caracterizando, em ambos os casos, uma convergéncia g-superlinear da realizacio.

Por outro lado, sendo z; e ¥; dois elementos quaisquer de Dy, parece mais natural
indagar quais conjuntos Dy admitem §; = 1 em (3.13), com z; e y; dois elementos
quaisquer de Dy. Se o processo ocorre em tais conjuntos, entdo, para cada z; de
cada realizagio, existird um y; tal que §; = 1. Neste caso, ; = < ocorrerd sempre

com &; = 1, e 0 Lema 34 diz entdo o = 7y < 1. Pode-se portanto enunciar:

Lema 35 (Contracdo, A(Dy) C Dy) Se um conjunto admite §; = 1 pare qualquer

i, ent@o o =y < 1.

Um espago métrico M com méfrica d é dito metricamente convexo se, e somente,
se para cada par de pontos z,y € M, z # y, existe um ponto z € M, z # 2z # y, tal
que d(z,y) = d(z, z) +d{z,y) |26, pag. 23|. Neste caso diz-se que z estd entre z e y,
ou est4 na linha entre z e y, e este fato é denotado pelo simbolo (zzy). Considere-se
o importante caso em que Dy C M, Dy metricamente convexo.

Neles, dado z; € Dy, 6; = 1 significa que existe pelo menos um ponto i; no qual
(z:2.3;), s€ 7, estd no int Dy (o interior de Dy). Neste caso, pelo Lema 35, ¢ = v < 1.

Pode-se portanto enunciar:

Proposigao 36 (Contragdao em um conjunto convexo) Suponha que A: D C
R? —» R*® mapeia um conjunto convexo e fechado Dy C D nele préprio. Suponha que

A tenha um ponto firo x, € intly. Enido as sequintes afirmagdes sdo equivalentes,

1. A é wma contracdo em Dy com constante de Lipschitz g,

2. A € g-linear em Dy com fator-q dado por v,.
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Comentario 1 A extensao para espacos mélricos sequencialmente completos e con-
vezos € imediata: Seja (M, d) um espaco métrico completo e metricamente convezo,
e A: M — M um mapearnento com ponto fizro em M, e A mapeia M nele proprio.
Entdo, na hipdtese de a sequéncia (A*(2¢));y convergir para este ponto fizo, as
sequintes afirmacdes sdo equivalentes: 1) A é uma contragdo em Dy com constante
de Lipschitz vq4 < 1, 2) A € q-linear em Dy com fator-q dado por v;. A propdsito,
vale lembrar que um subconjunito de um espaco de Banach é também um espaco de

Banach se, e somente se, é fechado.

Aparentemente, néo se pode eliminar a condi¢io de que o ponto fixo seja interior
ao conjunto, a ndo ser que o mapeamento tenha convergéncia finita, como j4 obser-
vado. O fato de A possuir convergéncia finita nio é uma anormalidade algoritmica.
De fato, todos os bons algoritmos iterativos para sistemas lineares possuem con-
vergencia finita com m < n iteragoes, ou mesmo m > n. Porém, convergéncia, finita
¢é possivel apenas em operadores algébricos.

Um caso especial extremamente importante consiste dos algoritmos de projecio
ortogonal em espacos de Hilbert. Posteriormente serd mostrado que esses algoritmos
fazem seus iterandos viajarem na superficie folhada de um icecream com vértice na
solucao, e cujas arestas sdo os erros dos iterandos. Para estes métodos, se nao houver
breakdown, a convergéncia do quociente do erro estd garantida. Com um pouco
mais de exigéncia obtem-se convergéncia ¢-sublinear estrita ou mesmo g¢-linear e g-
superlinear. Entre eles toda a classe dos Gradientes Conjugados Generalizados para
problemas lineares Hermitianos e ndo Hermitianos, o0 CG para problemas lineares e
nio lineares com Jacobiano ou Hessiana positivo definidos, o GMRES, etc. Também,
€ nao menos importante, métodos classicos como o método de Ritz - um método de
projecao ortogonal em espacos de Hilbert - e por consequéncia algumas formulagoes
do método dos elementos finitos. Também, como se verd, as desejadas estreitas
cotas, superior e inferior, para o erro podem ser analiticamenfe estabelecidas em

funcio, unicamente, das informactes extraidas das iteracoes. HE
Caso 2: Contragdo. Sem a condicdo que A(Dg) mapeia Dy nele préprio.

Sem a hipétese de que A(Dg) mapeia 1y nele préprio, a teoria métrica dos pontos
fixos garante apenas convergéncia r-linear (a nio ser sob as condi¢tes do Teorema
23). N#o hd garantias da validade das estimativas do Lema 31 com a substituicio

@ <— . Porém, vale ainda a hipétese da g-linearidade com «, bem como o Lema 33
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Proposigao 37 Suponha que A: D CR" — R” € uma contracdo em um conjunto

fechado Dy C D. Suponha também que A é q-linear em Dy, entdo a <y < 1.

Este resultado estende-se naturalmente a espacos métricos na linha do Comentério
1. A importéncia do exposto é que ainda é possivel usar a constante de Lipschitz,
agora como uma cota superior para « nas estimativas de erro. Pela forma das esti-
mativas de erro dadas no Lema 31, elas poderfio ser uma boa aproximacfo para o

erro, pelo menos assintoticamente. MM
Caso 3: Nio expansividade estrita. d(xir1, yi11) < d{%:, 1:), para qualquer ¢ > 0.

As desigualdades (3.15) e (3.16) passam a ser

Y <1 (3.19)
Lema 38 (Ndo expansividade estrita): Se &; = 1 para todo i, entdo max
i>in

{r} <o

Em outros casos, como por exemplo aquele no qual max {7:} ocorra para algum
i
6; < 1, ; deve oscilar em torno de a. Este é o caso, por exemplo, do CG na

norma-£s.

Proposicao 39 Suponha que A: D C R* — R" € estritamente ndo expansivo em,
um congunto convezo e fechado Dy C D. Suponha também que A é g-linear em Dy,

e que o ponto fixo x, € intD)y, entdo max {7} <a.
i>4g

E possivel usar o fato de que expansividade estrita convergente, com ponto fixo,
implica em pelo menos convergéneia g-lincar em 2-etapas: fazendo y; = z,, temos
que d(x;,1, 2,.) < d(z;, 2,), € usando a Proposicio 27. Entao,

A(igz, Yora) < A(Birs, 2) + dYira, 2) < @ [d(@i, 2) + d(wi, 2)]
Uiz, Yern) < d(Toro, 2e) + d(yine, 2) < dw, z) + d(ys, 2.)

o que resulta em

Fi6; < o (3.20)
’?ﬁé‘z <1 (3.21)

onde,
5 _ Tit2, Yira)

= , I i - 3.22
%= ) BT (3-22)
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Proposigao 40 Suponha que A: D CR* — R™ € estritamente ndo expansivo em
um conjunto convexo e fechado Dy C D. Suponha também que A € g-linear em Dy,

e que o ponto fixo x, € intDy, entdo max Vi <a.
[

As Proposigoes 39 e 40 devem ser comparadas com o Teorema de Edelstein.
Mostra-se assim que nao apenas o ponto fixo do Teorema de Edelstein existe, como

é possivel um processo g-linear sob nao expansividade estrita.

Proposigdo 41 Nas hipdteses do Teorema de Edelstein, o mapeamento A% é uma
contracio, com vy =max {v} = «, e portanto com estimativa de erro dada pelo
Lema 31. N

Demonstracgio: Que A? é uma contracdo basta notar que
d (A (z), A(y)) < d(A(2), A@)) < d(2,7) ,

e usar a técnica usada na prova da Proposigao 27, substituindo a; por +;, €, entdo
7 =max {%} < 1. Como, pelo Teorema de Edelstein o ponto fixo existe e & 1inico,
segue-se pela andlise do Caso 1 que o = v. A

Toda a anélise dos Casos 1 ¢ 2 aplicam-se ao mapeamento composto A?. E
importante observar que a Proposicio 41 vale para qualquer mapeamento A7, p > 2,
ou mesmo gualquer mapeamento composto B = AP- .- A4, p,....q,7 > 2. Isto
formara a base para estimativas de algoritmos com néo expansividade estrita, e
ImMesmo apenas nao expansivos, mas tal que A néo seja g-linear. Estd em consonéncia

com a Proposicao 16.

Exemplo 42 O mapeamento A: R — R dado por A(z) = 1 + In(1 + €*) € estri-
tamente ndo expansivo, |A{x) — x| > 1 para todo z € R, e ndo possui ponto fizo.
Porém, para qualquer intervalo fechado (portanio compacto) D = |a,b], a,b € R,
A:D CR — R € estritamenie g-sublinearmente convergente, portanto € q-linear
em duas etapas (globalmente), e assim A possui wm ponto fizo tnico localizado na
fronteira de D, Fiz(A) = b, para qualquer xy € D. Ainda mais, existe um i, finito,
a partir do qual a Proposicdo 41 vale. (Para evitar provas enaliticas o leitor pode
construir wm programa MATLAB, por er., e verificar numericamente). Os resufia-
dos desta subsecdo sdo fundamentais pare o prove (por ezemplo) de que o método
dos gradientes conjugados converge pelo menos g-linearmente em duos etapas na

norma-£y do erro (embora minimize o norma do energia) e construir as melhores
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cotas superiores e inferiores para o erro nestas normas {(que ndo podem ser me-
lhoradas), e que independem do condicionamento dos operadores (ou de qualquer

conhecimento prévio de suas propriedades) . B M
Caso 4: Nao expansividade. d(zi1q, yir1) < d(zs, 1), (v = 1),para qualquer 7 > 0.
As designaldades (3.15) e (3.16) passam a ser
Y0 <a<y=1 (3.23)

e, também, max {7} = v = 1. Se, para cada z; existe um y; tal que §; = 1, nfo
i

pode haver um processo g-linear:
6i=1;>g;ax{7¢5i}:l§a§7=1:>a=1.
Lema 43 (Nao expansivo) Se 6; = 1 para todo i, entdo o = 1.

A vnica possibilidade é se max {v6;} < 1. O caso de interesse esta quando Dy
é metricamente convexo e fechado. Neste caso, o processo g-linear somente pode
ocorrer com a solucdo na fronteira de Dy. Ainda mais, o conjunto tem que ter um
vértice na solugio - (z;2,y:) nfo pode existir - e z, deve estar neste vértice. O valor
de «y; oscilard em torno de . N&o estando a solucdo em um vértice, mas em um

contorno suave, teremos que § ~Tmax {6;} = 1, e o processo ndo pode ser ¢-linear.
it

Proposicao 44 Mapeamentos ndo expansivos admitem processos g-lineares se, e

somente, se o conjunto A(Dy) C Dy possua & =max {8;} < 1. Em caso contrdrio,
) i

o processo serd, na melhor das hipdteses, q-sublinear, e, se A possue um ponto fizo,

ele pode ndo ser tinico.

Para ver a nao unicidade do ponto fixo, observe-se a segunda parte da prova da
Proposicao 32, com o, = oy = 1.

I imediato que conjuntos .A(Dy) metricamente convexos apenas admitem pro-
cessos NAo expansivos e g-lineares, simultaneamente, se existe em A(Dg) um vértice,
e o limite do processo estd l4. Um exemplo extremarmente importante em espacos

de Hilbert é quando A(D;) é um cone convexo com origem na solucao. M

E aparente que o fator-g do processo é, em geral, {muito) possivelmente maior do

que o fator-¢ de uma dada realizacio. Isto justifica que, se boas estimativas de erro
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devem ser obtidas, elas devem ser feitas durante o realizacdo (o posteriori). Esta
conclusao é aparentemente corpartilhada, de forma intuitiva, por Golub e Van der
Vorst [13], e foi usada pelo autor sistematicamente, porém ainda de forma, preliminar,
ja em [34]. Usar apenas os valores tedricos da constante de Lipschitz é equivalente a
trabalhar com estimativas de normas de operadores, ou pior, de mimeros de condi¢io

de operadores, e assim o prego a pagar serd certamente estimativas pobres.

Comentario 2 Um algoritmo iniciado em dois pontos distintos, To e 1y, na linha
Tz Y:, €em geral ndo converge ao longo desta linha, a ndo ser que esta linha seja espe-
cial. Por exemplo, o CG ¢ o steepest descent em sistemas lineares (equivalentemente
em otimizagdo quadrdtica com ou sem restrigdes) convergem (em uma iteragdo) se a
linha for um autovetor. A prozimidade de zy desta linha (infelizmente) ndo significa
em geral que o convergéncia deva ser mais rdpida. Por exemplo, o steepest descent
converge rapidamente se o linha for um autovetor com grande autovalor, e tem a
suas piores velocidades de convergéncia quando a prozimidade se dd com autove-
tores associados a pequenos cutovalores. QQue o steepest descent converge global e
g-linearmente e é contractivo em R™ na norma da energia, é um fato bem conhe-
cido. Neste capitulo, com base nos fatos estabelecidos nesta subsegdo, provar-se-d

resultado similar para o CG, que pelo tanto que se saiba, ndo consta da literatura.

Comentario 3 Todo o desenvolvimento da teoria métrica dos pontos fizos posterior
a Banach indica uma grande concentracdo de esforcos na andlise de mapeamentos
ndo expansivos, e pouco interesse (se hd algum) por mapearnentos expansivos. De
fato, este dltimo termo ndo existe na literatura. Porém, algoritmos que ndo resultam
de projecio ortogonal, ou gue néo estdo associados a algum processo de minimizacdo,
ndo raramente sio expansivos. O BiCG, e seu derivado, o CGS original para sis-
temas lineares, sdo muito usados em inner-loops de sistemas ndo lineares pela sua
eficiéneia e sdo expansivos na norma Euclidiana dos residuos - justamente o que
se quer reduzir nestes problemas. O método de Newton modificado (manutencao do
Jacobiano, ou Hessiana, constante durante algumas iteracdes) também € expansivo
na mesma norma. Na prizima subsecdo serd demonstrado que o CG, embora expan-
sivo na norma da Fnergia, converge nesta norma g-linearmente e q-superlinearmente
(local e assintdticamente). O CG também converge na norma Euclidiana do erro
de forma pelo menos g-sublinear estrite, e no entanio, também ¢ expansivo nesta
norma. Parece evidente ao autor desta tese que mapeamentos expansivos sio sufi-
cientemente flexiveis e poderosos para comportarem adequadomente processos pelo

menos q-lineares.
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3.3.3 Geometria e estimativas da realizacao

Esta subsecdo examina a sequéncia isolada z;,; = A(x;),7 = 0,1,..., na hipbtese
de que ela converge g-linearmente. Conforme estabelecido na subsecio anterior, o
ponto fixo de A esta garantido se ele é continuo no limite x, da sequéncia.

Todas as variaveis desta subsecio referem-se & realizacio. Para evitar prolifera-
¢ao de indices, a indicac@io explicita da realizagio é omitida. Assim, o, serd grafado
como o, ete. Quando for necessdrio usar valores do processo, isto serd explicitado.

Dado um mapeamento A : D C R* — R", raramente ele converge g-linearmente
com i, = 0, para todo x € Dy, a nfio ser por um Dy que retina pontos bastante
proximos da solugao. Supde-se a existéncia de um i, > 0 a partir do qual a sequéncia
isolada converge g-linearmente com fator-g dado por a.

Valem as seguintes defini¢oes:

Bi = d(iye; Tiya)/d(Tiy, 2s),

v = max {f},

b = d{@ipe, 7))/ [d(@ipr, ) +d(zs, )]

§ = max {4},

& = dizgy1,za)/d(zg, )

o= d(@i, 2 /AT, 2)
e supde-se que ndo hd breakdown - d(z;,1,z;) # 0 enquanto z;,; # z,. Desta
forma, f3; somente serd nulo se x;,; = z, for um ponto fixo do algoritmo. Também,
0<8<6<1. ‘

Pode-se distinguir dois casos para os quais 6 — 1:
1. Quando hé convergéncia finita: d(z;q,z.) = d{z,, 2,) =0, ou
2. Existe (#;2,2,41):

2.1. finitamente (pontualmente),

2.2. assintoticamente: limé; = 1.

A existéncia de (z;z,;,1) assintoticamente significa que as soluces aproximadas
oscilam em torno de z,. O caso que se pode vislhimbrar é aquele no qual z, estd
em um contorno suave de A(Dg) C Dy. A existéncia de (z;x,.7;y1) pontualmente

é um caso desinteressante se nio houver também a convergéncia finita. N&o se
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pode admitir tal algoritmo, j4 que estando a solucdo na linha, estd também no
span{z;, s; = T;;1 — 2;}, € uma simples pesquisa na linha (line search) fornece a
solucdo exata, ou t3o aproximada quanto se queira. Admite-se portanto que & =1
apenas na convergéncia finita ou assintoticamente.

Uma cota superior para 3; pode ser estabelecida em funcio de @, como con-

sequéncia imediata do Lema 31.
Lema 45 ({8;};5; € limitada) (3; <) v<(< 0.

Demonstracao:

d(Tiy2, Tiy1)
d ($i+1, %)

Logo, max {fi}=v<(.m

fi =

As relacoes bésicas (3.15) e (3.16) tornam-se (com os valores da realizagéo):
Gibi <a<y<( (3.25)
Biby <7y (3.26)
Lema 46 limé; =1 = lim {4} < a <.

Antes da convergéncia admite-se §; < 1. Desta forma £; deve oscilar em torno
de a. Porém,

se im{g6}=v=>vy<a<y=>a=vy<1.

Proposi¢io 47 (Suficiéncia para contragdo iteradae) Selim {§;6;} = v entdo

Ty = A(2:),1=0,1,... é uma contracio iterada com o =y < 1.

No caso mais geral, quando §; oscila em torno de «, é ainda possivel estabele-
cer uma cota inferior para o, independente do comportamento de &; ao longo das

iteracdes.

Proposigao 48 (Cota inferior para o) Defina

& = 1/2 [~(1+ ) + /(L + B+ 16,
e, & = max{&;}, para todo i > 4,, entdio,
@ < f5;
&< a. (3.27)
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Demonstragao: Suponha que §; atinja ¢, sua cota superior do Lema 45, ou seja,
B; = v = (. O valor correspondente, minimo para «, pode ser encontrado resolvendo

B = (o). Este valor, que serd chamado &;, é uma, cota inferior para o:

1+&; ~
& Bi = ¢(&) <

i T ¢a) (3.28)

—

ou seja, {(&) < ((a). Como ¢ é uma funcgio estritamente crescente com seu argu-
mento, segue-se que & < «. Mas, (3.28) aplica-se a qualquer ¢ > 4,, e portanto
1;%?2{ 1%} < a. Para provar que &; < f;, note que r; = (14+&) /(1 —&) > 1,
e portanto, como k& = [ = & < [, com a igualdade ocorrendo apenas se
i=l=2>g=0f=a=(=0.1

A importéncia do resultado acima reside no fato de que ele é independente de -,

portanto também vale para v > 1 (expanséo).

Proposicio 49 (Geometria da realizagido) Se x;p; = A(x;),i — 0,1,... é g-

linear, entdo, para i > i, tem-se:

Bi . o Bi
1+agmgmm{lﬁa’1—a} (3.29)
1l -« 1+ a
T afz‘ <A< m&' <¢ (3.30)
1-—- 1
T7a zﬁe <& < Iﬂjﬂ{a; 1w i Z/@i} <1 (3-31)
max {Etzlézi{ {lg: —_I-§:| } ,&,%&g{ {,62-62}} <a<l (3.32)

Demonstragao; A (3.29) é uma aplicacéio direta do Lema 31. As (3.30) e (3.31)
vém de (3.29). A (3.32) de (3.30), (3.31), (3.25), e Proposicio 48. B

O seguinte resultado oferece condigGes para a existéncia de cotas superiores para

Proposicao 50 Se & < f; para todo i > i, entdo max B; > «, § < 1, e, definindo

g

Gi = 1/2|(1+36) — /(1436 — 4B, & =manx (@}, tem-se:

1. @ <a<max {8}

T izio

2. a<1/3
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8. A Proposicio 49 torna-se:

B < 1 . < B
14+a — 7?2_1_ T l—a’'l—a«

&<B <

14 o

. <
l—«o ¢
1—
14+ o

ntlaa‘c{%)z {ﬁz 5"”} &, &, max {ﬁfi&i}} <o <max {f} <1

26, <& <min{o, B} <1

B+ &

Demonstracao: Que & < =max G>a=a <max {B;} ¢ imediato. § <1 ¢
consequéncia de (3.25). Usando (3 30) (3.31) obtem-se

1+a
1— o

)Bis E ﬁ’&_l_é.?. _'7§z+a:>a 4(1+3ﬂz)a+ﬁzgo

—1-

= a2 1/2[(1436) — /(L +38)° — 46| ~ a <

e os ftens 1 e 2 seguem-se. Os resultados do item 3 sdo imediatos. W

Na verdade & > @&, de forma que & é dispensdvel como cota inferior para «. Isto
significa que a restrigio §; > & é forte demais, e exige o pequeno. Adiante serd
provado que devem existir finitamente muitos 3; < 1, tal que a condi¢do 1 acima
reveste-se de grande importancia no estabelecimento de cotas superiores para c.
Algoritmos de projegio em espacos de Hilbert permitem determinar melhores cotas
inferiores para o.

A oscilacao de f; no entorno de « é de fato observada em praticamente todos
os bons algoritmos (a ndo ser que § = 1 para todo i > 4,, 0 que ¢ inaceitdvel,
como visto - relembre que §; desta subsecio ndo é o do processo). Muitas vezes
esta oscilacio pode ser reduzida com beneficios diversos para as iteragoes. Isto serd
objeto da Parte 11.

B importante observar o papel de §; na redugéo instantanea do erro, independen-
temente do valor de . O valor de o determina a reducdo minima do erro ao longo
das iteracoes. Esta reducgio pode ser ainda maior quando f; < «. Ela foi chamada
de bizarre em [20] por sua ocorréncia no CG na norma Fuclidiana do erro. No en-
tanto, ela é extremamente bem vinda, e é justamente a manutencao continua desta
reducio que leva a algoritmos g-superlineares. Ela reflete a eficiéncia instanténea de

algumas iteragoes.
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A reducao pode ocorrer apenas quando em (3.31) existir um f; tal que

1+
11—«

fi<a<l=0<p<(V2-1) 2017157, (3.33)
Neste caso, para a reducio ser possivel, tem-se que ter:

p< (V-1 sp<al) <a<al® (3.34)

a0 = % [(1 — B £4/(1— 82 - 4@] : (3.35)

Tendo em vista a discussao acima, considere-se a possibilidade de { < 1, ou seja,

a sequéncia {5;}... conter apenas elementos menores do que um. Pela Proposicio
S i>i,, 1%

49 isto deve ocorrer obrigatoriamente toda vez que o < /2 — 1.

Proposicao 51 (Suficiéncia para contragdo iterada) Se o < V2 — 1, entdo

ziv1 = A(z;), ] =ta,ia +1,..., € uma contracio iterada.

Proposi¢io 52 (Suficiéncia para majora¢do do erro) Se a < 1/2, entdo a

sequéncia {d(Tiy1, %) };s; € majorada por {d(ziy1,3:) },5; -

Fste ltimo resultado, consequéncia direta da Proposicdo 49, diz que o incre-
mento somente pode ser usado como uma estimativa do erro, ou seja d(z;q, 2,) <
d{x;,1,x;), se & < 1/2. Infelizmente, como serd visto na préxima subsegao, isso nio
ocorrerd jamais para algoritmos de projecio ortogonal em espacos de Hilbert.

Os resultados obtidos até agora descrevem parte da geometria da realizacio g-
linear diretamente vinculada com a estimativa de erros, e levam em conta apenas
um enriquecimento: o necessdrio para a determinagao de ;. Na formulacéo de uma
estratégia efetiva para estimativas de erros durante a realizagdo, aqueles resultados
devem-se juntar aos do Capitulos 2.

E possivel introduzir algumas aproximaches nas estimativas (exatas) anteriores.
Abaixo, sgo dadas algumas possibilidades. As melhores opcdes ficardo a depender
das caracteristicas de cada algoritmo, obtidas de sua anilise antecipada.

Com este propdsito, considere-se a expressio de n; na Proposicao 49,

7; < max = , B < i < i < ¢ < ¢ = (3.36)
l1—a'l—-w l—a~"1—a 14+a " 1+a
onde ¥ = max {§; : §; < 1} . Pode-se aproximar { por -y ou ¥, obtendo
m<—_ < (3.37)

T 14+a T 1+
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e, similarmente,

§<ﬁé ﬁi<ﬁz’<ﬁé

< < < — < <
14¢ " 1+¢ " 14y~ 149 " 1+a

ou ainda, B
ozm < ﬁi~
1+ T 145

onde & e 7 sdo0 atualizados & medida em que o algoritmo avanca.

(3.38)

Em muitos algoritmos é vidvel usar mais de um enriquecimento na avaliacao dos
erros. Por exemplo, no GMRES(m) para sistemas lineares pode-se desejar avaliar
o erro da solugiio na norma Euclidiana apenas apés cada ciclo de m iteragdes. O
melhor exemplo estd em adaptacao em Elementos Finitos ou Elementos de Con-
torno. Quando o objetivo ¢ atingir nma determinada medida do erro, as melhores
estratégias (vide programa StressCheck, de Barna Szabé e Tvo Babuska, por exem-
plo) consistem em efetuar o melhor enriquecimento possivel {(limitado por fatores
econdmicos e computacionais apenas: tempo de execugio e meméria disponivel), e
fazer a estimativa através de retroandlise do erro para baixos enriquecimentos. Em
particular, quando s@io usadas as versGes p e hp, em estratégias com malhas nio
uniformes. Para casos como este, e também para algoritmos pobres, considere-se os

resultados que se seguem.

Proposicao 53 (Estimador com 1 enriquecimento) Se z,.; = A(x,), i =

0,1,..., é g-tinear, entdo, para i > i, tem-se:
P —1 Bi1
4 < <1 . . 3.39
1+a2ﬁ*n_(+1—a)ﬁz (3:39)
Demonstracao:

AZsy 2) < dwiy Tign) + (@i, 7o) < d(@gy Ti4) + (1 — ) td(ziyg, Ty
= d(z;, Tiy1) + Gi(1 — a)_ld(ﬁéH: ;)
= (1461 — o) Nd(®ey1, z)

e, por indugio,
i1, 2) < (14 Biga(l — ) (@i, 2iga) = (L + Bips (1 — o) ) Bid (o1, 7).
Também,

A Tir1, Tira) < ATipr, 23) + (s, 2) + AT, Tige) < d(@ey1, ) + (1 + o®)d(zs, 2,)
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Bi

—1
= d(xy, 1) > md($i+1,ﬂ?z') :

e, por inducio,

ﬂz—f—l
1+ o

ﬁ‘z+1

- >
d(x'f'"']- ] 'r'c*) 1 _I_

d’(mz-[—?; $z+1) ﬁzd(mz—[—ly wz)

O resultado acima complementa a Proposicio 49 em cada ftem. Por exemplo, a
(3.29) passa a ser
Bi Biqa—1 . o G Biy1
N ey < ; .
max{1+a’ 1oz P Shsmin g2 g (IH 70 (340)

No caso de muitos enriquecimentos, obtem-se por inducao, para p > 1:

Proposicao 54 (Estimador com p enriquecimentos) Se z,., = Alx;), i =

0,1,..., é g-linear, entdo, para i > i, tem-se, para cadap > 1 :

B =174 Biw \ T
1 _!_ag H :Bkd Lit1, H.T,,,) < d(mz—]—py CC*) S 1+ m H ﬁkd(a:z-ﬂ,xz-) (341)
k=i

k=i
Proposicao 55 Se x4 = Alx;), 1 =0,1,..., é q-linear, entdo, pare i > i, tem-se
itp
Ii =0.
Jim E Br

Demonstracao: A sequéncia é g-linear entio converge: }jm d(a;H_p, Ty) = d(T,,2,) =
0. O resultado segue-se da Proposicio 54, uma vez que d(mz“, ;) # 0, 4 que por

hipétese nao hé breckdown. W

Deste resultado conclui-se que devem existir suficientes 5, < 1 antes da con-
vergéncia ser aceita (critério de parada). Isto tem implicacdes interessantes em
muitos algoritmos. Por exemplo, se a Proposi¢io 49 prevalece, pode-se sempre
estimar o, e assim a estimativa do erro exata, por ¥ = min {f; : 3; < 1} adaptati-
vamente.

Deve-se observar também que (3.39) prevalece sobre a/(1—a) apenasse £;,, < a.

Neste sentido, por simples substituicio deve-se ter

i+p—1 it+p
H B+ kH B
o <a<l, (3.42)
B. Jo/AR |

pelo que se conclui que esta possibilidade existe apenas a partir do momento em que
itp

[T Br < 1.

k=i
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3.3.4 g-linearidade e escalabilidade

Os resultados descritos até agora supde pouco conhecimento do algoritmo. Todas
as estimativas desenvolvidas s8o assinfoticamente exatas. Melhores resultados sao
obtidos em espagos e algoritmos especificos. |

Conclui-se os resultados gerais com a observacio de que é possivel estimar o
nimero méximo de iteragdes necessdrias para reduzir o erro a ed(zg, 2. ), € dado. Na
pior das hipéteses, na qual d(;41, Z+) = ad(z;, z,) tem-se

fe d(z;, ) - d(s, Ta) ATio, Tu) _ ai_iad(:cm,:v*)
d(zo, 2:)  Tin, 2s) (20, 2s) d(zg, Tu)

e, portanto, considerando possiveis redugbes com §; < @, o numero de iteracoes

esperadas, iesp, serd (apds tomar o logaritmo da expressao) :

d(Tin m*}
loge log Sredd
ioop < e+ 0 dlonsex) (3.43)
log « log o
Se o algoritmo pelo menos nao aumenta o erro enquanto nio atinge sua fase g-linear
{em-se: .
i ) oge
esp < o . 3.44
R SO + lOg o ( )

Por exemplo, se & = 1/2 e ¢ = 107 (¢ muito exigente, ver Capitulo 2) =
Tesp < ta + 27; €, 8¢ a0 = 1/3 = degp < i + 17. Portanto, dado um algoritmo que
possua, convergéncia ¢-linear com «, ele é escaldvel no niimero de iteragdes, a partir
de i,. Esta é a resposta & escalabilidade do nidmero de iteragocs, e o é a medida
de velocidade desejada. Este é mais um motivo pelo qual este trabalho assume a
convergéncia g-linear como hipdtese minima.

Entretanto, a escalabilidade do algoritmo fica dependente do ntimero de iteragdes
para atingir i,, ou seja, para atingir a fase ¢-linear. Esta fase inicial, geralmente é
r-linear (ocasionalmente g-sublinear), deve portanto ser cuidadosamente otimizada.
Note também que i.,, sumenta da ordem =~ /10 iteracdes por ordem de grandeza,
de aumento de d(%;,,z,) sobre d(zy, z,) para o = 0.5. Para desempenho 6timo,
entretanto, deve-se evitar o crescimento do erro inicial até a chegada da fase g-lincar.
Muitas vezes, desejavelmente, a fase inicial caracteriza~se por um aprendizado do
algoritmo sobre o operador - gnardada em vetores auxiliares. Estas informagoes
iniciais nao devem portanto ser descartadas sob pena de refardar a convergéncia pelo
reaprendizado, nem redundantes, sob pena de desperdicio ou exaustao de memdria e
operacoes. Este tdpico, da escalabilidade durante as primeiras i, iteracoes, é objeto

da segunda parte desta tese.
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3.3.5 Estimativas em espacos de Hilbert

Nesta subsec@o, o maior interesse estd de fato nos espacos Euclidianos de dimensao
finita, com norma Euclidiana e Euclidiana ponderada. Porém, os resultados que se
seguem sio validos em espagos de Hilbert em geral. O produto interno e a sua norma
associada serfo designados por (-,-) e ||-||, respectivamente. A lei do paralelogramo
dada pela (2.1) caracteriza o espago de Hilbert.

Em sistemas lineares, exemplos de normas de interesse em espacos com produto
interno sio: entre as normas p, a norma £5, qual seja, |||, associada ao produto
escalar convencional (z,y) = ¥ %; a norma da energia ||-|| , para sistemas simétricos
e positivos definidos com matrizes dos coeficientes A; a norma ||-|| 4z 4, onde A% é a
Hermitiana transposta da matriz A dos coeficientes, A regular. Claramente, normas
cormo ¢; e £, nao estando associadas a produtos internos, devem ser estimadas pelos
resultados gerais da subsecao anterior.

Deve-se lembrar que em toda a discusséo deste capitulo prevalece a hipdtese de
que o algoritmo ¢ consistente, e que ndo hé breakdown, a nao ser quando explicita-

mente observado.

3.3.6 A condicao de descendéncia

O leitor pode verificar que a lei do paralelogramo, dada por (2.1), leva & mesma
geometria da convergéncia do quociente de espagos méfricos ja descrita. Enire-
tanto, pode-se compreender melhor a geometria e o significado de certas restrigoes
comumente encontradss em muitos algoritmos atuais, introduzindo a relacao entre
o produto internoc e a norma.

A introducfio do produto interno torna possivel falar em angulo entre seus ele-
mentos, e introduzir nogoes adicionais relacionadas com a qualidade de convergéncia.
Usando a expressio e;4; = €; + 8; e a lai do paralelogramo, (2.2), pode-se escrever,
para qualquer norma ||-|| definida pelo produto interno (-, -) uma relagdo adicional

entre erros sucessivos e o incremento,
les + sill* = lewsal® = lleall® + llsall” + 2 (es, 53) (3.45)

e, com a hipétese da g-linearidade da realizagdo na norma |||,

e < 1 2 — ] = 2 | ) o),

= 1o Ti-a?| sl

| lsil [ 2(ess) 1"
= el < A Hed (3.46)
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Uma vez que ambos |[s]|, ||e:|| > 0, e a express@o entre colchetes é necessaria-

mente nio negativa para « € [0, 1], o seguinte resultado pode ser enunciado.

Lema 56 (Condicdo de descendéncia para a convergéncia do quociente)

Para todo i > i, valem:
1. (65,5-5) < 5
2
2. [(ei, 53 > 3 llsill

A condigio {e;, s;) < 0 estabelece que o &ngulo plano entre e; e s;, no subespago
afim z, + span {e;, e; 11}, associado & norma ||-||, deve ser obtuso, ou seja, s; é uma
dire¢io descendente para a norma do erro |e;||. Em outras palavras, significa que
Tiy1 = T;+$; 6 um ponto para o qual |le;41]| < afle;]f. A condicdo |(e;, s;)] > 3 |2
estipula um comprimento maximo para s;, relativamente a e;, em funcio do angulo
entre eles. Obedecido o Lema 56, é possivel a convergéncia do quociente, e com um
pouco mais de exigéncia, mesmo a ¢-linearidade.

O valor de « pode ser explicitado a partir de (3.45):

lsall* | 2(es88) 2
7+ ——55) llesll”

e el

Para haver ¢-linearidade a expressao entre parénteses deve ser < 1. Neste caso,

2 s [|” 2(&;',5&)} { lsell” | 2]sil }
a® =max <1+ + =max {1+ + cos {e;, 5;) (3.48}
{ lef* ~ lledl® J e leall* sl

Deve portanto existir, para todo ¢ > 4,, um real € tal que:

el
3l

A partir da (3.47) pode-se explicitar os valores das varidveis §; e 7; em funcio

lleaall® = (14 (3.47)

cos (e, 8) < —= ( + ) €>0 (3.49)

de ||s;|| e ||e:||- N&o se fara isto aqui, porém, apenas para projecdes unidimensionais
na préxima subsecao.

Por (3.49) conclui-se que maior 0 €, menor 0 @, mais rapida a convergéncia. O
melhor (maior admissivel) valor ¢ ¢ = |le;|| / ||s:]], para o qual & = 0. O cosseno
é medido no espaco com métrica ||-||, ndo necessariamente ||-|,, a norma-f,. Se
este € > 0 néo existe, porém ainda cos {e;, ;) < —1/2(||es|| / ||s:]|), para todo indice
i > 14, a convergéncia é apenas g-sublinear estrita, isto é |le;11] < [|es||, que, como

j& demonstrado implica pelo menos em convergéncia g-linear em 2-etapas. Ou seja,
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qualquer mapeamento composto AP, p > 2, é g-linearmente convergente para um
Anico ponto fixo (vide também a Proposi¢io 41 e comentarios seguintes a ela).
A condicio de convergéncia g-sublinear serd
2 2
; 2 (e, s . f 2s;
e | led| [lesll iia | [lesfl el

A grande maioria dos algoritmos minimizam a norma Euclidiana dos residuos,

em especial quando ndo se encontra nada melhor para minimizar, que é justamente o
caso de sistemas lineares com matrizes ndo Hermitianas. Ou a norma da energia, em
especial em problemas lineares com matrizes Hermitianas. Muitas versoes do método
dos Elementos Finitos enquadram-se nesses dois casos: por exemplo as formulagoes
de minimos quadrados e Ritz-Galerkin. A seguinte aplicacio estabelece exatamente
quando um algoritmo que minimiza a norma Fuclidiana do residuo sobre uma dada
dire¢io d; em cada iteracfio, onde s; = 7;d;, converge g-linearmente. Minimizar
a norma dos residuos é muito interessante, uma vez que simultaneamente garante
a consisténcia do algoritmo, porém, como visto no Capitulo 2, sujeita as solucoes

aproximadas ao problema de separagio.

Exemplo 57 (¢-linearidade do residuo ma norma-{y) Sio as formulagies

de minimos quadrados. Sistema linear com A € C", A regular, com o produto

interno (-,-) = (-, ") ws- Uma vez que fi = Az; — b, b € C*, o produto interno

(es,€:) g = | fill2 = Nleill g = W filly- Bintdio, (e:,8:)awa = sE A% £, € deve-se ter
_ (eosdana  _ FA"R il

A Nedlama - sillama  Wfilly- WAsilly 2 Asally 7

que implica que haverd conwvergéncia g-linear da normoe Buclidiana do residuo se

cos (e, 8;) “

existir um real € tal que

Ay s < (5 1) L e>0, (351)
a qual ¢ a condicdo para a normae Fuclidiena do residuo convergir g-linearmente.
Para melhor compreender esta dltima relogdo escreva As; = fiy1— [;, tol que havera
q-linegridade quando (fiz1 — fi) fi < —1/2 (H il -I—e). Fntdo pode-se escrever,
alternativamente,
infi <Ilfilly -2, > 0. (3.52)
O wvalor de € pode ser delerminado a cada iteracdo e usado para estimar o, se for
de interesse. Ou ainda, o valor de o

2 2 .

i 2(e;, 8 As; 2(fi, As;

o (14 2 2dans) L fy TR 20000
o lles ||z 4 lleall’ae 4 e | fall5 5515
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Seque-se que deve existir um € > 0 tal que
14515 + € < 2|(fi, Asi)al - (3.53)

E possivel encontrar o valor do pardmetro de busca 7; > 0 em e; 1 = e; + Tyd;, ou
equivalentemente, T;.1 = z;+7id;, para garantia de convergéncia pelo menos q-ltinear
usando (8.51) e (3.56)

Ti (Adi)Hfz'l > : (||fv:||§ + e) =7 > M > ||fz'||§H te, e
2 2|(Ad;)H £i] 2 [(Adi) T fi]
2 l(Adi)Hfi —€ 2 i(Adi)Hfz‘
72 |Adill; + € < 273 |(fi, Ady)a| = 7 < =5 < e,
’ | Ad|3 [ Ad|I?
Ou seja, as sequinies cotas para o pardmetro de busca devem ser obedecidas:
[ F— 2|(Ad:)" f;
STTANEp TESTHS T € 3.54
21(Ade)" A JAGIE (3:54)

Efetuando o projecio-AZ A de e;; sobre d; tem-se (ver Capitulo 2):
_(Ad,‘,,)Hfg . l(Ad‘B)Hfz
1Ad]|3 1Ads]I3

Assim, o algoritmo satisfoz (3.54) para exatos € = 7. O algoritmo € pelo menos

Cin] = Ci — (6i!di)AHA
o * (diadi)AHA

di = e; +Tid; = 1 =

g-linearmente convergente se 7; manter-se suficientemente afastado de zero, segundo
(3.54). Ou seja, existir um real ¢ tal que O < € < 7. O prozimo exemplo explore

isto em um algoritmo especifico.

O préximo exemplo diz respeito & minimizacdo da norma da energia no método
dos gradientes conjugados {CG), que de imediato equivale a certas versoes adaptati-
vas do método dos elementos finitos, especificamente, algumas técnicas adaptativas
eficientes com versoes p, hp, e hpg [72] em formulacoes Ritz-Galerkin. Iiste exem-
plo deveria ser enunciado como um teorema da qualidade de convergéncia do CG.
Pelo tanto que o autor saiba, ndo existe na literatura sendo a prova da convergéncia
r-linear, a qual é bastante conservadora, como toda a experiéncia numérica com o
CG desde a sua cxisténcia confirma. Note também que a prova abaixo independe
de quaisquer propriedades adicionais do operador, senéo as necessdrias para o CG
convergir. Também, ela vale para i, — 0, ou seja, convergéneia global. Claro que
o valor especifico de o € [0, 1| depende de propriedades do operador, bem como do
lado direito da equacfo. A prova abaixo ndo. Isto apenas indica o que j4 havia
sido antecipado, que a estimativa de «, e portanto do erro, deve ser feita durante a

realizacao.
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Exemplo 58 (g-linearidade do CG Padrdo na norma da Energia) Sistema
linear com A € L(C"), A = AH, autoadjunta, e positiva definida (Hpd), com o
produto interno (-,+) = (-,-)4. Tem-se que (s, e:), = (i, fi)a, € lleills = ||ffe '|2

Portanto,

a H g fHe;
COS(ei,Si)A= (S“S*)A = s fi * "l

ledly - lsilla — [FFeally - Msilla = 21lsilla

que implica em sF f; < —1/2(

fHe; Z—l—e) = —1/2 (||ei||i+e), e >0, como a

condicdo para a norma da energia convergir g-linearmente. Contrariamente ao

exemplo anterior, ||e;||, ndo é computdvel, podendo apenas ser estimada. Enido,

o valor de a para a norma da energic € dado por

2 H "

i 2 (e, 81 i Asi | 287 [

o =mex {1+ Isilla | (e SQ)A}=ma,X {1+5 % Sﬂf}. (3.55)
e el leslla = filee  fi'es

Seque-se que deve ezistir um € > 0 tal que

sH As; +¢ < 2{s7 f; (3.56)
O valor limite de 7, em s; = 7,d; para pelo menos haver g-linearidade ¢é
7, |1? u, |2
H a2 Jiteil|l, +e [ eazl B
27'.,; dHf.L — € dHf
H [ 2 ?
T2df Ad; +e <2 |d fil = 1 < dAd, =7 < i Ad, —e¢ (3.57)
Ou seja,
2
fiHei“ 2‘dinz’|
o TESTHS — 0 — 3.58
2|dinz,|+E—T— d,{IAdg € ( )
Ou, mais geralmente, na norma da energia, (pare o CG, E = A), deve ewistir um
e > 0 tal que
el 2 (i, di)x|
s T TEST S g € (3.59
2 |(es, di) g dill )

Note que a cota superior é computdvel. No CG padrio tem-se e = e; + Tid; {ou,
equivalentemente Ty = i1 Tdy € finy = fitTiAd;), onder; = —(d;, f3)o [ (diy Ady)y —
((es,d:) gl / | d:ll%, de tal forma que a cota superior é satisfeita para qualquer ¢ <
(€5, di)z| / || dsl|% = 72 Ele ndo possui breakdown, a ndo ser que a convergéncia finita
tenho sido atingida - que sempre acontece em algum i < n. Também 0 <e < 7 <1,

e limr; = 1 wniformemente. Portanto o método dos gradientes conjugados possui
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convergéncia global q-linear e q-superlinear na norma da energia, isto ¢, existe uma
sequéncia {a; },~, 0 < 1, elima; = 0. Note que 0o CG € uma projecio-A. Pode-se

substituir o valor de 7, em (3.46) e obter a estimativa da norme de energia em cada

iteragdo
2 (ei, 8i) ] [ 2(es,di)g } [EAP
_ENROE ) = | TR ) o o | < e (3.60)
[ lls:]|® 73 ||ds]|* o=

Os resultados dos exemplos acima justificam o estudo detalhado de projecoes
nas préximas subsegdes. Ver-se-d que a (3.60) é de fato uma propriedade de todos
os algoritmos de projecio unidimensional ortogonal com respeito a algum produto
interno em espacos de Hilbert. Mas, existem muito mais propriedades marcantes.

Retornando ao Teorema 19, no Capitulo 2. B possivel esclarecer porque o limite
V2 para . A lei do paralelogramo pode ser escrita para uma norma associada a

um produto interno e para [le;1]] < v lle::

2 2
lesiall® = 2 fesl® + 2 N1s:ll* — lles — sall?

1

2
= lled” = 5=

[les — sull* — 2 4] -
A condicao de descendéncia para vy < +/2 torna-se:
lle; — sill* — 2|8l > 0 .

Porém, se v > /2, é suficiente trocar o sinal da condicio de descendéncia acima:
2 ||t32||2 — |les — s.z-||2 > 0, para existir a possibilidade de convergéncia do quociente.

O quadrado da norma é uma medida. F mais elegante trabalhar com a definicao
ezl < ellei])’, em lugar de [leja1|| < alless]l. As expressdes ficam mais
simples, porém nao se evidencia as vantagens da particularizagao para espacos com

produto interno, que ¢ o maior propdsito aqui.

3.3.7 Projecoes ortogonais unidimensionais

Os algoritmos mais bem sucedidos em imimeras dreas decorrem de projecoes em
espacos de Hilbert. Entre eles os algoritmos de projecio ortogonal sio os mais
distintos. Esta subsecio reserva uma atencao especial para os algoritmos de projecao
unidimensional, e a préxima para projecoes ortogonais multidimensionais. Projecoes
ortogonais sao aqui entendidas como projecoes ortogonais com respeito a um produto

interno (-, -),.
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Exemplos de projegoes ortogonais em sistemas lineares sao o método dos gradi-
entes conjugados, os métodos da classe de gradientes conjugados generalizados, toda
a familia do GMRES(m), métodos de residuos minimos, métodos de gradiente em
geral. Também estdo incluidos muitas classes de estratégias de convergencia global
baseadas em funcio de descendéncia, quer para sistemas lineares ou néo lineares
e otimizacdo. A grande maioria dos métodos de viabilidade convexa, de enorme
aplicacio em dreas as mais distintas como tomografia computadorizada, restauracdo
de imagens ¢ otimizagao nao linear. O método de Ritz e o de Galerkin, e portanto
o préprio método dos elementos finitos e suas técnicas de adaptagao.

Em cada iteracdo, um algoritmo gera uma nova solugdo aproximada x;,; que se
espera esteja mais perto da solugdo z, do que z;. Se o algoritmo é g-linear em uma
norma ||-|,, ela pode ser tomada como uma medida conveniente da proximidade da
resposta, pelo menos do ponto de vista puramente matematico, & parte as medidas
de interesse particular, e os problemas de separacio e computabilidade. Em geral, a
forma mais simples (infelizmente, nem sempre possivel) de impor a redugéo da norma
é exigir que o erro e;,1 seja ortogonal ao enriquecimento s; com respeito ac produto
interno (-, -), responsdvel pela norma ||-|,. Esta ortogonalidade unidimensional pode

ser traduzida em
(€it1,8i)e =0, 8 # €11 #0, (3.61)

para todo i > i,. Este tipo de ortogonalizagio corresponde & pesquisa na linha
(line search), ou seja, minimizacio de [le;41|, ao longo dos sucessivos subespagos
unidimensionais span {s;}. Entre os algoritmos nesta linha estfo as diversas verstes
do steepest descent e o método das iteragdes com residuo minimo (MR). O método
padrao dos gradientes conjugados também faz pesquisa unidimensional, embora, no
caso de sistemas lineares ou otimizacio quadratica, ela corresponda a wma pesquisa
multidimensional, dadas &s caracteristicas préprias do algoritmo.

Usando a lei do paralelogramo, para todo 4 > i,

flealls = lesrlle + lsilll — 2 (esa, 53),

= |leaalls +[s:]l5 - (3.62)

A partir da qual se obtém

Hsz'Hf
lemals = (1-— ”81”2) e (3.63)
2 l|s:2 2 el
= £ =01-"—=3) e = (—z—1) (3.64)
lle:|l, [l s:ll,
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llsaﬁ} s sl
= o =max sl = (1—a?)Y? =min ;¢ (3.65)
{ el =R

=0<e< ls:1l, <1, (3.66)

lesll,

para todos os 1 > 4,. Os seguinte resultados envolvendo todos os métodos de

projecao ortogonal unidimensional tornam-se imediatos.

Proposicao 59 Um mélodo de projecio ortogonal, com respeito ao produto interno
(-,-)., em espagos de Hilbert € g-convergente na norma associada ||-||, se, e somente

se, existe um i, > 0 tal que, pare todo i > iq,

[5:l

ezl

e, em adicdo, para todo i > iy, 8e converge de forma

<1, (3.67)

1. g-linear entdo hmmf Ei:‘” =(l—ao®)V2>e>0,

2. g-superlinear entdo limsup lsila — { ¢ fimjnf Le = (1—a?)¥2>10,
20 lle:lla 1 |[e,_]|.

8. g-sublineor entdo lim Hl =0,

-sublinear esirita entdo 11111 Hsilly > 0.
4. q

llealls

Assim, a condigio de convergéncia g-linear de todos os algoritmos de projecao
ortogonal unidimensional fica garantida se existe um 4, > 0 tal que Hsil' esteja su-

ficientemente afastado de zero em todos os i > i,. Ou, mais precisamente, existe

um real € , tal que H ‘H > € > (. Note também que se ls, 4 para algum 4,

el

entdo a convergéncia finita se dara, com a = 0. A grande Ilrllauioria dos autores pre-
fere caracterizar a convergéncia g-superlinear assintética justamente pela condigio
limsup {|le;11|| / les|l} = 0, eliminando assim @ = 0 da definigdo de convergéncia
g-linear. TIsto ndo é conveniente aqui uma vez que estd incluida na andlise a possi-
bilidade de convergéncia, finita. .

Normalmente | e;||, é desconhecido e deve-se usar as estimativas ja estabelecidas.
Entretanto, a lei do paralelogramo permite melhorar algumas daquelas estimativas.

O Lema 31 fica (extremamente) mais forte. De fato, a (inica maneira de melhorar
as cotas nele contidas é levar em conta a g-superlinearidade das iteragbes (cota
superior no final das iteracGes, assintoticamente) e particularidades do algoritmo
{cota inferior no infcio das iteragBes). Isto equivale, de certa forma, a atualizar i,
a cada iteragio (para a cota superior). Neste tltimo caso, o correto procedimento

serd indicado no estudo da g-superlinearidade.
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Lema 60 (Lema fundamental para proje¢ées ortogonais) Para a sequéncia
Tip = Alzi), 1 = 0,1,2,..., 2; € R?, g-linearmente convergente na norma [|-||,,
definida pelo produto interno (-,-),, para o seu limite x,, com fator-qg dado por o , e

tal que (ei41,8:), = 0, 8 # eipq # 0, valem as sequintes cotas para todos os indices

P il
8; .

sl < e, < oLl (3.68)

leaall, <¢ llsill, (3.69)

onde E= af/(l1 —a®)V2,
Demonstracao: De (3.62),

ledlle = llezalls + llsilly < o lleally -+ llsill2 = lleall, < (1—a?) 2 |1s4]l,

lesrally < afleddl, < (o)™ |Isill, =C |5l -
Que ||s;ll, < |lesfly (e |sivall, < lleirll,) é consequéncia da Proposicio 59. B
E relevante o fato de que 5 é sempre inferior ao { do Lema 31, permitindo

melhores cotas inferiores para «, ¢ maiores possibilidades de reducdes instantineas

de &, bem abaixo de a.
Lema 61 ({6} € limitada) f; < 1; <C.

Demonstracao: Pelo Lema 60

”3':2+1|| ||€a'+1” o .
ﬁ’i = * —_ * = n'b S S avan :C .
lls:l. ls:ll, (1— a?)1/2

Lema 62 (1 —o?)Y2¢ < g,.

Demonstragao: Pelo Lema 60

lle:ll.
(1—a2)1/2

fls:ll,

(1 —o?)

llewall, < B 77 < i = (1—a®)2 < 5.
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As relacoes basicas passam a ser
Bib; <a <y =<(

Biby <.
A primeira das quais fornece uma cota inferior para |le;|| em funcdo do enriqueci-
mento,
Bibs < a = sinall, < afalledl, +flell.] = a(l+a) flel, - (3.70)
Pela qual conclui-se que ||$;41]|, nfo é uma estimativa para [le;||,. Também, ||s;.1]|,

néo o é para {|e;y1]|, pela Proposicio 59, a nio ser assintoticamente, para algoritmos

g-superlineares. Os resultados deste trabalho nao recomendam tal pratica.

Proposigio 63 (Cota inferior para o) Defina &= £/ (1-+62)1/2, e &= max {&i},

para todo © > 1, entdo,

&< B

(]
.
< &

IA

Demonstracio: Na linha da Proposicio 48: .C (&) =5 /(1 0.52-2)1/ =G ==
i) (L+B2)V2 3:< f;. Também, & [/(1— d VY2 o= B =C ( &) < af (L~ 0?)/? =¢
(o). Como E (o) é wma funcdo crescente de o, segue-se que ;< a, e assim,
a= max {a.s,} <o R

Proposicao 64 (Geometria das projecées ortogonais g-lineares) Se x;,1 =

A(z;),i=0,1,... € g-linear, entdo, para i > i, tem-se:

. o By
Bi<m < mm{(l — ot (1= ag)lﬂ} (3.71)

& i
(1-a®) < f < Tayn < (3.72)
. i
(l — a2)1/2.8i < fz < min {G.:, m <1 (373)
g2 -] .

max { max % , O, max {16}y Sa<1 (3.74)
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Demonstracgao: Imediata a partir da Proposicio 49 e dos Lemas anteriores. W

Os seguintes resultados devem ser comparados aos correspondente em €Spagos
métricos sem produto interno.

o~ I - .
Sempre, & <a, e a diferenca cresce com «. Por exemplo, alguns conjuntos

-— ~
(ﬁi, i, 0:) s30:

(0.2,0.148,0.196) , (0.5, 0.281, 0.447) , (0.75,0.356, 0.60) ,
(10,v2—1=0414,v2/2 = 0.707) , (V2= 1.414,0.487, 0.817)

Portanto & é uma boa cota inferior para «, tao logo o ndo esteja proximo demais
de 1.
O valor limite de §; para o qual pode haver instantineas reducdes de & passa a

ser maior, e assim a possibilidade de g-superlinearidade. Em (3.73)

Bs

Neste caso, para a reducéo ser possivel, deve-se ter:

Bi<05=>pf<al)<a<a (3.76)

of ) = {% [1 11— 4@?} }1/2 . (3.77)

Proposicao 65 (Suficiéncia para contragées iteradas) Se o < /2/2 ~ 0.707,
entdo x;11 = A(z;), § = ta,ia+ 1,..., 6 uma contracdo iterada.
Proposicao 66 A sequéncia {lleill,},.; nunca é majorada por {||sisll,}

[ T

Este tiltimo resultado, consequéncia direta da Proposicio 64, diz que o incre-

mento munca pode ser usado como uma estimativa do erro.
Proposicao 67 |[e;|2 > (1+82) |ls:ll2 e llesa|l? > (1 + 2,1)07 ||si?

Demonstragao: el = [lsill? + llecra | > flsill® + lsicall? = (14 82) s, e a

outra por inducio. ®

A versilo da Proposicao 54 decorre dos Lemas anteriores:
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Proposicéo 68 (Estimador para p enriguecimentos) Se z,., = Alx,), i =

0,1,..., é g-linear, entdo, para i > i, tem-se, para cadap > 1 :

. 2‘i+p——1 3+P 1/2 j4p1
) TT Al <leall, < (14 7225) T Al 79
k=i k=i

Este resultado diz que ||s;[|? + [|siga® < |les]|?. Esta é a melhor cota inferior
possivel para o erro |[e],, considerando um tnico enriquecimento. Note que a
cota inferior em (3.78) independe de a, no espfrito da (3.71). Evidentemente, a
Proposi¢iio 55 néo sofre alteracoes.

Deve-se lembrar que o Teorema 19 do Capitulo 2 fornece condigtes para a existén-
cia de um ponto fixo em espagos de Hilbert quando o mapeamento é uniformemente
Lipschitziano com v < v/2. Neste sentido, a condi¢io de g-linearidade é muito mais
forte, ¢ f3; é limitado por {{a) < oo (e ndo /2). Além disto, como j4 visto, para a
existéncia (e unicidade) do ponto fixo, exige apenas a continuidade de A no limite
da sequéncia.

Existem algumas interpretagdes que precisam ser citadas, pelo seu significado
proprio e pela relevincia para esta tese como um todo. Primeiramente, a condicio

de ortogonalidade fornecida por (3.61) implica em:
€ipr = €+ 8 = (e, €ig1)e = (Cirns €i)e + (€ins, Si)o = (eir1,6)0 20 (3.79)

Ou seja, cada vetor e;; faz um angulo agudo com o vetor e;. Equivalentemente,
cos (€41, €;) > 0, e igual a zero apenas se e;;1 = 0. Isto pode ser visto mediante,
(€ir1,€i)e (Ciy1,€ir1)e i “\%:+1”. 3
- 4“1

cos {€;41, €;), = = -
e el T, Teenaln-ledl. ~ T,

dando, também, uma interpretagio geométrica & redugio do erro & (ver (3.33)).
Assim, valores baixos de §;, significam, simultaneamente, a reducio da norma do erro
e o afastamento das diregBes dadas pelos vetores e;,1 e e;. Isto é bastante agradével
jb que garante também que o vetor s; mais se aproxima de —e;, nio apenas em
norma, mas também em diregdo. E esta aproximagao simultdnea de norma e direciio
¢ medida apenas pelo real «. Assim, o de fato mede a velocidade de aproximagao
(minima) das sucessivas solugdes em direcfio & solugio exata, tanto em intensidade
como em diregdo e sentido. Tudo isto ocorre nos sucessivos subespacos afins z, +
span(e;;,€;), visto na métrica dada por |-[|,. Em proje¢es multidimensionais, a
trajetoria das solugdes aproximadas percorre uma hélice continua sobre a superficie

de um cone (ver adiante), que se inicia em 7y e termina no ponto fixo z,, cuja



3.3. CONVERGENCIA (-LINEAR 75

velocidade (normalizada) minima de aproximagfo do vértice é a (ou pelo inverso,
ou por 1 — a, se preferir), e a instanténea é £. Apenas um escalar é necessario
porque a trajetdria é sobre nma linha. Justifica-se assim o termo velocidade (a
unidade de tempo é a iteracfio) de convergéncia usada nesta tese. Pode-se portanto
falar de acelerac@o se ¢ diminui a cada iteragdo ( convergéncia g-superlinear), ou de

desaceleracio se o — 1 quando % cresce (convergéncia g-sublinear).

Proposigao 69 A ortogonalidade unidimensional dada por (3.61) implica, pare
todo i >0, em:

1. g-linearidade: ||e1]], < a|esll, se hngmf Leill & [e,1] , e >0

llesdls

2. (eir1,€:)e = (€i41,€i41)e = 0, com igualdade apenas na convergéneia finita
=> {eir1, €i), < /2, enquanto [lei ||, # 0,
i

3. (€i41,5i)e = E‘+1 (Sk 85 )e, Para todo i > 7§,
=1

J
4. (e,85)e = — 3 (5%, 84)s, para todo i < j.
k=i

Observe-se que (u,v), = (v,u)e para u,v € C*, e (u,v)s = (v,u). apenas em

casos especiais.

3.3.8 Projecoes ortogonais multidimensionais

Em sistemas lineares hd unanimidade na literatura contemporanea endossando &
posigio de que a convergéncia finita, admissivel apenas em operadores algébricos,
(possivel, normalmente, em sistemas lineares) nfio é fundamental, uma vez que isto.
acontece em geral para um nimero muito grande de iteragdes, para que se possa tirar
vaatagens dela. Nao é bem assim. De fato, o método padrio dos gradientes conju-
gados, durante duas décadas e meia (1951 a 1975) foi visto como uwm método direto
porque converge no maximo em n iteracies, e este fato afastou-o, parcialmente, do
interesse da computacdo cientifica. A convergéncia finita tem outras implicacoes,
sutis, porém importantes, uma das quais é descrita abaixo.

Inicialmente, imagine a solugdo de um sistema linear com solucfio tinica néo
trivial em R®. Espera-se que o algoritmo obtenha convergéncia em (O(3) iteragoes.
Suponha que a = 1/2/2, entéo, para obter uma reducao do erro inicial de £ = 1078,
tem-se 25, < 54. Isto com certeza é insatisfatdrio para apenas 3 equacdes em dois

aspectos. Preferencialmente espera-se obter, digamos 3 a 6 iteractes, e, idealmente, a
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resposta exata. Também, 54 iteragGes certamente perturba numericamente o analis-
ta, sendo a solucdo, sem necessidade. Melhor seria um método que obtenha solucio
exata em 3 ou 6 iteragoes. Isto é facilmente obtido em dimens&o finita observando
a Proposicdo 69, no procedimento seguinte.

Pode-se impor, por exemplo, que (s, 8;)e = 0 para todo k # j, ou seja, gerar
bases para o enriquecimento que sejam ortogonais com relacéo ao produto interno

(+,)o- No sistema de 3 equacGes acima, significa que:

(e1,50)s = (€2,51)a —(53382) =0
(e2,50)s = (51,50)e =

(es,50)e = (51,50)e +(sz,s[,)
(e3,81)e = (59,91)e =0, etc

A tnica possibilidade de e3 € R® (ou C?) ser ortogonal a 3 vetores, (s, 81 € s2),
ortogonais com respeito ao produto interno (-, -), entre si, é que ez seja nulo. Assim
o algoritmo tera convergéncia finita, em no médximo 3 iteragbes. A importéncia
para sistermas com muitas equacoes estd, ndo na terminacao finita em si, porém,
na forma como ela é conseguida: por ortogonalizagio das bases com respeito ao
mesmo produte interno em (3.61). E ortogonalizagio é sindnimo de estabilidade do
algoritmo. Uma consequéncia é que, pelo menos, lim HZ* H = 1, e a convergéncia
g-linear {e g-superlinear) est4 garantida.

A ortogonalizaciio, em geral, significa mais meméria auxiliar. E prética orto-
gonalizar a dire¢iio de s; de forma seletiva, por exemplo, em relagao a m direcdes
anteriores: de s;_1,8i_9,...,%-m. Portanto, na auséncia de breakdown, e se cada
grupo de m diregbes gerar diferentes span {so,...,Sm 1}, Por no minimo um s;,

existird em um certo grupo de m iteragdes para o qual  max olla = 1, o mais

i=0..m—1 leills

tardar em mn iteragbes. Exemplo deste tipo de algoritmo é o GMRES(m).
menos de imprecisdes numéricas como truncamento e cancelamento, nesses casos, &
apenas necessario que os somatorios nos lados direitos de 3 e 4 na Proposicio 69
sejam nulos, e nao necessariamente as direcoes precisam ser mutuamente ortogonais,
porém apenas suficientemente linearmente independentes, com respeito ao produto
interno (-, -Js.

Analisando o algoritmo apds cada grupo de m iteracoes, é suficiente para haver
convergéncia g-linear para a sequéncia {Zmp }z»¢ que %njn% . HZ:H' €le1],e>0. Os
estimadores podem entdo ser aplicados apds cada grupo de m iteragoes.

Outra quest@o importante diz respeito ao espago gerado pelos n elementos e;,
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na projecdo multidimensional. Observe-se que, por (3.79), (e;41,€;)e > 0, e nulo
apenas se €;,; = 0. Assim o conjunto {eg, ey,...,0}, com a ortogonalizagio das
bases, (s, $;)e = 0 para todo k # j, gera um cone convexo, e, com a condigao
leirill, < lleill,, especificamente um fcecream. As soluges aproximadas estdo na
superficie desse cone, e a solugdo no sen vértice. Com o elemento nulo, e,,; = 0,
ele gera todo o espaco R™ (ou R™, se m < n, com e, ; = 0) com produto interno
(-.)e. Desta forma, para um processo em um conjunto Dy convexo, que envolve a
solugdo, =, € Dy, A(Dy) C Dy, A(Dy) é convexo (o icecream) e fechado, possui
umn ponto fixo, e se o processo é g-linear, ele 0 é com « < -+, ndo necessariamente
uma contragdo na norma [|-||,, j& que o processo se realiza com § < 1, e muito
possivelmente uma expansfo. Vide as desigualdades (3.14), (3.15) e (3.16), Lemas
34 e 35, e Proposicao 36.

Note que, acima, ndo € essencial que a projecdio seja multidimensional para
a satisfacio da Proposicao 36. Um exemplo disto é o método do steepest descent.
Mesmo em R?, ele nido converge, em geral, em um ndmero finito de iteracbes. Porém,
as solugbes sucessivas estdo na superficie de um cone (leque) convexo, gerado por

{ep, €1}, com a solugdo no seu vértice.

3.4 Convergéncia g-superlinear

Se 0 objetivo é conseguir as melhores estimativas possiveis para o erro de aproxi-
magcio, tem-se que considerar as redugbes do fator-g da realizacao, se estas redugoes
existern. Nesta se¢Bo s@o consideradas realizacOes com convergéncia g-superlinear.
Nao serd feita a andlise de um processo g-superlinear, principalmente porque o re-
sultado dela nao traz conclusées importantes, para os objetivos desta tese, que néo
possam ser retiradas da andlise do processo g-linear. Outras conclusoes serio re-

latadas em um futuro trabalho.

3.4.1 Estimativas da realizacao

Admite-se nesta secdo a existéncia da sequéncia {a"i}z‘z&a que Converge para Zero,
onde a; < 1 para todo i > 4,. F imediato que a cada iteragao i, i > i,, a realizagdo
possiie um novo fator-g igual ou menor do que fator-¢ ativo na iteracio anterior. A

definicéo de oy passa a ser

os =y S e (6 (3.80)

iZizia | d(zy, ) 2200
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Para a anélise da realizacéio, similarmente ao caso g-linear, valem as definicoes:

B = d(mi+2: $i+1)/d($i+1s 37@):

6 = d(@ipr, )/ [AUTir1, w) + d(g, 2]

o= (T, )/ Az, ) (3.81)
e, adicionalmente,
b= S 0<wisl,
si(y) = d(ﬂzm,xz')/ [id(Tirt, ma) + d{zs, 24)] (3.82)

Tal que se pode identificar §; = 6,(1) , e 9 = 1 se a realizaciio é apenas g¢-linear.
Como antes, supde-se que nfo hé breakdown. Claramente, 8§; < &(1).

O Lema 31 tem a seguinte versao:

Lema 70 Pare a sequéncia T, = A(z;:), 1 = 0,1,2,..., g-superlinearmente con-

vergente pare o seu limite z,, valem as seguintes cotas para todos 0s indices © > 4,

d (Ziy1, o) d (Ziy1, %)
— =< i Tx) < — 0 ——= .
L+ a <d{(zi,m) < o (3.83)
A(Ti 41, %) < 1= aid (Tir1, i) = md (Tiy1, ) (3.84)

onde G = G(¥) = o (1 + i) /(1 — ;).
Demonstragao: Como antes,
d(wi, ) < (@i, Taga) + d(@iga, 7)) < (w1, Ziga) + cud(z, ),

d(:v'is w'i—}—l) S d(ﬂl“ m-k) + d(m*;\ .’L’:,;‘_|_]_) g d(iﬂ.“ IL'*) + azd'(mi.: $*),

resultando em (3.83). Usando-as,

i, ) < oud(mn ) < T2 d o, ) = 1

—a 1 ¥ ’(/},‘Cﬂ?’d ("B'i-l-ls ‘T’L) .

e os resultados estdo provados. M

Primeiramente, as cotas para ;. Elimina-se a no¢iio de v e §, porque néo se fara

comparagoes com as contragoes, afinal, ndo existe uma defini¢io de supercontracao.

Lema 71 ({fi},, € limitada) f; < G(#) < 00 e max {f} < ()
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Demonstracao: Pelo Lema 70

d ($é+2, 56‘«;+1)

< dfx;
T tonn = ($z+1;93*)

tal que,

Az 1, T4 < 1+ o
d(@iy, ) — 1—oy

d(Ti 12, Tit1)
d(mi-l-l) :E'l)

B = < (14 1)

0 < 0.

Assim para qualquer k > i > i, tem-se que B < Go(v) < G(¥) = max {Br} <
G(). o o

As relagBes bésicas ficam, para todo i > i,,
Bibs < Bi6i(¥) < o < Gi(9) (3.85)
tal que, como ay, < «y, para k > i > 1, tem-se Jﬁ%ﬁi {816 ()} < oy < G(9).
Lema 72 max {f4:6:(4)} < & < G()-

Pode-se mesmo esperar que +y retraia-se, mas isto nao é importante no presente
contexto. Fundamental ¢ a retracdo de (;(10). Note que existem menores razdes para
a oscilagho de 3; em torno de «; uma vez que §;(¢)) deve assumir valores superiores

a 1 toda vez que ; < 1.

Proposicao 73 (Cota inferior para o;) Defina, para todo i > 4.,

1
&= o [ A JU B aB], o,
b= L ,  se =0, (3.86)
1+
¢ & =max {@x}, entdo,
&<, Vizi,, (3.87)
G<a;, ia<j<i. (3.88)

Demonstragao: Suponha que §; atinja (;(v), sua cota superior do Lema 71, ou
seja, B; = (;(¢). O valor correspondente, minimo para o, pode ser encontrado
resolvendo f; = (;(+)). Este valor, que serd chamado &;, ¢ uma cota inferior para a;:

I+T/),;§i . o 1 +‘1,sz141
EEr e

= G(4). (3.89)
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G < (). Como ¢ é uma fungdo estritamente crescente com seu argumento,
segue-se que &; < ¢;. Mas, para qualquer j, 4, < 7 <1 temos que o; > a; > oy,
segue-se que kglg;z(& {Gr} < 0; < a; < ;. Para provar que & < f;, note que

= (I+a;) / (1 — &) > 1, e portanto, como ;& = B = &; < [, com a igual-
dade ocorrendo apenasse k; =l = &=, =a=(=0.1

Deve-se ressaltar que a definicgo de & difere substancialmente daquela para rea-
lizagOes apenas ¢-lineares, no sentido que & nao é mais uma cota inferior para todos
0s ¢; da realizacio, mas apenas para os anteriores: ¢y, j < i,. Outra observacio
importante ¢ que na expressao de @; hd uma inclusdo no linear: ) = a1/ o < 1.
Pode-se usar, conservadoramente, 9; = 1, ¢, se for desejado, uma posterior COTTeCA0

da estimativa com ; = &;1/&; é suficiente.

Proposicio 74 (Geometria da realizacdo) Se o sequéncia ;1 = A(z;),i =
0,1,... € q-superlinear, entdo, existe um i, > 0 a partir do qual ela também é

g-linear, e tem-se, para todo ¢ > i,:

fi : @ Bs
mgmgm{l—ai’l—@f)iai} (3'90)
1- e (X
Lif&— —1+¢a&_CWJ (3.91)
mﬁi <& < min {Of-i, li—mﬁi} <1 (3.92)
X {max { ﬁ'fi;igL } &, max {fde (¢)}} Su<l.  (393)

Demonstracao: Segue os moldes da demonstracio da Proposicio 49, usando os

resultados anteriores, B

A possibilidade de §; < « fica agora submetida s condicdes seguintes:

B < % [(2 +4ahs) — /(2 + 44,)2 — 4] = <of” <o < af,

Of,§+)’(u) (z'ﬂb l: 182 + \/ 4”!}362:’ 3 para Tpﬁ 7é 0:

a{?('“l“)l(*J — ﬁ?’ — ai, se "zbz = 0, (3.94)

Os seguintes resultados s3o imediatos a partir dos anteriores.
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Proposigao 75 (Suficiéncia para contrac¢do iterada) Se existe algum i > 1i,,

pare o qual ; < (1/9)(=1+ T+ ), ¢ # 0, entdo x5 = Alz;), § =1 > ia, €
uma contracdo iterada.

Proposicio 76 (Suficiéncie para majoragdo do erro} Se existe algum oy <

1/2, entio a sequéncia {d(z;1,24) s, € majorada por {d(Ti1, %) }is; -
No caso de muitos enriquecimentos, obtem-se, para p > 1:

Proposigio 77 (Estimador com p enriquecimentos) Se z;1, = A(x;), i =

0,1,..., é g-superlinear, entdo, para todo i > i, tem-se, paro cadap > 1 :
ﬂ”p_li?inﬁﬂm 1, 25) < d(z m)<ﬁ@4— mﬂ’)iTinﬂdm+1m)
— 3 i1, Ti) S A Ziyp, Tu) = T L0 Zit1, Ti
L+ eo? 5 v L=t |

O resultado acima complementa a Proposicdo 74 em cada ftem. Por exemplo, a

(3.90) passa a ser:

Bs Biy1 —1 : o B; Bi1
1 < i S 1 3 1 3 5 /M
max{lJF"Piai’l'i"l/)z'Gf?ﬂ S R g ( +1*¢zﬂz‘)ﬁ1

3.4.2 Estimativas em espagos de Hilbert

Levar em conta a g-superlinearidade nas estimativas de erros em espacos de Hilbert
é essencial para a obtencio de estimativas as melhores possiveis. Nesta subsegéo sao
sumarizadas as principais relagoes.

A relacio de g-superlinearidade que caracteriza os espacos com produto interno

passa, a ser:

“87,” < ”52“ {__2 (e'i’ S"':) - 1] i . (3.95)

1ozl sl

)
Note que a condicio de descendéncia em nada muda.

A expressao genérica para a; torna-se:

9 2
. (e 8. . 2|8,
o = max {1 + “83”2 + (837323)} = max {1-1- “83“2 + I cos (ej,sj)}.
5 U el el [ A U el® T el
(3.96)

Tudo ocorrendo como se a cada iteragdo ¢ > i, fosse redefinida uma nova realizagao

g-linear com um novo fator-g menor ou igual ao ativo.
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Projecgoes ortogonais
O Lema fundamental ndo sofre alteragbes. Deve ser enfatizado:

Lema 78 (Lema fundamental pare projegées ortogonais) Para a sequéncia
T = Alzs), 1 =10,1,2,..., z; € R*, g-linearmente e g-superlinearmente conver-
gente na norma ||-||,, definida pelo produto interno (+,-),, para o seu limite ., com
fator-q dado por v , e tal que (ei1,8:), =0, 8 # 1 7 0, valem as seguintes colas

para todos os indices i > iy

[1s:lls

||Sra||. < [lesl], < (1—a2)/? ?

(3.97)
lesiall, <C llsl. (3.98)

onde 5,;: a; /(1 — a2)H2,
Demonstragao: De (3.62),

2 _
llesll2 = llesyall2 + lsill2 < af Nlesll2 + lsillZ = lleall, < (L= o) sl

llessill, < aillell, < @t — o)™/ |fsill. =G fisill -

Que |||, < |le:dl, (e l|sitall, < lleisall,) é consequéncia da Proposicao 59, como

antes.

O mais importante a ser notado é a independéncia de C: de ;. Isto é con-
sequéncia do fato de as projecoes ortogonais, na hipétese de néo existir break-
down, levarem naturalmente a algoritmos g-lineares e g-superlineares. Ou seja, a
maneira natural de, em espagos de Hilbert, forgar ¢-linearidade simultinea com g-
superlinearidade globais (i, = 0), é efetuar a pesquisa na linha. Esta pesquisa nao
precisa, ser exata - o que é impossivel, dificil ou caro em problemas nao lineares
em geral - mas apenas aproximada, garantindo a Proposicio 59. A qualidade da
convergéncia do quociente fica dependendo de quio descendentes sao os elementos
d; da base gerada pelo algoritmo.

B importante observar entretanto que, em sistemas lineares, o fato de as bases
pertencerem a subespagos de Krylov nada significamn para a qualidade da con-
vergéncia do quociente, senfo, talvez, signifiquem um procedimento eficiente de
geracio nas miquinas atuais. Este fato leva a acreditar na existéncia de bases mais
eficientes - mais descendentes, pelo menos - fora dos subespagos de Krylov. Uma

primeira etapa nesta busca ¢ dada na Parte II desta tese.
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Lema 79 ({5} é limitada) §; < n; <(,.

Demonstragao: Pelo Lema 78

lsivall, _ llewall o .
G; = * < = L e =G
il llsill, (1 — o)t/

Lema 80 (1 — a?)l/?& § ﬁq,

Demonstracao: Pelo Lema 78

[N le:ll,

2\1/2
(1— a2)1/2 Sﬁi(l_ag)l/g = (1-a))V?% <6 .

llessll, < Bi

As relagGes bésicas ficam, para todo 7 > i,

Bi6; < Bibi() < oy <G | (3.99)

A primeira das quais fornece uma cota inferior para ||e;|], em fungio do enriqueci-

mento:
Bib < a = ||siall, < authios fleqll, + lleill ] = au(1 1 e} lesf], - (3.100)

Pela qual se conclui, mais uma vez, que ||s;;1]|, nfo é uma estimativa para [|e;]|,,
a nfo ser, eventualmente, quando o; < [1/(24)] [(m — 1)], ; # 0, para
o qual o;(1 + 9;05) < 1. Também, ||s;44], ndo o é para ||e;, ]|, pela Proposicao
89, a nao ser assintoticamente, j4 que o algoritmo é suposto g-superlinear. De
fato, embora ||s;}1||, nunca possa majorar ||e;41|,, na fase final g-superlinear a sua
proximidade com ||e;1||, é enorme. Esta prética nfo deve ser usada isoladamente,
j4 que este trabalho fornece estimativas de cotas superiores assintoticamente exatas,
em particular em problemas mal condicionados. Vide Proposicao 83.

Para facilidade de referéncia, cataloga-se abaixo os demais resultados que levam

em conta a g-superlinearidade da ortogonalizacdes, embora a maioria deles nio
mude.

Proposicao 81 (Cota inferior para o;) Defina &;= /(1 + 82)Y?2, e &= max

ki,
L . . P
{ak}, para todo i > i, entdo,

a< 3, Vi > g,

@<, i <j<i.



3.5. CONVERGENCIA Q-SUBLINEAR 84

Demonstragao: Na linha da Proposicao 73. &

Proposigio 82 (Geometria das projecbes ortogonais q-superlineares) Se

a sequéncia x; 1 = A{z;),i=0,1,... é q-superlinear, entdo, para i > i, tem-se:
B; < < min { i _ng)l 7 _%3)1 /2} (3.101)
(1—a?)/?% <8 < (1_—;,)175 <( (3.102)
(1—af)?6; < & < min {a a_ﬁa—Q)m} <1 (3.103)
max{k%%i {lﬁk gfkll’,z} &, max {ﬁkék('zp)}} <a<l (3.104)

Demonstracao: Imediata a partir da Proposicao 74 e dos Lemas anteriores. B

Proposigao 83 i > (1+82) Isilly ¢ lleall} = (L + B22)62 llsill:

Demonstragio: el = l[silll + el = lsilli + Isaalls = L+ 87 llsilly, e 2

outra por indugao. B

Proposicao 84 (Estimador para p enriguecimentos) Se z;,(1 — A(z;), 1 =

0,1,..., é g-superlinear, entdo, pare i > i, tem-se, para cadap > 1 :
itp—1 2+ /2 itp—1
@ P TL Al < sl < (1 222 T Al - 109
L k=i

Note que ||ei||, > |lsillz + lsigall2

3.5 Convergéncia g-sublinear

A convergéncia g-sublinear é tipica de algoritmos lentos, ou na fase inicial de bons al-
goritmos. Para sequéncias estritamente ¢-sublineares nada mais se pode acrescentar
senao a de estimar os erros de algum mapeamento composto AP, p > 2, ou alguma
combinacdo mais sofisticada, seguida de uma estimativa g-linear nos moldes nor-
mais. A experiéncia numérica tem demonstrado que esta técnica também funciona
para sublinearidades mais fracas. O resultado chave € a Proposicao 27.

Para sequéncias com convergéncia r-linear aplica-se as Proposicdes 29 ou 30. Ou

seja, novamente a aplicacao de mapeamentos compostos.
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3.5.1 Estimativas da realizacao

Para sequéncias apenas g-sublineares (néo estritas) é possivel que um mapeamento
composto que possa fornecer um bom resultado usando a teoria deste capitulo exija
iteracoes demais. Passa-se a expor, usando uma técnica de remetrizacio, os mo-
tivos para isso. Entretanto, a necessidade de um niimero grande de iteragdes é um
problema do algoritmo, e ndo da teoria da convergéncia do quociente.

Seja |||, @ norma de interesse que converge g-sublinearmente (para outros tipos

de sublinearidades, proceder de forma similar)
el < i
onde p > 1. Tomando o logaritmo em uma base b dessa desigualdade
log |le;l,, <loge —plog:.

Isto &, o logaritmo na bage b do erro estd limitado por uma reta no gréfico logaritmico.

Agora, compare comt a defini¢ao de normas g¢-lineares, para i, =0 :
lleirall < e flesll = llesll < o [leall = log [lesl] < loglleof] +loger-i .

Entao, toda a teoria desenvolvida para sequéncias g-lineares aplica-se as sequéncias
g-sublineares com p > 1, mudando a escala do grafico das iteragdes para uma es-
cala logarftmica. Por exemplo, escolhendo b = e (neperiano) deve-se avaliar o erro
nas iteragoes ¢ = 3,8,21, ... , considerando-se 0s enriquecimentos z3 — zp, g — T3,
Z91 — Zg, .... Isbo corresponde a considerar a sequéncia g-linearmente convergente
em pr-etapas, onde {p;} = {0, 3,8,21,...}.

Existem outras alternativas. Uma opcio segura é determinar adaptativamente
a sequéncia {p;}. Cada termo desta sequéncia é avaliada como acima, porém, em

lngar de uma escolha prévia de b, calcula-se o correspondente

ﬁk = '||"Bpk+2 — Lpy gy /|[$Pk+1 RS

com o termo py,s escolhido tal que F; satisfaga a condicio (3.76) - G < 0.5, ou

1(¢+) como uma cota

a equivalente para medidas quaisquer, Iin seguida, usa-se o
superior perfeitamente confidvel para c. A estimativa é confidvel porque ou §; <
a,g_) <a< o:,(cﬂ, ouna < f < a,(e_) < 0:,(:'). Em geral ndo ha necessidade de esperar
por B < 0.5. Experimentos numéricos com diversos algoritmos para problemas
lincares indicam que ¢ suficiente f; < 1, e 0 uso de & (ou &).

A alternativa que se tem mostrado bastante inferessante é o wuso direto da

Proposicio 68, ou a sua equivalente em espacos métricos.
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3.5.2 Outros resultados

O propdsito desta subsegBo é estabelecer a equivaléncia entre a convergéncia g-
sublinear e a convergéncia sublinear de grau p > 0, como proposta no Capftulo
2. O que se segue é uma extensdo dos resultados obtidos em [36]. Sem perds de

generalidade, podemmos escolher constantes a; e ¢; tais que

ezl = oulles]|, @i — 1 se g-sublinear, e (3.106)
llesll = ei™®, ¢ —¢>0 sesublinear de grau p. (3.107)

Proposicao 85 (Equivaléncia) A convergéneia sublinear de grau p satisfaz:

1. lima; =hm%"l‘|—" =1,

2. im{xl =g,
llez[f
sendo, portanto, equivalente ¢ convergéncia g-sublinear.

Demonstragao: Escrevendo o erro na iteragio ¢ + 1, e desenvolvendo em série de

Taylor:
leaill = en(E+1)7F =cip [i_p(lJri_l)*P] =ciai * {1 [p+o(1)]i™"}
N s D L —1) g L T —1
i {1=lp+o(D)]i"} = Jlesf . {1=lp+o()]i7},
ou seja,

o, = Ml _ ey {1 o 9(1)} _
lesll @ i
Tomando o limite quando 4 — co desta dltima expressio obtém-se:

Tim oy =Iim{cé+1 [1 - p+'j’)(1)” ~1,

C; 2

(3.108)

provando o item 1. Para provar o item 2,

1
—8 = e —ep=ci—uli+])F= {C'i — Cit1 [1 — Ii:u} } i

= {1— Cit1 |:1.—-_1L0(1)j[}c,?:—p= {1_ Cip1 [lﬁp-l-o(l)]}e.
Ci 1 ¢ c i i

pela qual resulta

b e [, pol)]
Cq 2
e entao

sl

lim =
lle:]]

0,
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provando o ftem 2 ¢ a equivaléncia. A equivaléncia em espacos de Hilbert resulta da

substituicdo do limite acima na condi¢go de g-sublinearidade dada pela expressio
(3.50). m

3.6 Aproximacoes do Operador

Quando a determinacao dos valores de «, ou de suas estimativas, é feita durante
a realizacho, os erros de aproximacgio adicionais, como por exemplo os devido &
aritmética finita, ou as aproximacdes sobre o mapeamento A (incluindo as devido 3
discretizacio, quando for o caso) ja estdo sendo levados em conta,

FEste nao € o caso quando séo usados valores estabelecidos analiticamente. Nessa
situacao, as aproximacoes adicionais influenciam a avaliacéo do erros durante a rea-
lizacgo. Em casos extremos, algoritmos que convergem g-linearmente, por exemplo,
podern simplesmente ndo convergir por imprecisoes diversas. Certamente é bastante
util estabelecer a influéncia das diversas imprecisdes.

Uma forma. de por a questiio é considerar que, devido s virias aproximacoes, em
lugar de uma sequéncia {z; } obtém-se uma sequéncia {y; }. Supondo que a sequéncia
{z;} converge g-superlinearmente, o que se pode dizer a respeito da convergéncia da

sequéncia {y;}? O seguinte resultado ajuda bastante.
]

Proposicao 86 Seja A: D C R® — R* um algoritmo g-superlinear (o processo) em
D, C D com constantes {o;}, e D, um conjunto fechado tal que A(Dy) C Dy. Sejo
{5} C Dy uma sequéncia produzida pelo algoritmo, e ¢; = d(A(%:), Y1), & = ie > 0.
Seja z,. o limite do sequéncia (tedrica) {z;}. Entdo,
11,7 < 7= (i) 6] (3.109)
iy

Demonstracao: A estimativa vem de
d(y¢+1, :L'*) < d(yi+11 A(%)) + d(A(y«;), A(%H)) + d(-A(yiH): 3?*)
< 6+ Bid(Yir, i) + @Y, 7))

e (3.109) segue-se. W

Note que ambos, o; e f; sdo os valores tedricos (analiticos). Assintoticamente

a1 + Pioy;)
1— 187]

bl

o — 0= < 0
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e tem-se

Wyis1, ) < € -

A principal conclusao é que em algoritmos g-superlineares os erros de aproxima-
¢ao adicionais ficam, assintoticamente, restritos ao da prépria iteracio. Eles nio sao
acumulativos. A tinica exigéncia é que {y;} < D1, 0 conjunto no qual o algoritmo é
de fato g-superlinear. Para tais algoritmos pode-se de obter uma precisio tédo boa
quanto se queira. Nio existe portanto nenhuma razfo para comparar a qualidade
da aproximacéao de algoritmos g-superlineares com a dos algoritmos diretos (Gauss,
por exemplo).

Outra concluséio é que, em se desejando grandes precistes, deve-se realizar a
iteragdo de parada com maior precisio. Por exemplo, alguma reortogonalizacio
parcial.

Para algoritmos assintoticamente g-lineares a (3.109) prevalece com o; = e. O
méximo que se pode dizer é que a parada deve ser feita quando ocorrer um pequeno
valor para f3;. Tsto ndo é tdo preciso ja que 3; é o tedrico.

Os algoritmos g-sublineares ¢;c; — 1. Por (3.109), a qualidade da resposta é
muito sensivel a aproximagoes do operador. Isto justifica um cuidado maior com os

algoritmos apenas g-sublineares.

3.7 Comentarios Finais

Ao fim deste capitulo parece bastante adequado fazer alguns comentérios adicionais
sobre teoria de convergéncia do quociente nele desenvolvida. Estes comentdrios serao
feitos dentro de trés perspectivas, focando sistemas lineares: a contribuicdo para a
compreensao dos mecanismos de convergéncia de algoritmos iterativos, a qualidade

das estimativas dc erros, e os trabalhos existentes na literatura com eles relacionados.

3.7.1 Os mecanismos da convergéncia

O autor expde a seguinte heuristica, em paralelo com uma devida a Nevanllina [24,
cap. 1]. Um algoritmo possui trés fases ao longo da sua realizacfo.

A primeira fase desenvolve-se, em geral, com convergéncia g-sublinear. Quando o
algoritmo inicia nao hé nenhuma, informacfio sobre o sistema. Nesta fase o algoritmo
deve aprender sobre o operador. Enquanto o aprendizado se realiza deve-se esperar

baixas velocidades dc convergéncia. Durante esta fase ndo hd como distinguir entre
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problemas bem ou mal comportados, prever o niimero de iteragoes para uma dada
reducdo percentual do erro, ou mesmo determinar se havera convergéncia ou nao.
Um bom método iterativo deve extrair informagtes do operador durante esta fase e
armazené-las para as iteragoes futuras. Se o problema é autoadjunto, a curvatura
constante do espago &, otimamente, a tinica informacéo a ser transmitida, e a segunda
fase com convergéncia g-linear é imediatamente iniciada, embora, eventualmente,

com baixas velocidades.

Foi visto neste capftulo que em espagos de Hilbert a convergéncia g-linear (e
mesmo g-superlinear) pode ser conseguida desde o inicio das iteracdes com a orto-
gonalizacdo. O algoritmo nfo distingue entre primeira e segunda fases. Em qual-
quer caso, a segunda fase é essencialmente caracterizada pela convergéncia g-linear.
Nesta fase, as componentes de resposta na base gerada pelo algoritmo sao gradati-
vamente construidas. Entretanto, para sistemas mal comportados, ela prolonga-se
demasiadamente. Em particular quando prevalecem erros devidos & preciséo finita,
tipicamente: erros de aproximagao do mapeamento tedrico A e cancelamento a-
ritmético. No final desta fase, a resposta estd essencialmente correta: ambos, norma
e direcio (no espaco em que a ortogonalizacdo é efetuada), convergiram em uma

precisao aceitavel.

A terceira fase deve caracterizar-se por convergéncia g-superlinear. Mais uma
vez, a ortogonalizacdo em espacos de Hilbert antecipa esta fase. FEla terminard
com convergéncia finita se o problema possui dimensao finita e, simultaneamente,
a ortogonalizacio é efetuada. Nesta fase, todas as medidas nao priorizadas pela
ortogonalizacio sdo levadas & precisfo permitida pela aritmética finita efetuada na

iteracao corrente.

Nao ha qualquer ddvida para o autor que algoritmos competitivos devamn ser no

minimo g-lineares, ¢ idealmente g-superlineares, na norma de interesse do analista.

A importancia da ortogonalizacio é enfatizada, em particular, como uma, simples
aplicacdo da teoria, foram estabelecidas as condigbes necessarias e suficientes para
a g-convergéncia. Como resultado imediato, tendo em vista o grande interesse em
diversas dreas da computacio cientifica, demonstrou-se a convergéncia global g-linear
¢ g-superlinear do método dos gradientes conjugados padrao para operadores auto-
adjuntos, independentemente das propriedades do operador. O autor nao encontrou

essa, prova na literatura.
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3.7.2 A qualidade dos estimadores

As melhores estimativas para um determinado algoritmo somente podem ser obti-
das usando as suas propriedades inerentes. Para os métodos de ortogonalizagio
em espagos de Hilbert as estimativas ora apresentadas nao podem ser melhoradas.
Isto tem sido confirmado com intmeros experimentos munéricos, alguns dos quais
descritos nesta tese. Isto é muito gratificante, uma vez que, essencialmente, todos
os métodos bem sucedidos para sistemas lineares resultam de ortogonalizacao em
alguma norma, embora esta norma muitas vezes nfio tenha qualquer significado, e,
normalmente nao seja a de interesse do analista.

As estimativas apresentadas para as normas que néo sd0 as ortogonalizadas po-
dem, eventualmente, ser melhoradas, para cada algoritmo em particular. Parece ao
autor, que a teoria apresentada fornece elementos suficientes para esta particulari-
Zagcao.

Do ponto de vista de estimativa de erros, a nogio de g-superlinearidade usada
nesta tese prescinde de nocoes de velocidades supostamente maiores, como veloci-
dades g-quadraticas, convergéncia exponencial, etc.

Existe uma deficiéncia na qualidade dos estimadores quando o algoritmo é pobre
o suficiente para convergir apenas de forma g-sublinear. Alguns destes algoritmos
ainda sao usados cm muitas disciplinas. Acredita-se que isto caracteriza um estigio
de evolugdo ainda inicial dos algoritmos nessas disciplinas. Para a g-sublinearidade
estrita os resultados sao suficientemente bons. Entretanto, o autor reconhece sua in-
satisfacio com as solugoes apresentadas para as demais formas de g-sublinearidades,
e, presentemente, desenvolve uma teoria de convergéncia g-sublinear que nao se
apoia em mapeamentos compostos, e sim um pouco mais em remetrizacoes.

A qualidade dos estimadores nao depende de avaliagGes de propriedades algébricas
dos operadores, e nido é afetada pelo nimero de condicao do operador. Todas as
avaliaghes necessdrias sao feitas durante a realizagdo, e sio independentes do al-
goritmo em questdo. Porém permanece pelo menos uma questao aberta. Foram
fornecidas varias cotas inferiores para o fator-g da realizacio, para todos os casos
de interesse. B possivel determinar cotas superiores para o fator-g da realizacio de
uma forma tao geral quanto as cotas inferiores estabelecidas 7 O autor pensa que
essa ¢ a principal questao a ser respondida no &mbito da teoria apresentada. Nao
ha davida que é possivel estabelecer estas cotas superiores para cada algoritmo. Por
exemplo, para o método de Newton, sob condigbes padrdes, o valor a < 0.5 ja foi

estabelecido para a norma-f3 do erro, ver [19]. Embora, como o método de Newton
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¢ contractivo nessa norma, a teoria exposta nesta tese diga que @ < /2 —1 ~ 0.414.

3.7.3 Trabalhos relacionados

A literatura aborda algumas metodologias distintas para a estimativa de erros de
aproximacao em algoritmos iterativos em espacos de dimensdes finitas.

A mais tradicional é parar com alguma norma computivel do residuo. Séo
essencialmente baseadas em um teorema de Oettli e Prager [40]. Detalhes adicionais
podem ser encontrados em [41], [31] e [34]. A técnica consiste em computar a norma
do erro (forward error) por uma, anélise retroativa (backward error} de uma norma £,
do residuo. Isto sempre resulta na estimativa de normas ou niimeros de condicéio de
operadores. Parte desta tese é justamente o resultado de uma insatisfacao com tais
critérios. Na COPPE, pode-se citar pelo menos [42], onde sfio feitos experimentos
numéricos com o GMRES em problemas de Mecanica dos Sélidos discretizados pelo
Método dos Elementos de Contorno, objetivando o estudo da influéncia de certos
precondicionadores na redugdo de algumas normas-£,,.

Desde um longo tempo atrds (1971), o Prof. Golub e seus colaboradores iniciaram
trabalhos no sentido de obter melhores estimativas do que as fornecidas pela técnica
tradicional. O ponto de partida de sua teoria é expressar a norma da energia do erro
em termos de certas integrais de Riemman-Stieltjes, no que é chamado de método
dos momerntos, e suas relagtes com a quadratura de Gauss. Permanece, entre outras
coisas, a necessidade de estimar o erro inicial, que é resolvido, nos dltimos trabalhos,
com o uso de fracGes continuadas. Nesta linha inclui-se [43],[44] e [14]. Apenas
a norma da energia em sistemas autoadjuntos é contemplada, e sua avaliacio &
dependente da avaliagio das melhores cotas possiveis para os autovalores extremos.
A qualidade da avaliagfio do erro inicial por fracdes continuadas é dependente do
mimero de condi¢do da matriz dos coeficientes.

Em nenhum dos trabalhos de conhecimento do autor as estimativas fornecidas
aplicam-se a erros em medidas quaisquer, ou mesmo a normas quaisquer. Sempre
limitam-se a normas de energia. Além disso, nenhuma das técnicas extendem-se
a problemas ndo lineares, muito menos a algoritmos iterativos em geral, ¢ sempre
dependem de estimativas de propriedades dos operadores, tais como mimeros de

condicio e norma.
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92



93

I recommend this modus operandi. You will hardly eliminate directly
anymore, at least not when you have more than two unknowns. The
indirect method can be pursued holf while asleep or while thinking about
other things.

Gauss, 1823[11, pag. 158].

Durante o desenvolvimento do estudo da convergéncia do quociente na primeira
parte desta tese, iniimeros aspectos construtivos concernentes & qualidade de con-
vergéncia de algoritmos iterativos ficaram evidenciados. O objetivo desta Parte 11 é
relatar o resultado da investigacio tedrica e numérica de alguns daqueles aspectos
que se mostraram mais relevantes, no que diz respeito a solucfo iterativa de sis-
temas lineares. A extensfo para sistemas nao lineares é imediata, e sera relatada
em trabalho posterior. Sao tratados apenas sistemas reais de solugao tnica e néo
trivial.

Para efetuar esta tarefa, introduz-se nm modelo bastante geral de algoritmos para
sisternag lineares que, sob certas restrigoes minimas, € consistente com o problema
(2.3).

Ficou evidenciado pelo estudo precedente que é essencial para a estabilidade
do algoritmo manter a convergéncia g-linear na fase inicial, e que isto pode ser
conseguido por ortogonalizaciio. A norma ideal para isto é sem diivida a norma-#,,
certamente & mais bem comportada norma em espacos Euclidianos. Esta ortogona-
lizacio garante uma separacio minims entre todas as demais normas. Infelizmente,
nao existem muitas avenidas para ir em busca desta ortogonalizagao.

A dificuldade estd na impossibilidade de computar o produto interno (e;y1, 5;),,
indispensével ao processo de ortogonalizacao. Em se tratando de bases de subespacos
de Krylov em sistemas lineares Hermitianos, todas as possibilidades para ortogona-
lizagdes nas diversas normas ponderadas j4 sfo conhecidas [18]. O caminho encon-
trado na literatura para ortogonalizar na norma-£, consiste em usar uma direcao de
busca sob a forma Bd;. Opcdes que tém sido usadas siio B = A, B = A7, etc. Dois
algoritmos elegantes sfo descritos em [17]. Assim, garantindo a computabilidade
de (esy1, 5i)y, POrém 3s custas de reintroduzir a questfo da separacio. Nesta tese,
como resultado da teoria da convergéncia do quociente, sdo propostas alternativas.
O primeiro passo nesta dire¢do consiste em dar interpreta¢es adequadas ao sempre
presente incremento s;4.

A importancia da g-linearidade desde a fase inicial estd estreitamente ligada,

a garantia da convergéncia global e da estabilidade do algoritmo. N&ao apenas
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isso. Sendo as iteracoes descendentes em uma norma conhecida, pode-se extrair in-
formacbes titeis para as nova iteragdes. A otimizagdio do processo de hereditariedade
juntamente com a descendéncia na norma-£; s&o, na opinido do autor, os ingredientes
béasicos da receita do sucesso do método dos gradientes conjugados para problemas
Hermitianos em computacio cientifica. A qualidade das informacoes disponfveis em
cada iteracio é proporcional & qualidade da convergéncia. I% essencial eliminar a
fase inicial de baixa qualidade de convergéncia do quociente, antecipando a segunda
fase ¢-linear. Isto é, de fato, a fun¢éo cldssica do precondicionador.

Para estabelecer um processo de transmissdo de informacoes entre as iteracdes é
necessario estabelecer um mecanismo eficiente e seletivo. Por eficiente entenda-se a
otimizaciao do uso de memdria auxiliar e de operagdes, e por seletivo, a capacidade
de extrair e passar adiante apenas informagoes (teis. Neste trabalho, para efetuar
esta tarefa faz-se uso, principalmente, do precondicionador e de algoritmos bem
estabelecidos na literatura.

Sao usadas ferramentas auxiliares de diversas dreas, notadamente, da teoria
métrica dos pontos fixos, das nogoes de distincias generalizadas, em especial das
funcoes de Bregman e de suas projecoes generalizadas, e distAncias epigraficas. As
nocoes ainda néo revisadas serfio introduzidas gradativamente & medida que se fize-

TEN Necessirias.



Capitulo 4
Estratégias Correntes

We move from direct methods, a by now classical topic that 4s rather
thoroughly understood, to the relutively untemed territory of ilerative
methods. These are the methods that seem likely to dominate the large-

scale computations of the future.
Trefethen e Bau, 1997(32].

4.1 Introducgao

Esta parte da tese considera o problema (2.3) linear com solucio z, tinica, ou seja,

flz) =Az —b, f{ze) =0, (4.1)

onde A € L(R") é regular e z,b ¢ R". Entretanto, perde-se muito ao discutir as
estratégias correntes com matrizes reais, ¢ assim supde-se que A € L (C"). (Muifo
devido ao fato de que o espectro de uma matriz real nao simétrica estd potencial-
mente em C). Sfo propostas algumas estratégias de solugdo que decorrem natural-
mente da teoria de convergéncia do quociente desenvolvida nos capitulos anterio-
res. A motivacao para o desenvolvimento destas estratégias estd em dois aspectos
relacionados. O primeiro na solu¢io do problema de separacio entre a norma mini-
mizada {cquiando hd uma) durante o processo iterativo e as normas de interesse, e 0
segundo, tdo importante quanto, na diminuicdo do nimero de iteracbes necessdrios
para vencer a fase inicial g-sublinear, algumas vezes r-linear, ou fracamente g-linear
encontrada em virtualmente todos os algoritmos que constroem a solugéo em subes-
pacos de Krylov. Acredita-se que estes sdo os dois problemas centrais nas questoes
de robustez e escalabilidade do algoritmo iterativo, uma vez tratada nos capitulos

precedentes a questiio fundamental de estimativa de erros.
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O propésito deste capitulo é rever as estratégias de solugho correntes, situar o
problema e mostrar exatamente onde as estratégias propostas se inserem, anteci-

pando os conceitos.

4.2 A Esséncia das Estratégias Correntes

As estratégias para solugiio de sistemas lineares possuem, essencialmente, trés in-

gredientes:
1. Um algoritmo para a geracao de uma base para Cn.
2. Uma funcido disténcia ¢.

3. Um precondicionador f1.

A escolha do algoritmo de geragio da base é orientada, principalmente, pelas
questdes de eficiéncia numérica, geralmente associadas & manutencdo de alguma,
ortogonalizacao da base, preferencialmente implicita.

A funcio ¢ tem o papel fundamental de garantir a convergéncia global da es-
tratégia e, normalmente, é escolhida como uma norma eliptica. E essencial que
¢ seja duas vezes diferencidvel, e sua Hessiana seja positiva definida (ou negativa
definida) em todo o dominio com excegdo, talvez, na solugao. Invariavelmente, a
funcdo ¢ é uma norma definida por um produto interno que € usado explicita ou
implicitamente para o processo de ortogonalizagao.

O precondicionador tem o papel de transformar o sistema em um problema
mimericamente bem posto, contribuindo para que o algoritmo de geracao das bases
seja numericamente estdvel, e a fungéo ¢ bem comportada.

Subjacente a cada um dos trés componentes das estratégias, estdo as caracte-
risticas intrinsecas ao sistema. linear e & arquitetura do sistema computacional. O
sucesso da solucdo iterativa depende fortemente da escolha adequada da estratégia e
do aproveitamento das caracteristicas do sistema liriear e dosistema computacional.
Fsta dependéncia mittua é uma necessidade para a eficiéncia da solugfo numérica
de qualquer problema em computacio cientifica. No entanto, estes aspectos sao
todos relevantes se, e somente se, o sistema linear é suficientemente grande. Por
suficientemente grande entende-se que passam a ser um gargalo a eficiéncia, quer a
memdria necessaria para se chegar a nm resposta com qualidade aceitdvel, quer o

tempo de execucio (ou o wall clock), ou ambos.
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Nas préximas secoes sdo discutidos cada um dos t6picos acima, nos aspectos re-
levantes & esta tese. Os enfoques dados, a ndo ser quando explicitamente observado,

nAo sio necessariamente compartilhados pela literatura especializada.

4.3 Algoritmos para Geracao da Base

Os subespacos escolhidos para descrever a resposta, com poucas excegoes, s80 08
subespacos de Krylov K™ = K™ (A, f;) definido por

K™(A, fo) = span { fo, Afo, A%fo,- .., A" fo} (4.2)

onde fo = b— Azg. Quando (4.2) é escolhido, os métodos sao chamados de métodos
de Krylov. A selecio dos algoritmos para a geragao da base para estes subespagos

depende fundamentalmente das propriedades da matriz dos coeficientes.

4.3.1 Sistemas Hermitianos

Se A é Hermitiana e positiva definida a escolha normalmente recai sobre a geragao de
bases A-ortogonais, ou conjugadas, com a escolha simultdnea da norma de energia
=1 lell%. Ou ainda ¢ =1 lle)|%er 4 com bases AH A-ortogonais. Ambas déo origem
a0 método dos gradientes conjugados (CG). A escolha ideal para o CG, que seria
¢ = 1 |lell3, torna o processo de busca unidimensional néo computdvel.

O processo de minimizagio corresponde a um método de Galerkin, onde o subes-
pagco de restricdes £™ é o mesmo subespaco de Krylov usado para gerar os elernentos
da base quando a escolha é minimizar a norma da energia, ou seja, L7 = K™ (A, fo).
No caso geral X™(B, fo) = L™(B, fo) para algum B adequado.

O que caracteriza o CG é que os elementos da base sao gerados independente-
mente um dos outros, tal que o processo de conjugacdo fica numericamente implicito
e econdmico. Quando as propriedades da matriz dos cocficientes nio s&o numeri-
camente favordveis, a conjugacao é destruida sistematicamente & medida em que o
algoritmo avanca. Isto resulta no prolongamento da fase inicial e cventualmente na
perda da estabilidade do algoritmo.

Na linguagem da primeira parte desta tese (ver a Proposi¢ao 86) o valor de
e = || A(y:) — w:l], onde {y;} € a sequéncia aproximada, torna-se grande o suficiente
para extinguir a ¢-linearidade do algoritmo. Nos casos menos criticos, obsetva-se

que a reortogonalizacio parcial pode sustentar a estabilidade do CG. Em outros
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casos, alguns tém preferido gerar a base com o algoritmo de Lanczos, matematica-
mente equivalente, em particular quando as propriedades espectrais da matriz dos
cocficientes sdio bastante desfavorveis [45). Em todos estes casos, é fundamental a
escolha do precondicionador também como um elemento de estabilizacio mumérica.
O processo de reortogonalizagio no CG, ou de manutengio dos elementos da base
do método de Lanczos, total ou parcialmente, podem ser vistos como uma comple-
mentacio ao precondicionamento deficiente, ou ineficaz.

Para uma. classificacio sistemética desses métodos vide {18].

4.3.2 Nao Hermitianos (I)

Quando o sistema ndo é Hermitiano, o método de escolha néo é tdo claro. As
caracteristicas da matriz dos coeficientes passam a exercer um papel mais relevante.
Porém, com raras excegdes, sempre recai-se na construgio de bases para siibespacos
de Krylov. A dificuldade reside no fato de que, em geral, nio ¢ mais possivel fazer
as ortogonalizactes dos elementos da base implicitamente. Em outras palavras, nao
é mais possivel gerar cada elemento da base com recorréncias curtas. I necessério,
em geral, olhar para trds em um nimero de iteracSes que depende das propriedades
de A.

F. possivel ainda escolher o préprio subespago K™ {4, fy) como o subespaco de res-
tricdes. O FOM - full orthogonalization method - é o mais conhecido. Corresponde
ao método de Galerkin.

A funcdo ¢ normalmente é escolhida como sendo & norma-£, dos residuos, isto €,
¢ =1 11f15 = Lllel’z 4 Corresponde ao método de Petrov-Galerkin com a escolha
de L™ = AK™(A, fo) como o subespaco de restricdes. Exemplos mais conhecidos
desta classe de algoritmos sdo: o CR; o GMRES e suas variantes: GMRES(m),
DGMRES, FGMRES.

A geraciio de hases para os métodos tipo-Galerkin so geralmente feitas com o
algoritmo de Arnoldi sobre uma ortogonalizagio estdvel, como Gram-Schimidt mo-
dificada ou Householder. O valor minimo de m, a dimensfo do subespago de Krylov
a ser gerado, necessirio para gardntir convergéncia, conforme observado anterior-
mente, depende das caracteristicas da matriz dos coeficientes.

Nesses métodos de projegéio ortogonal, é possivel construir recorréncias curtas sob
certas condigbes, esclarecidas pelo Teorema 88, de Faber e Manteuffel (ver adiante).
O Teorema de Faber e Manteuffel estabelece as condigtes necessdrias e suficientes

para que recorréncias curtas existam.
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Para esta classe de métodos normalmente é possivel estabelecer as condigbes de

convergéncia, algumas vezes as necessrias € suficientes.

4.3.3 Nao Hermitianos (II)

Uma, outra classe de métodos usa como restrigdes o subespago £L™(A, fa), onde fo
& um vetor arbitrario. Na sua grande maioria sdo equivalentes ao método de Petrov-
Calerkin com a solugio desenvolvida em K™ (A, fy). Alguns desses métodos mini-
mizam ¢ = 3 lell, onde B esté relacionada com a escolha da base para LAT fo).
Os métodos desta classe caracterizam-se por possuirem recorréncias curtas. O pro-
cesso de bi-ortogonalizacio de Lanczos é, em geral, o método de geragao da base.
Neste caso, sempre escolhe-se fo=fo

Exemplos sfo: o BiCG, cujas aproximacdes sao ¢fimas na norma-B, com B =
Vol e o QMR, 6timo com B = A#V, V1A, onde as colunas de V,, s8o os
vetores bi-conjugados. Outros exemplos sdo: TFQMR, CGS, Bi-CGSTAB.

Umn inconveniente é que siio mais suscetiveis a breakdowns de diversos tipos.
Normalmente niio é possivel extender sua base para ortogonalizar em subespagos
de dimenstes maiores do que aquela para os quais foram projetados, e assim evitar
alguns tipos de breakdowns.

A escolha dentre tais métodos sempre é baseada em experiéncia acumulada com
as classe especfficas de problemas. Tém sido usados com sucesso como ciclos internos
de alguns problemas n#o lineares em 4reas as mais diversas como Mecanica dos
Fluidos e Circuitos Digitais.

Qs diversos tipos de breakdown dos métodos de recorréncia curta que trabalham
sobre L™ (AH, ﬁ,) podem-se ser interpretados como a perda da positividade da matriz
Bem ¢ = %He”%, que normalmente nio é conhecida ¢ priori, tirando de ¢ as
pr0pricdddes de funcio distancia. As propriedades de ¢ enquanto métrica é que
permitem garantir a convergéncia global da estratégia. Tais métodos sdo chamados
de métodos de projegdes néo ortogonais.

O Tecrema de Faber e Manteuffel néo inclui esta classe de métodos. A norma
minimizada (quando existe uma) é dependente do vetor inicial f - primeira colu-
na de V, no BiCG e no QMR - e portanto de z;. Tais métodos caracterizam os
métodos tipo-CG de métrica varidvel, em contraposi¢do aos métodos pars 0s quais
B é independente do vetor inicial, como o GMRES, caracterizado como do tipo-CG
de métrica fixa.

Usando essc conceito métrica varidvel, Barth e Manteuflel [46] propdem uma ge-
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neralizacio do BiCG e do QMR, o BiCG({m) e 0 QMR{m), que permitem extender
as bases e assim conseguir recorréncias maiores na expectativa de melhor qualidade
de convergéncia. Testes feitos com o BiCG(1) =BiCG, QMR{0) =(QMR e 0 QMR(1)
com matrizes nao normais indicam que ndo h4 maiores alteragoes do QMR(1) so-
bre o QMR(0). A medida usada para comparagao foi a norma-£5 do residuo. Os
seus resultados tedricos indicam uma boa perspectiva nas concretizacoes daqueles
algoritmos usando recorréncias maiores.

O grupo de Van der Vorst [47], [48], [49], [50], [51] tem sistematicamente desen-
volvido trabalhos similares, quer baseados na extensio do ndmero de recorréncias,
quer na mudanga dos polindémios de recorréncia de um método padrio, normal-
mente o BiCG ou sua variante o CGS. Deles resultaram o GCGS, o BiCGSTAB, o
BiCGSTAB(#), o grupo do GMRIES«, entre outros.

4.3.4 O Teorema de Faber e Manteuffel

O Teorema de Faber ¢ Manteuffel tem um papel importante na estratégia sugerida
neste trabalho. Para descricio sintética do Teorema considere-se, para i = 1,2,.. .,

uma. recorréncia do tipo

i1
2 = A1) = 20 — ia{Adiy+ Y Bidy) (4.3)
j=i—st1
ou seja,
Ty =Ti1 — Ti—1ti1 (4.4)
i—1
dz‘ = Ad{,71+ Z ﬁj—ldj (45)
Fe=istl

onde 7;_1 e ;_1 s30 reais, ¢ s 6 um inteiro menor do que n. Também, dy = — Az

para um dado xg. Pode-se mostrar que
Ti € Ty +}C’L(A: fO) ; €

span {d,, dy, ..., di—1} = span{f,, f1,---, fi 1}

O CG para matrizes Hermitianas positivas definidas é da forma (4.3) com s = 2.
Ambos, Orthomin(2) e Orthomin(3), com s = 3.

A pergunta que Faber e Manteuflel responderam é: Para quais matrizes A pode-
se construir uma recorréncia da forma (4.4)-(4.5) com a propriedade de que, para
qualquer zy, a aproximacio z; € zg + K*(4, fo) é Stima, ou seja, a funcio ¢; =
3 leill3, para algum B independente de zp, é minima em zo+X*(A, fo) 7 A resposta

vemn no seguinte Teorema, antecedido por uma definigao:
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Definicio 87 Um algoritmo da forma (4.4)-(4.5) é um método CG(s) para A se,
para todo dy, a sequéncia {d;}, s, Satisfaz (d;,d;)p = 0 para todo j < 4, onde m

é o numero de iteracdes necessdrias para obter a solucio exata T, = A™'b.

Teorema 88 (Faber e Manteuffel) Um método CG(s) para a matriz A existe se,

e somente se, ou

1. o polindmio minimo de A (o polindmio da forma g(A) = 0, ndo trivial, de

grau minimo) possui graw menor ou igual a s, ou

2. A* é um polinémio de grau menor ou igual ¢ s —2 em A, onde A* € a adjunta
de A com respeito o elgum produto interno (-, ), isto é, (Av,w). = (v, A*w).

para todos os vetores v e w.

A condicao 1 é clara, j4 condigao 2 merece alguns esclarecimentos. Para quaiquer
produto interno (-,-), existe uma matriz Hermitiana positiva definida B tal que
(v,w), = (v, Bw),, para todos os vetores v e w. A matriz B-adjunta de A, denotada

por A* no Teorema, ¢ a vinica matriz que satisfaz
(Av, Bw)s = (v, BA*w),
para todos os vetores v e w. Desta definicio segue-se que (ver Capitulo 2)
A*=BTA"B.

Diz-se que a matriz A é B-normal se, e somente se, A*A = AA*. Chamando B'/2
a raiz quadrada da matriz Hermitiana positiva definida B, entao, A ser B-normal é

equivalente 4 seguinte condigio
(B—l/zAHBI/Q)(81/214841/2) _ (Bl/EAB—1/2)(BﬁlﬂAHBl/Q)

que é justamente a condicio de a matriz A = BY2AB~/? ser uma matriz normal,
ou seja AZA — AAE. Pode-se mostrar que A é normal (ou seja, A ¢ B-normal)
se, € somente se, Al pode ser escrita como um polindémio, de gualquer grai, em A.
Se u(A) é o menor grau para o qual isso é verdade, entdo p é denominado o grau

B-normal de A. Com esta notacao, a condicio 2 do Teorema pode ser escrita

2. A é B-normal(s — 2).
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O caso B-normal(> 1) corresponde a anomalias, no sentido em que estas matrizes
de fato pertencem a um subespago de L(C?) com dimensfo menor do que n?. Pode-
se mostrar que se sio B-normais com grau > 1 porém < n elas também possuem
grau p(A) < n, se enquadrando na condig@o 1 do Teorema.

O caso de interesse é quando A é B-normal(l), que s@o matrizes para as quais
existe um CG(3), ou seja, é possivel uma recorréncia curta com s = 3 em (4.5).
Para elas os métodos CG ja sao todos conhecidos. Sao matrizes diagonalizéveis cujo
espectro estd contido em um seguimento de reta no plano complexo.

A importancia do Teorema de Faber e Manteuffel estd no fato de que para
a maioria dos problemas lineares ndo Hermitianos néo se pode esperar encontrar
uma recorréncia curta que gere uma aproximacio 6tima em métodos de Krylov. O
termo 6timo ¢ entendido como ortogonalidade em relagao a um produto interno que
independa do vetor inicial. O Teorema torna-se ainda mais importante quando se
sabe que a maioria dos métodos correntes minimizam alguma norma.

Porém, normas como as do BiCG e a do QMR geralmente nao tém um significado
de interesse para o analista, e ndo podem ser facilmente relacionadas com normas
de interesse geral como a norma-#; e a norma-#,.

Aspectos diddticos e especializados relacionados com o Teorema de Faber e Man-
teuffel podem ser achados em [30], [52], e referéncias 14 citadas.

Até a presente data, é entendimento comum que (para discussfo didética, ver,
por exemplo, Anne Greenbaum [52], € trabalhos 14 relacionados):

a) A possibilidade de recorréncias curtas que gerem uma aproximagao Stima
em uma norma, que independa do vetor inicial, mas que difira marginalmente das
normas de interesse, tipicamente a norma-£,, permanece em aberto. A literatura
sugere que este deve ser o caminho para o desenvolvimento do método ideal para
problemas nao Hermitianos.

b) Permanece um dos grandes problemas em aberto desenvolver um método
que gere, provavelmente, uma aproximacio quase otima em alguma norma padrao
(tipicamente a norma-£y), enquanto requer apenas um esforgo computacional e uma
memdria auxiliar, ambos, da ordem de Ofn), além do produto matriz-vetor, ou
provar que este método ndo existe.

¢) O Teorema de Faber e Manteuffel trata apenas de uma tinica recorréncia. Per-
manece nma questio aberta: em que condigées, por exemplo, um par de recorréncias
acopladas (tipo Lanczos) podem gerar aproximagdes Otimas.

Esta parte da tese resulta de um esforco de caminhar nas diregoes dos ftens a),
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b) e c) acima. Sdo propostas algumas estratégias de solugfio que de forma alguma
representam um estigio final de investigacio, mas que o autor vem perseguindo com
resultados no minimo interessantes, e de fato, precisam de mais testes numéricos. O
desenvolvimento da primeira parte estd estreitamente relacionado com este objetivo.
O alvo final, sem divida, sempre é a complexidade da ordem de O(n) - (adicional &

O(n?) do produto matriz-vetor).

4.4 Precondicionamento

A solugao iterativa de sistemas lineares somente sobrevive gracas ao precondicionador.
O precondicionador transforma o sistema linear em um sistema equivalente com pro-
priedades mais adequadas para o método de Krylov. Segue-se que precondicionar
um sistema implica em conhecimento prévio das propriedades da matriz A e do
método de Krylov a que vai ser exposto.

Os métodos de Krylov cujas bases sfo geradas pelo algoritmo de Arnoldi atacam
inicialmente certas regites da fronteira do espectro no plano complexo. Sobre esta
otica, uma da funcdes do precondicionador seria levar o interior do espectro para
o seu contorno, preferencialmente concentrando grupos de autovalores para serem
aniquilados de uma 86 vez. Porém, para o caso geral, ndo se sabe como fazer este
trabalho com ferramentas de algebra linear computacional eficientes.

Dado um precondicionador H, pode-se distinguir entre precondicionamento &
esquerda e precondicionamento & direita. No primeiro caso o sistema resultante
¢ HAx = Hb, e no segundo caso AHy = b, com z = Hy. ) percepcio comun
que as duas formas sfo matematicamente equivalentes. HEntretanto, pelo menos
para sistemas nfo simétricos, quando submetidos a um certo método de Krylov, a
qualidade da convergéncia das diversas normas podem ser diferentes. Para exemplos
vide [42].

Fxiste um aspecto relevante em precondicionamentos esquecido na literatura.
Praticamente qualquer método admite um precondicionador & esquerda. Porém
nem todos os métodos o admitem & direita. Néo no sentido pratico de dificuldade
de implementacio, mas no sentido analitico. E necessario que o méfodo de Krylov,
quando unido ao precondicionador, seja imune ao escalonamento. Isto &, as solugoes
aproximadas de Az = b sejam as mesmas de pAz = pb, p um real ndo nulo, e A4, b os
precondicionados. Isto tem causado sérias dificuldades de convergéncia em diversos

esquemas iterativos.
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Do ponto de vista computacional, ambas, A ¢ H, ndo precisam estar definidas
explicitamente, senfio como operadores sobre os vetores que atuam: A(v) = Av e
H{v) = Hv. Além disso, a operagéo H(v) deve ser suficientemnente econdmica para
ser compensada com o nimero de iteracdes que ird reduzir do mesmo algoritimo nao
precondicionado. A meméria representada pelo precondicionador deve ser marginal
em relacio & necessdria para o operador A, a nfo ser em problemas extremamente

dificeis nos quais ndo se conhece, ou nao se dispde de alternativas.

Existem muitas técnicas de precondicionamento. Pode-se distinguir duas ati-
tudes frente ao precondicionamento: manté-lo constante H; — Hy para todo ¢ > 0,
ou permiti-lo varidvel a cada iferacdo. Neste tltimo caso, diz-se que o precondi-
cionamento é varidvel ou néo linear. Em ambos os casos, eles podem ser implicitos
ou explicitos. No precondicionamento implicito é conhecido o operador A; = H; L
e sua aplicaciio resulta na solugdo de um novo sistema linear (complementar ao
original) em cada iteracdo, ou grupo delas. Claramente, tais sistemas devem ter

complexidade O(n) em contraposi¢io a O(n?) exigida pelo sistema principal.

O presente trabalho enquadra-se, parcialmente, como precondicionador varidvel.
Parcialmente, porque a idéia é dar ao precondicionador mais responsabilidade do
que a normalmente a ele atribuida, ou seja, ele deve estar perfeitamente inserido na,
estratégia de convergéncia local e global, e estreitamente relacionado com a formagcéo
da base e da funcdo ¢. A estratégia a ser seguida faz cnidadosas restricoes a toda a
sequéncia {I1;},., e inclui o precondicionador inicial Hy, de tal forma que pertence

simultaneamente as duas classes citadas.

Dentre as técnicas de precondicionamento nao linear existem algumas mais dis-
tintas. Nao existe uma técnica ideal ¢, naturalmente, cada uma delas esta estrei-
tamente vinculada com a forma da equagao diferencial ou integral original, com
as caracteristicas topolégicas das matrizes resultantes (estrutura), e com o sistema

computacional no qual vai ser realizada.

A técnica dos Métodos Iterativos Truncados, que trabalha com o precondi-
cionador implicito P, consiste em resolver o sistema complementar com outro método
iterativo dentro de uma preciséio pré-especificada. Algumas vezes é possivel rcsolver
o sistema complementar com o mesmo método original. Esses esquemas séo conhe-
cidos como inner-outer loops. Eles sdo matematicamente equivalentes ao método

Inexato de Newton aplicado a uma func¢éo linear.

Qutras técnicas consistem em fazer a Decomposigio Parcial de Ay = A, dando

origem a infimeras variantes, a depender do tipo de decomposicio utilizada e de
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detalhes da decomposicdo parcial. Estas técnicas sdo muito utilizadas e sistemas
esparsos. Note que, invariavelmente, procura-se manter a esparsidade da matriz
original A, apesar de A~! ser densa. Esta é uma da suas principais deficiéncias,

principalmente para matrizes esparsas, justamente onde podem ser aplicados.

A técnica de Precondicionadores Inversos Aproximados procura resolver este
1ltimo problema indo em busca de uma boa aproximacgdo para H. A dificuldade
est4 agora em determinar qual a estrutura esparsa para H que melhor aproxima AT
densa. Alega-se que a escolha entre inversa aproximada e decomposicdo parcial é
uma. questio filoséfica [53]. A verdade é que cada uma possui um desempenho
melhor ou pior do que a outra a depender do problema. Assim a escolha deve ser

feita por anlise do problema original seguida de experimentagao numérica.

A estratégia que se propde esta mais perto da técnica de aproximacao da inversa.
Mas, dentre os precondicionadores iniciais Hj admissiveis, inclui-se as decomposicoes

parciais (talvez escaladas), e eventualmente métodos iterativos truncados.

Recentemente, tomou-se conhecimento de alguns trabalhos mais relacionados
com a técnica proposta, para problemas nfo lineares, que possuem um ingredi-
ente basico similar: o uso de métodos secantes para precondicionar. O trabalho de
Martinez {567] que trata de problemas n#o lineares resolvidos com o método Inexato
de Newton, no qual usa precondicionadores simétricos, e o trabalho de Morales e No-
cedal [58], para o método de Newton, também com precondicionadores simétricos.
Embora as ferramentas tedricas sejam completamente distintas, e enquanto mais
amplas dentro dos métodos secantes, sejam mais restritas no contexto de algoritmos
iterativos, aqueles trabalhos confirmam a expectativa do autor de que o tratamento
de problemas lineares e néo lineares (iterativamente) deve ser unificado. Notar-se-
4 também que o uso de métodos secantes no presente trabalho é uma das formas
de realizacio dentre as possiveis. Métodos secantes sfo a escolha natural pelo seu
sucesso e pelo enorme actimulo de conhecimento teérico e experimental existente em

diversas disciplinas, notadamente em anilise nao linear e otimizacio.

Sob o titulo de Decomposicido de Dominio situa-se uma ampla classe de pre-
condicionadores estreitamente vinculados as computagbes paralelas [54]. Refere-se
ao processo de subdividir a solugio de um grande sistema linear em problemas
menores, cujas solugdes poésam ser usadas para gerar um precondicionador para o
sistema de equagoes original. Nesta classe inclui-se os métodos multigrid, e alguns
métodos multinivel. Os métodos multigrids podem ser formulados algebricamente

facilitando uma melhor identificacfio, e possuem uma caracteristica importante.
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Enquanto os métodos de Krylov que minimizam residuos ou norma de energia
captam inicialmente as componentes da resposta de maior contelido nessas nor-
mas, outros métodos, notadamente os métodos basicos, resolvemn as componentes
do outro lado do contorno do espectro, justamente por minimizarem outras normas.
Os métodos mauldtigrid procuram tomar partido dessas caracteristicas de ambos os
métodos, unindo-os em ciclos estrategicamente alternados. Neste sentido, equiva-
lem a usar um método de Krylov do tipo Galerkin convenientemente alternado com
métodos basicos. Os métodos bésicos funcionam como precondicionadores para o
método de Krylov. Isto é perfeitamente possivel dentro da estratégia proposta, tra-
balhando diretamente sobre a formacio do precondicionador. No préximo capitulo

esta possibilidade serd exemplificada.

4.5 Motivagao Para Uma Estratégia

BEm um nivel mais alto, ndo hd motivos para distinguir entre a solucio iterativa
de um problema linear e a de um nfo linear, em particular quando se recorre a
precondicionadores nao lineares. HExistem mesmo muitos problemas nao lineares que
sao bem resolvidos com algoritmos para problemas lineares. O trabalho de Axelsson
[65] sugere que é possivel resolver sistemas nfio lineares sem a sua decomposicéio em
sucessivos sistemas lineares com o método de Gauss-Newton. Van der Vorst [56]
formula uma estratégia para problemas nao lineares que inclui a solucdo eficiente
de sistemas lineares e problemas de autovalores e autovetores. A primeira parte
desta tese unifica a caracterizacio da qualidade de convergéncia e suas estimativas
de erros para algoritmos nao lineares e lineares, de forma que, mesmo no nivel mais
baixo de implementacao, nao ha qualquer distincao enfre eles.

Uma interpretacio conveniente do Teorema de Faber e Manteuffel sugere que se
deve procurar medidas de projegao que mudem consistentemente em cada iteracio.
Ocorre que, a correta insersio de um precondicionador em um esquema iterativo
torna-o fungéio tanto do algoritmo de geracio das bases quanto da prépria funcéo
distancia. Isso serd mostrado posteriormente. A estratégia corrente de isolar os trés
ingredientes carece de consisténcia. Na opinido do autor, a insisténcia nesta inde-
pendéncia que caracteriza os precondicionadores heuristicos, focados na estrutura,
topolégica da matriz dos coeficientes, é causa de iniimeros insucessos.

O precondicionador ideal deve retirar as informactes do operador (linear ou nio

linear) de uma forma matematicamente consistente, & medida em que as iteragoes
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evoluam. Existem algumas possibilidades, néao se argumenta que exista uma melhor.
sSimultaneamente, o precondicionador deve conseguir reter todas as informacdes re-
levantes oriundas de uma andlise antecipada pelo analista. E essencial determinar

que informagdes relevantes seriam essas.

Aceita a impossibilidade algoritmica de minimizar a norma de conveniéncia do
analista em qualquer situacio, é imediato que o algoritmo deve ter a funcdo de
estimé-la com confianga. Em muitos problemas, o analista tem interesse em que
mais de uma medida esteja abaixo de uma precisio pré-especificada (a flecha central
de uma enorme viga, o momento méximo de um pequeno balanco). Normalmente
esta precis@o necessaria nfo € tio grande, e pode ser satisfeita sem um esforco
computacional excessivo. Permite-se, particularmente em problemas estruturais, um
certo nivel de inconsisténcia do algoritmo (nfo satisfacio das equagdes de equilibrio
e compatibilidade). Deve-se portanto distinguir claramente entre inconsisténcia do
algoritmo e imprecisfio das medidas de interesse. O algoritmo deve estar apto a

verificar ambos, independentemente.

Se o interesse maior sfo as medidas do analista, deve-se também estar apto a
construir iteragoes que objetivem estes interesses. Em andlise estrutural por exem-
plo, as técnicas adaptativas nos diversos métodos de discretizacio (elementos fini-
tos, elementos de contorno, diferencas finitas, métodos espectrais, ...) normalmente
concentram-se em minimizar a norma da energia. Porém, nenhum engenheiro es-
trutural sabe relacionar esta norma com as de seu interesse, nem projetar com elas.
As medidas de projeto sdo medidas locais: momentos fletores, esforcos cortantes,
flechas. Nao existe qualquer experiéncia acumulada em projetos e experimentos com
normas de energia, ou mesmo a norma-£;. Este, sem dtvida, é um profundo abismo
entre as necessidades dos algoritmos e as necessidades dos engenheiros estruturais.

Acredita-se que isto ocorra em outras dreas da engenharia.

Todos esses argumentos juntos, propde-se uma estratégia global de compatibili-
dade dos diversos interesses, reunindo diversas ferramentas matematicas existentes.

Essencialmente, a estratégia constitui-se em polialgoritmos.

Coloca-se sobre o precondicionador toda (ou quase) a responsabilidade do sucesso
das iteracoes: aceitar as informactes sobre o sistema linear a priori estabelecidas
por andlise dos operadores continuos originais ou por experimentagioc numérica, ou
por analise do mesmo ou de outros problemas similares, e aprender mais sobre o
sistema ao longo das iteragoes, de uma forma matematicamente consistente. A

escolha do precondicionador é flexivel, de tal forma que se pode adequar melhor o
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precondicionamento & escolha das medidas a serem ortogonalizadas.

Na impossibilidade de ortogonalizar a norma de interesse, sdo usadas medidas
generalizadas e projegdes generalizadas, de fato proje¢des genuinamente néo ortogo-
nais. Mas que podem ser feitas assintoticamente ortogonais. Minimizam a separacio
com as normas de interesse, e garantem a convergéncia do quociente da norma mi-
nimizada e da norma de interesse . Essas medidas podem ser feitas dependentes do
vetor inicial, numa tentativa de contornar o Teorema de Faber e Manteuffel. Sao
obtidos legitimos métodos de métrica varidgvel, porém com a flexibilidade de impor
a convergéncia do quociente, e com a correta interpretacio das métricas, e de suas
relactes com a norma-#,.

A construgao das bases é efetuada com algoritmos tradicionais em sistemas Li-
neares, ou mesmo comn algoritmos ndo convencionais, oriundos de algoritmos para
problemas nfo lineares. A resposta é descrita em subespacos de Krylov, com possi-
bilidades de inclusao de bases fora destes espacos.

No préximo capitulo descreve-se o contetido de uma estratégia para algoritmos
iterativos que essencialmente procura tomar proveito sistematico de cada ingrediente
com o objetivo de conseguir as melhores velocidades de convergéncia e compatibilizar

os diferentes interesses.



Capitulo 5

Estratégia Para a Convergéncia do

Quociente

5.1 Introdugao

Considera-se o problema (2.3) linear com solugdo z, tnica, ou seja,

fle)=Az—b,  f(z)=0, (5.1)

onde A € L(R*) é regular e z,b € R*. Com execessfio (talvez) dos conceitos de
distincias generalizadas, todo o presente capitulo extende-se sem modificactes a C".

A estratégia descrita pode ser vista como um polialgoritmo. A idéia de polialgo-
ritmos ndo é nova em sistemas lineares, porém a sua objetividade, a sua flexibilidade,
suas possibilidades adaptativas e alguns dos seus ingredientes sdo bastante genuinos.

Um exemplo de polialgoritmo bem sucedido é descrito por Schonauer [59]. Porém,
ele limita-se a tomar decisoes entre um pequeno ntmero de algoritmos, sequencial-
mente, apds constatar, pela dificuldade de convergéncia, que um algoritmo nao € o
adequado. Neste trabalho tem-se objetivos bem distintos.

O elemento basico é um algoritmo padrao, suficientemente geral e flexivel para
comportar virtualmente qualquer algoritmo, para analise ou implementacio. Sobre
este algoritmo permite-se recursividade ¢ e simultaneidade. A recursividade é usa-
da para gerar bases para distintos subespagos, com diferentes algoritmos, incluindo
subespagos de Krylov. A simultaneidade visa compatibilizar normas de interesse e
potencializar paralelizacoes. Permite-se a ortogonalizacio de normas convencional-
mente usadas, ou medidas generalizadas (a serem definidas adequadamente).

A motivacao principal para a flexibilidade do esquema é definir uma plataforma

de estudos analiticos, muito mais do que uma para estudos de desempenho com-
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putacional. Entretanto, estas questoes estdo bastante vinculadas que ndo é possivel
trabalhar em uma sem ter a outra sempre presente.

Inicia-se definindo um algoritmo padrao conveniente, em seguida os seus elemen-
tos hierarquicamente inferiores, para no fim discutir os niveis superiores de recur-

sividade e simultancidade.

5.2 O Esquema Algoritmico

Com o propdsito de andlise e comparacgio, considera-se o esquema algoritmico da
forma z;11 = A{z;):

Tiv1 — T —HH fi (52)
onde H; € L(R™) , fi = f(z;) e R*, e, € R.

A 1déia é deixar o esquema bastante flexivel para comportar uma classe bas-
tante geral de algoritmos em R”, enquanto se divide o algoritmo em etapas que sao

consideradas primordiais para a andlise a ser desenvolvida.

Algoritmo Padrao: Dados zy, fo € R”, e H € L(R"), dy = —Hpfo, compute as
iteragoes ¢ = 0, 1,... , na seguinte sequéncia:
1. Parametro de busca:

1.1 determine 7; = 7;(¢)

1.2 verifique a admissibilidade: 0 < e <7; <€
2. Incremento da solugao:

2.1 calcule: s; = 7yd;

2.2 estime d(z;,1,7,) e melhore a estimativa de d(z;, %)
3. Atualize a solugao corrente: z; .y = z; + §;
4. Determine o incremento do residuo: y; — As;
5. Residuo corrente:

5.1 atualize o resfduo: fi; = fi +w

5.2 verifique consisténcia
6. Atualize o precondicionador: H;; — H(H;)

7. Direcio de busca:

7.1 calcule a nova direciio: divy = —Hivq fia
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7.2 verifique a descendéncia

O esquema acima comporta uma grande variedade de algoritmos. De fato, ele
também admite uma grande classe de algoritmos para problemas ndo lineares e
otimizacdo. O esquema é apenas formal, néo significando que as computagtes vio
ser feitas exatamente da forma indicada, ou mesmo que devam ser efetuadas. Sempre
existe uma grande distdncia entre um esquema formal e sua implementacao.

Os algoritmos que fazem busca em subespagos m-dimensionais pertencem ao
algoritmo padrdo. Existem varias possibilidades. A imediata é& 7, = 1, e atu-
alizar o precondicionador com as m bases. Em qualquer caso d; sera chamada de
direcio de busca. Outras opcoes especificas serfio discutidas posteriormente. O pre-
condicionador é atualizado com a condi¢do de minimizar ¢ ou, equivalentemente,
¢-ortogonalizar o erro se ¢ € definida por um produto interno. A medida ¢ assumira
um significado mais amplo no resto do texto.

Para algoritmos que nfo usam f; na construcio da direcio de busca (se existe
algum de interesse), considera-se que cada H; contenha a necessaria transformacao
linear. De fato, o autor argumenta que todos os algoritmos algébricos bem conheci-
dos podem ser enquadrados no algoritmo padrdo. A notagio H; 3y = H(H;) € usada
para indicar que o precondicionador H;,, € atualizado a partir do precondicionador
corrente H;.

As duas etapas decisivas para o sucesso de um algoritmo sdo, pela ordem, a
formacao da diregao de busca definida pelo precondicionador H; ;1 € a determinagao
do pardmetro de busca 7;. Nas segdes seguintes sdo discutidas essas duas etapas e
outros aspectos do algoritmo padrio relevantes para esta tese.

O algoritmo padrao é um esquema tipo-Newton para problemas néo lineares ou
otimizacao. Pode-se preferir também considera-lo um esquema tipo-CG. Para os
propdsitos desta tese, o autor prefere vé-lo como um esquema de Richardson com
precondicionador varidvel. As razdes para isto, e a posterior amarracao do pardmetro
de busca ao precondicionador, se tornardo claras no decorrer deste capitulo. Porém,
a visao do esquema. tipo-Newton permite usar profundos resultades analiticos desta
area. A visdo do esquema tipo-CG fornece as perspectivas de implementacGes
Otimas. Hstas visOes complementam-se umas as outras e serdo usadas para descrever
os elementos da estratégia.

E de se notar a distincio feita entre inconsisténcia do algoritmo e convergéncia
(na medida ¢). Também a incluséo de verificacdes de descendéncia e admissibilidade.

Estas duas verificacbes visam garantir a convergéncia do quociente.
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5.3 Impondo Comnsisténcia

Durante toda a andlise efetnada nos capitulos precedentes a hip6tese bésica foi de
consisténcia do algoritmo. E de vital importéncia que o algoritmo seja consistente.
A consisténcia garante que, se o algoritmo possui um ponto fixo, ele é tnico, e
também a solucdo do problema linear (5.1). Isto justifica o aparecimento do residuo
fi sob a forma multiplicativa em (5.2). Expde-se agora a forma mais simples, e
suficientemente geral, de garantir consisténcia.

A escolha de H; nao pode ser arbitrdria e deve obedecer a uma das duas condicGes

minimag seguintes, para todo i > (:
la. H; é regular, ou
1b. f; ¢ N(H,).

Onde N{H;) é o nicleo de H;. Evidentemente la implica em 1b. Ocorre que,
exigir regularidade de H; é excessivamente restritivo e desnecessario, além de elimi-
nar, entre outros algoritmos, o método dos gradientes conjugados padrio. Mesmo
no caso de o precondicionador manter-se constante ao longo de toda as iteractes,
ndo necessariamente 1b implica em 1a, uma vez que o algoritmo deve ser idealmente
interrompido em um ntimero m << n iteracGes, e assim a dimensio de N(Hy)
precisa apenas ser igual a m. Sobre este aspecto, deve ser notado que a possibilidade
1b estaria eliminada desnecessariamente se o precondicionador fosse definido como
A = H,.

As condigdes 1a ou 1b acima deve ser adicionada outra. Para todo i > 0

2. existe wm real €> 0 tal que 7; >¢ para todo 1 > 0.

As condigdes 1 e 2 sdo suficientes para garantir a consisténcia do algoritmo. Ou

seja,
le2=x; = A(z;) se, e somente se, f(z;)=0= 3=z, (5.3)

Descreve-se brevemente as nogoes intuitivas que geram as condigfes acima, como
evolucao das iteracdes de Richardson. A garantia de que o ponto fixo do algo-
ritmo ¢é a solucao do problema linear é conseguida se o algoritmo for definido como
Ti 11 = 2;— f;. Porém, as diferentes dimensoes fisicas entre z e f{z) com certeza pro-
duzirdo sérios problemas numéricos. Assim, escala-se f; produzindo: ;1 = z;—7; f;.

Uma escala uniforme. A préxima etapa Sbvia é rotacionar e escalar as componentes



5.4. DISTANCIAS E PROJECOES GENERALIZADAS 113

individualmente produzindo: z;,y = z; — ; H f;. E muito pouco provavel que o
analista possua conhecimento prévio suficiente para gerar a melhor matriz H. Ad-
mitindo isto, porém ndo descartando o conhecimento a priori de uma certa Hy
conveniente, a melhor das quais seria, teoricamente (mas ndo para todos os algo-
ritmos), Hy = A™, deixa-se para o algoritmo de solucio a tarefa de gerar melhores
H;, a medida em que, supde-se, compreenda melhor o problema enquanto se rela-
ciona com ele. Né&o se espera que H; — A~ quando i cresce, mesmo porque A1
¢é provavelmente densa. Mas apenas que H; colabore para diminuir o nimero de
iteracOes sem acrescentar ao algoritmo, no ato de atualizar H; e gerar a direcio
de busca, um esfor¢o computacional ndo compensdvel. Para precondicionadores
perfeitamente consistentes espera-se que 7; = 1 para qualquer i > 0.

Garantidas as condigées de consisténcia, o algoritmo estagnard se, e somente se,
o residuo for nulo, e a solucfo terd sido encontrada como o ponto fixo do algoritmo.
Desta forma, a teoria dos pontos fixos pode ser aplicada, pelo menos assintotica-
mente. Para a garantia da descendéncia do algoritmo em uma norma especifica
basta impor o Lema 56, garantindo, por exemplo, a condi¢io (3.49) para algoritmos
gerais em espacos de Hilbert. Para projecgtes ortogonais a Proposicao 59 deve ser
usada para a garantia da convergéncia do quociente.

Serd explorada uma certa classe de projegdes néio ortogonais, naturalmente decor-
rente da teoria da convergéncia do quociente desenvolvida nos capitulos precedentes,
€ que sera de grande valia para resolver alguns problemas jé levantados. Em parti-
cular, o problema de separacéio e o problema da computabilidade na ortogonalizacio

da. norma-¢» do erro.

5.4 Distancias e Projecoes Generalizadas

Existern diversas interpretagbes possiveis para a medida d(%;1,%;). Em todo o
desenvolvimento da teoria de convergéncia do quociente exposta nos capftulos ante-
tiores, ela sempre est4 presente, em particular nas estimativas de erros. Dé-se uma
interpretacao bastante construtiva de medida generalizada. Esta interpretaciio é sig-
nificativa sobre vérios aspectos. Aspectos esses que viio desde a sua aceitagdo como
medida de convergéncia até o nivel de eficiéncia de implementacoes em ambientes
de computacio paralela.

No que se scgue, a discussfo ficard restrita a espacos reais de dimensées fini-

tas, onde a interpretacio geométrica torna-se mais nitida. Deve-se observar porém,
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que medidas epigraficas sao 1teis na caracterizagio de certo tipo de convergéncia

uniforme de fungoes convexas em espagos de Banach [60].

5.4.1 Funcoes de Bregman

Seja ¢ uma funcio de R* em R, com domfnio D. O epigrafo de ¢, denominado

epi(¢)} é o conjunto de pontos
epi(¢p) = {(z,r) |z e R, r e R, d(x) <7} , (5.4)

pontos esses localizados acima e sobre o grafico de ¢ em R, Quando ¢ é uma
fungdo convexa o seu epigrafe é um conjunto convexo em R*H1,

Dada uma fungéo ¢ : D C R® — R | estritamente convexa, finita em z,y ¢ D
e diferencidvel em g, pode-se medir uma espécie de distancia entre z e y definindo

uma fungdo Dy(z,y), denominada de distincia generalizada ou funcfo-1

Dy(z,y) = ¢(z) — d(y) — (Vy), 2 —y) , (5.5)

onde Vé(y) é o gradiente de ¢ no ponto y, e (-.-) o produto interno. Da convexidade
estrita de ¢, pode-se provar que Dy(z,y) > 0, e Dy(z,y4) = 0 se, e somente se,
z == y. A fungho Dy(x,y) mede o quanto uma aproximacéo linear para ¢ em torno
do ponto y subestima os valores de ¢ em z. Em outras palavras, Dy(z,y) mede a
diferenga ¢(x) — h(x), onde h(z) representa o hiperplano AP, o qual é tangente ao
epigrafe de ¢ no ponto (y, ¢(y)) em R*1,

O vetor normal ao conjunto epi{¢) no ponto (y, ¢(y)) no grafico de ¢ é dado por
N = (¢(y), —1). O hiperplano néo vertical AP, suporte do conjunto epi(¢$) no ponto

(y, #(y)), é dado por

hb =A{(z,h(z} | h(2) = $(y) + (Vé(y),z — )}, (5.6)

de onde vé-se que Dy(z,y) = ¢(z) — h(z).

As funcdes-D em geral nfo se comportam como distancias Euclidianas. Geral-
mente, elas nio sao simétricas e néo obedecem a desigualdade triangular. Porém,
comportam-se de uma forma crucialmente parecida com os quadrados das disténcias

Euclidianas, de acordo com o seguinte lema dos trés pontos [62, Lema 1):

Lema 89 Dados ¢ : R* — (—oo,+c0), Dy definida por (5.5), e u,v,w € R* {al
que P(u), p(v) e d(w)-sdo finitos e ¢ ¢ diferencidvel emu ev,

D¢(w=u) = Dfﬁ('v&u) + Dtﬁ(w?'v) + (ng(v) - v¢(u)sw - (U) . (57)
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Este resultado pode ser confirmado por simples substituicio de (5.5) em (5.6).
Quando ¢(z) = 1 ||z||?, entdo (5.7) reduz-se 4 seguinte identidade, também prove-

niente da caracterizagio de um espaco Euclidiano
1 g 1 2 1 2
Sl =Sl -+ 0 —ww—0) b Sl (58

Definicao 90 Diz-se que ¢ é wma funcio de Bregman com zona S se as sequintes

condicdes sao satisfeitas:

Bl. Abertura da Zona: § C R™ é um conjunto aberto.

B2. Finitude/Continuidade: ¢ é finita e continua em S, o fecho de S.
B3. Convexidade estrita: ¢ é estritamente convexa em S.

B4. Diferenciabilidade: ¢ é continuamente diferencidvel em S.

B5. Conjuntos de niveis limitados: Dado qualquer z € S e um escalar £, o conjunto
de nivel parcial & direita L(z,e) = {y | Dy(z,y) <e} e & esquerda L{e, z) =
{y | Dg(x,y) < e} sao limitados.

B6. Sentido de convergéncia: Se {3;} C 5 é uma sequéncia convergente com limite

Y, entio Dy, 1) — 0.

B7. Consisténcia da convergéncia: Se {z;} C S e {y;} C S sdo sequéncias tais que

Yi — Yp © {2} é limitada, e além disso Dy(z;,3:) — 0, entfio tem-se z; — ;.

A definico de funces de Bregman néo é universal. Variantes existem que in-
troduzem modificacGes em fungio dos objetivos e das necessidades da andlise. Para,
os propositos deste texto, as condicdes acima sdo suficientes.

Exemplos de fungbes de Bregman sao: a fu_ngéo negativa da entropia definida
por ¢(x) 2 z;logz; e a fungio ¢z 3> /1 — 2% Existem outras funcdes
generalizadas que nao as fungdes de Bregman, como por exemplo a classe de fungées
dc Bregman-Legendre e as o-divergéncias de Csiszér. B de interesse presenfe a
funcéo ¢(z) = 3 [l=|”.

De fato, apenas se usard a mais bem comportada das funcdes de Bregman, a
funcio quadratica ¢ = 1 ll|?, que possui zona § = § = R™. Pode ser provado que
uma fungho de Bregman é simétrica se, ¢ somente se, é quadrdtica ([61]). Experi-

mentos com outras funces de Bregman serfo reclatados em outro trabalho.
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A familia de fungbes de Bregman com zona .S é denotada por B(S). Diz-se que
¢ € B(S) sc ¢ é uma funcgdo de Bregman com zona S. O seguinte lema estd provado
em [28, cap. 2].

Lema 91 Para toda ¢ € B(S) tem-se que Dy(z,y) > 0, para todos z € S, e todo
y €8S, e Dy(x,y) =0 se, e somente se, z =vy.

Pode-se notar uma quase identificacio entre as fungées de Bregman e as seminor-
mas. Com a diferenca fundamental dada pelo resultado acima, pelo qual Dy(z, y) =

0 se, e somente se, = y.

5.4.2 Projecoes Generalizadas

A nocao de projecao generalizada associada a uma fungio de Bregman é fundamen-
tal.

Definicao 92 Dado C CR", ¢ € B(S), ey € S, o pontoz, € CN S para o qual

mjn_ D¢.(Z, y) = Dd,(zr:i, 'y) s (59)

zeCns

(isto €, o minimo eziste e o igualdade € atingida) é denotado por Po(y) e é chamada

de projecio generalizada, ou simplesmente projegdo, do ponto y sobre o conjunto C.

O resultado que se segue garante a existéncia e a unicidade da projecao genera-
lizada (28].

Lema 93 Se ¢ € B(S), entdo para qualquer conjunto convexo e fechado C C R, tal
que CNS é ndo vazio, e para qualquery € S, existe wma Unice projecio generalizada

x1 = Po(y).

O préximo lema, que pode ser verificado por simples substituicio, define uma
classe de funcbes de Bregman estreitamente relacionadas com a energia. De fato, a

norma da energia e a energia possucm a mesma fungéo-D.

Lema 94 Se ¢ ¢ uma funcdo de Bregman, entdo ¢(z) + (z,2) + 5, para qualquer
z € R e f € R, também salisfaz o Definicio 90 e produz ezatamente a mesma

Juncdo-Dy, e, portanto, € também uma funcio de Bregman.
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As aplicactes classicas de projegbes generalizadas na construgdo de algoritmos
para problemas lineares consistem em efetuar projectes generalizadas sobre os hiper-
planos definidos pelas linhas (ou grupos delas) do sistema de equagdes. Dé origem
a, por exemplo, o cldssico método de Cimino, que remonta ao século passado. Hstas
técnicas tém ressurgido dado as suas potencialidades de paralelizacido em coraputa-
dores com meméria distribuida.

Existe uma outra possibilidade que oferece muitas perspectivas. Ela segue em
uma direcdo radicalmente diferente, e consiste em dar uma interpretagfo diferente
a formagdo de polialgoritmos. Cada algoritmo padrio projeta a solugdo corrente
em um convexo, determinado pelos conjuntos de niveis da fungdo que ortogonali-
za. Sendo cada algoritmo g-convergente, estes conjuntos de niveis sdo retrateis. A
interseccao deles ndo é vazia, conforme estabelecido no Capitulo 3, em especial se
cada algoritmo for pelo menos g-linearmente convergente. A intersecgio também
é um conjunto convexo. Isso caracteriza um problema cléssico de viabilidade con-
vexa. Qu seja, achar a intersec¢io, ndo vazia, de uma cole¢do finita de convexos.
Deseja-se apenas encontrar a infersecgio que satisfaz numa certa precisio especificada
antecipadamente para as fun¢oes que cada algoritmo participante ortogonaliza. Fsta
estratégia envolve a execugao de varios algoritmos simultaneamente, potencializando
paralelizacgoes. No caso de dois algoritmos, ha a cldssica solugdo de Von Newman,
que congiste em alternar as projegoes, ciclicamente, com prova de convergéncia pelo
menos r-linear no ciclo externo, Enquanto as projectes generalizadas em hiperplanos
sao explicitamente determinadas mesmo em R”, as projectes em conjuntos convexos
quaisquer sio determinadas apenas iterativamente (uma inclusao néio linear), mesmo
em duas dimensoes. Este problema é justamente o resolvido por dois algoritmos g-
lineares que minimizam funcgoes distintas em um processo de hibridizagio proposto
mais adiante.

O seguinte resultado [28] é auxiliar na caracterizagio das projegdes generalizadas.
Ele mostra que certa semethanca com a desigualdade (métrica) triangular existe.

Mas, que de fato, o termo ”disténcia ” é incoveniente.

Teorema 95 Seja ¢ € B(S) e seja D C R* um conjunto convezo fechado tal que
D8 nédo seja vazio. Assuma quey € S implique em Po(y) € S. Sejaze DN S,

entdo, a sequinte desiqualdade € verdadeira para quolguer y € S

Dy(Pe(y),y) < Dy(z,9) — Dy(2, Pely)) - (5.10)

A caracterizacio das projecoes generalizadas ¢ dada pelo seguinte teorema [28].
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Teorema 96 Sob as hipoteses do Teorema 95, para qualquer t € S, x, € DN S é

a projecdo generalizado Pg(z) se, e somente se, para todo uw € DN S tem-se
(u—=z(, Vé(z) — Vg(z1)) <0 (5.11)

No caso especial de ¢ = %Hm”“), com S = R”, o Teorema 96 reduz-se ao de

projegoes ortogonais, conhecido como o critério de Komolgorov:
(v — Po(z),z — Po(z)) <0, (5.12)

para todo u € D, siginificando que o &ngulo entre (v— P (z)) e (u— Po(z)) é obtuso,

para qualquer u € D.

5.5 Enriquecimento como Distancia Generalizada

Ao longo desta tese, foi constantemente ressaltada a dificuldade de ortogonalizacio
do erro (na norma-f;). Uma consequéncia, em certos problemas, é uma grande se-
paragio entre diversas normas de interesse € a norma usada para ortogonalizacio. A
identificacio da medida do enriquecimento como uma medida generalizada permite
efetuar wma certa projecdo néo ortogonal, de fato uma quase ortogonalizacéo, que,
em certos casos podc ser feita assintoticamente ortogonal em qualquer norma de
interesse.

Sendo ||-||, uma norma especifica definida por wm produto interno (-, )., o in-
teresse inicial é construir nm algoritmo no qual (e;,4, $;)s = 0, pelo menos de forma
aproximada. Escolhendo a funco de Bregman ¢ = |2, onde z € R™, pode-se
verificar que

8= 5ol = Dy(a,z) = 5 1o ol (5.13)

Usando a notacéo algoritmica, e com os indices do algoritmo padréo, na i-ésima
iteragio, apés atualizados a soluco e o residuo, deseja-se determinar d;,,, e poste-
riormente s;,1, tal que ¢; 15 = ¢(e;2) seja minimo ao longo de d;,4. Primeiro note

que

, 1 1 1
Pir2 = 5 llesialls = Dyleira, €sp1) = 5 leire — el = 3 llsirall? - (5.14)

Vé-se portanto que o quadrado da norma do incremento é uma funcio-D, es-

pecificamente, a distancia epigréfica da funcdo erro. O Lema 91 garante que

Dg(ein,e:01) =0 se, e sormente se, €ire = €ip -
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Esta ultima afirmacao estd em perfeito acordo com a geometria dos processos g-
lineares discutidos na primeira parte desta tese. Estando-se apto a produzir direcées _
de busca suficientemente descendentes, minimizar a fungio de Bregman ¢ = 1 flell?
& assintoticamente equivalente a minimizar a sua funcio-D, porque entdo, como o
ponto fixo do algoritmo ¢ tnico, a fun¢do-D serd nula apenas quando a funcio de

Bregman ¢ = 1 |lef|? for nula. A fungiio-D a ser minimizada ser4:

1 1 'rz?
Dy(esra, €i1) = 5 llsi1]l2 = 5 | 7iprdia ||2 = ;1 | Hi 1 firal2 - (5.15)

O valor do parfmetro de busca 7;4; no final da iteracio, serd o 7; do infcio da
proxima, iteragdo. A minimizacio pode ser feita usando a projecio generalizada.

) importante notar que o processo de minimizacdo inclui o precondicionador
H; ;. Ou seja, ambos, 7; da préxima iteraciio e H; na presente iteracio devem ser
determinados com a condic¢ao adicional de minimizar Dy(eiya,€i41). Nio hd nada a
fazer com f; 1 ja fixado na determinagio de ;. no infcio da iterago corrente.

Pode-se, evidentemente, efetuar uma projeciio aproximada ao longo de d; de-
terminado na iteracac anterior sem que a formacio de H;,; tenha participado do
processo de ortogonalizacio. Quando isto ocorrer, serd chamado de regularizacio.
A idéia desta projeciio aproximada é atuar sobre algoritmos existentes que mini-
mizam uma determinada norma, porém provocam oscilactes na norma de interesse.
Tipicamente a norma-f3, ou mesmo a norma da encrgia.

O leitor deve ter observado que criou-se um problema delicado: a escolha ade-
quada de Hi = H(H;) que seja capaz de simultaneamente: gerar bases d; suficien-
temente linearmente independentes, suficientemente descendentes para a funciio-D,
€ a0 mesmo tempo seja capaz de extrair ¢ transmitir informacoes titeis.

Na préxima segio estuda-se wma alternativa bem natural para a formacéo do
precondicionador atualizado H;. 1 que satisfaz as trés condigdes acima. Neste ponto,
exemplifica~se algumas escolhas de normas.

Para uma norma eliptica qualquer com sua matriz B € L(R") tem-se com ¢ —

3 lellimp:
9 BHp
Tﬁu 2 7'~;2+1 2
Dy(eirz,e0n) = 5 ||Hra+1fz'+1||BHB=7 fnllonmz o5
ngl-l 2
= T”eiJrl“BHAHHﬁlH,;HAB : (5.16)

Quando B = I a norma-#, é obtida:

T2

2
] 2 T 2
Dy(eivn, 1) = zgl | Hia firallz = _151 lfirallam
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2
7 2
= 2;1 “ei+1||AHHf}_lH,-+1A ) (517)

na qual pode se ver que se H;,; — A™! a norma-f, do erro é assintoticamente
minimizada. Na verdade, necessita-se apenas que ATHH H; 1A, pelo menos no
instante da interrupgao do algoritmo, provoque uma menor separagio do erro do que
AH A, e isto ndo é diffcil de conseguir com as informacdes retiradas das iteracdes.

Conforme estabelecido anteriormente, os algoritmos de proje¢io tém a pro-
priedade de que 7,4, — 1, e isto implica que ||8;44]|, / [leiall, — 1 (convergéncia
finita, & — 0, se g-linear). A equagio (5.16) diz que

se  Tiy1 = 1= |8itill g — “6’54-1”AHH§_{_IBHBH-+1A= (5.18)

kS

que na norma-#; torna-se

s Topr = L= [Isially = llesallasnn 4 (5.19)

Mas, a mesma (5.16) também permite

s Ty = L= |Isiiallgrp — [Hop finllprg - (5.20)

Porém, esta condicio é satisfeita pelo algoritmo padrio para qualquer funcio ¢
escolhida, ¢ no apenas a medida epigréfica. Fle pode ser usado para ortogonalizar
¢ ou a sua fungio-D.

A solugio para o parfmetro de busca &

S (d“ d":.")BHB
Y (U Ad;, d) pa g

(5.21)

Uma interpretacio da minimizacio da funcdo-D em (5.15) e (5.16) bastante
fértil, consiste em observar que a norma (a métrica) na qual o erro é minimizado
é varidvel a cada iteracio. Esta interpretacio permite recorrer, antes de qualquer
outra alternativa, aos métodos secantes para a construcio do precondicionador H; .
Fixiste uma bem consolidada teoria e uma farta experiéncia numérica com esses
métodos em andlise nfio linear e otimizagfio. Porém, eles possuem uma péssima,
reputacao em sistemas lineares.

Nota-se pelas 5.16 e 5.17, que 0os métodos de curta recorréncia com métrica
varidvel (no conceito de [46], ver também Capitulo 4) minimizam a disténcia epigréfica
da fungio erro, ou seja, b_rtogona]izam a fungiio-Dy onde ¢ = ; ||e|| para algum B

dependente das bases geradas, incluindo a inicial. Porém, 5.16 e 5.17 sdo mais gerais
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e significativas. Elas permitem construir bases consistentes comn as outras etapas do
algoritmo.

Pode-se agora entender que o mecanismo da estratégia de minimizagio da dis-
tancia epigrafica da fungio erro deve induzir a uma convergéncia do quociente. Uma

vez que se estd minizando Dy(e;ie, €41) = § ||8~:+1||f, tem-se que
|si1lly < lls:ll, , muito provavelmente.

Espera-se que isto induza a uma contragao iterada do mapeamento composto AP
para um p nao distante de 1, se ndo mesmo com p = 1. Na pior das hipdteses,
obtém-se convergéncia pelo menos g-linear local (durante as iteragbes) de AP, na

norma [-],, que pode ser a norma-¢2, ou alguma norma desejada pelo analista.

5.5.1 Uma nota sobre a convergéncia assintdtica

Nao por acaso, alguns resultados de cldssicos de convergéncia podem ser aproveita-
dos e reinterpretados. Segue-se Dennis € Moré [63] na interpretacio do algoritmo
padrio como um método tipo-Newton para andlise néo linear. O objetivo é veri-
ficar sob quais condicoes o algoritmo padrao possui convergéncia assintdtica g-linear
ou g-superlinear. Nao se reproduzird os resultados em detalhes, mas somente as
interpretacdes mais importantes de inferesse imediato, com as devidas adaptagoes.

Seja inicialmente f{z) nfo linear, com o Jacobiano f'(z,), e com as seguintes
hipéteses bésicas:

(a) f(z) é continuamente diferencidvel em um conjunto convexo e aberto D.

(b) Existe um z, em D tal que f(z,) =0 e f'(z,) ndo é singular.

Seja a sequéncia {H.i}z.20 satisfazendo a condigao de consisténcia la, ou seja,
cada H; é ndo singular. Entdo existe uma sequéncia de inversas {A;},,, tal que
cada A; = H;'. O Teorema 3.1 de [63] diz que, dentro das hipéteses bésicas, se

para a.lgum Ip a Sequéncia
— —1 P —
$i+1_$i_H-i (SC,‘,,), %—0,1,...,

permanece em D, e z; # z, para i > 0, e converge para x,, entdo a sequéncia
{%i};50 converge de forma assintoticamente g-superlinear na norma |||, para z, se,
e somente se,
iy, M(Ai = F'(@)]sill
I5:l

A interpreta¢io conveniente desta tltima condicdo é que A; nfo precisa convergir

=0.

para o Jacobiano, no caso a matriz A, mas apenas ao longo das diregbes sucessivas
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s;, assintoticamente, ou s¢ja,

Ais,‘: — ASZ' .

A prova de convergéncia quadrética exige a satisfagio de hipdteses adicionais, e

nao é de interesse imediato.

5.6 Escolha do Precondicionador

A sequéncia {H;},., ¢ o ator principal na estratégia montada, que a esse respeito
nfio é nada nova. Coletar as propriedades essenciais do algoritmo em um tnico e-
lemento facilita a analise, a comparacio e a identificacio de potenciais candidatos
interessantes. A idéia é incluir varias possibilidades matematicamente consistentes
que possam ser combinadas em estratégias diversas, algumas das quais serdo exern-
plificadas.

O objetivo inicial sdo as matrizes ndo Hermitianas, cheias, como as encontradas
nas discretizacacs pelo Método dos Elementos de Contorno. Dentre diversas possi-
bilidades analisadas, as atualizacées de posto unitdrio ndo siméirico (de fato, nao
Hermitiano) de Broyden (GB - Good Broyden’s Method) mostrou-se a mais consis-
tente. Na préxima subsecio analisa-se 0 GB com um pouco mais de detalhes, como
um exemplo tipico da anslise que deve ser feita, e em seguida descreve-se sumaria-
mente outras possibilidades, em particular as caracteristicas relevantes de um GB-

epigrafico.

5.6.1 O método de Broyden e variantes

Um candidato em potencial, pela sua capacidade de geracio de bases com aproxi-
macdes consistentes ¢ fexibilidade, é o método de Broyden. As razdes torna-se-ao
claras no decorrer desta subsecao.

Conceitos e resultados gerais

A equacio de atualizacio do residuo é:

fin=fi+As, = As; — 4 (5.22)

Porém, a matriz A nio é a Unica que satisfaz esta equacho na i-ésima iteracdo.

Seja Qi1(R*) C L(R™) o subespago de matrizes A;; que satisfazem (5.22) na
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i-égima, iteracao, ou seja,

Ai_i_lsi = Y- (523)

Esta equacio é chamada em andlise ndo linear de equagio secante, representando
um modelo linear local para a nfio linearidade. Em sistemas lineares ela nio é uma
aproximacao, o argumento presente é que a sua satisfacfio é ainda mais essencial.
Em principio, qualquer A;;1 € Q;41(R"} é uma boa candidata para aproximacio
de A na i-&sima iteracfio. Broyden sugeriu que, ao se dispor de uma boa aproximacio
A; para A, ndo existem razdes para que A;, difira de A; no complemento ortogonal

de 35, ou seja: se z€ R e
(Z, S.Z;)Q =0 entio AH,]_Z = Aiz . (524)

O que Broyden certamente supds é que a diregao s; é uma boa direcio. Assim, a
condi¢io acima cstd sujeita & qualidade de s; como direciio suficientemente descen-
dente. De passagem, note que se a condigio de ortogonalizacio (e;;1,8;)2 = 0 for
satisfeita, entdo A; qe;.1 = Aje;, .

As equactes (5.23) ¢ (5.24) determinam A;,; univocamente, como uma atuali-

zacio de posto unitario de A;:

(y; — Assi)sf

= A,
A=Ak ==

{5.25)
que caracteriza o famoso GB - Good Broyden ’s Method. Podese inverfer (5.25)
usando a férmula de Sherman-Morrison [63] ¢ obter a conhecida atualizacio da

nversa
(s; — Hiy:)sP H;
(Sra, H'iS'rl)Q ’

H’H—l = Hz + se (Si, H-;,Sq‘,)z 7£ 0. (526)

Dennis e Moré [63] também mostram que a sequéncia z;,; = z; — A;1f;, com
A; dada pela (5.25) para sistema lineares, possue convergéncia g-superlinear global
e assintética. Mostram também que, sob condigBes pouco restritivas, a sequéncia
;11 = @; — H; ' f; para problemas néio lineares converge de forma pelo menos assin-
toticamente g-linear.

N&o é necessdrio impor a (5.24), obtendo-se ent&o uma expressio mais geral:

S{UZ-H

Hor = Hat (=AY g,
[ T (2

le' COtrIt ’l),;—HHiASi 7£ 05 (527)

e v; € R™. Esta tltima recorréncia é conhecida como a atualizacio geral secante de

posto unitdrio, ¢ é devida também a Broyden. A determinacio de u; € R” deve ser
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feita com hipoteses adicionais. No presente contexto a escolha natural de v; se d4
com a condigdo (z, s;)e = 0, como alternativa a tradicional (z, s;)9 = 0.

Em todos os casos acima, mesmo que Hj seja Hermitiana, em geral os sucessivos
elementos H; ndo o serdo. Porém, nfo existe qualquer razio para que o GB nfo
possa ser usado também para problemas Hermitianos, & parte o excesso de meméria
auxiliar em relacao ao CG.

O GB é a solugdo do seguinte problema, chamado de condigio de mudanca
minima de B; sujeito & equagio secante:

min | Biz1 — Billp - (5.28)

z+1 EQH»I (]Rn

A norma é a de Frobenious, definida por

1Al =37 l|Av;||2 = tr(AT A) ZZ | Ag?
=1

F=lk=1

onde {v;}, <j<n é qualquer conjunto ortonormal em R®. A solugfo é tinica porque
o problema € convexo. Se a norma escolhida for a norma-#,, entdo existem muitas
solucdes. Normalmente, néo se considera adequado usar a norma-£, em (5.28) j&
que algumas solugdes ndo se comportam bem [19, pag. 172).

Dentro das perspectivas desta tese, de uso de disténcias epigrificas, note que:

72 72 72
Dilessn,ecrs) = 54 [Howa foally < 0 ol 1 frnally < =2 Izl 1 a3,

e, portanto, é possivel que exista uma bem comportada solu¢do de (5.28) com a
norma-£,, mais adequada, a ser estudada. Porém, é senso comum que o problema,
de aproximacses de matrizes com norma de Frobenius é mais adequado, uma vesz

que sio elementos de R™.

Implementacio

Sao possiveis diversas implementagoes, a depender da arquitetura do sistema, com-
putacional. Em geral, a melhor implementagio é alguma variacdo dec uma devida
a Deuflhard, Freund e Walter [64]. Em lugar de fazer uma atualizacio sobre I7;,

procura-se economizar um vetor auxiliar efetuando a atualizacio desde H,.
Algoritmo GB: Algoritmo de atualizacio de H; dentro da iteracio 4:
1. tendo no inicio das iteracdes: fo, dy = — Hyfy, o0 = dldy

2. definindo valores parciais durante a iteracio i: ¢; = Ad;, % = Hyq;
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3. para 7=0,1,...%1 — 1, recupere H;

_ . d 'z

3.1 Ziy1 = Z; + ,;j—t;(djﬂ - (1 - Tj)dj)
4, atualize H;

41 z =%

42 v =diy

4.3 ;= O‘i/’Yz’

4.4 7; «— pardmetro de busca (ver abaixo)
5. dipy1 = (1 —n+t)d; — Lz

H
6. Oi11 = d,i+1d.,;_|_1

O pardmetro de busca 7; é fungéio do que se vai minimizar ou ortogonalizar. Se
for a funcéo-D, usase a (5.21) para um B Hermitiano positivo definido. No caso
da norma-{; do erro, usar B = J. Pode-se no entanto escolher qualquer funcio
¢ adequada (em principio, convexa). Os resultados étimos serfio obtidos com a
fun¢io-D da norma-#; do erro.

Bons resultados para sistemas bem comportados siio obtidos mesmo com 7; = 1
para todo 1 > 0. Este é o uso cldssico. Neste caso, prova-se que o GB possue
convergencia finita com no méximo 2n iteracoes.

Ortogonalizando a fungdo-D da norma~f; do erro (ou seja, usando (5.21) com

B = I) tem-se a propriedade imediata, para todo i > 0,
Hipifivn = Hifiqr = (firn8)2 = 0= df 1d; =0, (5.29)

pela qual se conclui que ndo havendo breakdown a convergéncia finita se dard com
10 méximo n iteractes. Iom flagrante constraste com o GB cldssico. & bom relem-
brar que ao se falar de convergéncia finita exclui-se aproximacdes de aritmética
finita. Conclui-se também que H; — A™*, com H, = A~ se nfo tiver havido
convergencia antes. Certamente estes resultados traduzem a maior estabilidade do
Broyden epigréfico.

O algoritmo GB pode ser trivialmente modificado de tal forma que permita a
atualizacio a partir de um H; ,, qualquer, caracterizando um método memdria

limitada, onde apenas os tltimos m vetores auxiliares siio retidos. Normalmente,
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a recuperacio deve incluir Hy. Qutras variacbes sao possiveis. Potenciais can-
didatos incluem a recuperacio seletiva baseada na qualidade da descendéncia de
cada iteragdo, e a reinicializagio. Mas, a principal fungio do GB na estratégia a
ser montada é reter as melhores informacoes possiveis, apenas a orfogonalizacio
seletiva deve ser usada por ocasifo da recuperacio de H;. Pode-se considerar a
reinicializacio como opcio se o GB for usado isoladamente.

A meméria auxiliar necesséria ndo € maior do que (icmy + 3)n palavras (reais
ou complexas), onde i.m, € a iteragdo de parada. A implementacio de memdria
limitada toma (m + 3)n palavras.

Na estratégia de polialgoritmos proposta, deve-se ter um cuidado especial com
o GB. O GB deve sempre estar no ciclo mais externo. Isto significa que no seu uso
como atualizador de precondicionadores, ele deve ser usado exclusivamente como
precondicionador & esquerda - como precondicionador & direita o GB nao é invariante
& transformacio de varidveis (nfo obedecerd mais & equacio secante). O chamado
BB - Bad Broyden’s method é invariante & transformacao de varidveis. O BB resulta
da escolha v; = y; na férmula geral de atualizacio sccante de posto unitario. Mas

isto nfo faz dele o método de escolha para estratégia proposta.

5.6.2 Sequéncias {H;};., de alguns algoritmos

Supde-se que deva ser 1itil fornecer indicagoes de sequéncias {H;} de métodos co-
nhecidos. Gibson, Q’Leary e Nazareth [65] consideram uma certa forma geral para

minimizacio de formas quadraticas com métodos de memdria lmitada

Hip1 — %PT HoQit kX; WhiZg (5.30)

onde Hy é siméfrica e positiva definida, ~; um pardmetro de reescalonamento, £; =

— % é um projetor ortogonal, @; € L(R™) é um produto de projetores ortogonais

da mesma forma de P;, e wy;, 2; sdo vetores reais. Nesta forma geral enquadram-se

o steepest descent, o método dos gradientes conjugados, o BFGS, o L~-BFGS, o DFP,
e o L-DFP, e toda a classe de Broyden simétrico, entre eles o SR1.

Resultados preliminares analiticos e numéricos efetuados pelo autor deste tra-
balho d4 uma grande perspectiva para o SR1. O SR1 tem propriedades hereditérias
em problemas Hermitianos similares a0 GB em problemas nio Hermitianos. E o

1

grande candidato de posto unitério para minimizar a funcéo-D de ¢ = 5 lell5. ©

SR1 é invariante sob transformacgao de varidveis, podendo servir de atualizador de
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precondicionadores para o CQG, que exige precondicionadores da forma 7% AT onde
o =T4T.

Para sistemas ndo simétricos, Eirola e Nevanlina [66] fornecem um método inte-
ressante, e sua relacio de recorréncia na forma aqui usada, bem como a do GMRES.
Ambos sao atualizagoes de posto unitario obedecendo a uma equagio do tipo secante
transposta:

Az = A2 (5.31)
O GMRES resulta da escolha z; = Ad;.

5.7 Recursividade e Simultaneidade

Nas secGes anteriores foram esclarecidos e exemplificados os ingredientes do algo-
ritmo padrao. O protoétipo foi o GB dada as suas caracteristicas adequadas. Em
principio, qualquer algoritmo pode ser feito epigrafico - minimizar a funcao-D de
uma, fungido de Bregman. O GB epigréfico, em particular com a fungéo-D para a
norma-f5 do erro, oferece grandes perspectivas. O SR1 epigrifico tem potenciais
enormes para sistemas Hermitianos. O préprio CG pode ser feito epigrafico, porém,
0 CG ja possui a grande propriedade de ser estritamente descendente na norma-£3 do
erro, € portanto, conforme os resultados da primeira parte desta tese, é pelo menos
g-linear em duas etapas nesta norma. Tais métodos séo, em principio, métodos de
métrica variavel, em especial quando obedecem a equacgao secante. O algoritmo
padrao também aceita qualquer funcéo ¢ tradicionalmente usada.

Nesta secfio mostra~se como construir polialgoritmos adequados sob ciclos inter-
nos do algoritmo padrao. Existem varias possibilidades. De uma forma geral pode-se
dividir as possiveis estratégias em dois grandes grupos: estratégias que usam o algo-
ritmo padrao recursivamente, ¢ aquelas que o fazem simultaneamente. Em qualquer
caso, o sucesso da estratégia certamente depende de alguma andlise antecipada que
a justifique.

Nesta secao faz-se uma andlise global, e nao muifo detalhada, de algumas alter-
nativas para a recursividade e a simultaneidade da realizacao de algoritmos padroes.

Especificamente,
1. Atualizacao de precondicionadores
2. Hibridizacao

3. Regularizacao
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Neste ponto deve-se salientar que alguns dos mecanismos mais importantes das
estratégias propostas adiante tornam-se possiveis gragas & (suposta) eficiéncia das
estimativas de erros oriundas da teoria de convergéncia do quociente desenvolvida
na primeira parte desta tese.

Todas as estratégias sugeridas sfo matematicamente consistentes, ¢ decorrentes
das anilises efetuadas nos capitulos precedentes. As possibilidades sfio muitas, e
varias delas ou nao foram ainda suficientemente testadas, ou os testes limitaram-se

a poucas realizagoes.

5.7.1 Atualizaciao de precondicionadores

Quando se estd constantemente resolvendo problemas dentro de uma certa classe
éspecfﬁca, a melhor maneira de conseguir um bom precondicionador Hy é por anslise
das caracteristicas do problema contfnuo. T provavel que por experiéncia numérica,
sisterndtica chegue-se a um precondicionador muito perto do ideal - caracterizado por
qualidade e economia de meméria. Porém, em uma realizacio especifica, certamente
existe um precondicionador de melhor qualidade, satisfazendo ainda a restricao de
economia. Faz-se um paralelo entre o fator-¢ do processo e o fator-g da realizacio,
(muito) provavelmente menor (ver Capitulo 3).

Outras situacdes existem nas quais ainda nfo se dispoe senfio de um precondi-
cionador razodvel, talvez minimo, digamos, o precondicionador de Jacobi caracteri-
zado por Hy =diag(A;'), ou em casos extremos, H = 1.

A questdo que se pde ¢ a de como melhorar, durante a realizacio, o precondi-
cionador original. Existem muitas possibilidades. Uma delas é usar dois algoritmos,
recursivamente, em umn esquema inner-outer loop, tipico da solugao de um problema
no linear. Os algoritmos podem ser diferentes ou, eventualmenie, iguais.

Uma questao complementar é: tendo feito uia realizacio, como aproveitar as
informagoes extraidas desta realizagio em outras, como por exemplo, os casos de
muiltiplos carregamentos, anglise ndo linear e andlise dindmica.

As questoes acima expostas estdo diretamente associadas a robustez. Espera-se,
de alguma forma, que o algoritmo obtenha uma resposta aceitdvel.

Adicionalmente, se estamos usando, por exemplo, um algoritmo que minimize
a norma-£3 dos residuos (impondo consisténcia), e deseja-se qualidade na norma-
£, do erro, é razoavel esperar que o precondicionador atue no sentido de relaxar
a consisténcia, se necessdrio, ¢ melhorar a qualidade da norma-#; do erro, se ndo

ambas. Este normalmente ¢ o caso quando o resolvedor linear é um inner-loop



5.7. RECURSIVIDADE E SIMULTANEIDADE 129

na. solugdo de um problema n#o linear usando o método de Newton, ou métodos
inexatos de Newton.

A idéia de precondicionador atualizado, matematicamente consistente, vem de
encontro aqueles anseios. Para matrizes ndo Hermitianas, o GB possui uma série
de caracteristicas interessantes para cumprir aquelas funges. Dado um precondi-
cionador inicial I, regular, submete-se o precondicionador ao GB, na auséncia de
melhores alternativas,

Exemplifica-se a estratégia, na hipStese de que o método principal ¢ um método
de Krylov que minimiza a norma-£; do resfduo, ¢(f) = £ || fill3, ¢ é de interesse o
controle da norma-£; do erro, ¢(e) = & llesll2. Algumas situacdes possiveis sdo:

1. Eziste alguma memdria ~ nM adicional disponivel. Realizar o GB(epid(f))
completando a sequéncia {H;}, .. , com m < M. O critério de interrupcio pode
ser um percentual de ||, Efetuando também o controle de [ f;l],, eventual-
mente, o BG resolver4 o problema sozinho. Se néo, inicializa-se 0 método de Krylov
com a 1ltima (opcional) solugio aproximada = do GB e o novo precondicionador
{H:}, <i<m- Lista sequéncia pode ser salva para uso posterior com a mesma matriz 4
ou alguma aproximada. Note que a sequéncia de precondicionadores existe apenas
implicitamente, através de seus vetores auxiliares.

2. Nao existe memoria adicional disponfvel. Neste caso supbe-se que Hy jé é
um precondicionador mais sofisticado. Efetua-se diretamente a atualizacio de posto
unitario sobre o precondicionador, eventualmente, satisfazendo alguma restricio de

esparsidade explicitada por 5(j, k):
(Hiva)je = (Hi)ge + (ujwi)s  se j,k € S(j,k) (5.32)

Uma opcao mais consistente é especificar wm valor limite ¢ > 0, abaixo do qual cada
elemento de cada vetor é considerado nulo. Os vetores auxiliares serdo armazenados
sob forma compactada, convencionalmente. N#o se fez analise maior desta ultima,
op¢ao, e apenas alguns testes ndo conclusivos. Certamente outras opgdes existem,
a depender de como o precondicionador inicial se apresenta. Existem opcSes para

atualizacdo de posto unitdrio de decomposicoes tipicas como a LU.

5.7.2 Hibridizacoes

Maior a descendéncia de uma direcdo d;, mais importante as informacdes contidas
nos vetores auxiliares da iteracdo. No esquema anterior, o precondicionador é a-

tualizado a cada iteracdo. Isto exige que o GB, ele préprio, seja suficientemente
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descendente. Em certos problemas, é possfvel que a iteragio do GB nio produza
informacoes suficientemente relevantes, e ndo héd porque guardd-las, desperdicando
memdria auxiliar. As vezes, até mesmo prejudicando a estabilidade do GB. Um teste
de suficiéncia da descendéncia deve existir. A atualizacdo do precondicionador ape-
nas serd efetuada sob essas condigbes. Fsta técnicas sdo conhecidas em otimizacao.

Em casos como este, é mais conveniente alternar entre os algoritmos. No caso
da secio anterior, entre o GB e o método de Krylov. Seja, para exemplificar, o
GMRES(m). Inicia-se o GB com uma ou mais iteracdes, a depender de algum
critério a ser discutido. Em um certo instante leva-se a mais recente aproximacfio de
z juntamente com a sequéncia {;} ao GMRES(m). Executado o ciclo do GMRES,
retorna-se a mais um ciclo do GB, do qual resulta uma ampliacio da sequéncia
{H;}. Se o objetivo é minimizar o niimero de produtos matriz-vetor, pode-se efetuar
a atualizacio com os incrementos s; e y; resultantes de um ciclo do GMRES(m).

O esquema discutido é executado debaixo de dois tipos de critérios. Critérios de
descendéncia, pelos quais se verificam normas de interesse e consisténcia, e critérios
de economia, pelo qual se limita a memdria auxiliar adicional. Eim casos extremos de
pouca memoéria auxiliar disponivel pode-se reinicializar o GB, mantendo é claro, o
precondicionador original. Esquemas intermedidrios incluem a mamutencao de bases

(vetores auxiliares) selecionadas por critério de descendéncia.

5.7.3 Regularizacao

Existern algoritmos que possuem uma. incrivel irregularidade na convergéncia, e
mesmo assim sao usados com muita frequéncia. Normalmente esta irregularidade
¢ medida pela norma-£, dos residuos. O CGS é um deles. Usado com frequéncia
em problemas néo lineares, em substituicio ao BiCG. Quando o BiCG diverge, o
CGS também diverge. Quando o BiCG converge, o CGS converge duas vézes mais
rapidamente. Sendo um método de curta recorréncia, é frequentemente procurado
como possivel alternativa econdmica.

A literatura tem oferecido diversas técnicas para abrandar tais problemas. A
mais interessante & o smoothing do Schonauver. Em paralelo as iteragbes, sao for-
madas duas sequéncias de {%;} e {J;} decorrentes da minimizacio dos resfduos
originais. O TFQMR e suas variantes sdo matematicamente equivalentes ao CGS.

A melhor solugdo que se pode oferecer para o CGS, o BiCG, e outros desta
classe, é precondicionéd-lo com o GB. Mas, isso exige meméria adicional, e ndo retira

de todo a indesejavel oscilacio da norma-£; dos residuos.
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Uma alternativa é adicionar a tais métodos um processo complementar de or-
togonaliza¢do em alguma norma, que ndo a que ele minimiza (se minimiza). No
caso do CGS, por exemplo, a norma-£, dos residuos, ou a funcio-D da norma-£,
do erro. Isto pode ser feito via minimizagdo proximal com fungdes-D [28], ou mais

simplesmente, com uma combinagao convexa de normas de interesse:
ou, de forma generalizada

=) Mbx, D =1  A=0

Presentemente, estuda-se uma generalizacao de tais procedimentos por meio de
viabilidade convexa [29], objetivando implementagtes em arquiteturas com proces-

sadores simétricos (SMP).



Capitulo 6
Experimentos Numeéricos

Os preceitos valem mais do que os conceitos.

Isaac Newton

6.1 Introducao

Neste capitulo sfo coletados experimentos numéricos com o objetivo de ilustrar
alguns dos aspectos mais importantes relativos a teoria de convergéncia do quociente
desenvolvida na Parte 1, e s consequentes estratégias de solugfo propostas na Parte
II. Foram muitas as questdes discutidas nos capitulos anteriores, de tal forma que
é virtualmente impossivel ilustrar todas. Na Parte 1, existem circunstincias nao
consideradas da aritmética finita que podem se tornar predominantes. Em particular
na Parte 11, algumas estratégias sugeridas sequer foram suficientemente testadas.
Algumas tomardo ainda muito tempo do autor para serem devidamente calibradas
mesmo em uma irea especifica. A variedade de problemas para os quais alguns
resultados deste trabalho podem eventualmente ter aplicacio é muito ampla. Optou-
se por cobrir algumas distintas, dando énfase aos principios os quais, supde-se, sao
mais permanentes e nao serao tao diluidos pelo termpo.

Em todos os experimentos, macheps = 2.22 x 1071%, com o zero da méquina

igual a macheps/2, determinados numericamente.

6.2 Experimento 1 - Pértico Plano, CG, GB4CG

O poértico plano, engastado nas duas extremidades, da figura 6.1 é analisado para

cargas estaticamente aplicadas e comportamento completamente linear. B composto

132
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Figura 6.1: Pértico plano do Experimento 1 - 4/12 elementos

de apenas duas barras, uma horizontal e outra inclinada. A discretizacio é feita com
elementos convencionais (polindmios de Hermite), produzindo 3 graus de liberdade
por nd, dois de flexdo e um de membrana (axial), sem deformacao por esforco cor-
tante incluida na energia de deformacio. A discretizagao com dois elementos fornece
a solucdo exata com apenas 3 equactes, com solugéo analitica simples. Os diagramas
de esforgos solicitantes internos (momento fletor, esforgo cortante e esfor¢o normal)
e os deslocamentos (duas translages ¢ uma rotagio) do né central sio exatos. De-
vido as cargas externamente aplicadas aos elementos, os deslocamentos ao longo
das barras ndo sfo aproximados exatamente pelos polindmios usados. Porém, cada
ponto nodal acrescentado fornece os deslocamentos exatos neste ponto. Istes sfo
fatos bem conhecidos. Nao existe sentido em discretizar mais, a ndo ser o sistema
esteja em um ciclo interno de um problema n&o linear ou um problema no tempo.

As propriedades escolhidas s8o reais, no sentido de que nenhum artificio foi
imposto para gerar problemas numéricos. Secio transversal retangular constante de
0.20 x 0.50 m e médulo de Young igual a 2.0 x 108 ¢f/m?. A barra inclinada ests
carregada com um forga horizontal de 4 ¢f no sen centro, e uma carga horizontal
uniformemente distribuida com —0.35 £f /m. A barra horizontal estd com uma carga
vertical uniformemente distribuida de —0.70 £f /m.

A barra inclinada estabelece umn acoplamento entre os graus de liberdade de
flexao e os de membrana. Este acoplamento é tipico de estruturas como pérticos,
arcos e cascas. 1 a causa de grandes dificuldades para a solucio iterativa de sis-

temas lineares, quer isoladamente, quer dentro de ciclos de problemas nfo lineares.
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Figura 6.3: Espectro de autovalores para n = 33
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Provém da grande diferenca entre a rigidez axial e a rigidez a flexdo. Em problemas
predominantemente de flexao, como placas medianamente espessas, poucas iteracoes
880 necessarias em cada ciclo ndo linear. Com o acoplamento membrana-flexdo, o

nmimero de iteragtes pode crescer em pelo menos uma ordem de grandeza.

CG - comportamento e estimativas

Sao feitas 3 discretizagfes com n = 9,21, 33 graus de liberdade, correspondentes a
5,9 e 13 nds, respectivamente, de tal forma que o tamanho de cada elemento em
cada uma das barras sejam iguais. A razdo minima entre o comprimento e a altura
da secéo transversal quando n = 21 é de 1.25, e para n = 33 6 0.75. Com n = 33, os
problemas de aritmética finita fazem o CG comecar a perder as suas propriedades
de convergéncia do quociente. O problema é simétrico e positivo definido, e sufi-
clentemente pequeno para que as respostas por um método de decomposicio estdvel
(LU , LDL, QR, Houscholder,...) possam ser consideradas exatas.

Os experimentos que se seguem sio cfetuados com as duas discretizactes ex-
tremas, n = 9,33. Nas figuras 6.2 e 6.3 estdo os seus respectivos espectros (de
autovalores). Nas figuras 6.4 e 6.5 estéio os autovalores. Os autovalores predominan-
temente de flexdo situam-se na parte inferior do espectro ¢ formam agrupamentos
(clusters). Isto é favordvel ao CG. A parte do espectro responsdvel pelos rodos
predominantementes de membrana estdo mais & direita ¢ regularmente espacados,
um caso de extrema incoveniéncia para o CG. As componentes de resposta de maior
contetido de energia sfo justamente as de flexfo.

O CG converge com 4, = 0 de forma’ ¢-superlinear nas duas realizacdes: para
n = 9 0s valores exatos sfo o = 0.888, a= 0.878 ¢ & = 0.503 na norma da energia,
e a = 0.878, &@ = 0.503 na norma-f; . Note que nio hi & no CG na norma-£, (cada
algoritmo pode ter apenas um ¢, por defini¢do). Nao é uma contracdo iterada desde
i==0, e f; alinge valores superiores a /2 nas duas normas, da energia e .

Por minimizar o errro na norma da energia, maximiza a norma da energia dos
deslocamentos, de tal forma que as diversas normas dos deslocamentos convergem
rapidamente, em intensidade e diregdo. A figura 6.6 mostra isso para a norma-fs.
Confirma o demonstrado no Capitulo 3: ¢; (e portanto ¢;) é a medida instantinea
simultaneamente da convergéncia na norma e na dire¢ao (ingulo de aproximacao
com & solugdo exata) em métodos de projecio ortogonal (com respeito a algum

produto interno).

Outros resultados fundamentais provados nesta tese podem ser visualizados neste
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Figura 6.6: Convergéncia uniforme em norma e diregiio. Na norma da energia estas

CIIIVAS SA0 TNais suaves.

experimento. A figura 6.7 mostra as estimativas calculadas com a sequéncia {o;}
exata usando o estimador para p enriquecimentos com p = 1. Note-se, em particular
pela figura 6.8, que n&o é possivel uma cota superior melhor do que a fornecida. Esta

figura traca a razdo entre a estimativa e o valor exato do erro em cada iteragio, para
n=9 A figura 6.9 corresponde a figura 6.8 usando tammbém o Lema fundamental
de projecoes ortogonais. Todos esses valores referem-se & norma da energia. Servem
apenas para ilustrar a qualidade dos resultados, wmna vez que foram calculados com
os fatores-¢ exatos.

Os valores que interessam na pratica sao os determinados com estimativas das
constantes, por exemplo de {e;}, feitas durante da realizacao. Interessam os valores
relativos a solucio exata. Nao se dispde da solugao exata, e portanto deve-se usar
a solucao aproximada corrente. As estimativas da cota inferior pelo estimador para
p enriquecimentos ndo usa nenhum valor a ser estimado. As figuras 6.10 e 6.11
mostram duas estimativas, a primeira o estimador para p enriquecimentos, p = 1,
e & segunda usando «;. A maior razdio estimativa/exato foi de 2.156, ocorrido
no inicio da realizagdo. Usando p > 1 - quanto maior melhor - e isto sempre é
possivel, os resultados sdo bem melhores. Porém, neste exemplo, é desnecessario
(embora ndo implique em qualquer custo ou dificuldade adicional) uma vez que
2.156 < v/10 < 10, caracterizando a mesma ordem de grandeza. F além disso, no

inicio das iteragoes, com valores altos do erro.

As figuras 6.12-6.16 correspondem as estimativas ainda para n = 9, na norma-£,.
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Figura 6.7: Estimativas da norma da energia do errro, com um enriquecimento

(fator-q exato em cada iteragio), para n=9

Ainda hé g-superlinearidade, porém, como nio hé ortogononalizacio, os resultados
correspondentes fornecem estimativas menos gratificantes. Sao resultados tipicos de
estimativas em outras normas do CG, que nao a d4 energia. Todos foram feitos ou
com o Lema fundamental ou o estimador para p-enriquecimentos, p = 1. Resultados
muito melhores sido obtidos usando o estimador para p-enriquecimentos com p > 1.
Idealmente, 7 = 1 e p crescente. Ou, preferencialmente usando o mapeamento AP,
p=2

O sistema com 33 equacdes estd no limear da instabilidade numérica. Na figura
6.17 percebe-se o aparecimento de patamares, quase g-sublinearidades. O CG j4 ndo
consegue produzir direcoes suficientemente descendentes, porque cada novo elemento
da base é quase uma combinacio linear dos anteriores. E importante observar que
o mimero de condigdo ainda é muito baixo. Os autovalores também. O espectro
mostra que hd uma grande quantidade de autovalores ignalmente separados, e esta
é a causa.

A grande surpresa estd na qualidade dos estimadores, mesmo com apenas um
enriquecimento. As figuras 6.17 e 6.18 foram feitas com a sequéncia {o;} exata. As
estimativas das cotas superiores mantém a qualidade que possuiam no sistema com
n = 9. As das cotas inferiores sdo pelo menos assitoticamente exatas. Para melhorar

a qualidade é apenas necessario usar mais enriquecimentos. Na figura 6.19 estdo os
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n=9.
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Figura 6.15: Corresponde a figura 6.10, agora na norma-£,.
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Figura 6.16: Corresponde a figura 6.11, agora na norma-£,,

erros na norma da energia com a sequéncia {o;} estimada por {c.xz} Nas figuras
6.20 e 6.21 para a norma-#y, com a sequéncia exata, e com {&;}, respectivamente.

Os resultados oscilantes estdo registrados aqui com o objetivo de mostrar a in-
stabilidade do CG neste exemplo com 33 graus de liberdade. A técnica correta para
sua estimativa de erros consiste em usar ou um mapeamento composto, o estimador
com p-enriquecimentos, p > 1, preferencialmente sob a forma |le; |, p=1,2,... .

Seguem-se algumas recomendacgdes praticas provenientes de numerosos testes
com sistemas provenientes de discretizacoes pelo método dos elementos finitos, inclu-
sive elemnentos undimensionais (barras), para o CG. A recomendacio geral é ndo es-
quecer de que a norma da energia no CG precondicionado inclui o precondicionador.

Para as estimativas na norma da energia pouco hd o que se acrescentar ja
~ que as estimativas sfo extremamente precisas, e podese, por exemplo, usar s re-
comendagdes que se seguern para a norma-£,, substituindo &; por &;.

A melhor recomendacgio pratica, sem sofisticagtes, confidvel ¢ precisa, para as
estimativas em normas que nfo a norma da energia, tem seus resultados (norma-
£5) nas figuras 6.22-6.23 para n = 9, representando sistemas sem muitos problemas
numéricos. J4 no sistema com n = 33, o CG perdeu suas propriedades tebricas,
pode-se entado usar mapeamentos compostos com p > 2. O valor de p pode ser de-
terminado durante a realizac8o, e pode ser varidvel, e decrescente. Um teste simples
de descendéncia € 3; < 1, onde k representa o indice das iteraces no mapeamento

composto. As figuras 6.22-6.23 foram feitas usando o mapeamento composto .47,
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Figura 6.17: Estimativa com a sequéncia {«; } exata, n = 33.

com p = 2. Foi demonstrado no texto desta tese que este é o valor correto. Nao

h4 necessidade de p maiores, e se escolhido p = 1, as estimativas sofrerio pequenas

oscilagbes. J4 para o sistema com n = 33, usou-se p = 4. Usar a estimativa & cal-
. . - = _ gi

culada com 9, = 1. Em seguida aplicar apenas a equacgo |egy1|l, = oo IEAIPS

Permite-se ainda usar & em vez de &, produzindo valores mais conservativos.

Existem outras possibilidades, dependendo da implementagéo particular do CG.

FEm nenhuma das discretizagoes o CG manteve sua propriedade tedrica de con-
vergéncia finita em no maximo n iteracdes devido a aritmética finita, mesmo com
poucas equagdes. Nos dois casos, ndo atingiu valores aceitdveis em gualguer norma
de interesse para um nimero menor ou igual a n. No entanto o problema analisado
é tipico da engenharia estrutural. Existem muitos precondicionadores interessantes
para este pértico. Precondicionar sistemas com acoplamento membrana-flexao ainda
é uma questao aberta, € tem impedido o uso generalizado de algoritmos iterativos

para sistemas lineares, em particular em ciclos internos de problemas néo lineares.
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g

g 100 —_

]

% 10 .

o |

-

& 1 2 .

3

=

£ 0.1 .

=g

g ,

= 001 10 20 30 40 50 60
ITERACOES

~&= Cota superior sobre erro exato

= (Cota inferior sobre erro exato
— 1

Figura 6.21: Estimativa com a sequéncia {&;}, n = 33.
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Figura 6.23: Estimativa da Norma-f; do erro no mapeamento composto, p = 2,

n = 9, dividida pelo erro exato.
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CG e BROYDEN

O problema em discussao precisa uwm precondicionador, simétrico e positivo definido.
Dentro da esiratégia proposta hé a necessidade de desenvolver umn algoritmo padrio
para trabalhar com o CG nos sistemas Hermitianos. Néo foi feita esta investigacao.
Se a escolha é de um método secante, dois candidatos imediatos sdo o SR1 e o
BFGS. O SR1, sendo uma atualizagio simétrica de posto um, é o candidato ideal,
se o objetivo é economia de memdria, porém ndo ha garantias da heriditariedade da,
positividade do precondicionador inicial. O BFGS é hereditariamente simétrico e
positivo definido, porém ¢é uma atualizacio de posto dois, e requer pelo menos duas
vezes mais memdoria. Fxiste uma literatura recente sobre o precondicionamento de
sistemas néo lineares com o BFGS [657][58].
Porém, o seguinte problema

I% |B—H|lz , B siméirica,

tem solugéo tinica dado por B = 3(H" + H), a parte simétrica de H. Isto justifica
usar a parte simétrica da sequéncia { H; } de Broyden para hibridizar com o CG. Nao
hé nenhum motivo, que néo o de economia de memdria, para nio usar o Broyden em
problemas Hermitianos positivo definidos. Néo se estd recomendando esia prética,
em geral. Porém, na auséncia de um melhor estudo sobre o SRI, ou outro mais
conveniente, investiga-se agora o comportamento do Broyden precondicionando o
CG. Mostrar-se-4 que a teoria desenvolvida é absolutamente consistente, e alguns
resultados sdo bastante além das espectativas.

Para evitar problemas de interpretagao das iteragdes do CG, usa-se n = 27,
‘garantindo um problema bemn posto, e Hy = [, a matriz identidade, ja que a idéia é
gerar ou melhorar um precondicionador, em particular para uso posterior {multiplos
carregamentos, andlise dindmica, etc). O comportamento do CG na norma-£y do
erro e do residuo estd mostrado na figura 6.26. A precisao +/macheps apenas é
conseguida com 32 iteragdes sobre o erro e 37 sobre o residuo. Observe-se que, em
todas as figuras mostradas nesta discussdo, |[w;]|, rapidamente se aproxima de seu
valor final. A norma do residuo oscila tanto para o CG guanto para o Broyden sem
pesquisa na linha.

Executa-se o Broyden tradicional, sem pesquisa na linha, durante 15 iteracoes.
Em seguida, o CG ¢ ativado no loop interno com o precondicionador Hqy simetrizado,
¢ com a, solugdo reinicializada para zg = 0. Caracterizando assim uma pura cons-

frugdo de precondicionador. A figura 6.27 é a histéria das iteracoes do CG. Nao



6.2. EXPERIMENTO 1 - PORTICO PLANO, CG, GB+CG
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Figura 6.26: CG, norma-#, , n = 27.
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Figura 6.27: GB(15)+CG, norma-£5 , n = 27, sem ortogonalizacio.
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