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Este trabalho visou o desenvolvimento de teorias necessirias para a formulagio de
elementos finitos para vigas e cascas laminadas e a conseqiiente implementagdo
computacional desses elementos.

A teoria apresentada aqui para a andlise de vigas e cascas laminadas inclui efeitos da
distorgdo transversal ¢ atende as condigbes de compatibilidade de deslocamentos e de
continuidade de tens®es de cisalhamento nas interfaces das ldminas.

Para a andlise de vigas laminadas, a teoria desenvolvida foi implementada para um
elemento unidimensional com 3 n6s e oito graus de liberdade e para a analise de cascas, a
teoria desenvolvida foi implementada para um elemento quadritico serendipity, com 5
graus de liberdade por no.

Foram analisadas vérias aplicagdes numéricas e os valores obtidos foram comparados com
os fornecidos pela literatura existente. Os resultados mostraram a versatilidade dos
elementos e que esses apresentam boa acuracia para a analise de vigas e cascas laminadas,

finas ou espessas.
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This work aimed to develop the necessary theory to formulate laminated beam and shell
finite elements and to implement those elements computationally.

The theory presented here to analyze laminated beams and shells includes transverse
shearing strain effects and allows the contact conditions for the compatibility of
displacements and the continuity of transverse shear stresses to be satisfied simultaneously
at the layer interfaces.

To analyze laminated beams, the developed theory was implemented for a 3-node 8-dof
one-dimensional element. The laminated shells were considered with the aid of an 8-node
5-dof quadratic serendipity element specially designed for this task.

Several numerical applications have been performed and the obtained values were
compared to current literature formulations. The numerical results indicate that the beam
and shell laminated elements are quite versatile and that they perform accurately for the

analysis of both thick and thin layered composite beams and shells.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

1.1 OBJETIVOS

O presente trabatho tem por objetivos desenvolver a teoria € formular elementos
finitos para vigas e cascas laminadas, respeitando a compatibilidade de deslocamentos e
a continuidade de tensdes de cisalhamento nas interfaces, além de implementar os

programas computacionais correspondentes.

1.2 JUSTIFICATIVA

Em muitos projetos, especialmente nas industrias aeroespacial, automotiva e
petroquimica, as vigas, placas e cascas constituidas de materiais compdsitos estdo sendo
utilizadas amplamente como elementos estruturais. Isso se deve ao fato de que, para
resolver os problemas emergentes necessita-se de novos materiais que oferegam melhor
desempenho do que o0s existentes. Assim, a comunidade cientifica internacional vem
dedicando interesse crescente ao desenvolvimento de teorias ¢ métodos para analisar
estruturas constituidas de materiais compdsitos.

Se, por um lado, os materiais compositos oferecem muitas caracteristicas estruturais
descjiveis, por outro apresentam comportamento e processos de fabricagio mais
complexos. Os materiais compdsitos estdo inseridos em uma érea interdisciplinar onde

engenheiros estruturais, mecanicos ¢ quimicos colaboram para o produto final.



Laminados, por sua vez, consistem da unifio de duas ou mais camadas de materiais
distintos. Procura-se com isso combinar as melhores propriedades de seus constituintes
de modo a obter um compésito adequado para uma determinada aplicagdo. Resisténcia,
rigidez e condutividade térmica s3o algumas dessas propriedades que variam com 2
direcdio, no caso de camadas anisotrépicas. Estruturas que exigem que seus materiais
constituintes apresentem altos valores de resisténcia e rigidez em relagdo ao de sua
densidade utilizam amplamente laminados, como ¢ o caso de misseis, foguetes,
blindados, proteses etc. Em muitas aplicagBes € possivel, usando materiais laminados,
obter a mesma rigidez do ago com uma economia de 30% no peso. Pode-se ainda
conseguir o triplo da resisténcia do aluminio com um peso 40% menor [1].

Os primeiros estudos sobre estruturas constituidas de materiais laminados foram
praticamente adaptacdes de teorias existentes para materiais homogéneos. Em face das
hipéteses simplificadoras empregadas, seu campo de atuagfo ficava muito limitado. Isso
levou & criacfio de teorias mais sofisticadas para refletir melhor o comportamento fisico
real das estruturas nas quais era feito um refinamento do campo de deslocamentos pela
inclusdo novos termos. Para satisfazer as condigdes cinemdticas de equilibrio, foram
introduzidos no campo de deslocamentos, termos que possibilitassem a compatibilidade
de deslocamentos ¢ a continuidade de tensdes de cisalhamento nas interfaces. No
entanto, de uma maneira geral, as teorias e formulagBes existentes sobre estruturas
laminadas, listadas nas referéncias bibliograficas e destacadas nos capitulos
subsegiientes, mostram complexidade crescente com o aumento do niimero de camadas.

O presente trabalho apresenta teorias para vigas e cascas laminadas nas quais €
verificada a continuidade de tensdes de cisalhamento entre as camadas sem que se faga

necessaria a utilizagdo de maior nimero de incognitas do que o envolvido na andlise de



estruturas homogéneas, segundo desenvolvimento nfo encontrado pelo autor na

literatura a qual teve acesso.

1.3 ORGANIZACAO DA TESE

Esta tese é composta de seis capitulos, sendo este primeiro dedicado & motivagdo ¢
ao posicionamento inicial do trabalho no contexto do assunto.

O Capitulo 2 descreve os tipos de compositos ¢ de estruturas laminadas e faz uma
apresentagdo das nogdes introdutérias de materiais compositos e laminados.

O Capitulo 3 destina-se a apresentar os fundamentos da elasticidade anisotropica € as
matrizes constitutivas referentes aos varios tipos de anisotropia que os materiais podem
exibir.

O Capitulo 4 ¢ destinado & analise de vigas laminadas. Nesse capitulo sdo
desenvolvidas as equagdes de uma teoria que atenda as condi¢es de compatibilidade de
deslocamentos e de continuidade da tensdo de cisalhamento nas interfaces das ldminas.
A seguir, finalizando o capitulo, sdo apresentados alguns resultados da utilizagdo do
programa computacional implementado segundo a teoria desenvolvida.

O Capitulo 5 ¢é destinado & analise de cascas laminadas. Seguindo em linhas gerais o
mesmo procedimento do capitulo anterior, dedicado as vigas laminadas, inicialmente
sio desenvolvidas as equagdes necessarias para uma teoria que respeite a
compatibilidade de deslocamentos e a continuidade de tensdes de cisalhamento nas
interfaces, a seguir é formulado um elemento finito compativel com essa teoria e
finalmente s#o apresentadas algumas aplica¢des praticas do programa implementado.

O Capitulo 6 expde as conclusdes do presente trabalho sobre o assunto € contém

sugestdes para futuros trabalhos.



CAPITULO 2

COMPOSITOS ESTRUTURAIS

2.1 INTRODUCAO

A combinagio de dois ou mais materiais para formar um compdsito estrutural com
melhores propriedades é um fato historico bem documentado [1]. Os trabalhadores
judeus sob o jugo egipcio incluiam palha em seus tijolos como um meio de aumentar sua
integridade estrutural. Os samurais usavam metais laminados ao forjar suas espadas para
obter as propriedades desejadas. Alguns artesdos do Mediterranco usavam uma espécie
de tecnologia de materiais comp6sitos para fazer os moldes de seus trabalhos, que eram
fabricados colocando pedagos de papel de tamanhos diferentes em vérias camadas para
produzir as formas e contornos desejados. Os compositos sdo construidos visando a
obtencio de melhores caracteristicas do que os materiais convencionais. Algurnas das
propriedades que podem ser melhoradas com a utilizagdo de compositos sdo: rigidez,
resisténcia estrutural, peso, resisténcia & corrosfo, propriedades térmicas, resisténcia a
fadiga e resisténcia ao desgaste. Os compdsitos encontram utilizagdo em varios sistemas
estruturais, incluindo estruturas aerospaciais e submarinas, automoéveis, carros de
combate, equipamentos de esportes, proteses médicas e placas de circuitos eletrdnicos.
Exigéncias funcionais e mecanicas de projeto obrigam os engenheiros a procurarem
métodos priticos e precisos para determinar as caracteristicas estaticas e dinimicas dos

componentes estruturais.



2.2 TIPOS DE COMPOSITOS

Para apresentar o assunto de uma maneira consistente, torna-se necessario definir
precisamente o que constitui esta classe de materiais. Sob um ponto de vista meramente
introdutério, muitos pesquisadores definem materiais compdsitos como sendo uma
combinagio de dois ou mais materiais para obter um novo material ou uma propriedade
especifica. Conforme a composigio estrutural dos materiais compostos, pode-se
distinguir os seguintes tipos de compositos:

e Compositos de Fibras (Figura 2.1)

Constituidos de fibras continuas ou nfo, imersas em outro material.

FIGURA 2.1: Compésitos de fibras.

e Compdsitos de Particulas (Figura 2.2)

Constituidos de particulas de um determinado material inseridas em outro.

FIGURA 2.2: Compdsitos de particulas.



¢ Laminados (Figura 2.3)

Constituidos de laminas de materiais diferentes
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FIGURA 2.3: Laminados.

¢ Compésitos de Flocos (Figura 2.4)

Constituidos de flocos planos imersos em outro material
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FIGURA 2.4: Compositos de flocos.

¢ Compositos com Preenchimento (Figura 2.5)

Constituidos de uma estrutura continua com a funcio de matriz e preenchida por um

segundo material.

FIGURA 2.5: Compdsitos com preenchimento



VINSON e SIERAKOWSKI [1] definem compdsitos como “combinagbes de
elementos que diferem entre si em composigdo ou forma, em termos macroscopicos. Em
geral, as fibras constituintes podem ser feitas pelo homem, sdo insoliveis, conservam
suas caracteristicas no interior do material composto e podem ser continuas ou

descontinuas’.

2.3 ESTRUTURAS LAMINADAS

Estruturas laminadas sdo constituidas por ldminas, unidas, de no minimo, dois
materiais que diferem em constituigdo e/ou diregdo das fibras. O objetivo ¢ combinar as
melhores propriedades de seus constituintes, de modo a obter um componente estrutural
adequado a uma determinada aplicagdo. Geralmente, estas estruturas sao formadas com
lAminas dos mais variados materiais (isotropicos, ortotropicos ou anisotropicos).

Uma tipica estrutura de trés lminas é usualmente chamada de estrutura sanduiche.
Estruturas sanduiches s3o constituidas por uma lAmina espessa, de pequena resisténcia e
densidade, intercalada entre duas liminas finas, de alta resisténcia e peso. As duas
Jaminas finas sdo chamadas faces, ¢ a intermediaria € o niicleo da estrutura sanduiche. O
tipo mais simples de estrutura sanduiche consiste de duas chapas de material denso
separado por uma camada espessa que pode ser muito menos rigida e resistente. (Figura
2.6a). Uma regra pratica determinada por ALLEN [2] indica que se obtém uma estrutura
sanduiche eficiente quando o peso do nicleo € aproximadamente igual ao peso
combinado das faces. O conjunto assim formado apresenta baixo peso préprio, aliado a
alta rigidez a flexdo e resisténcia a flambagem. Nos programas aeroespaciais Apollo ¢

Qaturno foram utilizados sistemas sanduiches constando de duas ldminas exteriores de



aco e um nucleo do tipo colméia, conforme a representagiio da Figura 2.6b. Em asas de
avides convencionais o sistema sanduiche também tem sido empregado com muito
sucesso. Nessas aplicagdes, o nucleo ¢ uma ldmina de material viscoeldstico que tem
como caracteristica principal um alto poder de dissipagio de energia. Dessa forma, o
nicleo ¢ utilizado no controle de vibragdes e ruidos, ¢ também no combate a fadiga
estrutural.

Em uma estrutura sanduiche, o nucleo e as faces desempenham papéis distintos.
Dentre as funcdes do nucleo de uma estrutura sanduiche, distingem-se duas: o nucleo
deve manter as faces separadas ¢ garantir a estabilidade das mesmas. Ele deve, portanto,
possuir uma certa rigidez em relagdo as deformagdes normais ao plano das faces. Além
disso, o nicleo deve permitir as faces se comportarem praticamente como membrana,
devendo, assim, possuir uma certa rigidez ao cisalhamento nos planos normais a clas. E
também importante que o adesivo que une as ldminas ndo seja muito flexivel, para ndo
permitir movimentos relativos substanciais entre as faces e o nuicleo. Se estes
movimentos forem permitidos, as faces se comportardio como duas estruturas
independentes e o nicleo ndo desempenhard sua funcdo de aumentar a rigidez do
conjunto.

Constata-se, pelas estruturas sanduiches classicas, que o nicleo, muito espesso,
suporta praticamente todos os efeitos do cisalhamento e que as faces finas resistem ao
efeito da flexfio. Em linhas gerais, o papel do nicleo é de manter as faces separadas de
modo a aumentar a rigidez do sistema sem muito ganho de peso. Painéis utilizados em
estruturas espaciais empregam quase invariavelmente faces metalicas com micleos em
colméia (Figura 2.6b) ou corrugados (Figura 2.6¢). Determinadas variagdes da idéia de
nicleo em colméia sdo ilustradas na Figura 2.7 e variagdes da idéia de micleo corrugado

sdo apresentadas na Figura 2.8.
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FIGURA 2.6: Painéis de estruturas sanduiche com (a) niicleo de material plastico, (b)

nicleo em colméia e (¢) nicleo corrugado.

Em aplicagdes atuais de estruturas sanduiche, em especial na construgéo civil, estas
tendem a ser projetadas com faces relativamente espessas. Nessas circunstincias, as
suposi¢es feitas quando as faces sdo finas, deixam de ser validas, ja que ocorre uma
introdugdo adicional de forgas cisalhantes nas faces. Assim sendo, torna-se importante

estabelecer os limites em que as faces podem ser consideradas finas. De uma certa forma,



esses limites dependem da distAncia entre o eixo médio de faces opostas/espessura da

lAmina das faces.

(e}

FIGURA 2.7: Variagdes da idéia de niicleo em colméia.

A teoria classica de estruturas sanduiche considera os efeitos de alongamento e flexéo
das faces e a deformagio de cisalhamento do nucleo. Teorias mais recentes incluem,

além dos efeitos ja citados, a deformagdo cisalhante nas faces e a agfio de alongamento e
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flexdo do nicleo. De certa forma, essas teorias sdo extensdes diretas da teoria de

Timoshenko para viga homogénea.

FIGURA 2.8: Varia¢des de nucleos corrugados.

Na maioria das aplicagdes atuais, as ldminas das estruturas laminadas também, por sua
vez, estio sendo fabricadas de materiais compositos. Tais materiais sdo constituidos por
fibras de alta resisténcia e custo embebidas numa matriz. De certa forma, as fibras

conferem resisténcia mecanica a componentes estruturais feitos de material composito,
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enquanto a matriz thes confere rigidez. A dire¢io e a quantidade de fibras podem variar
para cada lAmina. Com isto o projetista dispoe de liberdade muito maior para definir uma
se¢do que resista a um dado esforgo. Em geral, estruturas laminadas fei_tas de materiais
compositos sdo utilizadas em aplicagdes que requerem altas relagbes resisténcia-peso e
rigidez-peso. Exemplos da engenharia moderna, sdo: fuselagem de avides ¢ submarinos,
estruturas espaciais, suspensdo de automéveis, protese médica, circuitos eletrénicos e
equipamentos de esporte.

Nos compésitos unidirecionais, a resisténcia longitudinal é dada pela propriedade das
fibras, enquanto que a resisténcia transversal ¢ dominada pela matriz. Na maioria das
aplicagbes de engenharia, a resisténcia transversal de tais compositos apresenta-se
insatisfatoria. Essa aparente limitagdo no uso de compositos puramente unidirecionais €
contornada pela formagio de laminados a partir de camadas unidirecionais.

Numa estrutura laminada as dire¢des principais das fibras, em cada ldmina, sfo
orientadas de forma a produzir um elemento estrutural capaz de resistir aos esfor¢os nas
dire¢es a que serd solicitado. As aplicagbes dos materiais compdsitos laminados, em
especial os reforgados por fibras continuas unidirecionais, vém despertando consideravel
interesse nas ultimas décadas, devido a possibilidade de se minimizar peso de estruturas
em in(imeros projetos. Sdo incluidas ainda rigidez, resisténcia ¢ isolamento térmico como
caracteristicas marcantes de sua potencialidade. Estruturalmente, esses laminados sio
usados em véarias formas e desenhos, sendo estruturas mais comuns as constituidas de
vigas, placas e cascas.

A resposta estdtica, assim como dinimica de estruturas com materiais compositos,
reforgados por fibras continuas unidirecionais, ¢ fun¢o das diregdes em que as fibras sdo
orientadas nos elementos estruturais. O estudo tedrico e o projeto de estruturas de

materiais compésitos exige o conhecimento da elasticidade anisotropica, teoria estrutural
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e critérios de ruptura. Ao contrério dos materiais isotrépicos e ortotropicos, os materiais
anisotropicos apresentam acoplamento entre deformagdio normal ¢ deformagio
cisalhante.

Atualmente, hi pesquisas voltadas para o desenvolvimento de métodos e teorias que
melhor representem a resposta estatica e dinimica das estruturas laminadas. As principais
razdes sdo, por um lado, a necessidade do entendimento dos mecanismo que levam a
falha da estrutura, por outro, a criagfio de critérios efetivos de projeto. De certa maneira,
estruturas laminadas apresentam grande deformabilidade por forga cortante. Neste
sentido, fica claro que considerar tal efeito ¢ mmprescindivel e leva a resultados mais

confidveis quanto aos deslocamentos e freqliéncias naturais de vibragdo.
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CAPITULO 3

FUNDAMENTOS DE ELASTICIDADE ANISOTROPICA

3.1 INTRODUCAO

Considere-se um corpo eldstico de forma geral e composto de uma infinidade de
pontos materiais. Para lidar com um meio continuo, é necessario admitir também que os
pontos materiais so infinitamente grandes comparados com o espagamento da estrutura
molecular do material elastico. Adotando um sistema de referéncia para o corpo elistico
mostrado na Figura 3.1, pode-se considerar esse ponto como um paralelepipedo
elementar de dimensdes dx, dy ¢ dz.

Na superficic do paralelepipedo elementar podem existir tensdes normais,
perpendiculares aos planos das faces, e tensdes de cisalhamento, contidas no plano das
faces.

O primeiro subscrito de qualquer componente de tensdo em qualquer face do
paralelepipedo elementar significa o eixo ao qual a normal externa da face € paralela; o
segundo subscrito se refere ao eixo ao qual aquele componente de tensdo € paralelo.

As deformagfes que ocorrem em um corpo eldstico possuem o mesmo subscrito que
os componentes de tens3o ¢ sdo de duas espécies. As deformagdes longitudinais séo
representadas por €; e sfo proporcionais aos alongamentos e contragdes lineares do
paralelepipedo elementar na dire¢fo indicada, além de servir como medida das variagdes

no volume do paralelepipedo elementar.
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FIGURA 3.1: Tensdes no paralelepipedo elementar de um corpo elastico.

As deformagdes angulares sfo proporcionais as modificages dos dngulos retos do
paralelepipedo elementar. Por exemplo, examinando o plano x-y do paralelepipedo
elementar, mostrado na Figura 3.2, as tensdes de cisalhamento oy € Gy fazem com que o
elemento quadrado de controle se torne um paralelogramo com angulos de canto iguais a
®, como indicado. Neste caso, a variagio de angulo ¥,y €

n

=——@® 3.1
T =3 (3.1}

FIGURA 3.2: Cisathamento no paralelepipedo elementar.
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A deformagio angular é uma quantidade tensorial definida por

Yy
€4y = 5 (3.2)
Similarmente
YXZ
e
y
£y = (3.4)

3.2 MATERIAIS ANISOTROPICOS

Como o € & sdo tensores de segunda ordem, que possuem nove componentes no
espago tridimensional, eles se relacionam através de um tensor de quarta ordem, Cjj,
que portanto possui 81 componentes e a equagdo constitutiva correspondente resulta em

G = Cijklgkl (3.5)

onde i, j k e 1 assumem valores 1, 2, 3, ou x, y, z no sistema Cartesiano normalmente
adotado, e indices repetidos indicam somatério. No hé na natureza material com 81
constantes eldsticas diferentes. Em face de os tensores de tensfo e deformagio serem
simétricos as constantes eldsticas se reduzem a 36 e a notagio abreviada seguinte pode
ser utilizada:

Gy = Gy, O22 = G2, 031 = O3, Ga3 = C4, 031 = Os, O12 — G (3.6)

€11 = &1, €1 = €2, £33 = £3, 2623 = &4, 2631 = €5, 2612 = &6 (3.7)
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A equagdo constitutiva pode entdio ser escrita como:
o1= Cpg + Ciaga + Ciags + Cragg + Cyses + Creo
(3.8)
05 = Cgig1 + Cargr + Ceags + Coaa + Ceses + Costs

ou seja

o, =C;¢; (3.9)

Deve-se observar aqui que os valores C;; ndo sio componentes tensoriais e, portanto,
ndo respeitam suas leis de transformagéo.
Sendo a energia de deformagfo expressa por uma fungdo U tal que

U= ?12—0 g (3.10)

g

ou

L1}
as componentes linearmente independentes de Cijy sdo reduzidas a 21, pois Ciju = Cy; €
essa expressdo pode agora ser escrita como C;; = Cj.

Na forma matricial, a equagdo (3.9) pode ser escrita como

0|1 C, C, C;, C, Cy Cg |[&]
G, Cp Gy Cu €y Cylle:
<°'3 L Gy Gy Gy Gy ﬁ83 | (3.12)
G4 sim. Cu Cus Culle,
Gs Csi Cs |85
os) | Ces 116

Para tratar dos casos de anisotropia mais importantes, serd considerado apenas o
sisterna de coordenadas cartesianas, embora os resultados sejam aplicados a qualquer
sistema de coordenadas curvilineas.

17



3.3 MATERIAIS COM UM PLANO DE SIMETRIA

Inicialmente, sefa um corpo eldstico cujas propriedades elasticas sejam simétricas em
relagdio ao plano x; -xz. A simetria resultante pode ser expressa pelo fato de que os
valores C;; mencionados anteriormente devem ser invariantes na transformagéo x; = x’1,

X; = X2 € X3 = - X3, como mostra a Figura 3.3.

X

FIGURA 3.3: Sistema de coordenadas para um plano de simetria.

A Tabela 3.1 mostra os cosenos diretores, t;j, associados a essa transformacéo.

TABELA 3.1: Cossenos diretores para materiais com um plano de simetria.

Xl X2 X3
X 1 0 0
X 0 1 0
X 0 0 1




As tensdes e deformagdes dos sistema de coordenadas com o sobrescrito (*) estéo

associadas aquelas do sistema original (sem sobrescrito) através das equagGes

Top = LailpiTj

Eap = Lailpi

Portanto, parai= 1,2, 3 € 6, 0; =0; € a'i =g, . Entretanto, parai= 4.5, 0',- =—

Examinando detalhadamente a equagfo (3.12) tem-se por exemplo,

0, =Cy8 +Cp8; +Cy83 +Cuu8y +Cyss + Cyetg

0y =Cyi8) +Cyp8y +Cys€3 +Cyu8y +C4s85 +Cye8g

Assim, verifica-se claramente que

Cyy=Cpp=Cs3=Cys=0

Através de equagdes similares pode-se concluir que

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

Cys=C15=Ces=Ces=0,C51=C53=Css=0e C4 =C15=C2a = C34 =0 (3.18)

Desta forma, para um material que possua apenas um plano de simetria, 0 numero de

constantes elasticas diferentes de zero ¢ reduzido a 20, sendo 13 delas linearmente

independentes. Deve-se observar que isto exigiria 13 ensaios diferentes de laboratorio

(para cada condigfio de temperatura e umidade, o que ¢ uma tarefa dificilima de ser

realizada).

Neste caso, a Equagdo (3.12) fica sendo:
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C]Z Cl3 0
C22 CZJ 0
C, O
C44
sim.

3.4 MATERIAIS ORTOTROPICOS

Materiais que possuam trés planos de simetria eldstica mutuamente ortogonais sao

o O o

CIGT 811
Cyx ||82
Cis ﬂga
0 |5,
0 iles
Ces |86

(3.19)

chamados ortotrépicos (um termo abreviado para anisotrépicos ortogonalmente). Neste

caso, outros termos da matriz C; também so nulos. Séo eles:

Portanto, a matriz constitutiva para materiais ortotropicos € mostrada a seguir,

Cis=Css=C3=Css=0

C,

CIE CI3 O
C22 C23 0
C33

sim. Cu

o o o <O

CSS

(3.20)

(3.21)

Deve-se observar que, em materiais ortotropicos, ndo ha interagiio entre o0s

componentes normais e de cisalhamento quando o carregamento s¢ processa ao longo

dos eixos do sistema de coordenadas das propriedades do material.
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Os coeficientes C; podem ser expressos em termos dos mddulos de elasticidade

longitudinal e transversal e dos coeficientes de Poisson relativos aos eixos do sistema de

coordenadas de propriedades do material através de

1-—
C, = Agzsgsz
243
=1_V|3V3|
) AE—1E3

- 1-vvy
® AEE,

Vo TV Vs Vip TV,

AE,E, ~  AEE,

12

C. = Vg TV, Vs - Vit ViV
3= =
AE.E, AEE,

_V= TVpVy Vo FVy Yy,

23

AEE,  AEE,
Cas = Go3
Css =G
Css = G2

A

_ 1=V, vy = ViV =Vy Vi =2V, ViV

EE,;E;

3.5 MATERIAIS TRANSVERSALMENTE ISOTROPICOS

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)
(3.29)

(3.30)

(3.31)

Se o material ¢ isotropico em um dos planos de simetria elastica de um sistema de

material ortotrépico, ele é chamado transversalmente isotropico. Para essa classe de
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materiais, ha apenas cinco constantes eldsticas independentes. Se, por exemplo, x; indicar

a coordenada normal ao plano de isotropia, a relagio tensdo-deformacio assume a

forma:
o] [Ch Cp €, 0 0 0] €]
5, C, Cy 0 0 0|l
5 C 0 0 0
19s] _ 2 {55l (3.32)
G, ) c 0 0|ls,
c, S C. 0 ||&s
os] | Ces 186
onde
é:% (3.33)

3.6 MATERIAIS ISOTROPICOS

Finalmente, para um material isotropico, qualquer plano é um plano de simetria (ou,
em outras palavras, nfo ha dire¢Bes preferenciais) ¢ os termos da matriz constitutiva
daquele material serdo fungfio de apenas dois coeficientes eldsticos. Assim sendo, as

relagdes tensdo-deformagio de um material isotropico assumem a forma:

] [C, Cn C, 0 0 0fs]
c, C, ¢, 0 0 0|l
LA C, (3 0 0 J&s| (334)
of | g €0 0
o C 0 ||z
Bs) L C fles)

onde
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C=—1_—1 (3.35)

Os coeficientes C;; € C); estdo relacionados ao modulo de elasticidade longitudinal

(E) e ao coeficiente de Poisson (v) do material isotrépico através de

o Bd=v) (3.36)
1+ v)1—2v)
[
vE (3.37)

Clz =T 1 A~
(1+v)(1-2v)

Um material compdsito refor¢ado por fibras € um material anisotrépico porque possui
mdédulos diferentes ao longo das dire¢des normais e transversais as fibras. Se todas as
fibras forem consideradas como aproximadamente paralelas, pode-se caracterizar o

material como um material ortotropico homogéneo.

A Tabela 3.2 mostra o nimero de constantes elasticas ndo nulas e linearmente

independentes para determinadas classes de materiais.
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TABELA 3.2: Numero de coeficientes elasticos envolvidos em determinadas classes de

materiais.
Classe de Material Niamero de coeficientes niio nulos Nimero de coeficientes
independentes

Caso tridimensional

Anisotropia 36 21

Um plano de simetria 20 13

Trés planos de simetria 12 9
Transversalmente isotropico 12 5
Isotropico 12 2

Caso bidimensional

Anisotropia 9 6

Um plano de simetria 9 6

Dois planos de simetria 5 4
Transversalmente isotropico 5 4
Isotrépico 5 2
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CAPITULO 4

ELEMENTO FINITO PARA VIGAS LAMINADAS

4.1 INTRODUCAO

Apbs a Segunda Guerra Mundial, as vigas sanduiche e laminadas despertaram um
maior interesse nos pesquisadores tendo em vista a necessidade de estruturas mais leves
que propiciassem aeronaves mais velozes ¢ com menor consumo de combustivel e que
fossem ao mesmo tempo suficientemente resistentes e rigidas.

Em 1948, HOFF e MAUTNER [3] desenvolveram uma teoria para vigas sanduiche na
qual os efeitos de flexdio e alongamento do nucleo ¢ a deformagio de cisalhamento das
faces ndo eram considerados. Os deslocamentos adotados eram similares aos da teoria de
Timoshenko para vigas homogéneas.

Esse desenvolvimento tornou-se clissico devido ao fato de que, para a limitaco das
aplicagdes comuns de entdo, o aumento de complexidade da formulagdio nfo
compensava a melhoria na precisio dos resultados. Seguiram esta metodologia os
trabalhos de DITARANTO [4], JONES et al. |5] ¢ BERT er al. [6].

Q crescimento das aplicagdes tornou necessario melhorar a qualidade dos resultados
obtidos e assim surgiram proposi¢des que incluiam o efeito da distorgdo e da flexdo,
tanto das faces como do niicleo, como demonstram os trabalhos de RAO [7] e MEAD e
MARKUS [8].

Com excecido de RAO [7] e MEAD e MARKUS [8], os outros autores mencionados

restringiram seus estudos a vigas sanduiches simétricas.
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KRAJCINOVIC [9] formulou uma teoria que considerava valida a hipotese de
Bernoulli para cada camada independentemente mas ndo para a segdo transversal como
um todo. Deste modo foram incluidos termos que incorporavam os efeitos da tenséo de
cisalhamento. Além disso, nfo eram feitas quaisquer restrigdes quanto a espessura,
densidade e constantes eldsticas dos materiais constituintes de cada uma das camadas da
viga.

MURTY e SHIMPY [10] propuseram uma teoria que utilizava um campo de
deslocamentos de forma polinomial e com poténcias elevadas, de modo a permitir a
obtengfio de uma distribuicio parabélica da tensdo de cisalhamento ao longo da segio,
no entanto, a continuidade da tensdio de cisalhamento nas mterfaces das laminas era
violada.

Essas teorias apresentam restrigdes devido ao fato da tensio normal o, ndo ser
considerada e assim elas encontram aplicagiio no caso de pequenas cargas concentradas
ou quando a relagdio L/h (vio/espessura) € suficientemente grande para que as tensdes na
dire¢fio z, normal ao eixo da viga, scjam pequenas em relagdo as tensoes normais na
diregiio do eixo x ou ainda quando a estrutura apresenta uma grande rigidez normal no
sentido da espessura . Do contrario, a deformagdo normal nesse sentido podera ser
predominante e o comportamento da viga pode ndo ser o esperado.

Por abandonarem os efeitos de deformaciio de cisalhamento das faces e os efeitos de
flexdio e alongamento do niicleo, as teorias que seguem a formulagfo classica levam a um
valor pouco representativo da encrgia de deformago do corpo. Em conseqiiéncia, os
resultados de tais teorias se mostram satisfatorios apenas para vigas sanduiche de faces
finas e com nticleo de grande rigidez normal.

De uma maneira geral, os trabalhos anteriores mostram-se de dificil adaptagéio quando

o numero de camadas tende a crescer, uma vez que isso leva a um maior nimero de
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incognitas a serem encontradas.

Buscando atender & condi¢@io de continuidade da tensdo de cisalhamento entre as
camadas, ¢ apresentada aqui uma teoria para vigas laminadas na qual tal continuidade ¢
mantida, com base em um trabalho elaborado por DI SCIUVA [11] para placas
laminadas. A seguir, ¢ formulado um elemento finito de viga segundo a teoria

desenvolvida e os resultados de tal formulagfo sdo analisados.

4.2 DESCRICAO CINEMATICA

O objetivo desta segdo ¢ apresentar as equagdes que descrevem a geometria do
movimento e da deformagdo do corpo. Mais precisamente, pretende-se definir todas as
grandezas envolvidas na representagdo cinemética, tais como deslocamentos, rotagSes ¢
deformagdes. As equagdes a serem apresentadas tém um carater universal no sentido de
que ndo dependem de forgas causadoras de movimento, nem das propriedades fisicas que

formam o componente estrutura em estudo.

4.2.1 - Relagdes Fundamentais

Seja uma viga laminada com espessura h e consistindo de n liminas perfeitamente
unidas de material ortotropico, cada uma das quais formada de fibras € resina. As
propriedades e espessuras podem variar de uma Jimina para outra. A superficie de

referéncia é suposta no plano z, =0, que coincide com uma das superficies externas da

viga, conforme a Figura 4.1.
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superficie de referéncia

ZD =0 >
; camada 1 X
1
7 camada 2
2
k-1
7 camada k
k
Z
n-1 camada n
Z =h
n
v Z

FIGURA 4.1: Sistema de coordenadas, nimero de l&minas e interfaces de uma viga

faminada.

A suposicgio de perfeita unido entre as laminas que constituem o laminado, exige que

as seguintes condigbes de contato sejam satisfeitas na interface entre as camadas k e

(k+1):

u =u 4.1)

wo=w (4.2)

sendo u e w os deslocamentos segundo 0s eixos X € z, respectivamente.
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Além disso, para atender a continuidade da tensfio cisalhante na interface entre duas

laminas adjacentes, ¢ necessario que a seguinte condigéo seja obedecida:
- +
o, =0 4.3)

onde os simbolos + ¢ — indicam os valores das grandezas para z=z, +0 ¢ z=2z; -0,
respectivamente, onde z, é a coordenada z da interface entre a k-ésima e (k+1)-ésima
l4mina.

Admite-se que ndo h4 tensdes na diregdo do eixo y, de acordo com a hipotese cléssica
de vigas. A tensdo normal na diregdo z ndo ¢ considerada, por ser muito pequena em
compara¢io com a tensdo normal na dire¢io do eixo X, uma vez que a relagdo
vio/espessura (I./h) é grande o suficiente que justifica este procedimento, de acordo com
TIMOSHENKO e GOODIER [12]. Conforme indicam as expressdes (4.1) e (4.2)
supde-se a existéncia de uma interface perfeita que permita a ja mencionada continuidade
de deslocamentos entre as camadas, de forma a ndo haver deslizamento ou formagéo de
vazios em qualquer ponto das interfaces de camadas adjacentes. Admite-se também que,
em cada lamina, o segmento de normal ao eixo permanece retilineo apos a deformagéo e
sofre uma rotagdo que varia de uma camada para outra, de acordo com as caracteristicas
dos materiais que as constituem. Assim, os segmentos de retas normais de todas as
camadas, que eram colineares antes da deformagdio assumem o aspecto de uma linha
poligonal, como mostra a Fi.gura 42,

O campo de deslocamentos que atende a essas condi¢des deve ser da forma:

u(X,Z)=E(x)+Z§(X)+iwk(x)(z'zk)Y(Z'Zk) (4.4)

k=1

w(x, z)= w(x) (4.5)
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onde o simbolo ( ) indica que essas grandezas estfio associadas a deslocamentos ¢

rotagBes de pontos situados no eixo de referéncia. Nas expressdes anteriores, 0 significa

a rotagdo total da normal. A rotagio devida ao cisalhamento no plano (x,z) ¢

denominada 6 , de forma que (8= dp—;,x ) . A combinagdo linear destas grandezas
fornece os componentes de deslocamentos u e w de pontos arbitrarios localizados sobre
a normal deformada. Além disso, Y (z—2,) ¢ a fungio unitiria de Heaviside, ni € o
nimero de interfaces entre camadas e n é o nimero de camadas, de modo que (ni = n-1).
A funcio unitdria de Heaviside ¢ utilizada para ajustar a fungo yy, de uma camada para

outra.

u
- "
X A superficie de referéncia

= p» I

camada 1 74 ;

2Y .

camada 2 LW
camodoq:ﬁi ________________________ 201

camadan

FIGURA 4.2: Campo de deslocamentos admitido.
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As deformagdes valem

Substituindo (4.4) € (4.5) em (4.6) e (4.7), obtém-se:

€ =G,x +z(§,x + Z V.., (2-2,)Y(z-2,)
k=i

€ :$+2Wk Y(z-z,)
k-l

4.2.2 Determinagio do Fator de Continuidade de Tensdo Cisalhante

(4.6)

(4.7)

(4.8)

(4.9)

Em conseqiiéncia das hipoteses iniciais, todas as tensdes, exceto Gy € Gy, sdo nulas.

Assim sendo, as relagdes constitutivas podem ser escritas como

Deste modo, as tensdes de cisathamento na interface k sdo calculadas por
o, =G,

+ _ k) o+
c,=0,e,
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Como ja foi mencionado, os sobrescritos + e — significam valores referentes a pontos
imediatamente acima e abaixo da interface k, respectivamente e os sobrescritos (k) e
(k+1) utilizados nas constantes elasticas G,, indicam o modulo de elasticidade transversal
dos materiais separados por aquela interface.

Da relagfio (4.9) obtém-se, para o ponto imediatamente abaixo da interface k qualquer

kil
e =0+ W (4.14)
i=1

A deformacio do ponto imediatamente acima da mesma interface ¢ dada por
€ =€+, (4.15)
Substituindo as equagdes (4.14) e (4.15) em (4.12) e (4.13) e levando as expressdes

resultantes para a equacdo (4.9), obtém-se
(k)
Wy =[—iz——1:|sxz (4.16)

Como se pode ver, a fungfo yy depende das propriedades dos materiais separados

pela interface e da deformagdo cisalhante da camada anterior. Como a deformagéo €, da

primeira camada ¢ igual a $, a funcdo y, assume a forma

v, :a,$ 4.17
onde
G
a, = (@—-l] (4.18)

Desta forma, devido ao carater interativo do calculo das fungdes i subseqiientes,

pode-se escrever para uma camada genérica

W, =a,d (4.19)
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Substituindo a equacdio (4.14) em (4.16) e utilizando a relagdo encontrada para yx,
encontra-se a expressio para o coeficiente a;, que permite a continuidade da tensdo de

cisathamento transversal

= [;S}U —1){1+Za J (4.20)

Observando que

a, —(gzz )(1+a,) (4.21)

XZ

verifica-sc que a; pode ser escrito como

o (S GL)_Ge G _gof L __1 422)
2 GS:) G2 GiJZ) G =zl Gg¥ Gg@& )

Utilizando o mesmo procedimento para o coeficiente ax de uma camada genérica,
verifica-se que

11
—
¢ [G“‘“) G“‘)J (4.23)

xz XZ
Expandindo o termo que contém o somatorio dos coeficientes a; na expressdo (4.19),

verifica-se que
k-1

1+ a,=1+a, +a, +.+8,, ta, =
i=1

60 ).[(GY _GY GO 6P ) (G0 GY
=1+[G(2)_1)+[G(3)_G(2) tet GgE» gk + G® Gg&» =(4.24)

Xz Xz
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A tensfo de cisalhamento em uma camada genérica ¢ entdo dada por
o't =GWe® (4.25)

¢ a deformacdo correspondente, utilizando o valor de (4.18) em (4.9}, fica sendo

gl =$(1 +>a, Y(z- zk)] (4.26)
k=i
Substituindo (4.26) em (4.25) tem-se que

o =Gg% 6(1 +> a, Y(z-z, )] 4.27)
k=1

Substituindo em (4.27) o valor obtido em (4.24), observa-se que a tensdo de
cisalhamento ¢é constante ao longo de toda espessura da viga, independente da camada

onde est4 sendo calculada, e vale

c® =GV ¢ (4.28)
Isso pode ser encarado como uma extensdo da teoria de Timoshenko para vigas

isotropicas, apesar da heterogeneidade de camadas.
4.2.3 Campo de Deslocamentos

Substituindo em (4.4) a expressdo encontrada para yy, em (4.18) fica-se com o campo

de deslocamentos da forma:
u(x.2)=u(x)+z0(x)+¢ (x)i a, (z-z,)Y(z-2,) (4.29)
k=1

w(x 2)= w(X) (4.30)
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A Figura 4.3 mostra os componentes de deslocamentos u e w. A linha A'B' ressalta
os deslocamentos no caso da hipdtese das segdes planas continuarem planas e normais &
superficie de referéncia deformada. A linha A'C' mostra os deslocamentos no caso das
secOes planas permanecerem planas, mas ndo normais a superficie deformada. Para vigas
isotropicas este campo de deslocamentos leva a tensdes cisalhantes constantes ao longo
da altura. Em vigas laminadas o mesmo resultado pode ser obtido com a poligonal A'D’.
E importante perceber que tal resultado diverge das teorias classicas de laminados onde,

em virtude das suposi¢@es cinematicas admitidas, as tensdes cisalhantes sdo descontinuas

a cada lamina.
u
i
i
X A superficie de referéncia
| camada 1 2y
' —_—
Z  camada ? W
comodqii ___________________ 1z
camada n
B

FIGURA 4.3: Campo de deslocamentos de uma viga laminada.

O campo de deslocamentos atende as hipdteses iniciais, uma vez que, na interface z,

de duas laminas adjacentes, u~ ¢ automaticamente igual a u’, para k variando de 1 até
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ni. Tal fato é oriundo da existéncia do termo (z-—z,) no interior do somatdrio. A

continuidade em w ¢é verificada mais facilmente, visto que tal deslocamento ¢ constante

através da espessura do laminado.
4.2.4 Relacdes Deformagio-Deslocamento

Considerando pequenos deslocamentos e que a deformaco € restrita ao plano

vertical, definem-se as duas unicas deformagdes existentes por
£, =0,,+26, +b., > a,(2-2,)Y(z-2,) (4.31)
K=1
£. =0 [1+) a,Y(z-z,)] (4.32)
k=1
que denotam o componente axial e o cisalhante. Esse estado de deformagio representa
uma simplificagio do estado plano e é decorrente da consideragfo de um deslocamento

transversal constante através da espessura do laminado. Dito de outra forma, é suposto

que durante a deformagéo da viga ndo ocorre mudanca na sua altura.
4.3 RELACOES CONSTITUTIVAS

Como resultado das suposiges realizadas anteriormente todas as tensdes, exceto
duas, sdo nulas. Assim sendo, a relagio constitutiva para cada camada individual adquire

a seguinte forma:
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6. (k) C“ 0 ) - (k)
= (4.33)
O 0 Cs €«

onde C,; e C,, sio os coeficientes elasticos do material, chamados anteriormente de Ex
e Gy, e 0 sobrescrito k, como ja foi convencionado, estd associado a camada em
questfio. Neste trabalho, cada 1amina serd um composito unidirecional de fibras paralelas
embebidas em uma matriz. O grande proposito da matriz ¢ proteger as fibras, uni-las e
transferir para elas os esforgos, de modo a formar elementos estruturais.

O compésito unidirecional estd dentro da classe de materiais denominados
ortotropicos. A diferenca basica entre um material ortotrépico € um anisotrépico pode
ser descrita por sua resposta a esforgos aplicados. Quando o ortotropico ¢ solicitado ao
longo de seus eixos de simetria, ele respondera como material isotrépico, ndo ocorrendo
acoplamento entre efeitos normais e cisalhantes. No entanto, se o material for solicitado
fora de seus eixos de simetria, ele respondera como um anisotrépico. No caso mais geral
de ortotropia, como ja foi visto no Capitulo 1, tais materiais possuem 9 constantes
elasticas independentes.

Como se pode observar na Figura 4.4, uma lamina unidirecional possui trés planos
mutuamente ortogonais de simetria (quais sejam, planos 1-2, 2-3 e 1-3) e, por isso, €
chamada ortotrépica. Entretanto, o termo “ortotropico”, apenas, ndo € suficiente para
descrever a forma da matriz de coeficientes, visto que ela depende do sistema de eixos
adotado. Os eixos coordenados 1-2-3 referem-se as diregdes principais do material, uma
vez que sdo associados as diregdes do reforgo.

Quando a ortotropia do material esta associada s dire¢Ges naturais de ortotropia (no
caso da lamina, dire¢Ges 1-2-3 ), ele é entdo dito ortotropico, possuindo nove constantes

elasticas. HA mais uma simetria muito interessante no estudo dos compositos
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unidirecionais. Em sua maioria, o arranjo das fibras na segdo transversal 2-3 ¢ aleatério.
Assim, as propriedades da 1dmina sfo as mesmas em qualquer dire¢do perpendicular as
fibras ( isto €, as propriedades ao longo da diregdo 2 sdo iguais aquelas da diregdo 3 ) e 0
material é denominado transversalmente isotrépico, possuindo agora cinco constantes
elasticas independentes. Essa classe de materiais é bastante utilizada nas mais variadas

aplicagdes de engenharia.

FIGURA 4.4: Sistema de eixos principais do material {1,2,3), eixos geométricos da viga

e sentido positivo do angulo .

Na lamina, as diregdes principais de ortotropia freqiientemente ndo coincidem com o
sistelﬁa de eixos geométricos, adotados por serem convenientes a solugéo de um dado
problema. Assim, é necessario calcular as constantes eldsticas do material no novo
sistema de coordenadas. Os coeficientes clasticos do material em fun¢do de seus

modulos de elasticidade longitudinal e transversal séo

C,=— , Cux=— (4.34)
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onde

1 4 ( 1 2"12] 2 2 1 4
a, =—cos ¢ +| —————=[sen"@ cos"p +——sen'@ (4.35)
) 1 G|2 Ell E22
+
2, —— +[1 Vi  1Hve ] Jsen22(p (4.36)
G12 EI] E22 G]2

Deve ser lembrado que para um material transversalmente isotrépico, no qual o plano

2-3 é o plano de isotropia, as constantes elasticas estdo relacionadas do seguinte modo

Eyy =Ey; Gi3=G, ;v =vy (4.37)

Geralmente, as propriedades ¢ o empilhamento de um laminado sdo escolhidos
conforme os requisitos de uso a que deve atender. As propriedades do laminado podem
ser previstas, desde que se conhegam as propriedades e a orientagdo de cada uma de suas
ldminas constituintes. O grande propésito do empilhamento € adequar a resisténcia ¢ a
rigidez do material resultante as diregdes de maior carregamento, realizando assim, em
{iltima analise, o controle da anisotropia do material. Ultimamente, os laminados a base
de fibras estio sendo muito usados em estruturas esbeltas, pois, variando-se a direcdo
das fibras em cada ldmina, consegue-se rigidez e resisténcia adequada a estas diregdes.
Do ponto de vista de construgdo, vigas laminadas sio constituidas de liminas de
espessura uniforme ou ndo. Cada uma destas pode ser de material isotropico, ortotrépico
ou anisotrépico. Uma vez unidas as laminas, o arranjo assim estabelecido caracteriza-se

por um alto grau de heterogeneidade, tornando a analise bastante complexa.
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Paralelamente ao aprimoramento dos laminados, houve a necessidade da criagio de
métodos que melhor elucidassem o seu comportamento com vista as suas aplicagbes na
engenharia. Este trabalho tem como principal objetivo criar uma base a partir da qual

sejam obtidas condigdes que auxiliem no projeto ¢ construgdo de vigas laminadas.

4.4 PRINCIP10 DOS TRABALHOS VIRTUAIS

Considere um corpo eldstico em equilibrio submetido a um sistema de esforgos
generalizados e a condigdes de contorno. Se aos deslocamentos reais causados no corpo
é superposto um conjunto arbitrdrio de deslocamentos virtuais pequenos, a partir da
configuragio real, sem violar as condigdes geométricas e as relagdes deslocamento-

deformagio, a seguinte equagdo pode ser escrita

[V (o, 8 +o, Ssxz)dV-jr (q-8r+p-8r)dl =0 (4.38)
onde
G, €0, - componentes de tensdo normal ¢ cisathante
€, € €y - componentes de deformacio normal e de cisathamento
qep - esforcos externos
or - deslocamentos virtuais
de; - deformagdes virtuais normal e de cisathamento
r - contorno do corpo sobre o qual forgas externas sdo prescritas

A seguir, é apresentada a formulagio variacional dada ao problema fisico, que servira

de base para a aplicagiio do método dos elementos finitos. Isto é um passo fundamental

40



no presente trabalho, pois possibilita obter um problema matematicamente consistente

que represente as situagdes reais que se deseja analisar.

4.4.1 Energia de Deformacio

Quando corpos deformdveis sio submetidos a um conjunto de agdes externas,

deformagdes e consequentemente tensdes, sfo introduzidas nele. O produto destas duas

grandezas, integrado sobre o volume do corpo, fornece o dobro da energia de

deformagéo eldstica acumulada no corpo durante o processo de carregamento. Assim, a

varia¢do da energia de deformagio ¢ dada por

3= [{c}" {3c} dv

G €
{0}={6“} e {8}:{8“}

Para um laminado, a varia¢io da energia de deformacéo ¢ dada por

onde

5P = bfzn: [ (o 8, +0,08, dzdx
=

onde b e L sdo respectivamente a largura da segdio ¢ o comprimento da viga.

A substituigdo das equacGes (4.31) e (4.32) em (4.41) levaa

d0=>b f {i J: [0',‘x (SH,X +z(6$,x —w,_, ))+ oxz6$]dz +

+2n:[i I:Gxx{6$!x iak(Z_Zk)]+0xz[8$izlakJ:ldz}dX

i=2 7

4]

(4.39)

(4.40)

(4.41)

(4.42)



Procurando explicitar cada termo associado a uma variagéo, obtém-se

5D = bf{iaﬁ,x _[‘ cndz+(s$,x—5§,u)j o zdz+8po dz+
i=1 il

(4.43)

iiak (z—-z, )J + cu[6$i‘ a, J:' [ dz}dx

=

Partindo da relacio constitutiva (4.33) e realizando uma manipulagdo algébrica

simples, chega-se 4 expressio especifica para esse modelo unidimensional

3D =b IOL [ Z I; @y’ ®rC) (“>{58}dz] dx (4.44)

onde 0 e L denotam as duas extremidades da viga, b a largura da viga e C a matriz de

coeficientes elasticos.

Expressando as deformagdes em termos dos deslocamentos tem-se, em uma forma

compacta, que

onde

{e }=[H]{A} (4.45)
[ 1 -z 7, 0 ]
H= (4.46)
0O 0 0 A,
Ak=l+kz_l: a;Y(z-z) .47

in!
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"

-1

(Ay={ ™4 (4.48)

ol o 2| FI
]

Zk=z+i a;(z-z;)Y(z-2)) (4.49)

E conveniente ressaltar que essas relagdes sio obtidas diretamente das equagdes (4.6)
¢ (4.7) e lembrando que (0= 5—@,,( ). Substituindo (4.45) na equagio (4.44), obtém-se

a seguinte expressdo para a variagio da energia de deformagio

so-b [ [{A}" [D] (34} ] dx (4.50)
onde
LS A
[DI=3 [ [HI'[C][H]dz (4.51)
k=1 k-t
ou mais explicitamente
Cy -2C) z.cy o |
Nz, szC®  LAc®™ Lz ¢® ¢
(D= Y jz 2 " " L dz (4.52)
s zZ, C® -.zz P VAR O 0
I 0 0 0  A{CY

Pode-se verificar que, na matriz D, o termo D, representa a rigidez longitudinal da
viga, D, e D,, representam o acoplamento do cortante com a flexdo, D,, representa a
rigidez 4 flexdio e D,, representa a rigidez ao cisalhamento. Todas essas grandezas so
dadas por unidade de comprimento. Vale ser mencionado que os termos I}y, e D,,
aparecem tendo em vista que o eixo de referéncia foi tomado no plano z;, =0. Na

maioria dos Jaminados em que existe simetria em rela¢do ao plano médio, essa parcela €
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nula. Os termos restantes ndo sdo convencionais ¢ surgem do ajuste dado na normal
deformada, linha A'D' da Figura 4.3. De certa forma, esse ajuste leva a uma nova
redistribui¢do de energia para o sistema, tornando muitas vezes complexa a interpretagéo

fisica dos termos resultantes.

4.4.2 Trabalho das Forcas Externas

Considerando que atuem no contorno lateral da viga, I';, as seguintes forgas por
unidade de comprimento:
em x=0:

4(x,2)=0q,(2)i+q;(2)k (4.53)

em x=L.:

1(x,2) =7, (2)i+q, @Dk (4.54)

Considerando que no contorno superior ¢ inferior do laminado, I', atuam forgas por
unidade de comprimento dadas por:

em z=0:

P(x,2) =P, (x)i+ P, (x)k (4.33)

em z=h:

P(x,2) =P, (\)i+5, (x)k (4.56)

Desta forma, a varia¢do do trabalho das forcas externas € dada por:
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SW, = i (q-5r)dz+ L (p-8r)dx

sendo

dr=0ui+dwk

Desenvolvendo a expressdo (4.57) fica-se com

(4.57)

(4.58)

SW, = f [(ﬁg +q5 pu+ (g +3t )5th + f[(ﬁf +5" Jou+(p? + ! )Bw]dx (4.59)

—0
P,
,;ll {Il=¢ > > » > > X
53 I CAMADA1 ‘
CAMADA 2
r I'=r +T, h
—L
q,—> CAMADA K >
S | Yot
qg E-I; - _l"z . ‘ 1z i
TIIT T »
r4
L >

N

FIGURA 4.5: Esquema do carregamento externo da viga laminada.

Substituindo as expressdes para deslocamentos obtidas em (4.29) e (4.30) chega-se a
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oW, = [ [q2(6u +2(80 — ow., )+ 80 A, )+ Toow +qx (60 + 2(8¢ ~dw,, ) +89 A )+q-dwhz
+ [[[po8u + Blow + 51 (5T + (89— dw,, ) + 30 A, )+ prowx

(4.60)

Manipulando convenientemente a equagiio anterior e efetuando as integragdes
indicadas, pode-se obter a expressdo final para a variagdo virtual das forgas externas,

exprimindo claramente os termos associados a cada variagio. Assim sendo,
5W, = [ [(p2 +52)80 + (@ -+ )59 + (7, +59 + P2 )owhix -
—N,55(0) + N 5u(L) - (Q, + m)dw(0) + (Q, — m)3w(L) -~ M,dw,, (0) +

+ M, 8w, (L) —M50(0) + M, 8¢(L)

4.61)
onde os termos presentes na equagdo anterior sio dados por
i = hp" (4.62)
m = pA,(2) (4.63)
N, = [T(2)dz (4.64)
N, = [@@ (4.65)
Q= fﬁf (z)dz (4.66)
0. = [3ow | (4.67)
M, = | §(2)zdz (4.68)
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M, = [T@)zdz (4.69)

M: = [ 3°(2) A, () dz (4.70)
M; = [* (2 A (@) dz @.71)
M, =M, +M; 4.72)
M, =M_+M! (4.73)
onde
i-1
A(z) :Zak(z_zk) (4.74)
k=1

45 FORMULACAO DE MODELO DE ELEMENTOS FINITOS

PARA VIGAS LAMINADAS

No item anterior desenvolveu-se todo o arcabougo necessario para a formulacdo de
elementos finitos. Aqui é construido um espago de aproximacgo de dimensdo finita para
A (definido em 4.48) e 8A. Em outras palavras, a partir do método dos elementos finitos,
pretende-se transformar o problema inicial de dimensgo infinita, em outro equivalente de
dimensdo finita. Para tanto, ¢ necessario que a equagdo (4.50) seja submetida a um
processo de discretizagdo. Nesse processo, ¢ admitido que as varidveis de interesse, em
geral deslocamentos, devem ser calculadas em determinados pontos ao longo do corpo
chamados nds. Uma vez obtidos os deslocamentos nodais, a configuragéo no interior de

cada elemento fica bem definida pelo conjunto de fungGes de interpolagdo arbitrado

inicialmente. Como se pode observar na equacfo (4.29), que contém $ no termo que
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apresenta um somatorio, torna-se necessaria a inclusio dessa grandeza como grau de
liberdade, a fim de reduzir a complexidade das expressdes resultantes.

O elemento finito construido neste trabalho é unidimensional e possui trés nds e oito
graus de liberdade, que sfio o deslocamento axial dos nds extremos ¢ o deslocamento
transversal e a rotagio total de todos os nds. Para o deslocamento axial sdo usados
elementos finitos de Hermite de primeiro grau. Assim fazendo, para o elemento de
referéncia tomado no intervalo de [ -1, 1], sdo os seguintes os graus de liberdade:
u, € u,. O deslocamento transversal ¢ a rotagdo total sio discretizados com elementos de
Lagrange do segundo grau. Com isto, sio os seguintes os graus de liberdade para o

elemento de referéncia: w,, 0,,w,,0,, w,e0, . Aqui, o subscrito colocado em cada

deslocamento denota a numeragdo nodal. Desta forma, tem-se
{X}T:{ulsW1=91=W2=623u3=W3’93} 4.75)
onde { X } é o vetor deslocamento nodal.

X
l—% 1 2 3
V- o— o ®

=1 & 1

FIGURA 4.6: Elemento finito de viga laminada.

De acordo com o que foi mencionado, os deslocamentos sfo interpolados por

u{f)= Z N:(&) Ui (4.76)
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wE)= Y N@w,

0E) = 3, N.(©)0,
onde
N =05(1-¢)
N, =0,5(1+&)
N, =0,5& (£-1)
N, =(1-€2)

N, =058 (£+1)

(4.77)

(4.78)

(4.79)
(4.80)
(4.81)
(4.82)

(4.83)

Diante do exposto, pode-se relacionar as deformagdes com os deslocamentos nodais e

as derivadas das fungdes de interpolagdo pela expressio abaixo

{A}=[B]{X}
onde
[ NI, 0 0
0 le’xx Nl’xx
0 0 N,
[B]T - 0 NZ’xx NZ’xx
0 0 N,.,
NJ., 0 0
0 N37xx N3’xx
L O 0 N3!x
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0
N]’x
N,
N2 X
N, (4.85)
0
N;.,
N, |




O Jacobiano pode ser calculado pela seguinte expressdo

_dx 0N d N, 0 N,
J= = X, t X, + X,
g& 0E o0& o0&

(4.86)

Como o segundo né é tomado no meio do elemento, J € facilmente obtido como

0.5 £°, onde £° é 0 comprimento do elemento. Deve-se observar que J atua simplesmente
como um fator de escala. Na formulagfo de Galerkin, as mesmas fun¢des que interpolam
o campo de deslocamentos sfio adotadas como fungdes peso e portanto sio usadas na
variagio do campo de deslocamentos. Agora, voltando a equagdo (4.50) e substituindo

{(4.84) tem-se
dd={X}" [b LL [B]" [D][B] dx} {6X } (4.87)

A expressdio compreendida entre o simbolo colchetes é chamada matriz de rigidez do
elemento. Para um elemento tipico ela toma a forma
[K} = [ [BI'[D][B]b Jd (4.88)
Desta maneira, a variagio da energia de deformagio do elemento fica sendo
SO={X}[K] {6X} (4.89)
onde o sobrescrito ¢ se refere a um elemento genérico.

Neste trabalho utiliza-se a regra de integragio de Gauss de trés pontos, uma vez que

o produto das fungdes de base de maior ordem € do quarto grau.

4.6 APLICACOES NUMERICAS

Estudos através de testes de modelos fisicos, usualmente em laboratorio, levam, em
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geral, a bons resultados. No entanto, os custos sdo quase sempre muito altos devido &
grande variedade de situagBes a serem analisadas. Em aplicagdes industriais € necessdria
uma ferramenta que fornea resultados precisos, mas também que implique em baixos
custos. Assim, uma estratégia cada vez mais adotada & a simulagdo numérica dos casos
de interesse.

A importancia deste item reside na apresentagdo de alguns resultados numeéricos que
buscam validar o modelo ¢ o codigo computacional desenvolvido neste trabalho. O
primeiro exemplo trata de uma viga homogénea isotropica, onde os valores obtidos sdo
comparados com os fornecidos por teorias tradicionais. O segundo exemplo tem como
objetivo principal a analise de uma aplicagdo de viga laminadas cujo empilhamento das
laminas possui direcdes variadas. Os valores obtidos sdo passiveis de comparagdo com
os de outros autores . Nesses exemplos, sdo usados diferentes tipos de condi¢des de
contorno e carregamentos visando demonstrar a versatilidade do programa desenvolvido.
Da analise destes resultados pode-se atestar uma boa concordéncia para os valores de

deslocamentos.

4.6.1 - Viga Homogeénea Isotropica

Neste exemplo, esquematizado na Figura 4.6, uma viga isotropica estd engastada na
extremidade x =0 e submetida a uma for¢a distribuida ao longo do seu comprimento.
Para efeito de andlise o comprimento da viga ¢ mantido constante, enquanto sua altura ¢
variada. As propriedades geométricas e as caracteristicas do material sdo dadas na Figura

4.7.
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Dados do Problema

E,, =210GPa G,, =84GPa
Vo =025 ¢ =0° L=5m

Secdo
q=1KkN/m Transversal

bl bbbl o

FIGURA 4.7: Viga homogénea isotropica de ago

E conveniente comentar que, com os pardmetros materiais indicam os proprios
coeficientes elasticos presentes na equagdo constitutiva (4.33). Este exemplo tem como
objetivo calcular o deslocamento transversal na extremidade livre, quando a viga €
colocada sobre varias relagdes comprimento versus espessura. A comparagdo dos
resultados obtidos pelo programa aqui desenvolvido com aqueles da teoria classica, que
satisfazem a hipotese de Bernoulli [13], ressalta uma boa concordancia entre os valores
quando a relagdo L/h ¢ grande, pois neste caso o efeito da flexdo € mais dominante. Para
pequenas relagdes L/h o efeito de cisalhamento comega a ficar mais significativo. Como
a teoria de Bernoulli desconsidera tal efeito, a diferenga torna-se maior. Alids, conforme
a relagdo L/h diminui, esta diferenga tende a ser mais acentuada.

Na Tabela 4.1 sdo mostrados os valores de deslocamentos transversais obtidos pelo
programa desenvolvido e pela formula classica da resisténcia dos materiais. A viga foi
discretizada em 10 (dez) elementos de mesmo tamanho, o que possibilita o grau de

refinamento necessario para obter a acuracia exigida para o estudo do elemento. Vale
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ressaltar que o modelo desenvolvido neste trabalho torna-se igual ao desenvolvido por
HINTON e OWEN [14] com base na viga de Timoshenko, quando nio houver ajuste na
distor¢io da normal deformada, linha A'C' da Figura 4.3. Isso acontece quando as
propriedades das ldminas sdo as mesmas ao longo da altura da viga, ou quando a viga em
analise é formada de uma tinica ldmina.

Buscando avaliar o efeito de travamento no elemento desenvolvido, a viga ¢ analisada
sob uma forga vertical de 1 kN na extremidade livre. Este exemplo tem um intuito
puramente numérico. Como mostrado por ALLEN [2], nas aplicagdes onde altura da
viga é muito menor que seu comprimento ocorre um enrijecimento espirio da estrutura.
A Tabela 4.2 mostra os resultados dessa analise, onde o comprimento da viga foi

mantido constante e sua altura assumiu valores diversos.

TABELA 4.1: Deslocamentos transversais na extremidade livre.

L/h Teoria Classica Elementos Diferenga
[m] Finitos [m]
5 4,4642 x 107 4,6015x 107 3,10 %
10 3,5714x 107 3,5919x 107 0,57 %
15 1,2053x 107 1,2067 x 107 0,12 %
20 2,8571 x 107* 2,8557x107* 0,05 %
25 5,5803 x 10 5,5798 x 107 0,03 %
30 9,6428 x 107* 9,6400x 107 0,01%
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TABELA 4.2: Efeito de travamento (“locking™).

L/h Teoria Elementos Diferenga
Classica [m] Finitos [m]

5 2,381 x10°° 2,436 x 1078 2,31%
10 1,905x 10°° 1,913 x 107 0,42%
15 6,428 x 107 6,434 x 107 0,10%
20 1,524 x 1074 1,528 x 107* 0,07%
25 2,976 x 1074 2,974 x 107 0,07%
30 5,143 x 107 5134x10™ 0,17%
50 2,381x 107 2,377x1073 0,17%
100 1,905 x 107 1,901 x 1072 0,18%
500 0,238 x 10*" 0,237 x 10*! 0,17%
1000 1,905 x 10! 1,902 x 10*' 0,19%
10000 1,905 x 107 1,902 x 10 0,18%
100000 1,905 x 107 1,902 x 10" 0,18%
1000000 1,905 x 10*1° 1,873 x 10*1° 1,67%
10000000 1.905 x 10*" 6.919 x 10" 64,0%

4.6.2 - Viga Laminada Ortotropica

O material que constitui as camadas da viga laminada possui as seguintes propriedades:

En =210 GPa
Ex»n =5,2 GPa
G]3 = 3,1 GPa

Vi3 = 0,25
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FIGURA 4.8: Viga laminada ortotropica.

Este exemplo, cuja motivagio é a andlise do comportamento de vigas laminadas
constituidas de vérias camadas e orientacdo das fibras, é tratado em [15]. A viga em foco
é engastada na extremidade x = 0 e sujeita a uma forga vertical F em x = L. A viga foi
discretizada em 8 (oito) elementos de mesmo tamanho. O objetivo da andlise ¢ de
comparar os resultados obtidos a partir do presente modelo com aqueles de
LEKHNITSKII ef al. [15]. Segundo esses autores, para vigas laminadas ortotrépicas o

deslocamento transversal na extremidade livre ¢ dado por

FL?
iy (4.90)
onde
bS
D = s (4.91)
1
S =488, -3S; (4.92)
1= (2, —2,,)CY (4.93)
k=1
S, =Y (z —z,,)C} (4.94)
k=1
S, =Y (z; —z,)CY (4.95)
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E conveniente ressaltar que na formula desenvolvida por LEKHNITSKII ez al. [15]
ndo € considerado o cisalhamento e que igualmente a este trabalho a superficie de
referéncia é tomada no plano z = 0. Na Tabela (4.3) ¢ mostrado o valor de deslocamento
transversal na extremidade livre x = L. Durante a andlise sfio adotados diferentes
ntmeros de lamnas e orientagio das fibras e a relagdo L/h € mantida constante. A viga
possui espessura das lAminas uniforme. Uma vez alterado o mimero de liminas, cada
uma terd a espessura tal que multiplicada pelo numero de laminas resultard na mesma
altura da viga.

Os resultados apresentados na Tabela 4.3 ressaltam uma boa concordancia entre os
valores de deslocamento transversal obtidos a partir do elemento finito desenvolvido
neste trabalho e os obtidos de acordo com LEKHNITSKII et al. [15], citado

anteriormente.

TABELA 4.3 : Valores de deslocamento transversal na extremidade livre.

o [ GRAUS | Lekhnitskii Elementos Diferenga
[m] finitos [m]
0 1,237x10° | 1,228x107° 0,68%
30 1,914x107° | 1,908x107 0,30%
0/90 /0/90 2919x10°¢ | 2911x10°® 0,28%
0/90 /90/0 1,416 x107° | 1,417x107° 0,07%
0/+45/-45/90/90/-45/+45/0 2,083 x 107° 2,285x107° 8.84%
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CAPITULO 5

ELEMENTO FINITO PARA CASCAS LAMINADAS

5.1 INTRODUCAO

As industrias aeroespacial, automotiva e petroquimica, entre outras, estdo utilizando,
cada vez mais, vigas, placas e cascas laminadas como elementos estruturais. No projeto
Apollo, por exemplo, tornou-se necessaria a construgdo de uma estrutura em casca que,
apesar de seu peso reduzido, suportasse com seguranca suficiente todos os esforgos
resultantes da decolagem e aceleragdo, além das solicitacSes conseqiientes das operagdes
de alunissagem [16]. Essa tecnologia ¢ materializada em técnicas de painéis sanduiches

como estd esquematizado na Figura 5.1.

FIGURA 5.1: Croqui da Capsula Apollo.
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A grande utilizagdo de materiais compdsitos se deriva da necessidade de encontrar
novos materiais cujo comportamento estrutural seja superior aos utilizados até entdo.
Desta maneira verificou-se, especialmente nas ltimas duas décadas, especial aten¢do dos
pesquisadores para o desenvolvimento de métodos e teorias para a analise de estruturas
em materiais conjugados, também chamados compésitos. Obviamente, os grandes
laboratorios espaciais foram os responsaveis pelo maior estimulo a essas pesquisas.

O sistema sanduiche adotado para os compartimentos nos programas Apollo e
Saturno, previamente testado para o jato supersonico XB-70 (MACH-3), consistiu de
camadas exteriores de ago com 0,2 mm a 0,5 mm de espessura, ligadas de maneira
resistente ao cisalhamento a uma camada tipo "colméia" ("honeycomb") de

aproximadamente 0,038 mm de espessura (Figura 5.2).

i : T tp=02:05mm
|lII|_IIlII|IIIlIIIIlII_| tp = 0,038 mm

3,2:4,8mm

FIGURA 5.2: Sistema sanduiche da cépsula Apollo.

A eficiéncia da técnica sanduiche de ago e poliuretano foi comprovada também na
feira de Hanover em 1970, onde foi construida uma cipula esférica com 45 m de véo

[16]. Essa ctipula foi formada por 40 segmentos de casca de 19 metros de comprimento,
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cada um dos quais tendo sido, por sua vez, dividido em 3 pegas simples de modo a que
nenhuma peca ultrapassasse a largura maxima de produgio de 1500 mm, da chapa
galvanizada. A segdo transversal de um elemento pré-fabricado era formada por duas
chapas externas com 1 mm de espessura, aumentadas para 2 mm na regido das colunas
de apoio, em face da concentragiio de tensdes, € uma camada interna de poliuretano com

150 mm de espessura (Figura 5.3).

[Ay—

FIGURA 5.3: Elemento da cipula de Hanover (1970).

Como a solugio de cascas via andlise tridimensional envolve dificuldades mateméticas
consideraveis, foram desenvolvidas algumas teorias bidimensionais. Atualmente muitas
das teorias para placas e cascas anisétropas laminadas sio extensdes diretas dos métodos
desenvolvidos anteriormente para placas e cascas homogéneas, isotropas ou ortotropas.

De uma forma esquematica pode-se dividir as teorias que tratam do problema de

acordo com a Figura 5.4.
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Teorias para
Cascas Laminadas

Formulagio Primeira Ordem Continuidade
Cléssica Ordem Superior de Tensdes

FIGURA 5.4: Divisio Esquemética das Teorias para Cascas Laminadas.

Nas teorias que seguem a formulagiio classica, adotam-se as conhecidas hipéteses de
Kirchoff-Love. Fazem parte deste grupo as teorias apresentadas por: REISSNER e
STAVSKY [17] para placas laminadas de material anisotropo ; DONG ef al. [18], para
cascas finas laminadas ¢ de geometria arbitraria e que aplica as equagdes constitutivas
obtidas por REISSNER e STAVSKY [17] aliadas a teoria de primeira aproximagdo de
LOVE [19]; AMBARTSUMYAN [20], que particularizou o estudo para o caso de
camadas ortotropas, antes que anisdtropas, sendo os eixos principais de simetria do
material coincidentes com as dire¢des principais da superficie de referéncia da casca; €
BERT [21], que igualmente utiliza as equagBes constitutivas de REISSNER e
STAVSKY [17], porém aliadas agora a teoria de cascas desenvolvida por VLASOV
[22]. Sdo adotadas as seguintes hipdteses e limitagdes das teorias lineares classicas de
pequenos deslocamentos:

a) Os deslocamentos sio considerados tdo pequenos que as equagdes linearizadas

deformagdes-deslocamentos sfo validas;
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b) A fragfio espessura / menor raio de curvatura deve ser pequena para que (de acordo
com Kirchhoff-Love) as seguintes aproximagdes sejam aceitaveis:
b1) as normais a superficie de referéncia antes da deformagéo, permanecem normais
aquela superficie, apds a deformagéo;
b2) a espessura da casca nfo se altera com o carregamento, ou seja, a deformagéo
normal no sentido da espessura é abandonada;

c) A tensdo normal transversal é pequena, comparada com as tensdes em outras
diregbes e portanto ¢ considerada nula.

d) A espessura das camadas € uniforme e os coeficientes elsticos do material ndo
variam com a posi¢do na superficie de referéncia.

REISSNER e STAVSKY [17] demonstraram que, para placas laminadas, os efeitos
de alongamento ¢ de flexdo estfio acoplados. Assim, tanto forcas paralelas a superficie
como momentos estio associados a deformagdes no plano da placa e a deslocamentos
transversais. A placa em questiio comsistia de duas camadas de material ortétropo de
igual espessura, laminadas de tal maneira que os eixos de simetria eldstica faziam um
angulo -¢ com os eixos coordenados em uma camada, e +¢ na outra.

Se para cascas homogéneas o abandono das deformégﬁes normais no sentido da
espessura e das distorgdes nos planos verticais «-C e B-C (sendo o e B dire.c;ﬁes tangentes
a casca e { a diregfio da espessura) eram aceitdveis, 0 mesmo nfio se pode dizer para
cascas laminadas. A hipotese da normal indeformavel leva a tensGes de cisalhamento
incompativeis entre duas camadas adjacentes. Além disso, o fato de considerar uma Gnica
normal mostra-se inadequado para modelar o perfil das segdes transversais, ou seja, para
refletir a influéncia das tensdes transversais de cisalhamento na distor¢io da normal
deformada. Ha ainda que se considerar uma perfeita ligagiio entre as camadas por um

adesivo de espessura infinitesimal. Isto limita as andlises efetuadas as estruturas
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laminadas rigidas ao cisalhamento, excluindo portanto aquelas que possuem um nucleo
flexivel. Deve-se ainda considerar que o fato de se assumir um estado plano de tensdes
para a determinagfio das equagdes constitutivas elimina a possibilidade de um calculo
rigoroso de tensdes interlaminares.

Assim sendo, essas teorias conduzem a uma precisdo aceitavel quando:

a) arelagio dimensdo lateral / espessura € grande;
b) a ortotropia do material nfio é severa e as propriedades do material nfio variam
acentuadamente de camada para camada.

Como as excitagbes dindmicas ndo foram abordadas pelas teorias, s6 se poderia
esperar resultados satisfatérios no caso de baixas freqiiéncias e elevados comprimentos
de onda.

Da anilise dos resultados destes tratamentos, obteve-se a indicagdio de que o
abandono das distorgBes transversais poderia levar a erros consideraveis. Estes
aconteciam principalmente nos casos de pequenas relagdes raio de curvatura / espessura
e comprimento / espessura. Visando superar as limitagSes introduzidas pela formulagéo
clissica de cascas finas, foram desenvolvidos refinamentos das mesmas, de modo a
incluir as deformactes devidas ao cisalhamento transversal. Assim, surgiram propostas
que, partindo de deslocamentos similares & formulagio classica, adotavam angulos de
distorgdes transversais constantes para toda a segfo. Assim, pode-se citar os trabalhos
de: YANG et al. [23], para placas laminadas ¢ DONG e TSO [24], para cascas
Jaminadas ortdtropas. A teoria de YANG er al. [23] aplica-se na propagagdo de ondas
planas e para que o espectro de fregiiéncias dessa formulagdio correspondesse ao obtido
pela teoria da elasticidade, houve a necessidade de incluir um fator de corregdo. Ela
demonstra, para o caso dinimico, a existéncia de um acoplamento entre os efeitos de

flexfio e extensio, do mesmo tipo apresentado por REISSNER e STAVSKY [17] para o
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caso estitico. O material é considerado heterogéneo apenas na dire¢dio da espessura.
WHITNEY e PAGANO [25] aplicaram a teoria de YANG et al. [23] a varias condigdes
de contorno e teceram consideragdes sobre o valor do fator de corregio mencionado
anteriormente para placas laminadas. A teoria de DONG e TSO [24] também apresenta
necessidade de utilizar fatores de corre¢do analogos aos utilizados por MINDLIN [26] e
YANG et al. [23] a fim de levar em consideragdo as distorgdes das camadas
constituintes. As equagdes de movimento s3o obtidas da mesma forma que a formulacgo
cléssica [27], com excegdo dos termos relativos & inércia. Esses termos séo diferentes
devido ao fato de que a disposigdo laminar gera um acoplamento entre as inércias
extensional e rotacional.

As formulagSes anteriores, porém, mostraram-se satisfatorias para descrever até o
primeiro modo de vibraggo a flexio de cascas em que a rigidez das camadas constituintes
fossem proximas. Para o caso de freqiiéncias elevadas ou de uma variagio acentuada da
rigidez camada a camada, a resposta fornecida afastava-se da realidade.

Essas teorias sofrem as mesmas limitagdes das que seguem a formulagio cldssica, no
que diz respeito a consideragio de uma normal inextensivel e o conseqiiente abandono
das tensdes normais transversais. Isto traz como resultado que a mesma somente €
aplicavel para materiais cuja rigidez normal transversal seja suficientemente grande. Em
caso contrario, a deformagio normal ao longo da espessura sera predominante € o
comportamento da casca ndo serd o previsto. Desta forma, a formulagdo apresentada
serve para prever o comportamento estrutural da casca como um todo (deslocamentos,
tensdes, resultantes de tensdes e freqiiéncias de vibragdo) de maneira aceitavel.

Além disso, a influéncia da curvatura da casca no valor dos fatores de corregdo
adotados ¢ abandonada, levando a que, para grandes curvaturas, os resultados afastem-

se da realidade.
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Tanto as teorias que seguem a formulagdo classica como as de primeira ordem, que
incluem deformagdes transversais, partem de deslocamentos paralelos a superficie de
referéncia que variam linearmente ao longo de toda espessura da casca. Se a rigidez ao
cisalhamento das camadas constituintes variar muito pouco, tem-se, como ja foi
afirmado, resultados satisfatorios até para o primeiro modo de vibragdo.

Em contrapartida, no caso de grande variagio da rigidez ao cisalhamento entre as
camadas, os resultados alcangados por tais teorias ndo se mostram, em geral, aceitaveis.

Visando a aumentar a precisio dos resultados surgiram teorias que passaram a utilizar
campos de deslocamentos de forma polinomial € com poténcias mais elevadas. Desta
forma, tornava-se possivel chegar a uma distribuicio parabdlica das tensdes cisathantes
ao longo da segfio. Assim, para que a fidelidade dos resultados aumentasse, surgiu a
necessidade da inclusdo de termos envolvendo poténcias da coordenada normal a
superficie de referéncia (placa ou casca) maiores do que a unidade nas expressdes
adotadas para os deslocamentos. Essas poténcias definem a ordem das teorias em
questdo.

Inserido neste contexto existem os trabalhos de: WHITNEY e SUN [28], que
formularam em 1973 uma teoria para placas laminadas ¢ em 1974 chegaram as equagdes
de governo de cascas cilindricas anisétropas, no caso estitico [29]; LIBRESCU [30],
que restringiu o estudo para placas laminadas simétricas constituidas de 3 camadas; LO
et al, [31], que igualmente desenvolveram uma teoria para placas laminadas;
BHIMARADDI {32],que desenvolveu uma teoria para respostas dinimicas de cascas
cilindricas ortotropas homogéneas ¢ REDDY e LIU [33], que em 1985 formularam uma
teoria para cascas laminadas, ampliando uma teoria anterior de REDDY [34] para placas

que considerava uma variagfio parabdlica das distorgdes ao longo da espessura.



As teorias de ordem elevada procuram remover as imprecisfes contidas nas teorias
baseadas na formulagdo classica de cascas e nas teorias de distorgdes de primeira ordem.

De um certo modo, estas teorias se apresentam muito trabalhosas para resolver o
sistema de equagdes diferenciais de governo com condi¢des de contorno estabelecidas.
Isso se deve ao fato de que, para cada poténcia adicional da coordenada da espessura
introduzida no campo de deslocamentos, aparece uma nova incégnita no sistemas de
equacdes.

A teoria de REDDY e LIU [33], no entanto, contém o mesmo numero de incognitas
que a teoria de distorgdes de primeira ordem.

Em geral, estas teorias sdo complicadas e exigentes, no que diz respeito a utilizagdo
do computador (a de REDDY e LIU [33] parece ser a mais apropriada para um
tratamento numérico computacional).

De uma maneira geral, os campos de deslocamentos admitidos pelas teorias acima,
que valem para toda a segdo e portanto para diferentes ldminas, levavam a que a
continuidade das tensdes de cisalhamento transversais fosse violada nas interfaces.

Por isso algumas teorias foram desenvolvidas permitindo serem satisfeitas
simultaneamente as condi¢des de contato para os deslocamentos e as tensdes cisalhantes
nas interfaces das varias camadas. Assim, tem-se os trabalhos de: AMBARTSUMYAN
[35], que formulou uma teoria para placas ortétropas laminadas, com um nimero impar
de camadas e simétricas em relagdo & superficie média, WHITNEY [36], que estendeu o
trabalho de AMBARTSUMYAN [35] para laminados simétricos em que os eixos dos
materiais de cada camada tém orientag8o arbitraria em relagdo aos eixos da placa; HSU e
WANG [37], que procuraram estabelecer uma teoria para cascas laminadas cilindricas
ortdtropas; WHITNEY e SUN [38], que propuseram uma teoria refinada para placas
multilamelares ; SRINIVAS [39], que igualmente desenvolveu uma teoria para placas
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laminadas; ZUKAS e VINSON [40], que tratam de cascas cilindricas laminadas sujeitas a
carregamento mecinico e térmico axissimétrico; RATH e DAS [41], que estenderam a
teoria proposta por WHITNEY [36] para cascas; WALTZ e VINSON [42], que
propuseram uma teoria para cascas cilindricas carregadas simetricamente em relago ao
seu eixo ¢ DI SCIUVA, que em 1984 formulou uma teoria para placas anisdtropas
laminadas [43] e em 1987 realizou a extensdo da mesma para cascas [44].

Como se pode verificar, as teorias mencionadas procuram atingir uma maior precisdo
nos resultados, porém sdo muito trabalhosas e exigentes no que diz respeito ao seu
desenvolvimento em computador. Um grande problema da maior parte das teorias para
laminados é sua adequacdo a um método numérico, como por exemplo, elementos
finitos. Poucas s3o as que se apresentam atrativas a uma solugio computacional mesmo
quando o nimero de camadas ¢ grande. O nimero de equagdes do sistema a resolver
aumenta com o de camadas. Assim, com excegdo da teoria proposta por DI SCIUVA
[44], torna-se dificil utilizar essas proposigdes visando a formular elementos finitos de
placa ou casca em deslocamentos.

Na teoria de DI SCIUVA [44], por sua vez, o nimero de equagdes diferenciais
parciais que compdem o sistema resultante independe do numero de camadas. Além
disso é possivel modelar a distor¢iio da normal deformada sem aumentar o nimero € a
ordem das equacdes diferenciais parciais com relagdo a teoria de distorgdes transversais
de primeira ordem.

Certamente o estudo aqui realizado nfio poderia deixar de abordar algumas teorias de
placas laminadas, uma vez que muitas delas serviram de fundamento para uma posterior

aplicagdo para cascas.
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5.2 FUNDAMENTOS DE TEORIA DE CONTINUIDADE DE

TENSOES

Seja uma superficie arbitraria S, aqui designada de superficie de referéncia, definida
por duas coordenadas curvilineas ortogonais («, B), coincidindo com as linhas principais
de curvatura. Seja r=r (c, B) o vetor posigdo de um ponto qualquer da superficie.

Tem-se que:

Al =rT, (5.1)

]32 =rplp (52)

A e B sd@o os coeficientes da primeira forma fundamental da superficie de referéncia
da casca. O vetor unitario perpendicular a § € chamado n e ¢ escolhido de modo que
forme junto aos vetores unitarios nas dire¢des de o e B um sistema ortogonal que
respeite a regra da mo direita. Os raios de curvatura nas diregdes de o e B sdo
chamados de R, e Rg, respectivamente, e sdo considerados positivos quando o centro de
curvatura estiver na dire¢io positiva de n.

Chama-se £ a coordenada medida ao longo da normal n e os coeficientes de Lamé

(segunda forma fundamental da superficie} da superficie de referéncia sdo:

Ho=A(l-¢/Ry) (53)
Hy =B (1-&/Rp) (5.4)
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A Figura 5.5 apresenta o valor de r antes e apds a deformagéo.

FIGURA 5.5: O vetor posigdo antes e apds a deformaggo.

As expressdes para deformagles em um sistema de coordenadas curvilineas

ortogonais coincidentes com as linhas principais de curvatura sdo:

€0 = —L—](u,a +v Ao ﬂwij (5.5)
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B
Eﬂﬁ =B[C](V,ﬂ+u A —WR—ﬁ'J (56)

= W (5.7

4 ¢ )

Bl 1- All-—=

( RBJ v [ Ra u (58)
S G

€0t =——w,u+A(l——J — L (5.9)
A(l— C~] R, A[l_ C)

€5 =—1—w,B+B(1—i] — | (5.10)
{0

Onde u, v ¢ w sio as componentes do deslocamento de um ponto arbitrario nas
diregdes a, P e £, respectivamente.

Aplicando as condi¢des de Gauss-Codazzi, a equagdo (5.8) poderia assumir a forma

A, 1 B
Eap =ﬁ(v,a~u BJ+ (u,ﬁ—v "‘) (5.11)
A[l— 5 ) 5 B[l— 5 ] A
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Admitindo uma perfeita ligagdo entre as camadas que nfio permite a ocorréncia de
deslizamento entre elas, as seguintes condi¢des de contato devem ser satisfeitas na

interface entre as camadas (m) e (m+1):

ut = (5.12)
vi=v (5.13)
W' =W (5.14)

Além disso, para satisfazer 4 continuidade de tensdes, € necessario que as seguimtes

condi¢des de equilibrio sejam obedecidas:

ol =0y (5.15)
Gp = Op; (5.16)
G, =0 (5.17)

Os simbolos + e - indicam valores referentes a pontos situades infinitesimalmente

acima (&, + 0) e abaixo (&n - 0), respectivamente, da interface com coordenada € = &,.

53 EXPRESSOES INICIAIS PARA O CAMPO DE

DESLOCAMENTOS E PARA DEFORMACOES

Considere-se o campo de deslocamentos
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u(e,B,) =(l—lf—u}ﬁ(a,ﬁ)+c_[$u<a,ﬁ) —W}éwk(a,ﬁ) G-L)Y (-5
(5.18)

v(a,B,c;)=[1—Riﬁ]vm,ﬁ)+¢[$ﬁ(a,ﬁ)—k§’9}gsk(a,m (G-5)YG-5,)
(5.19)
w(a,B,8) = W(a,B) (5.20)

A Figura 5.6 mostra as parcelas presentes na equagdo do deslocamento u onde,
apenas para facilitar a representagdo das grandezas envolvidas, a diregdo o € colocada
paralela a diregdo do deslocamento u. Para o deslocamento v, basta uma troca adequada

de indices. T, ve W sdo os deslocamentos de um ponto situado na superficie de

referéncia da casca, ¢, € $B s3o os valores das rotagdes devidas ao cisalhamento nos

planos (o, &) e (B, &), respectivamente; Y ¢ a fungdo unitdria de Heaviside e i € 3¢ so
fungdes a serem determinadas pelas condigdes de contato das tensdes de cisathamento
transversais nas interfaces. O indice k, presente no somatdrio, varia de 1 a ni (mimero de
interfaces), que € igual a N - 1, sendo N o nimero de camadas.

A continuidade em u e v € verificada facilmente no campo de deslocamentos
fornecido, devido & presenga do termo (£ - &) no interior do somatério. A continuidade

em w é ainda mais evidente.
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FIGURA 5.6: O campo de deslocamentos.

Na superficie de referéncia, as deformagdes ficam:

A,

g, = 1 0, +V—> —Wi] (5.21)

A B R,

_ 1 B B
Bop = —| Vo +U—2 —W— 5.22
=gl VBT ) RB] (5.22)
By = Wi (5.23)

_ 1 — _A’B 1 — _:B,(1

€p =K[V,a—u B ] +—]§—(u,ﬁ—v A ) (5.24)
Tor =0y (5.25)
T = 0 (5.26)
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Fazendo as substituigdes adequadas pode-se chegar as seguintes expressdes que

exprimem as deformagdes em pontos fora da superficie de referéncia.

€au = Eag L 5 $ua+%§i—(w’“ +—ﬁ—J R VL
[ QJ ( g] * B A R,/ BB R
-] All-z ‘

a

V59 G2 -0 vE0)

o e o By (W §) Bufw, @
it 5-2) 32
1- > | Bl-—= s
B

Ry

B
+Zk[9ksa+ll’k :](C—Ck) Y(C_.“C.k)
(5.28)
-5 ! Voo _ = Asg T _W’ﬂ Y _A’B T L
Fop = Fon * [ a ]H(Ru uRuB)+{¢ﬂ B RJ B (% A Raﬂ}Jr
A 1—'?R— a

J[Sk,aﬂuk —A—BJ (-2 Y(£-¢,)

(5.29)
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N PR [_C_k]yg_g (5.30)
Suc lwi l_i kwk Ra ( k)
R, R,
R ksk[—&]Y(c—ck) 531
G
b Ry

5.4 DETERMINACAO DOS FATORES DE CONTINUIDADE DE

TENSOES CISALHANTES

Para determinagio das fungdes yy € Ji considera-se uma casca de espessura h com N
camadas de material anisotropico perfeitamente ligadas. Considera-se também que o
material de cada camada possui simetria elastica em relagiio a uma superficie paralela a
de referéncia ¢ = constante. As propriedades e espessuras podem variar para cada
camada e a superficie de referéncia estd em contato com o exterior. Admitindo a
existéncia de um plano de simetria elastica, as relagdes constitutivas para cada camada

sdo dadas por:

. E, E, E; Eg 0 0 &g,

0| |[Ez En Ex Ex 0 0 |l

O L — E13 Ezs E33 E36 0 0 ) B ! (5_32)
1 Cap Ee Ex Ex Ei 0 0 1€

Cor 0 0 0 0 E, E;||t«

o) [0 0 0 0 E, Egley

Se uma determinada camada constitui-se de material composto fibra-matriz, pode ser

tratada como uma camada ortotrdopica, estando os eixos de simetria do material paralelos
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e normal em diregfio as fibras. Neste caso, apenas 9, em vez de 13, coeficientes E;; sdo

independentes.

Como a tensdo G, € muito pequena comparada as outras tensdes normais existentes,

pode-se considera-la igual a zero e desta forma ela pode ser abandonada.

Assim, eliminando o, na equagdo (5.32), as equagBes constitutivas assumem a forma:

Vcaaw _Cn C, Cs 0 0 -‘rﬁaul
Gap C, Cy C¥ O 0 |[Epp
1Cap r={Cis Cy Ce O 0 Reus (5.33)
Gy 0 0 0 C, Cullex
o) L0 0 0 G Css [ Enc |
onde
Cij = Eij - Ei3Ej3 ! Ea; , para 1,_] = 1, 2, 6 (534)
€
Cij = Ej; ,parai,j=4,5 (5.35)

Aplicando numa interface genérica (m) as condi¢des de continuidade de tensdes de

cisalhamento expressas pelas equagdes (5.15) e (5.16), chega-se a

8m A Cis —Cu L ACs AC Epe
onde utilizou-se a notagéo
ACy" =C; -G (5:37)
e
A =CuCL—(CyY (5.38)
Pode-se escrever a equagdo (5.36) sob a forma
wm} [ o i?)}{egc}
= e (5.39)
{‘gm (21 ) gz) Epe
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onde os coeficientes Q; dependem exclusivamente das propriedades elasticas das
camadas separadas pela interface m.

Desta forma, os coeficientes que determinam a deformacio de cada camada sio
dependentes das propriedades dos materiais vizinhos & interface considerada e da

deformagfio da camada anterior. Como as deformagdes da primeira camada séo fungGes

exclusivas de ¢_ e 6[3 , 0s coeficientes em pauta podem Ser xXpressos por:
Wi = 2 b, + i Py (5.40)
%= ded, +bid, (5.41)

Para a primeira interface tem-se
® Qwl(e
il _| Qi b (5.42)
N SR
e portamto

2 o] _[on QR
oo

Aplicando a equagfo (5.39) para as varias camadas de uma casca laminada e
colocando as expressdes resultantes na forma das equagdes (5.40) e (5.41), verifica-se
que os valores de ay, by, ¢« e dx para uma determinada interface k sdo dependentes dos

valores destes coeficientes para as interfaces anteriores e valem

k-1 k-1
1+ ) a, C
o o] [P Qp]T2A 2o
k=1 k-1 (5.44)
d b Q(k) Q(k)
ko Tk 2l 3d, 1+) b
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55 EXPRESSOES FINAIS PARA O CAMPO DE

DESLOCAMENTOS E PARA DEFORMACOES

As expressdes que definem os deslocamentos de um ponto qualquer da casca podem

entfio ser escritas como:

W.q

U+ 9 - ’]+i(ak$a+ck$ﬁ)(c—¢k)Y(c—ck) (5.45)

R A

Wap
B

voll-2 e - ]+i(dk$u+bk5ﬁ)(;—ck)Y(c,-ak) (5.46)

W=W (5.47)
A aplicacio das equagbes (5.45) a (5.47) nas equagbes (5.21) a (3.26) ¢

posteriormente a (5.5) a (5.10) leva as expressdes para as deformagdes, tanto na

superficie de referéncia como fora dela

Ay
B

+Z{(ak$a +6,8; ko +{d, 8, +b,8y) }(c—ck) Y{-4,)

(5.48)
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[(ak$u + Ck$|3)’[5_(dk$u + bk$|3)B :l“'

(5.49)

A

|:(dk$u + bk$|} )’a _(ak$a + ck$B )%:I (C - Ck )Y(C - gk )

(5.50)



=l
=]
—_

R pgEestale e

o

B

€y =[ JJF[ ]Zk(qu)ﬁbkq)ﬂ{ —%“—] Y(E-¢,) (5.52)
1- 1-

5.6 FORMULACAO DE MODELO DE ELEMENTOS FINITOS

PARA CASCAS LAMINADAS

A literatura atual sobre elementos finitos para cascas laminadas nfio se mostra muito
extensa. A maior parte dos trabalhos disponiveis referentes a laminados se dedica a
placas. NOOR e BURTON [45] relacionaram as diferentes formulagdes de elementos
finitos para placas ¢ as teorias utilizadas.

PANDA e NATARAJAN [46] formularam, em 1976, elementos finitos para cascas
laminadas de revolugiio e, em 1981, estenderam esse trabaltho para a analise de cascas
laminadas com geometria arbitréria [47]. Foram utilizados elementos quadrilateros de
lados curvos, superparamétricos, com 5 graus de liberdade por n6 e 8 nés. O
procedimento segue basicamente o desenvelvido por AHMAD ef al. [48] para cascas
homogéneas espessas.

RAO [49] formulou, em 1982, um elemento finito para cascas laminadas onde eram
empregados elementos quadriliteros similares aos usuais para cascas homogéneas.

VENKATESH e RAO [50] realizaram posteriormente a analise de cascas laminadas com
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enrijecedores também laminados. Nesse caso os elementos de casca possuem 48 graus de
liberdade e os elementos de enrijecedores possuem 16.

Na analise de cascas laminadas de revolugio efetuada por NOOR e PETERS [51], as
propriedades da casca e o carregamento na direcio circunferencial sio representados em
séries de Fourier ¢ na diregdo meridional sido utilizados elementos finitos. Emprega-se
aqui a formulagdo mista, onde as incognitas consistem de 8 resultantes de tensdo e 5
deslocamentos. Em um trabalho posterior, os mesmos autores acrescentaram 8
deformaces as incégnitas anteriores a fim de melhorar a qualidade dos resultados [52].

BHIMARADDI ef al. [53] apresentaram um elemento finito quadrildtero e
isoparamétrico para analise de cascas laminadas de revolugdo que possui 12 nés e 64
graus de liberdade (8 graus de liberdade por né de canto e 4 graus de liberdade por nd
restante). A teoria utilizada é a descrita na referéncia bibliografica [32].

Deve-se citar ainda os trabalhos de CHAO ¢ REDDY [54], LIAO et al. [55] € LIAO
e REDDY [56] ¢ LIAO e REDDY [57] que utilizam elementos desenvolvidos por
AHMAD et al [48].

OCHOA e REDDY, na referéncia [58], fazem uma revisdo dos fundamentos do
Método dos Elementos Finitos e desenvolvem modelos baseados nas teorias que seguem
a teoria classica e nas que seguem a teoria de deformagdo de cisalhamento de primeira
ordem além de apresentarem uma anélise nfio linear de uma casca esférica sujeita a
pressdo uniforme.

Em [59] pode-se encontrar uma cobertura detalhada de vérias teorias de laminados,
solugbes analiticas e modelos de elementos finitos para vigas, placas e cascas laminadas.
XAVIER et al. [60, 61] estenderam para cascas laminadas a teoria que LEE et al. [62,

63] desenvolveram originalmente para cascas, na qual é considerada a variagdo cubica
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dos deslocamentos u e v. No entanto, essa teoria foi incapaz de refletir com precisdo as
tensdes ¢ deslocamentos nas interfaces.

Desenvolve-se aqui uma formulagio de elementos finitos para a andlise estatica de
cascas laminadas com base na consideragio de uma variagio linear para os
deslocamentos u e v em cada camada e na satisfagfio das condigdes de contato nas
interfaces. Assume-se a superficie de referéncia como sendo a superficie superior da
casca.

A defini¢io geométrica do elemento é feita em coordenadas cartesianas. O sistema de
coordenadas curvilineas apresenta as diregdes & e m na superficie de referéncia e £ no

sentido da espessura, sendo considerados os seguintes limites: -1 <E<I, -1 <n<l e

0 <r<1

As coordenadas (x, v, z) de um ponto qualquer no interior do elemento sdo expressas
a partir das coordenadas dos pontos nodais correspondentes as superficies externas, na

forma a seguir:

X X.

=iNi(ém) Yi +iNj(§m)€V3,- (5.53)

i=1
Z]
sup

O mimero de nés do elemento é chamado de nn e V3; é o vetor normal a superficie de
referéncia cujo modulo corresponde a espessura t; do elemento no ponto nodal i, pois os

pontos superior (i) e inferior (j) sdo definidos sobre as superficies externas (Figura 5.7).
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FIGURA 5.7 Vetores nodais.

Desta forma, encontra-se Vs; calculando

xi XI
Vi=9Yip ¥ (5.54)
Zi inf Zi sup

Substituindo a expressio (5.54) na (5.53) pode-se exprimir as coordenadas de um
ponto qualquer em fungdo das coordenadas de pontos situados nas superficies superior e

inferior. Ou seja:

x) X; . X; X;
yr=3NEmlyt +XNGE (v -1, (5.55)
z| © zZ = z. | zZ

) sup 1) inf U sup
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ou

X . X; X;
yi=2NEm (-Chyip +&iy, (5.56)
Z Z; Z. 1.

1/ sup 1.7 inf

Como as deformagbes na dire¢do normal a superficie de referéncia podem ser
abandonadas, o deslocamento de qualquer ponto do elemento pode ser definido em
termos das trés componentes cartesianas dos deslocamentos dos nés da superficie de
referéncia e das duas rotacdes do vetor nodal Vi. Essas rotagbes sdo medidas em
relagio as diregbes V), e Vy;, ortogonais a V5 e tangentes a superficie naquele né, cujos
valores unitarios sfio dados por vi; € voi. A rotagio total do vetor Vy € constituida de
duas parcelas, sendo uma delas a derivada do deslocamento transversal do né
considerado e a outra a rotagdo devida ao cisalhamento. A Figura 5.7 mostra as
translacdes locais u’ e v* (nas diregdes de Vi e V) devidas as rotagdes locais o; e B

respectivamente. Seus valores sdo: w'={t; f§; € v'= Lt

Como a rotagdo da normal sofrerda uma variagio a cada camada, que depende
exclusivamente das propriedades elasticas que compdem o laminado, pode-se escrever os
deslocamentos de um ponto P, situado sobre o vetor Vs, nas direcdes X, y ¢ z, em

relagio aos deslocamentos de um né i (na superficie de referéncia) como:

u; =u; - 2]|:C_,t ( 1’5_.) Z(akd}lg k$in)(€_gk)tiY(C_ck):|+
(5.5

+ll{c:ti($m Wi )+ Z(dk¢lg+b ) (C—C Y (G - ck}
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vV, =V, _m2i|iqti($i§ _Wi=§)+i(ak$i§ +ck$in) (C-Ck)tiY(c_Ck)}-*_

. (5.58)
+ mli[‘;ti@m ~Wisy )+ Z(dkﬂ;,-g +bk$i’q) C-E I Y(E _Ck):|
W, =W, =Ny, ligti(&g —Wis )+i(ak$i§ +Ck$in) E-5ILYE —gk):| +
K (5.59)

+ny |:€ti ($in — Wi )+ i(dk$i§ + bkEin) C-CItY(E _C_»k)jl

Nas expressdes anteriores, Ly, my; e ny; sdo os cossenos diretores do vetor vii , by, My
e ny; sdo os cossenos dirctores de vy e ti € a espessura do elemento. Esses vetores sdo
ortogonais ao vetor Vs e entre si, mas a escolha da direcdo de qualquer um deles ¢

arbitraria. Assim, pode-se definir
Vi=ex x Vi (5.60)
No caso de V5; ser paralelo a e, encontra-se Vy; por meio de
Vi=e x Vs (5.61)
Consequentemente,
V2= V3 x Vy (5.62)

As equagdes (5.57) a (5.59) também podem ser escritas como:
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u; =T, _lziti!:(q + "Ziak(g -G )Y(C —Qk)j$i£ —CW,,; +ick$in (E-CY(E-C, )] +

+ liiti[{g +nzibk (C _Ck)Y(CJ _Ck) ¢iq - Cwian +n2_|dk$i§ (q "Ck)Y(C_' "";k):|

(5.63)

V=V, "mzitili(g““nziak C-CY(E-E, )J$jg _C_'Wis.g"'ickEiq(C_ck)Y(C_Gk)i|+

+m|iti[[c.v+ nzibk(g -CIY(E-C) |9, _Cwi5n+idk$i§ (o) {(4 _Ck):1

(5.64)

W, =W, _nzitil:[g-l" iak(c—gk)Y(C—qk))$ia - Cw, 3§+HZ:ck$in(C_b_Ck)Y(c.b_C.tk)J+

+n1itiHC +nzibk (C _Qk)Y(C _Ck )J&m _C.vwi =n+idk$i§ (C"‘;k )Y(C _qk)]

Fazendo

6= a,C-6)Y(E-E)
Gy =3 b (- COY(E -8
&= e C-GIY(E L)

D N (N
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as equagdes (5.63) a (5.65) ficam sob forma mais simplificada

u =, ~ Lt [ 6 e = G+ GG F Lt [+ G By~ Cin+ B

(5.70)

Vi =V, —mZiti[(C-"ga )61'& —Qwi7£+$in4c]+mliti[(C+gb)$in —CWi,t $i§€d]

(5.71)

W, =W, — Dyt [(C+Ca )$i§ “'(;Wisg"‘$iqgc]+n1iti[((;+gb)$in _qwi:n+$iégd]

(5.72)
Para um ponto qualquer do elemento pode-se escrever:
e | = e, G [0
=2 N.(& i Nt : ‘ M
Y ING 2, th‘{ 3 c+cj{¢m}
w w,
_2Cti[ui‘{g::}wi

(5.73)

onde

_lzi lli
[P«i] zli_mn mli:| (5.74)

Oy I
A matriz jacobiana exigida para este elemento é€:
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X,E) y:g Z:&
[J] =%y Y Zg (5.75)
X Yoo Zyg

As derivadas presentes nos termos da matriz jacobiana sdo encontradas através de
T nn
X, = 2 Npe X, + ) Ny Gl
i=1 i=1
nn T
Xpq= 2 Npp X+ 2 Np Lt
i=1 i=1
Xy = Z:N].tilji
i=1
jisk nn
Yo = ZNisg yit ZNi1§ Ct;m,,
1=1 i=1

etc...

Os termos da matriz jacobiana também podem ser encontrados em fungdo das

coordenadas dos pontos situados nas superficies superior e inferior da casca. Assim,

x| - Xi\ rXiW 1
Y :ZNi»a_ (A-CRyir +Gvig (5.76)
z), = I Zw  Z )
X m | X, x,) |
yi =2 N (=Ckyip +&yi (5.77)
zf = I %) Zi ) o |
X " X; X;
yi = 2N -1y iy (5.78)
2l e - Zi) i) inf )
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Segundo o procedimento usual no Método dos Elementos Finitos, exprimindo as

deformagdes como derivadas dos deslocamentos genéricos pode-se escrever:

gxx u:x
83’3’ ll,y
Ea usz
== [Hp (5.79)
EXY v’x
€, :
\SYZJ \w’z‘
onde
1 0 0 0 0 0 0 0 0]
000010000
000 0000O0 1
[H] = (5.80)
010100000
001 000100
00000101 0]

As derivadas em relagio ao sistema global sio obtidas pela aplicacio da matriz

inversa da jacobiana sobre as derivadas em relagfo ao sistema local:

’U,x ) (U,d
Yyl Mg o]
u,, -1 u’E
¢l o TN 0 L _ (5.81)
v!x -1 1 v’é
0 0 I .
kwszJ ‘_W’ﬁ}

As derivadas no sistema local podem ser expressas como o vetor-coluna a seguir:
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)
u’n
el
9 V,‘: =
-Nsr, 0 _QIOHN*qg_IﬁNSE,g) Ni’gti[l.ﬁg_lz(g"'g)] N’Etl[lh(q-'_c-b)_lﬁg:] _'ﬁ\
qu 0 _qi(lﬁN’nn_lziNi!gn) N’qti[lligi_lﬁ(CJrg)] Nmti{lﬁ((;'*'g)_lzig {:
i 0 0 —GN,LNo) O NGLALAAN] Nl O+A)-LAT i
i=l 0 Nng _‘:ti(HIHNsng_"ENﬁf,) ngti[mﬁg_mzi(c"";)] N}gt.[nlh(€+g)—"'zg] a)]
00 @NymN N -m0A)] N Ga)-nal |
(5.82)
onde
A, = iakY(C—Ck) (5.83)
A, = ) b Y(L-E) (5.84)
A.=)6Y(E-E) (5.85)
A=Y dY(E-E) (5.86)

Desta forma, fazendo uso das equagdes (5.81) e (5.82) na equacdo (5.79), pode-se

encontrar a matriz [B]
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"o oo
[Hio 17 0]

o o ™
tal que

Ni % 0 {ti OHNi g _lliNi’Eij, ) N‘ug ti[ lﬁCd _lzi (C-I+Ca)] Ni?ﬁ, ti[ lti(C‘I'Cb) _Izi‘;:] ]
No, 0 G0N Nog) N 14 -LG+E] Ny tlLG+&)-LE]
0 0 —t (1N, 5N ) Nt[LA, -LQA+A) N[l (I+A)-1A ]

0 Ny G(mN, —mN... ) N my G -my (GG N t[m C+G)-—myC

0 0 AN, mN,) NtnA, —n,(1+A)]  Nitj[n(1+A,)-nzA ] |

(5.87)
Sxx o
u;
SY)‘ Vi
g an
78" >=Z[Bihwi> (5.88)
Xy i=1 $ .
SXZ 6{1]
&z ) S

As relacdes tensdo-deformagfo nas dire¢Ses locais permitem que se escreva, para

cada camada

{c}=IC]{e} (5.89)
O apéstrofo indica referéncia ao sistema de coordenadas locais e
Coy Gy 0 Cog 0 0]
Ciz Gy 0 Gy O 0
0 0O 0 ¢ 0 0
[C']= (5.90)
Cie Coe 0 Cgg 0 0
0 0 0 C,p Cuy
0 0 0 C, Gy
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Observar que [C] é obtida pela insergio de uma linha e uma coluna de zeros na
matriz [C] apresentada na equagdo (5.33), de forma a gerar tensdes normais nulas na
direcdo da espessura. A matriz [C] pode ser transformada para as diregdes globais

através de um operador T. Assim,
[C1=[T]" [C][T] (53.91)

Para calcular a matriz [T] num ponto de integragdo deve-se encontrar 0s cossenos

diretores para os vetores V,, Vz e V3 no ponto. Isto pode ser feito através das seguintes

expressoes

€= (Jl)norm (592)
€3 = (J1 X J2)uom (5.93)
€2 =€31X ¢ (5.94)

Nas expressfes acima, (Ji)nom indica a primeira linha da matriz jacobiana no referido
ponto, normalizada para comprimento unitério e assim por diante. Uma vez encontrados

os cossenos diretores para 0s vetores unitarios ey, e; € €3, calcula-se a matriz [T] por

M 12 2 2 7
I; m, n, l,m, Ln, m,n,
2 2 2
I; m, n, l,m, Ln, m,n,
2 2 2
13 m, n, l;m, Lin, m,n,

T]=
1] 21, 2mm, 2nn, lm,+lm, Ln,+Ln mn,+m,n,

211, 2mm, 2nn, Ilm;+lm  ln,+lLn, mn,+m,n,

2Ll, 2m,m, 2n,n, Lm,+lm, Ln,+Ln, m,n,+m,n,

(5.95)
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Agora, pode-se formular a matriz de rigidez do elemento como se segue

K]=[ [ [BIlclBIidg andz (5.96)

Como as condi¢des geoméiricas de contorno so estipuladas em termos das rotagdes
totais em torno dos eixos 1 e 2 locais e ndo apenas das rotagdes de cisalhamento em
torno dos mesmo eixos, torna-se necessdrio uma transformag@o na matriz de rigidez.

Sabendo que a rotagdo total em qualquer ponto € dada por

0, =4, — W, (5.98)

Exprimindo as rotagdes totais em um ponto qualquer em fungdo das rotagdes totais

dos nos do elemento vem:

B, = iNiEiE _iNisg W, (5.99)

0, =2 Nidy, — 2 N;o, W, (5.100)
Desta forma, as rotagdes totais em cada n6 podem ser calculadas por
B, =Y N,{g,m, )0 2N (5,m, )W, (5.101)
i=1 i=1
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Sabendo que

pode-se escrever

ou

Assim sendo, pode-se montar a matriz de transformagéio y onde

onde

%:2&

nn

i=1

Ni(&j’nj)zl 8¢ 1=]
N, (g;,m;)=0 ,Se i#]

0 =0, — > Ny, (‘t?.i’rlj)wi

{86} = [x}{3e}
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(&,’:ﬂj)&'n _ZNisn (E.-j!nj)wi

© Wy q;sg Esn}

(5.102)

(5.103)

(5.104)

(5.105)

(5.106)

(5.107)

(5.108)

(5.109)

(5.110)



(5.111)
e
(1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 Ny(-1=) 1 0 0 0 N, (-1,-1) - Ny (-1-1) 0 0
0 0 Ny, (-L=1) 0 [ 0 0 N, (-1-1) - Ng (-1-1) 0 0
[x] ¢ 0 0 0 01 0 0 0 0 0
o o 0 00 0 ! 0 0 00
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 N, (-1,0) 0 0 0 N, (-1,0) -~ Ng(-1,0) 1 0
000 N, (-1,0) 0 0 0 0 N, (-1,0) -~ Ny (-10) 0 1
(5.112)
Assim, a matriz de rigidez para os graus de liberdade de liberdade 6 e 9 ;, fica
sendo
(Kol = [x1" [Ks] [x] (5.113)
onde

[Kq] = matriz de rigidez considerando os graus de liberdade O; € 0;,

[K,] = matriz de rigidez considerando os graus de liberdade iz € iy
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5.7 PARTICULARIZACAO AO ELEMENTO SERENDIPITY DE 8

NOS

De posse das expressdes encontradas anteriormente, pode-se particulariza-las para o
elemento serendipity de 8 nds [64], numerados de acordo com a Figura 5.8. Esse
elemento isoparamétrico é usado aqui apenas com a finalidade de validar a teoria
desenvolvida. Methores resultados podem ser obtidos com a mesma formulagio aplicada

a elementos mais sofisticados.

n
4 7 3
° ® ®
3@ o6 —» &
o ® ®
1 5 2

FIGURA 5.8: Elemento Serendipity de 8 nos.

Sendo assim, as fungdes de interpolagdo correspondentes sdo:
N:=0,25 (1-8) (1-n) (-1-&-n)
N2= 0,25 (1+4%) (1-n) (-1+&-n)
N3= 0,25 (1+&) (1+n) (-1+&)

Ne= 0,25 (1-8) (141) (-1-£+1) (5.114)
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Ns= 0,5 (1-€%) (1-n)
Ne= 0,5 (1+£) (1-n%)
No=0,5 (1-£7) (14m)

Ng= 0,5 (1-€) (1-n%)

As expressoes para as primeiras derivadas das fungdes de interpolagdo ficam
- emrelagio a &:
ANY/GE = 0,25 (1-1) (2E+7)
INL/GE = 0,25 (1-) (2&€-m)
ONs/0E = 0,25 (1+m) (2E+m)
ON4/BE = 0,25 (1+n) (26-1) (5.115)
ONs/OE = (-14m) §
ONe/3E = 0,5 (1-n%)
ONs/E = (-1-m) §

ONg/BE = 0,5 (-1+1°)

- em relagdo a n:
ANy/om = 0,25 (1-€) (E+2m)
ANo/Em = 0,25 (1+£) (-E+2n)
AN3/m = 0,25 (1+E) (£+2n)
AN/ = 0,25 (1+8) (-£+2m) (5.116)
&Ns/om = 0,5 (-1+&%)
ONe/On = (-1-E) M

ONL/om = 0,5 (1-8%)
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ANy/om = (-14E)

As segundas derivadas ficam:

-emrelagdoae&:

FN/OEE =0,5 (1-n)
FPNL/OE?* =0,5 (1-1)
FN:/8E* = 0,5 (1+n)
N/ = 0,5 (1+7)
FN/OE? = <141
NG =0
&N/ = -1

FNg/0E? =0

- emrelagdo a & e :
ONL/BE om = 0,25 (1-26-2n)
F*NL/BE o = 0,25 (-1-26+21)
&N5/E 8n = 0,25 (142E+27)

FNL/OE om = 0,25 (-1+25-2n)

&'Ns/E o =¢
&Ng/oE &n = -n
FN/OE dm = -£

&Ng/OE 8n =1
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- em relagiio an e 1

FNy/onm* = 0.5 (1-5)

FNy/on® = 0,5 (1+8)

INy/om® = 0,5 (148)

INyom? = 0,5 (1-8) (5.119)
FNs/on® =0

FNglom® = -1-&

FNa/om> =0

&Ng/om” = -1+&

Para o calculo da matriz de rigidez, a integracdo em &, n e £ é realizada por
intermédio de quadratura gaussiana. Sendo diferentes entre si as matrizes constitutivas
de cada camada, as fungdes presentes nos termos da matriz de rigidez ndo serdo fungdes
continuas em ¢ e a integragdo ao longo desta dire¢io deve ser realizada dentro dos
limites de cada camada. Os limites de integragdo inferior e superior para uma camada
genérica serdo {1 e &, onde sempre se terd 1< k < niimero de camadas.

Utilizando dois pontos para integragdo ao longo de £, os coeficientes para a

quadratura de Gauss serdo calculados para cada camada, segundo a seguinte férmula

4

[" F©)dg =W, F(r)+ W, F(r,) (5.120)
onde

W=%=&%;- (5.121)
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_ C.sk—l ""C.nc _ C.:k _C.okkl
f = 5 (5.122)

_C_rl:—1+gk Ck_c.:k—]
=y B (5.123)

I

O vetor das for¢as nodais equivalentes a uma pressdo normal a superficie de

referéncia é calculado a partir das componentes daquela pressfio no sistema global.

Assim
P,
{py={" (5.124)
Ps
onde
{p.}=] [N.J p{n}3sas (5.125)
sendo
J§ = X, xX,,|| (Jacobiano de superficie) (5.126)
N, 0 0 00
[N;]J=[0 N, 0 0 0 (5.127)
0 0 N, 00
e
fn}= % (5.128)
Jes e

€ p a pressdo normal.
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5.8 APLICACOES NUMERICAS

O elemento finito desenvolvido anteriormente constitui a base de um programa
computacional para analise de cascas e placas em geral, laminadas ou nfo. Assim sendo,
sfio examinadas a seguir algumas estruturas para validar o programa ¢ demonstrar sua
versatilidade. Intimeras outras analises podem ser feitas a fim de colher subsidios para

futuros aprimoramentos do programa.

5.8.1 Placa Homogénea

Inicialmente foi analisada uma casca plana quadrada com 0,4 m de lado e sujeita a um
carregamento uniformemente distribuido de 210 kN/m’ em toda sua superficie superior.

O material empregado ¢ isotropico e possui modulo de elasticidade longitﬁdinal igual
a 4 x 10" kN/m’ e coeficiente de Poisson igual a 0,3

A Tabela 6.1 mostra os deslocamentos do ponto central da placa, obtidos por vérios
programas, chamados CASCA3.EXE, CASCA6.EXE ¢ CASCA7.EXE, e ainda pelo
sistema SALT, desenvolvido por SORIANC e LIMA [65].

O programa CASCA3.EXE tem como superficie de referéncia a superficie superior e
a matriz de rigidez da estrutura é obtida com as rotagdes de cisalhamento constituindo
graus de liberdade. Posteriormente é aplicada uma matriz de transformagfo para
modificacio dos graus de liberdade de rotagdes de cisalhamento para rotagdes totais e
compatibilizagio com as condi¢des de contorno. Esse programa emprega o elemento

serendipity desenvolvido nas se¢Ses anteriores do presente trabalho.
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A fim de reproduzir 0 material homogéneo, a placa foi considerada como consistindo
de trés laminas idénticas, de mesmo material e espessura. Convém ressaltar aqui que foi
necessario aplicar o fator k=5/6 para corre¢fo do valor dos coeficientes da matriz
constitutiva referentes aos planos de cisalhamento transversais a fim de possibilitar a
comparagio dos resultados.

O programa CASCA6.EXE tem como superficie de referéncia a superficie superior e
a matriz de rigidez da estrutura € obtida em fungio das rotagdes totais, nfio havendo
portanto necessidade de uma matriz de transformac¢do para compatibilizagdo com as
condicdes de contorno. Esse programa emprega o elemento serendipity e foi
desenvolvido segundo o procedimento usual de andlise de cascas homogéneas por
elementos finitos explicada em WEAVER e JOHNSTON [66].

O programa CASCA7.EXE tem como superficie de referéncia a superficie média e foi
desenvolvido de acordo com o método padrdo explorado e explicado por WEAVER ¢
JOHNSTON ([66], ou seja a matriz de rigidez da estrutura ¢ obtida em fungdo das
rotagdes totais dos nos.

O sistema SALT utiliza elemento bilinear ¢ tem como superficie de referéncia a
superficie média, encontrando também a matriz de rigidez da estrutura em fun¢io das
rotagdes totais dos nos.

Em todos os casos analisados, o deslocamento w de nos situados nas bordas
encontra-se restrito, assim como os deslocamentos u ¢ v do né de um dos cantos ¢ o
deslocamento v de seu no adjacente.

O resultado tedrico, calculado segundo TIMOSHENKO e KRIEGER [67] ¢ 4,776 x
10 m. Deve-se levar em conta no entanto que a casca plana em questio ndo pode ser
considerada fina e consequentemente o resultado tedrico encontrado ndo deve ser

encarado como exato.
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TABELA 5.1: Deslocamentos do ponto central (espessura 0,05 m).

Valores dos deslocamentos em 10° m

Programa Rotagdes dos | Malha Tipo de | Deslocamento | Diferenca
nds de canto Elemento Maximo (%)
CASCA3.EXE Restritas 2x2 | Serendipity 4953 1,037
CASCA3.EXE Livres 2x2 | Serendipity 4,958 1,038
CASCA3.EXE Restritas 4 x4 | Serendipity 5,153 1,079
CASCA3.EXE Livres 4 x4 | Serendipity 5,184 1,085
CASCA6.EXE Restritas 2x2 | Serendipity 4,953 1,037
CASCAG.EXE Livres 2x2 | Serendipity 4,958 1,038
CASCA7.EXE | Restntas 2x2 | Serendipity 4,953 1,037
CASCA7.EXE Livres 2x2 | Serendipity 4,958 1,038
CASCAT.EXE Restritas 4 x4 | Serendipity 5,153 1,079
CASCA7.EXE Livres 4 x4 | Serendipity 5,184 1,085
SALT Restritas 4x4 Bilinear 5,097 1,067
SALT Livres 4x4 Bilinear 5,538 1,160
SALT Restritas 16 x16 | Bilinear 4,672 0,978
SALT Livres 16 x 16 | Bilinear 4,736 0,992
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Com a espessura igual a 0,01 m, foram obtidos os resultados mostrados na Tabela
5.2.
O resultado tedrico fornecido por TIMOSHENKO e WOINOWSKY-KRIEGER [67]

¢5967x10° m

TABELA 5.2: Deslocamentos do ponto central (espessura 0,01 m).

Valores dos deslocamentos em 10” m
Programa Rotagdes dos | Malha Tipo de | Deslocamento | Diferenca
nos de canto Elemento Maximo (%)
CASCA3.EXE | Restritas 2x2 | Serendipity 4,095 0,686
CASCA3.EXE Livres 2x2 | Serendipity 15,307 0,889
CASCA3.EXE Restritas 4x4 | Serendipity 5,969 1,000
CASCA3.EXE Livres 4 x4 | Serendipity 5.979 1,002
CASCA7.EXE Restritas 2x2 | Serendipity 4.095 0,686
CASCA7.EXE Livres 2x2 | Serendipity 5,307 0,889
CASCA7.EXE Restritas 4 x4 | Serendipity 5,969 1,000
CASCA7.EXE Livres 4 x4 | Serendipity 5,979 1,002
SALT Restritas 4x4 Bilinear 5,847 0,980
SALT Livres 4x4 Bilinecar 6,272 1,051
SALT Restritas 16 x 16 Bilinear 5,951 0,997
SALT Livres 16 x16 | Bilinear 6,010 1,007

Verifica-se que, em face da malha 2 x 2 ser muito grosseira, os resultados fornecidos

pelos programas CASCA3 e CASCA?7 afastaram-se muito do valor tedrico € o fato de
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restringir as rotagBes dos nos de canto piora ainda mais o resultado. Ao ser empregada

uma malha um pouco mais refinada, o resultado de ambos os programas, com as

rotagdes dos nos de canto impedidas ou ndo, aproxima-se do valor tedrico esperado.

Para examinar o efeito do travamento foi utilizada uma matha 4x4, sem consideragdes

de simetria e os nds de canto tiveram suas rotagdes restritas em ambas as diregdes. Com

a espessura variando, foram obtidos os resultados mostrados na Tabela 5.3.

TABELA 5.3: Valores obtidos para os deslocamentos no ponto central da casca em

funcéo da variagio da espessura.

Esp. L/t |Desl Obtido Desl. Desl. Desl. Desl.
(m) (CASCAT) Obtido Tedrico Norm. Norm.
(CASCA3) | Ref. [60] (CASCAT7) | (CASCA3)

0,05 8 5,18x10° | 5,18x 107 | 4,78x 10° 1,0860 1,0860
0,04 10 | 9.85x10° | 9,85x 107 | 9,32x 10” 1,0563 1,0563
0,01 40 | 598x10° | 5,98x10° | 5.97x 107 1,0019 1,0019
0,004 | 100 | 9,22x107 | 920x 107 | 9,32x 107 0,9888 0,9872
0,002 | 200 | 7,02x10" | 7,14x 10" | 7.46x 10" 0,9542 0,9566
0,0004 | 1000 | 4,28x10' | 725x10' | 932x10" | 0,4594 0,7779
0,00004 | 10000 | 9,37x10° | 48,4x10° | 93,2x 10° 0,1005 0,5192

Com base nos dados da Tabela 5.3, pode-se construir o grafico a seguir que ilustra o

comportamento dos programas CASCA7 e CASCA3, que correspondem as colunas

legendas MEF (1) e MEF (2), respectivamente, do grafico apresentado na Figura 5.9.

104



Casca Plana - Malha 4x4
Travamento (Locking)

deslocamento
normalizado

o

-4
1
T
:
!
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
H
1
X
|
|
i
|
:
i
:
,
i
.
'
H
:
|
|
|
|
1
)

,I/
H
1
.
h
:

.

|
:
|
|
:
;

8 10 40 100 200 1000 10000
Lit

I+Te6rico — 4 — MEF {1) — -& — MEF (2) |

FIGURA 5.9: Grifico dos deslocamentos do ponto central da placa obtidos em funcio

da variagdo da espessura.

Observa-se no grafico da Figura 5.9 que o travamento ocorre para valores de

espessura fora da faixa de utilidade dos materiais normalmente empregados em

estruturas.

5.8.2 Casca Homogénea

Para validar o programa no calculo de cascas foi calculada inicialmente a estrutura da

Figura 5.10, cujos resultados também foram obtidos por WEAVER ¢ JOHNSTON [66].

Os pardmetros fisicos do problema sdo
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L=02m

t {espessura) = (0,05 m
E=4x10"kN/m
v=2073

P,=5kN

Na referéncia [66] foi utilizado apenas um elemento e verifica-se que os valores
obtidos empregando a teoria ¢ o elemento finito desenvolvidos neste trabalho
praticamente se confundem com os da referéncia mencionada. Os nés 6, 7 e 8 sdo fixos ¢
os nés 1, 3, 4 e 5 sdo parcialmente restritos. O deslocamento dos pontos A, B e C

obtidos na referéncia [66] é de 3,5061 x 10° m.

FIGURA 5.10: Casca homogénea.
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TABELA 5.4: Deslocamentos da extremidade da casca homogénea engastada.

Pontos Ae C Ponto B
Deslocamento | Diferencga | Deslocamento | Diferenca
(x 10 ° m) (x10 7 m)
1x1 3,4963 0,997 3,4945 0,967
2x2 34171 0,975 3,4822 0,993
4x4 3,4277 0,978 3,4931 0,996
8x8 3,4319 0,979 3,5006 0,998

Para obter os resultados do programa desenvolvido no presente trabalho ¢ comparar
com os da referéncia [66], a casca foi considerada como constituida de duas camadas

idénticas de mesmo material.

5.8.3 Casca Laminada

Esta aplicagdo trata de um segmento de casca cilindrica submetido a uma pressio interna
e com o contorno engastado, conforme mostra a Figura 5.11. O matenal constituinte da
casca é ortotrépico, consiste de fibras embebidas em uma matriz e possui as seguintes
propriedades elasticas:

E.=7,5 x10°psi =51,7107 GPa
Er=2,0 x10°psi =13,7895 GPa

Gur=1,25x10°psi = 8,6184 GPa
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Gro = 0,625 x 10° psi= 4,3092 GPa
Gro=0,625x 10° psi= 4,3092 GPa

vir = vir = 0,25

.y
|

R = 20in=50,8cm
P, = 6,41/n psi= 14,068 kPa
L =20in=50,8cm

FIGURA 5.11: Casca Laminada.

Os subscritos L e T indicam as dire¢des longitudinal (coincidente com o eixo y) €
transversal as fibras, respectivamente. O subscrito O indica a diregdo normal a L e T
simultaneamente.

Os coeficientes elasticos presentes na equagdo (5.90) foram calculados em fungdo dos

modulos de elasticidade longitudinal e transversal do material segundo as relagBes:

Ci1-=(cos (p)4 Chu + 2 (cos ¢)2(sen (p)2 Ciizz + (sen q))4 Caz +4 (cos (p)z(sen (p)2 Cianz
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(5.129)
Cry =(cos (p)2 (sen q))2 Cinn + [(cos (p)4 + (sen (p)4] Ciiz + (cos cp)z(sen (p)2 Caon +
+4 (COS q))z(SCIl (P)2 Cizn

(5.130)

Cre = (cos @) (sen @) Ciiny + (cos @) (sen ¢) [(sen @)’ - (cos 9)°] Ciizz ~
—{cos @) (sen q))3 Caa22 + 2 (cos @) (sen @) [(sen (p)2 - (cos @)*] Cianz

(5.131)

Cy» =(sen (p)4 Ciin + 2 (cos @) (sen ) Ciin + (cos ©)* Caoaz + 4 (cos @) (sen @)’
Cizn2

(5.132)

Cye = (sen @)’ (cos @) Ciip1 + (cos @) (sen @) [(cos @) - (sen ¢)’] Crizz —
— (sen @) (cos §)’ Caax + 2 (cos @) (sen @) [(cos 0)’ - (sen ¢)’] Cianz

(5.133)

Ces = (cos ¢)° (sen @)’ Ciy1 - 2 (cos q))2 (sen @)’ Cyiz2 + (cos @) (sen 9)* Conz +

+ {(cos 9)* - 2 (cos @)’ (sen @)’ + (sen ¢)'] Ciznz

(5.134)
Cis = (cos @) Ciais + (sen ) Caans (5.135)
Css = (sen @)* Ciz13 + (cos @) Casas (5.136)

109



C4*5* = (COS (P) (SCI‘I (p) C1313 + (SGII (p) (COS (p) C2323 (5137)

onde
Cini =Eu /(1 - virvy) (5.138)
Can =Er /(1 - virvo) (5.139)
Cnz =vir Er/ (1 -virvm) (5.140)
Cianz = Gt (5.141)
Ci33 = Gro (5.142)
Cyzs = Gro (5.143)

¢ ¢ ¢ o angulo entre a diregdo das fibras e o sentido positivo do eixo x, local do elemento

(Figura 5.12).

»
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FIGURA 5.12: Angulo de orientagdo das fibras para placas e cascas laminadas.

A estrutura da Figura 5.11 foi calculada por GROENWOLD e STANDER [68], que
utilizaram para isso um elemento quadrilitero com 4 nés e 24 graus de liberdade, e por

HAAS e LEE [69], que empregaram um elemento quadrilatero de 9 nés e 45 graus de
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liberdade. Em ambos os elementos as deformagdes sfio assumidas como variando
segundo uma distribui¢io polinomial.

A Tabela 5.5 mostra os valores, em centimetros, obtidos pelo programa desenvolvido
aqui e os constantes nas referéncias [68] e [69] para o deslocamento radial do ponto

central da casca. .

TABELA 5.5: Deslocamento radial do ponto central de casca cilindrica.

Valores dos deslocamentos em 10 centimetros

Disposi¢io das camadas
Malha
0 -45/45 45/-45/-45/45 |  0/90/90/0
CASCA3 10,940 7,277 7,315 5,720
4x4
Ref. [69] 11,011 7,396 7,407 5,812
CASCA3 10,996 7,333 7.343 5,806
6x6
Ref. [69] 11,082 7,402 7,386 5,839
CASCA3 11,069 7,358 7,384 5,845
8x8
Ref. [68] 11,217 7,711 7,658 6,045
CASCA3 11,085 7.371 7,389 5,855
10x 10
Ref. [69] 11,092 7,407 7,389 5,842
CASCA3 11,087 7,371 7,389 5,855
16x16
Ref. [68] 11,133 7,485 7,452 5,895
32x32 Ref. [68] 11,085 7,440 7,468 5,847

Com base nos valores da tabela, foram tragados os gréficos das Figuras 5.13, 5.14,

5.15 e 5.16. Nas mencionadas figuras, a legenda TCTC refere-se aos deslocamentos
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obtidos para o elemento formulado com base na teoria de continuidade de tensdes de
cisalhamento desenvolvida neste trabalho.

O programa aqui implementado foi executado com diferentes malhas, até que a
convergéncia fosse verificada, de modo a possibilitar comparagdo de resultados. Os
valores obtidos na referéncia {68] convergem por valores superiores para qualquer
disposi¢do das camadas e os valores da referéncia {69] convergem ora pdr valores
inferiores (para as disposigdes 0, -45/+45 e 0/90/90/0), ora por valores superiores (para a
disposi¢do 45/-45/-45/45). O elemento gerado no presente trabatho apresentou
convergéncia somente por valores inferiores. Isso se deve ao fato de se tratar de
elemento conforme, cuja matriz de rigidez foi calculada sem aproximagdes numéricas.
Como era de se esperar, a disposi¢io de camadas (/90/90/0 é a mais rigida. A
comparacdo dos valores de convergéncia obtidos para as varias disposi¢des de camadas,
com as formulagdes mencionadas, indica uma tendéncia de que o elemento aqui
desenvolvido fornega resultados menores de deslocamentos {apesar de levar ao maior
deslocamento na disposi¢do 0/90/90/0) e de que o elemento da referéncia [69] seja 0 que
conduz a maiores resultados de deslocamentos (apesar de apresentar 0 menor

deslocamento para o caso de casca homogénea).
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Disposigao das Camadas: 0

11,225

11,200 1
11,175
11,150
11,125
11,100
11,075

11,050

11,025 -

Deslocamentos (x0,0001 mj

11,000 1
10,975

10,950 4

10,925

Malha

[—@—TCTC —A—Ref 6] —%—Ref [68] |

FIGURA 5.13: Grafico dos deslocamentos do ponto central de casca cilindrica para

disposigio das camadas em 0.

Disposicao das Camadas: -45/45

7,750
7,700
7,650
7,600 *
7,550 -
7.500 |
7,450 |
7,400

Deslocamentos {x0,0001 m)

7,350
7,300 -

7,250 r ‘ T T :
4x4 6x6 8x8 10x10 16x16 I2x32

Malha

[—®—TCTC —A—Ref[69] —¥—Ref 68l |

FIGURA 5.14: Grafico de deslocamentos do ponto central de casca cilindrica para
disposi¢do das camadas em -45/45.
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Disposigio das Camadas: 45/-45/-45/45

7,700
7,650
7,600 +
7,950 +
7,500 -

7,450
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7,400 |
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7,300 . . r i . . . : :
4x4 6x6 Sx8 10310 16x16

Malha

| —8—TCTC —A—Ref [69] —%~Ref [68] |

FIGURA 5.15: Grafico de deslocamentos do ponto central de casca cilindrica para

disposi¢do das camadas em 45/-45/-45/45.

Disposigdo das Camadas: 0/90/90/0

6,100
6,050 +
6,000 +
5,950
5,900 -
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4x4 Bx6 Ex8 10x10 16x16 3232

Malha
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FIGURA 5.16: Grafico de deslocamentos do ponto central de casca cilindrica para

disposigdo das camadas em 0/90/90/0.
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CAPITULO 6

CONSIDERACOES FINAIS

6.1 CONCLUSOES

Inicialmente, este trabalho apresentou nogdes introdutorias e conceitos bdsicos
referentes a materiais compdsitos e laminados e foram descritos os fundamentos da
elasticidade anisotrdpica.

A seguir, foram apresentadas as principais teorias que tratam de vigas e cascas
laminadas e foram desenvolvidas e demonstradas as equagdes correspondentes a teorias
especificas para vigas e cascas laminadas, que respeitam a continuidade de tensdes de
cisalhamento nas interfaces. Essas teorias, por sua originalidade, constituem a principal
contribuicio do presente trabalho ao tema em questdo, por possibilitarem maior
facilidade na andlise de estruturas laminadas, ji que foram elaboradas visando
especialmente a utilizagdo do Método dos Elementos Finitos, e apresentam os termos
referentes as rotagSes devidas ao cisalhamento isolados dos termos referentes as
rotagdes devidas & flexdo. Isso abre amplo espectro para pesquisa, onde as parcelas
referentes as rotagdes devidas ao cisalhamento e as referentes as rotagdes devidas a
flexdo podem sofrer tratamento diferenciado, ji4 que anteriormente as mencionadas
rotagdes eram tratadas em conjunto em um ftnico termo de rotagfio total, e a
manipulagio daquelas parcelas isoladamente oferecia grande dificuldade.

Apbs terem sido apresentadas as equagdes que expressam a teoria, foram formulados,

de acordo com essas equagles, elementos finitos especificos para vigas e cascas
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Jaminadas e foram implementados os respectivos programas computacionais. As
expressdes obtidas para a implementagdo dos referidos programas foram desenvolvidas
de forma genérica ¢ podem ser aplicadas a qualquer familia de elementos. Isso permite
o desenvolvimento de novas metodologias para o calculo e projeto de estruturas
laminadas.

A formulacdio de casca foi particularizada ao elemento quadratico serendipity apenas
para validagio da teoria. Ressalta-se que os elementos finitos aqui formulados nio
apresentam acréscimo de graus de liberdade em relagdio aos elementos gerados para
analise de estruturas homogéneas e isotropicas.

A implementagio dos mencionados elementos configura outra importante
contribui¢do importante do presente trabalho pelo fato de que, naqueles elementos, as
rotagdes devidas ao cisalhamento constituem graus de liberdade isolados. Isso permite
utilizagio de rotinas numéricas diferentes para manipulagio das grandezas
correspondentes ao cisalhamento e a flexdo.

Além disso, outro aspecto original deste trabalho € o procedimento de transformagéo
da matriz de rigidez obtida, na qual as rotagdes de cisalhamento sfo graus de liberdade,
em matriz de rigidez expressa em termos de rotagdes totais como graus de liberdade.
Isso significa uma valiosa ferramenta para o desenvolvimento de novos procedimentos
de andlises numéricas, pois permite liberdade para desenvolver uma formulagéo de
elementos finitos adequada e, posteriormente, torna possivel uma manipulagéo algébrica
extremamente simples da matriz de rigidez obtida para que sejam estabelecidas as
condi¢des geométricas de contorno.

As aplicagdes numéricas atestam a boa concordancia dos resultados fornecidos pelos

programas implementado com os fornecidos pela literatura consultada.
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6.2 SUGESTOES PARA PESQUISA

Sendo materiais compOsitos uma drea de pesquisa recente e multidisciplinar, resta
ainda muito a ser objeto de investigagdo, estudos e experiéncias.

Os modelos de elementos finitos aqui implementados merecem andlise mais
profunda e o respaldo de resultados experimentais. O elemento quadrético serendipity
aqui utilizado mostra-se muito propenso a apresentar travamento por cortante € por isso
um melhoramento que se apresenta de imediato € o de adaptar o programa para
utilizagdo do elemento quadratico Lagrange ou o elemento heterosis.

Na teoria desenvolvida, o campo de deslocamentos, tanto em vigas como em cascas
laminadas, por levar a uma varia¢fio linear por partes de u ¢ v ao longo da espessura,
nfio consegue reproduzir a condigdo de tensdes de cisalhamento nulas nas superficies
superior e inferior da estrutura, por isso, o refinamento do campo de deslocamentos
surge também como importante objeto de pesquisas e que seguramente levard a uma
melhor precisdo dos resultados.

Outros assuntos que se mostram favoraveis a estudos mais avangados sdo:

- estudo das interfaces, envolvendo problemas de descolamento de camadas e de
delaminagfo. Isso levaria a uma redistribui¢io de tensdes e, em conseqiiéncia, a
um novo estado de equilibrio a ser determinado;

- otimizagdo de laminados, onde os angulos que fazem entre si as diregdes
principais de cada camada e as caracteristicas dos materiais constituintes
poderiam ser incluidas como varidveis de projeto. Desta forma, procurar-se-ia
encontrar analiticamente a melhor disposi¢do das laminas, suas dimensdes e os
materiais mais indicados para uma determinada estrutura, em face das

solicitagdes as quais ela estara submetida;
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- tensdes térmicas ocasionadas pela variagdo de temperatura em camadas que
apresentem diferentes coeficientes de dilata¢8io térmica;
- concentragdio de tensdes ¢ comportamento de cascas ¢ vigas laminadas ao serem
incluidos reforgos e enrijecedores;
- problemas de plasticidade onde a anélise levaria em conta o comportamento da
estrutura no regime plastico;
- flambagem, onde a principal meta seria a determinagdo da influéncia das
diferentes propriedades das camadas na determinagéo da carga critica.
Em qualquer um desses estudos a realizagfo de ensaios € de suma importancia a

fim de estabelecer os limites de validade de cada teoria.
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