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E apresentada uma nova formulagio, usando a técnica de elementos finitos, para
escoamentos VISCOSOS compressivels e/ou quase-incompressiveis. A formulagdo
combina as seguintes varidveis dependentes conservativas € ndo-conservativas:
velocidade massica (densidade*velocidade), energia interna e pressdo. A principal
caracteristica do método € a derivag@o de uma equacdo discretizada para a pressdo, onde
as contribuigdes para a pressdo provenientes dos balangos de massa, quantidade de
movimento e energia sdo tomadas implicitamente na discretizagdo temporal. Exemplos
numéricos abrangendo uma larga faixa de namero de Mach demonstram a robustez e

versatilidade do novo método.
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A new finite element formulation designed for both compressible and nearly
incompressible viscous flows is presented. The formulation combines conservative and
non-conservative dependent variables, namely, the mass-velocity (density*velocity),
internal energy and pressure. The central feature of the method is the derivation of a
discretised equation for pressure, where pressure contributions arising from the mass,
momentum and energy balances are taken implicitly in the time discretisation.
Numerical examples, covering a wide range of Mach number, demonstrate the

robustness and versatility of the new method.
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1 INTRODUCAO

1.1  Simulag¢io Computacional de Mecéinica de Fluidos e Transferéncia de Calor

Problemas que envolvem mecénica de fluidos e transferéncia de calor sdo importantes
em diversas areas da Engenharia. Projetistas e analistas freqlientemente deparam-se com
situagdes de natureza fisica complexa e escoamentos através de arranjos geométricos
complicados [1]. Em geral, os problemas ndo podem ser resolvidos através de técnicas
analiticas ¢ demandam o desenvolvimento e¢ a aplicagdo de métodos numéricos e

experimentais.

Para tratar de escoamentos de complexidade industrial, a Engenharia tradicionalmente
faz uso de modelos simplificados, ajustados aos sistemas em estudo através de
correlagdes empiricas. Por outro lado, o rapido desenvolvimento dos computadores vem
possibilitando cada vez mais a utilizagdo de modelos de maior generalidade na
simulagdio computacional, ampliando a gama de aplicagdo dos programas e reduzindo a
necessidade do uso de correlagdes experimentais de validade limitada. Enquanto os
métodos tradicionais de Engenharia apoiam-se em modelos simplificados ¢ adaptados a
condigdes especificas, na simulagdo computacional de mecdnica de fluidos procura-se

modelar o préprio meio continuo através de suas equagdes constitutivas.

E bem verdade que o atual estagio de desenvolvimento dos computadores ainda nio
permite a simulagdo direta de escoamentos multifasicos ou turbulentos em toda sua
complexidade, sendo necessario o uso de pseudo equagdes constitutivas e ajuste
experimental para fechamento dos modelos empregados. Ainda assim, os modelos
fisicos utilizados na simulagdo computacional de mecéanica de fluidos tendem a ser mais
genéricos e de aplicagdio mais abrangente do que os modelos simplificados da pratica
tradicional. Este ganho de generalidade permite um melhor aproveitamento dos dados
expenmentais levantados no faboratorio, bem como um melhor planejamento do proprio

esforgo experimental necessario para a obten¢do de resultados confiaveis.

0O uso de métodos computacionais para analise de problemas envolvendo mecénica de
fluidos e transferéncia de calor vem crescendo rapidamente nos Gltimos anos. A

expansdo do uso destes métodos € alimentada pelo desenvolvimento dos computadores,



mas a principal motivagdo €, sobretudo, econdmica. A industria aerondutica foi a
primeira a beneficiar-se das vantagens associadas ao uso de métodos computacionais
para mecénica de fluidos. A utilizagio destas técnicas permitiu a redugdo do nimero de
horas de ensaio em tinel de vento, necessarias para o desenvolvimento de novos

produtos.

No caso da induastria nuclear, a maioria das atuais usinas PWR foi projetada ainda nos
anos sessenta, antes do amadurecimento da simulagdo computacional como ferramenta
poderosa para anélise ¢ projeto. Em particular, o projeto termohidraulico dessas plantas
foi realizado através de modelos simplificados e de grande numero de experimentos,
cujos principais resultados tém sido mantidos como segredo industrial. No entanto, a
pesquisa para o desenvolvimento de novas tecnologias a partir de meados dos anos
setenta, tais como a de reatores intrinsecamente seguros e a de reatores regeneradores
rapidos, j4 revela a crescente utilizag@o de técnicas para simulagdo computacional [2] e
[3]. Recentemente estas técnicas tém facilitado o entendimento e a previsdo de alguns
problemas observados nos projetos mais antigos, com importantes conseqiiéncias para o

licenciamento [4] e [5].

1.2  Modelagem Fisica do Escoamento de Fluidos

Devido a abundincia de modelos de escoamento disponiveis para utilizagdo na pratica
da Engenharia, é conveniente considerar uma classificagdo que facilite o entendimento
das hierarquias e relag3es existentes entre eles. Apresentamos a seguir os niveis de
aproximagdo aplicados na constru¢do de modelos de escoamento, de acordo com a

classificagdo proposta por HIRSCH [6].

O nivel da realidade esté ligado as varias descri¢des utilizadas para retratar o mundo
fisico. Isto vai desde a escala subatdmica, passando pelas escalas atdbmica ou molecular,
macroscopica (a escala da mecénica classica) até a escala astronémica. Cada nivel de
descri¢do tem seu proprio conjunto caracteristico de varidveis dependentes. O
movimento estatistico de um gas rarefeito € convenientemente descrito através de
variaveis tais como velocidade molecular, massa molecular e nimero de moléculas por

unidade de volume, entre outras. Neste nivel ndo € possivel lidar apropriadamente com



os conceitos macroscopicos de fluido e escoamento de fluido. De fato, a dindmica de
fluidos comega a existir quando o nimero de interagdes entre as moléculas aumenta e a
idéia de um movimento médio torna-se significativo. A partir deste ponto, atinge-se a
mecanica do continuo, onde o conceito de particula de fluido € axiomatico e ndo requer

qualquer referéncia ao mundo microscopico de atomos e moléculas [7].

Por outro lado, é interessante observar que quantidades macroscdpicas tais como
pressdo e temperatura, por exemplo, podem ser interpretadas como resultados de médias
sobre um grande mimero de interagdes entre moléculas, que ocorrem no nivel
microscopico. As médias tem um papel importante no estabelecimento da hierarquia e
das relagdes entre os modelos de escoamento. No entanto, médias causam perda de
informag¢do: mais e mais complementagdo empirica torna-se necessaria a medida que
novas médias sdo tomadas. Este é o caso da mecénica do continuo, quando confrontada
com a aproxima¢do microscopica estatistica. Além dos balangos fundamentais de
massa, quantidade de movimento e energia, o modelo do meio continuo requer dados
empiricos adicionais a respeito do fluido em estudo, introduzidos através de equagoes
constitutivas. Enquanto os balangos fundamentais tém carater universal, as equagbes
constitutivas caracterizam classes de fluidos com um mesmo tipo de comportamento

(fluido Newtoniano, por exemplo).

A grande maioria dos problemas de escoamento de interesse da Engenharia, incluindo
escoamentos bifasicos e turbulentos, pode ser apropriadamente modelada no nivel da
mecdnica do continuo. Para fluidos Newtonianos, isto resulta em um sistema de
equagdes diferenciais parciais (EDPs) conhecidas por equag¢des de Navier-Stokes. Em
outros casos, novos niveis de aproximagdo sfo necessarios, sobretudo por razdes

econdmicas.

O nivel temporal esta relacionado com a resolugdo temporal requerida do modelo de
escoamento. Isto envolve a escolha de uma constante de tempo apropriada a descrigdo
do sistema de escoamento considerado. Médias temporais dos balangos de massa,
quantidade de movimento ¢ energia podem ser escritas integrando-se as leis de
conservagdo sobre todas as escalas de tempo menores que a constante de tempo
escolhida. Esses balangos resultam em um descri¢édo do movimento do fluido em termos

de variaveis médias no tempo. Mais uma vez, essas médias causam perda de informagio

[S)



de modo que os modelos necessitam complementagdo através de dados externos

adicionais.

O melhor exemplo desta classe de aproximacgdo sdo as equagdes médias de Reynolds.
Essas equagdes médias, obtidas das equagdes de Navier-Stokes integradas no tempo,
sdo freqientemente usadas em Mecénica de Fluidos Computacional (CFD-sigla inglesa
para Computational Fluid Dynamics), quando se esta lidando com turbuléncia. Diversos
modelos de turbuléncia tém sido usados em conjunto com as equagdes de Reynolds,

desde simples expressoes algébricas até sistemas de equagdes diferenciais parciais [6].

O nivel espacial de aproximagdo esta relacionado com o nimero de variaveis espaciais
usadas para descrever o escoamento. Na realidade, todo escoamento € tridimensional.
No entanto, modelos simplificados sdo obtidos fazendo-se uma média das leis de
conservagio fundamentais ao longo de uma ou duas dimensdes espaciais. Em geral, os
modelos com dimensdes espaciais reduzidas requerem dados externos empiricos, para

que efeitos da tridimensionalidade do escoamento sejam reintroduzidos.

Um exemplo do uso de modelos bidimensionais vem das equagdes para aguas rasas
(shallow water equations) [8). Essas equacdes sdo aplicadas em escoamentos em baias e
portos. O modelo € obtido tomando-se uma média das equagles de Navier-Stokes ao
longo da profundidade da agua. Devido a integragdo envolvida na obtencdo das
equagdes, este modelo requer informagdes externas que levem em conta as forgas

superficiais do vento e o fator de fricgdo no fundo do mar.

Na engenhania nuclear, modelos unidimensionais sdo freqlientemente usados em
escoamentos dentro de tubulagdes e canais no nicleo de reatores nucleares. Efeitos
tridimensionais sdo introduzidos através de fatores de fricgdo, correlagbes de
transferéncia de calor e coeficientes de perda de pressdo localizada (expansées,

contragdes e curvas encontradas em tubulagdes).

O préximo nivel de aproximacgédo a ser considerado € o nivel dindmico. Este nivel de
aproximagdo diz respeito a importancia relativa entre as forcas que governam o
escoamento. Dependendo da importancia relativa de uma determinada forga, esta pode

ser desconsiderada, resultando em uma descrigdo matematica mais simples.
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Em problemas de lubriﬁcac,‘ﬁo, onde os efeitos viscosos sdo dominantes, as forgas de
inércia sdo normalmente desprezadas. Em outros casos, modelos simplificados sdo
aplicados em diferentes regides do escoamento. Um exemplo disto é a aproximagio da
camada limite de Prandtl para a andlise de escoamentos viscosos externos. Neste caso,
uma aproximag¢do para escoamento inviscido € corrigida para levar em conta os efeitos

viscosos em regides proximas de paredes solidas [9).

Além dos niveis de modelagem descritos acima, pode-se considerar também o nivel de
homogeneidade, aplicavel a escoamentos multifisicos e a escoamentos em meios
porosos [10]. As equagdes do modelo sdo obtidas tomando-se a média das equagSes de
conservacido em volumes contendo misturas de diferentes materiais. Dados externos
contendo informacGes sobre as interfaces dos materiais sdo necessarios. Por exemplo,
correlacdes para escoamentos bifasicos devem considerar ndo s6 a fragdo volumétrica
das fases, mas também o padrdo especifico do escoamento bifasico (bolhas, anular,

bolsdes, elc.).

Ha alguns pontos que devem ser enfatizados com relagdo aos niveis de aproximacdo
discutidos acima. Primeiramente, note-se que a grande maioria dos escoamentos de
interesse da Engenharia pode ser convenientemente descrita no dominio da mecénica do
continuo. Logo, a descricdo do continuo pode ser considerada como o modelo maior,
de onde sub-modelos podem ser derivados através de médias e/ou suposigdes sobre a
importancia relativa das varias forgas que governam o escoamento. Em segundo, note-
se que varios niveis de aproximagio podem estar presentes, simultaneamente, nos
modelos de escoamento. Os modelos unidimensionais da engenharia nuclear incluem
tanto o nivel temporal quanto o nivel espacial, para escoamento de uma unica fase,

incluindo ainda o nivel de aproximacéo de homogeneidade para problemas multifasicos.

O mais importante ¢ ter em mente que quanto mais aproximagdes sdo feitas, mais os
modelos tornam-se dependentes de dados empiricos de validade limitada. No nivel do
continuo, experiéncias sdo necessarias apenas para a descricdo do comportamento do
fluido, independentemente de caracteristicas particulares do escoamento. Por outro lado,
modelos simplificados perdem sua generalidade pelo uso de correlagdes que misturam o

comportamento do fluido com padrdes especificos de escoamento.



1.3  Escoamentos Compressiveis ¢ Escoamentos Incompressiveis

A maior parte das aplicages de mecdnica de tluidos pode ser classificada em uma de
duas grandes areas: escoamentos compressiveis ou escoamentos incompressiveis. Em
geral, o escoamento de liquidos ¢ aproximado como incompressivel enquanto que o
escoamento de gases € tomado como compressivel. No entanto, mesmo liquidos
apresentam alguma compressibilidade e o escoamento de gases a baixas velocidades
pode ser aproximado como incompressivel. Enfim, ndo ha uma linha divisoéria clara que
permita uma distingdo absoluta entre escoamento compressivel e escoamento
incompressivel. A escolha entre considerar ou ndo efeitos de compressibilidade depende
principalmente do tipo de problema que se tem em maos. Assim, o estudo de explosdes
subaquaticas requer o modelo compressivel, enquanto que o célculo do coeficiente de

‘arraste de um automével pode ser obtido via modelo incompressivel [11].

Em alguns problemas de interesse, porém, o escoamento apresenta os comportamentos
compressivel e quase-incompressivel em partes diferentes do mesmo dominio de
analise. Este € o caso, por exemplo, do vazamento de vapor a partir de um vaso de
pressdo contendo agua pressurizada. Além disso, mesmo os velozes escoamentos da
industria aerondutica apresentam o comportamento quase-incompressivel em regides
onde a velocidade local aproxima-se de zero, como no interior de camadas limite e junto

a pontos de estagnagio.

E importante ressaltar que a questio da compressibilidade nio limita-se apenas ao
aspecto fisico, mas repercute diretamente nas caracteristicas matematicas das equagdes
que representam o modelo. Na pratica, escoamentos quase-incompressiveis sio
usualmente tratados como incompressiveis. Desta forma, os efeitos da
compressibilidade sdo eliminados de inicio, antes mesmo da utilizagdo de qualquer
método de discretizagdo especifico. Isto é conseguido através de uma mudanga do
modelo fisico (e matematico), onde a equagdo de conservagdo de massa original e a
equagdo de estado do fluido sdo substituidas pela condigdo de incompressibilidade,
estabelecendo que o campo de velocidade seja solenoidal (V.u = 0). Neste contexto, a
pressdo deixa de ser uma propriedade termodinimica relacionada com a densidade
através da equagio de estado, e a descrigdo termodindmica do fluido € perdida. Do

ponto de vista matemdtico, o comportamento hiperbolico da pressdo, manifestado
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através da propagacio de ondas de pressdo, desaparece por completo. No modelo
incompressivel a pressdo adquire o carater eliptico, sendo determinada a partir de
condi¢des de contorno e da conservagdo da quantidade de movimento, de tal forma que

a condicdo V.u = () seja satisfeita.

Em razio da mudan¢a do carater matematico das equa¢des governantes, ndo causa
surpresa o fato de que métodos numéricos para escoamento compressivel e para
escoamento incompressivel tenham tido desenvolvimentos independentes. A literatura
reflete esta dicotomia e a maior parte dos trabalhos publicados destinam-se
especificamente a aplicagdes compressiveis ou a aplicagdes incompressiveis. Apenas
recentemente intensificou-se o interesse por esquemas numéricos apropriados para toda
faixa de velocidades. KARKI ¢ PATANKAR [12] ¢ MALISKA e SILVA [13]
desenvolveram métodos de volumes finitos baseados na pressdo como varidvel
dependente, através da extensio de esquemas originalmente desenvolvidos para
problemas incompressiveis. Os trabalhos de CHEN ¢ PLETCHER [14] e AZEVEDO ¢
MARTINS [15], por outro lado, sdo exemplos classicos de métodos de volume finitos
para escoamento compressivel, modificados para tratar escoamentos incompressiveis.
No campo dos elementos finitos, ZIENKIEWICZ e CODINA [16] usaram passos de
tempo fracionados (fractional steps/operator splitting) e o método de Galerkin ao longo
de linhas caracteristicas (characteristic-Galerkin) no desenvolvimento de uma
formulagdo aplicavel para todas as velocidades. HAUKE e HUGHES [11] apresentaram
um estudo comparativo entre alguns conjuntos de varidveis para solugdo de
escoamentos compressiveis e incompressiveis, utilizando o método Galerkin/minimos

quadrados (Galerkin/least squares).

O presente trabalho apresenta uma nova formulagdo de elementos finitos para
escoamentos Vviscosos compressiveis efou quase-incompressiveis. A formulagdo
combina as seguintes varidveis conservativas e ndo-conservativas a saber: a velocidade
massica {densidade*velocidade), a energia interna e a pressdo. A caracteristica principal
do método é a derivagdo de uma equagdo discretizada para pressdo, onde as
contribuigdes de pressdo provenientes dos balangos de massa, quantidade de movimento

e energia sdo tomadas de forma implicita na discretizagdo temporal.



Sdo apresentadas aplicagdes em dindmica de gases ¢ na simulagdo de escoamentos de
misturas bifasicas agua-vapor. Os exemplos numeéricos, cobrindo uma ampla faixa de

numeros de Mach, demonstram a versatilidade e a robustez do novo método.

1.4  Organizacio da Tese

O capitulo 1 apresenta considerac¢des gerais sobre a importancia da Mecanica de Fluidos
Computacional (CFD). Inclui também uma discussio sobre os aspectos fisicos da
modelagem do escoamento de fluidos e sobre os recentes esforgos para o

desenvolvimento de métodos de discretizagdo aplicaveis para toda faixa de velocidades.

No capitulo 2 sdo apresentadas as equagdes de balango de massa, de quantidade de
movimento e de energia. Também sdo apresentados os modelos utilizados para

modelagem de turbuléncia e escoamento de misturas bifasicas.

O capitulo 3 discute as principais dificuldades encontradas no desenvolvimento de

meétodos de discretizagdo aplicavels para analise de escoamentos quase-incompressiveis.

O capitulo 4 descreve a nova metodologia desenvolvida para escoamentos
compressiveis e/ou quase-incompressiveis. S3o apresentadas a formulagdo matematica,
o modelo discreto, o esquema de solugdo, bem como os meétodos adaptativos

implementados no programa computacional.

No capitulo 5 sdo mostrados exemplos numéricos. Aplicagdes envolvendo dindmica de

gases e escoamentos bifasicos dgua-vapor sio apresentadas.

O capitulo 6 apresenta conclusdes e comentarios finais, bem como sugestdes para o

prosseguimento da pesquisa.

O apéndice A apresenta alguns conceitos basicos a respeito da modelagem proposta
para escoamento bifasico. O apéndice B apresenta a técnica de remalhagem adaptativa

utilizada no programa implementado. No apéndice C sdo apresentadas as propriedades



termodindmicas da mistura bifasica. O apéndice D apresenta alguns conceitos

matematicos necessarios para complementar a exposi¢ao mostrada no apéndice A.



2 LEIS DE CONSERVACAO

Neste capitulo sdo apresentadas as equagdes de conservagdo de massa, quantidade de
movimento e energia. As equac¢des a seguir baseiam-se em uma descrigdo Fuleriana,
onde as propriedades caracteristicas do meio sdo consideradas fung¢ées do espago e do

tempo. O problema ¢ definido no volume de controle fixo €, com fronteira T [17].

Conservacgdo de massa

3
atga[de-kau-ndl":O

eq. 2-1
Conservagéo de quantidade de movimento
0
EIpudQ+ J[(u-n)pu—T-n]dl"= Ipfa’Q
Q F Q
eq. 2-2
Conservagdo de energia
%)
a!pEdQ-&ﬁﬂpEu—T- u+q]-ndl“=é[pf-ud§).
eq. 2-3

onde ¢ é o tempo, p ¢ a densidade, u € o vetor velocidade, T é o tensor tensdo, E € a
energia total especifica, g ¢ o vetor fluxo de calor, f sdo as forcas externas, e n € o vetor
unitarto no sentido de saida normal a fronteira [. A equagdo de cnergia é valida

assumindo-se que ndo existe nenhuma fonte de energia em Q.
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A energia total especifica ¢ dada por:

eq. 2-4

onde e € a energia interna especifica.

2.1. Equagdes Constitutivas

As equacdes constitutivas podem ser classificadas em leis constitutivas intrinsecas e leis

constitutivas externas.

As leis constitutivas intrinsecas de interesse sdo as equagdes de estado ¢ as relagdes que
estabelecem o tensor tensdo e o fluxo de calor em termos das varidaveis dependentes. Por
outro lado, as leis constitutivas externas sdo geralmente dadas por correlagdes
empiricas. Estas envolvem circunstincias que ndo sdo intrinsecas ao fluido e que
dependem tanto de propriedades do fluido quanto de caracteristicas especificas do
escoamento. Geralmente, essas correlagdes sdo introduzidas para que os efeitos globais
de troca de calor ¢ quantidade de movimento possam ser reintroduzidos em modelos

simplificados.

Uma primeira lei constitutiva necessaria para a solugio das equagdes de conservagido é a
que determina o tensor tensdo. Por exemplo, para um fluido Newtoniano o tensor tensdo
tem a seguinte forma,
T=—PFPI1+S
eq. 2-5

onde P ¢ a pressio termodinamica, I € o tensor identidade, S é o tensor viscoso dado

por:
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eq. 2-6

onde u € a viscosidade do fluido.

Uma segunda relagio constitutiva ¢ dada pela lei de Fourier para fluxo de calor. Ela
determina a relagédo entre o fluxo de calor e o gradiente de temperatura.
q=—k VT

eq. 2-7

onde £ ¢ a condutividade térmica do fluido ¢ 7 é a temperatura.

2.2 As Equagdes de Navier-Stokes

As propriedades do meio ndo sdo necessariamente fun¢des continuas do espago e do
tempo. Se elas forem continuas e suficientemente diferencidveis em um dominio
continuo do tempo e do espago, entdo as equagdes de conservagdo na forma integral (eq.
2-1 a eq. 2-3) podem ser transtormadas em um conjunto de equagdes diferenciais

parciais através do teorema da divergéncia.
Equagdes de Navier-Stokes na Forma Conservativa
Considerando o volume fixo Q contido no espago Euclidiano com nde dimensdes

espaciais, pode-se escrever as equagdes, na forma de divergente ou forma conservativa,

usando a convengéo de soma para g =/, ..., nde e b=1,..., nde [17]:

eq. 2-8
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o 2,
E(puu)-lhg(puu ub_Tnb):pfﬂ'
5
eq. 2-9
i 0
2 E)e Lo T, +4,)= 1,
b
eq. 2-10

Nas equagdes acima, 1, € a componente da velocidade do fluido, 7,5 € a componente do
tensor tensdo, f, € a componente das forgas externas, g, € a componente do fluxo de

calor.

Equagdes de Navier-Stokes na Forma Ndo Conservativa

Seja £=£+ua 9 a derivada material, isto € a derivada temporal observada
Dt ot ox,

seguindo a trajetéria de uma particula fixa. As equagdes de conservagio podem ser

escritas da seguinte forma alternativa:

Dp 3,
Y +p—u =
Dr P
eq. 2-11
Du 0
o __“T —
p D.f axb ab p .f(r
eq. 2-12
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eq. 2-13

2.2.1 Eguacdes de Navier-Stokes para Escoamento Incompressivel

As equagles para escoamento incompressivel representam um caso particular das
equagdes de Navier-Stokes para escoamento compressivel. O escoamento

incompressivel é caracterizado pela condig¢do

eq. 2-14

Quando esta condigfio (eq. 2-14) é introduzida na equagéo de conservagdo de massa (eq.

2-8 oueq. 2-11) tem-se

a_p +u, 6_,0 =0
ot ox,
eq. 2-15
ou
Dp_g
Dr
eq. 2-16

A eq. 2-16 indica que a densidade ndo varia ao longo da trajetoria de uma particula do
fluido. Na maioria dos casos assume-se que p € constante, de forma que esta condigio €
satisfeita identicamente em todos os pontos. No entanto para a andlise de escoamentos

estratificados, € freqilentemente empregada uma ligeira perturbag¢fo na densidade, p',

em tomo de uma densidade média constante pp, de forma que p=p,+ o . Esta
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aproximagdo deve ser realizada com cuidado, porém, para que seja consistente com as

equagdes de transporte.

Utilizando-se a eq. 2-14, o tensor viscoso dado pela eq. 2-6 fica reduzido a

Sﬂh:# ?&4_@1&_
ax, 0Jx,
eq. 2-17

Assim, para o caso de viscosidade constante a equagdo de quantidade de movimento

(eq. 2-9) torna-se:

8u"+i(u u)+£— Ou, _ £
P » a h ax #aXbaxh =p i

eq. 2-18

A equagio eq. 2-18 pode ser transformada, usando-se a eq. 2-14, para obter uma forma
ndo conservativa (ou forma convectiva) da Equagio de Navier-Stokes para escoamento

incompressivel.

eq. 2-19

A equacdo de energia pode ser utilizada posteriormente para determinar a distribuigio
da temperatura. O desacoplamento da equagdo de energia das equagdes de continuidade

¢ de quantidade de movimento € a principal caracteristica do modelo incompressivel.



2.2.2  As Equacdes Médias de Reynolds

A aproximagdo padrdo para simulagio numérica de escoamentos turbulentos (com altos
nameros de Reynolds), consiste em resolver as equagio de Navier-Stokes na forma de
médias. Em particular, para escoamentos compressiveis, emprega-se a média ponderada
em massa de FAVRE [18]. Para uma quantidade f, define-se um valor médio ponderado
ot
Yo,

pela massa f = , onde a barra superior indica uma média convencional no tempo.

Assim, um valor instantidneo pode ser escrito como f = f + f”, onde f" ¢ a parte

flutuante.

Partindo das equagdes de Navier-Stokes na forma conservativa e negligenciando as

forgas externas, as equages médias de Reynolds podem ser escritas como [18§]

iFjé+i(;i.?”):0

o ox,
eq. 2-20
APTA NN R NN LA
eq. 2-21
2B o a 1w )-8 )0
h
eq. 2-22

onde H=FE+ £ ¢ a entalpia total.
P
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Note que nas equagdes acima o procedimento de média introduz os termos pu;, u,,

pu'H" eu, S, Como essesnovostermos sdo desconhecidos, o sistema de equagdes
acima ndo pode ser resolvido. Para fechar o sistema de equagdes, esses novos termos

precisarn ser modelados.

O termo p ) u, ¢ chamado de tensor aparente de Reynolds. Neste trabalho, este tensor

é representado de acordo com a aproximagdo original de Boussinesq:

— 2 du du, oOu 2 puu’
S.l - _ u:r un =—u | = 5({ e + ’ @ + L2 5 e e
ah ,0 a “a )u [3 hax ) )u [axh ax“) 3 afr 2

[

eq. 2-23

O ultimo termo na equagdo acima esta associado a energia cinética das flutuagdes de

velocidade. No modelo adotado aqui este termo ¢ incorporado na pressdo média P .

Assim, a equagdo média de quantidade de movimento pode ser escrita como

eq. 2-24

onde

ef _ © '
Sab _Sab +Suh

Ostermos pu'H" e u, S, sdomodelados conjuntamente, como mostrado a seguir:

"H" =g —3 S
pHH —u, S“h_Q‘b—uu S(ih

eq. 2-25
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O termo g, pode ser interpretado como um fluxo de calor associado a turbuléncia,

sendo modelado como

oT
g, =—k, ——
‘i ‘5 x,
eq. 2-26
Desta forma, a equagio de energia torna-se
0=y 0 (- G 8T\ o
— o El+—I\p u -k, —— |~ — 7, S )=0
ar (’D ) axb (p b ) axb ( off axb] axh ( Ll ab )
eq. 2-27
onde
Ky =k+k,
eq. 2-28

Neste trabalho, usa-se a hipdtese de Smagorinsky para modelagem da viscosidade
turbulenta [19]. Esta hipotese € razodvel para analise bidimensional, mas ndo €

suficiente para analises tridimensionais [20].
#;250172 6u“+6u,, 6uu+6ub
dx, Ox,)\0x, Ox,

onde /¢ o tamanho local da malha [21]. Na referéncia [19], sugere-se ¢ = 0,01.

eq. 2-29

Para avaliar a condutividade térmica turbulenta %,, ¢ definido um nimero de Prandtl

turbulento( Pr,). Como sugerido por LESIER [22], usa-se Pr, =0,6.

c
pr - ,,k#,

!

eq. 2-30
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2.3 Equacdes de Conservacio para uma Mistura Bifasica

Esta secdo apresenta o modelo de mistura que ¢ utilizado neste trabalho para a
simulagdo de escoamentos bifasicos. Sdo consideradas as equagdes médias de Reynolds
deduzidas na se¢do anterior, onde os simbolos 7, " e " foram eliminados para simplificar
a notacdo. A equagbes médias volumétricas locais sdo deduzidas a partir das equagdes
de conservagéio para cada fase, como mostrado no apéndice A. As equagSes médias
volumétricas locais para conservagio de massa, quantidade de movimento e energia séo

dadas por:

0
a(al P Ta, p2)+v'(al puta, p, “2):0

eq. 2-31

ol
a(al A ta, p, “2)+V'(a| Aaunuta, o, “2)+

_v'[_(al R"’az P2)I+(al Sz +a252 )]_(al Pt a, P, )g=0
eq. 2-32

13,
E(al o E+a, p, Ez)"'v'(al powH +a, p, u, Hz)"'

'v'(al S;-u +a, 8, -u2)+V-(a| q, +a, qz)_(al Pruy +d,; P, )‘g:0

eq. 2-33

Os subscritos "1" e "2" representam as fases 1 € 2 respectivamente, o ¢ a fragdo em
volume, p ¢ a densidade, P ¢ a pressdo termodindmica, u ¢ o vetor velocidade, S é o
tensor viscoso, g ¢ a forga gravitacional, £ ¢ a energia total, /7 é a entalpia totale q ¢ o

fluxo de calor.

19



Modela-se a mistura bifasica de acordo com

L= p+ta; Py

eq. 2-34
pu=a pu +a, p; U,
eq. 2-35
pE=a p E+a, p E
eq. 2-36
P=oy F+e, B
eq. 2-37
S=a,8 +a, S,
eq. 2-38
Q=0 4q,+a, q,
eq. 2-39

Usando as definicdes acima, as equagdes de conservagdo podem ser escritas como [23]:

Conservagdo de massa

eq. 2-40

Conservagdo de quantidade de movimento

g(pu)+\7'-[puu+a] az[p‘ pz)u,u,J—V-(—P 1+8 )—pg=0
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Conservagio de energia

ai(p E)+V-[pu Hxa a, (M}u, (A H)J +
g p

eq. 2-42
onde
u, =u, —u,

eq. 2-43

. 1 P 1

H,=E, +P—":(ek +—u, -uk]+—":hk +—u, -u,

P 2 P 2

eq. 2-44
AH=H,-H,

eq. 2-45

Note que as equagdes de conservagdo de quantidade de movimento e de energia
requerem a especificagdo da velocidade de deslizamento entre as fases u, . Para
problemas em uma dimensdo, ha correlagdes experimentais estabelecidas que permitem
determinar u, em termos das varidveis médias [24]. Por outro lado, na auséncia de

correlagdes apropriadas para o caso multidimensional, adota-se aqui o modelo de ndo-

deslizamento (no slip).
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Uma aproximagio consistente com o modelo de ndo-deslizamento ¢ considerar:

AH=L=h, -h
eq. 2-46

onde L é o calor latente de vaporizagdo

Desta forma, para u, =u,—wu, =0, as seguintes equagdes de conservagio de
quantidade de movimento € de energia sdo utilizadas para o escoamento da mistura

bifasica:

%(pu)+V-(puu)—V-(—P I+8S )—pg=0

eq. 2-47

%(pE)+V-(puH)QV-(S-u)+V-q—pu-g:0

eq. 2-48

Observe que apds a modelagem da mistura bifasica, as equag¢bes de conservagio
resultantes (eq. 4-40, eq. 4-47 e eq. 4-48) sdo 1dénticas 4s equagdes para escoamento

monofasico.
Deve-se ressaltar que para o modelo de mistura adotado neste trabalho € considerado o

equilibrio termodindmico entre as fases, onde as pressdes de cada fase sdo iguais.

Durante a mudanga de fase, as propriedades da mistura sdo descritas no Apéndice C.
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3 ESCOAMENTOS QUASE-INCOMPRESSIVEIS: DIFICULDADES

Como visto no capitulo 2, as equagdes de Navier-Stokes para escoamento
incompressivel constituem uma aproximagio particular das equagdes de Navier-Stokes
para escoamento compressivel. Deste modo, parece razoavel esperar que métodos
adequados para problemas compressiveis possam ser usados diretamente, e sem maiores
preocupagdes, na simulagdo de escoamentos incompressiveis. Em geral, porém, este ndo
¢ o caso. Este capitulo aborda as principais dificuldades que devem ser superadas para
que formulagdes para escoamento compressivel possam ser empregadas até o limite da

incompressibilidade.

3.1 A Escala de Tempo da Pressio

Para escoamentos quase-incompressiveis (baixo nimero de Mach) as ondas de presséo
propagam-se muito mais rapidamente que o movimento do fluido. Nestes casos,
formulagdes que aproximam a pressdo explicitamente tornam-se ineficientes, pois
requerem um passo de tempo extremamente pequeno para garantir a estabilidade do

calculo numérico.

Meétodos explicitos para solugdo das equagdes compressiveis de Euler ¢ Navier-Stokes,
sdo limitados a um passo de tempo menor do que aquele dado pela condi¢do de

estabilidade de CFL (Courant, Friedrichs e Lewy) [25],

h

At < (A, “ra

eq. 3-1

onde g ¢ a velocidade local do som, & € 0 tamanho local da malha e u é a velocidade

local do fluido.

~2
[



A equagio acima indica que quando a velocidade do som tende a infinito ¢ 0 mimero de
Mach tende a zero (escoamento incompressivel), o passo de tempo necessario para

manter a estabilidade do calculo explicito tende a zero.

Uma alternativa para evitar a severa restricdo imposta pela eq. 3-1 € incluir a presséo
como variavel dependente, tomando-a de modo implicito na discretizagdo temporal. Tal
procedimento ¢ comum aos trabalhos de KARKI ¢ PATANKAR [12], MALISKA ¢
SILVA [13], CHEN e PLETCHER [14], AZEVEDO e MARTINS [15] e
ZIENKIEWICZ e CODINA [16].

3.2 Compatibilidade das Interpolacdes para Velocidade e Pressio

Mesmo quando métodos implicitos sdo empregados, € preciso verificar se ha restrigdes
quanto a escolha das interpolagdes para velocidade e pressdo. A medida que o ndmero
de Mach aproxima-se de zero, ¢ preciso utilizar espagos de interpolagio compativeis
segundo a condi¢do de Babuska-Brezzi [26]. Alternativamente deve-se garantir que, no
limite da incompressibilidade, o método para escoamento compressivel recaia em uma

formulagéo estabilizada que permita igual ordem de interpolagio.

Esta segfio discute a compatibilidade que deve existir entre as interpolagdes para
velocidade e pressdo, para que se possa obter convergéncia quando a formulagdo mista é
empregada para escoamento incompressivel. Como serd mostrado a seguir, ndo é
qualquer combinagdo de interpolagdes espaciais que funciona. Em particular, o uso de
interpola¢des de mesma ordem para todas as variaveis, embora atraente do ponto de

vista da implementagiio computacional, ndo conduz a resultados estaveis.

Uma condigdo necessaria para a estabilidade da formulagdo mista € mostrada a seguir.
Nio € preciso considerar as equagdes de Navier-Stokes completas para identificar a
questdo da compatibilidade entre as interpolagdes espaciais para velocidade e pressio
no limite incompressivel. De fato, basta considerar o problema linear de Stokes, obtido
assumindo V.u = 0 e desconsiderando os termos transiente e convectivo na equagéo eq.

2-19.
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A formulagdo mista para o problema de Stokes conduz a seguinte forma matricial,

N

a

P

fl
f,

eq. 3-2

onde a e p sdo parAmetros livres (graus de liberdade) associados com os campos de
velocidade e pressdo, respectivamente. As condigdes de contomo e forgas externas sdo
introduzidas em f; e f;. Assume-se que existem n, pardmetros de velocidade e n,
parametros de pressdo, de forma que as matrizes B, C e C ' tém dimensdes n, X n,, N, X
np, N, X 0, . A matriz B representa a discretizagdo da forma bilinear correspondente ao
Laplaciano da velocidade no problema de Stokes. Para um problema bem posto a matriz

B ¢ simétrica positiva definida e pode ser invertida.
Utilizando a eq. 3-2, pode-se escrever:

Hp=C'B'f,-f,
eq. 3-3
H=C'B'C

eq. 3-4

Da eq. 3-4 observa-se que a matriz H nio pode ter posto maior do que n,, o posto da
matriz B, No entanto, ¢ preciso que o posto de H seja igual a n, para que exista uma
solugdo Unica para a pressdo, como indica a eq. 3-3. Deste modo, a desigualdade abaixo

€ uma condi¢do necessaria para a estabilidade:

Np =1,

eq. 3-5



Embora necessaria, esta condigdo ndo ¢ suficiente para garantir a ndo-singularidade da

matriz H. A matrix do sistema (eq. 3-2) ainda pode ser singular, a menos que

Cp=0 paratodo p=0

€q. 3-6

A condigdo necessaria e suficiente para satisfazer as condi¢des descritas pelas equagdes
eq. 3-5 e eq. 3-6 € a condi¢do de Babuska-Brezzi [26]. No entanto, basta observar a
condi¢do necessaria eq. 3-5 para concluir que os espagos de interpolagdo para
velocidade e pressio ndo podem ser escolhidos arbitrariamente. Apenas para
determinadas escolhas dos espacos de interpolagéo, a condigdo dada pela eq. 3-5 pode
ser garantida para quaisquer condi¢des de contorno bem postas (ZIENKIEWICZ ef. al.
[27]). Em particular, note que a utilizagdo da mesma ordem de interpolagdo para
velocidade e pressdo fica inviabilizada, pois basta que haja mais pardmetros prescritos
de velocidade do que parametros prescritos de pressdo para que a condigdo dada pela

eq. 3-5 seja violada.

Por outro lado, as restrigdes para a escolha das interpolagdes para velocidade e pressao
podem ser evitadas através da utilizagdo de métodos estabilizados como os propostos
nos trabalhos de HUGHES et. al. [28], DE SAMPAIO [29] e ZIENKIEWICZ ¢ WU
[30].

HUGHES et. al [28] apresentaram uma formulagdo de Petrov-Galerkin que evita a
necessidade de satisfazer a condigdo de Babuska-Brezzi para o escoamento de Stokes ¢
permite utilizar interpolacdo de mesma ordem para todas as variaveis. Ao invés da
equagdo eq. 3-2, o seguinte sistema de equagdes resulta da formulagdo proposta por

Hughes:

f

a ) ’
f,-reg

P

B C
C'-yL -yM
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Note que a formulagio da eq. 3-7 ndo € simétrica. Além disso ela é baseada em uma
interpola¢do continua para a pressdo. Formulagdes estabilizadas para aproximagdes
descontinuas da pressdo também foram desenvolvidas por KARAM e LOULA
[31].[32]. HUGHES e FRANCA [33], posteriormente, desenvolveram uma variante
simétrica da formulagdo da eq. 3-7, que acomoda tanto interpolagdes continuas quanto

descontinuas para a pressao.

Na eq. 3-7, as matrizes L ¢ M e o vetor g resultam de uma aproximagio de minimos
quadrados dos balangos de quantidade de movimento no interior de elementos finitos,
de forma que a consisténcia da aproximacdo nfo ¢ afetada. Esses termos sio
combinados com a formulagfo mista através de uma constante real positiva y. O método
resultante pode ser interpretado com uma formulagéo do tipo Petrov-Galerkin, onde os
termos adicionais servem para aumentar a estabilidade. De fato, a condigdo de Babuska-
Brezzi ¢ evitada no sentido de que nfo € mais necessaria para provar a convergéncia do

método [28].

O fato de que a satisfagio da condigdo dada pela eq. 3-5 ndo ¢ mais necessaria para
convergéncia pode ser verificada manipulando algebricamente o sistema de equagdes

eq. 3-7 . Assim, eliminando os paraimetros de velocidade da eq. 3-7, pode-se escrever:

Hp=(C'-yL)B' fi + yg -f
eq. 3-8

onde

H =(C'-yL) B'C + yM
eq. 3-9

Note que para y = 0, a formulagdo mista convencional ¢ recuperada. A matriz M
representa um Laplaciano discretizado, responsavel pela estabilidade aumentada do
método quando ¥ > 0. Considerando que pelo menos um valor de pressio seja
prescrito, a matriz M tem posto n,, independentemente do posto de B. Por outro lado,
cabe lembrar que a condi¢fo necessaria eq. 3-5 vem exatamente do fato de que a matriz
H tem seu posto limitado pelo posto da matriz B™'. A matriz M foi chamada de matriz

de estabilizagdo na referéncia [28].
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A formulagdo dada pela eq. 3-7 foi testada para diferentes valores de y e oscilagdes de
pressdo foram observadas quando y é muito pequeno. De fato, para y muito pequeno, a
contribuigdo da matriz de estabilizaggo ¢ insuficiente para evitar o mal condicionamento
de H' quando H = C' B"' C ¢ singular (por exemplo, quando a mesma ordem de

interpolagdo ¢ usada para todas as variaveis).

Em razdo do exposto acima, duas sdo as alternativas possiveis para que métodos que
utilizem a pressio (na forma implicita) como variavel dependente tenham
comportamento estavel em regides de baixo nimero de Mach. A primeira € utilizar
interpolagdes compativels para velocidade e pressdo, de acordo com a condigdo de
Babuska-Brezzi. A segunda alternativa é empregar formulagSes compressiveis que
recaiam em formulagdes estabilizadas para escoamento incompressivel, quando o
niamero de Mach tende a zero. Este foi o caminho seguido por ZIENKIEWICZ e
CODINA [16] e também adotado neste trabalho.
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4 UMA METODOLOGIA PARA SIMULACAO COMPUTACIONAL DE
ESCOAMENTOS COMPRESSIVEIS E/OU QUASE-INCOMPRESSIVEIS

Neste capitulo é apresentada a nova formulagdo desenvolvida neste trabalho. Esta
formulagdo usa a técnica de discretizagdo de elementos finitos e foi desenvolvida tanto
para escoamentos compressivels quanto quase-incompressiveis. O método combina
variaveis dependentes conservativas € ndo conservativas. Sdo usadas a velocidade
massica (densidade*velocidade), a energia interna especifica e a pressdo. A principal
caracteristica do método ¢é a derivagdo de uma equagdo discretizada para a pressdo, onde
as contribuigdes de pressio originarias dos balangos de massa, quantidade de

movimento e energia sdo tomadas de modo implicito na discretizagdo temporal.

4.1 O Modelo do Meio Continuo

Apresenta-se o modelo do continuo usado na nossa descrigdo do escoamento viscoso
compressivel com transferéncia de calor. O problema ¢ definido no dominio aberto Q,
com fronteira [, contido no espago Euclidiano com nde dimensdes espaciais. O modelo

continuo ¢ descrito pelas seguintes equagdes fundamentais.

4.1.1 Eguacdes Fundamentais

Essas equagdes sdo escritas usando a convengdo de soma para a =/, ... , nde e b=1,...,

nde da seguinte forma:

Conservagdo de massa

ap , 3G, _
ot dx

("3

eq. 4-1
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Conservagéo de quantidade de movimento

oG oG, ou, ., IS, OP
+ ua - + - pgﬂ =
ot dx, Ix, dx, Ox

2 (Ju au, Gu
S,,=—= <10+ 4yt
@3 'u(é‘x J “ 'u{é‘xh é’xJ

oo T
’ ox,
Equagdo de Estado Genérica
P=z(p.e)pe

eq. 4-2

eq. 4-3

eq. 4-4

eq. 4-5

eq. 4-6

Nas equagdes acima (,, u,, P e e significam velocidade massica, velocidade, pressao

termodindmica e energia interna. §,, € o delta de Kronecker. Note que p,u.x,¢,.c, so,

respectivamente, a densidade do fluido, viscosidade, condutividade térmica, calor

especifico a pressfo constante e a volume constante. O campo de gravidade ¢ g, . Este

modelo € completado com a introdugdo das condi¢des de contorno e condigdes iniciais

dos campos de velocidade massica, pressdo e energia interna.
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4,1.2 Usando a Equacio de Estado para Eliminar a Densidade

A utilizagdo da equagédo de estado (eq. 4-6) permite eliminar a densidade do balango de

massa (eq. 4-1), que € rescrita em termos de pressio e energia interna;

[ﬁ_pJ ﬁ{@] e 3G, _,

éP) ot \de) ot éx,
eq. 4-7
As seguintes propriedades termodindmicas sdo definidas
a=|2P
(5‘P]€
eq. 4-8
a
%)
€ r
eq. 4-9

Substituindo a eq. 4-8 e a eq. 4-9 na equacdo de balango de massa (eq. 4-7), tem-se:

eq. 4-10

Para facilitar a imposi¢do das condi¢des de contorno e iniciais, ¢ definida uma nova

variavel p’ através da introducio do potencial da gravidade ¢ . Assim,

r _poe

6G
1+ ap) 20
s P otirer) ax,

eq. 4-11
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onde a pressio modificada p’, e o potencial ¢ sdo dados por:

p=P +pg
eq. 4-12
¢ =—8-X=—4£, X%

eq. 4-13

4.1.3 Usando a Equacio de Continuidade e a Pressdo Modificada para Obter uma

Outra Forma da Equacio de¢ Quantidade de Movimento

Considerando os dois ultimos termos da equagio de quantidade de movimento (eq. 4-2)

¢ usando a eq. 4-13

P opP 3, P & 3,
#.__pgu:—-f-p_qu w+.....(...P_(P)_ _p
axﬂ axu axu axﬂ axﬂ ax(l‘
eq. 4-14
Usando a eq. 4-12 na eq. 4-14 tem-se:
cP _ap op
ax“ £ gu - a ] @ axﬂ
eq. 4-15
Escrevendo a densidade em fungdo da pressdo e da energia interna, obtém-se
& _,op_ g0
ax(l' arﬂ' axﬂ
eq. 4-16
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Usando a eq. 4-12 na eq. 4-16, tem-se:

o _ p-po) s _ @ o9 O i
ax(l' ax axﬂ ax(l axa ax(l' axﬂ'
Assim,
P P dp , Oe
l+a = ——ap—-pf—
) %% o, P
op a ap’ a B de

o, (+ap)ox, Qrap)’ 5 (+agp)or,

Substituindo a eq. 4-19 na eq. 4-15, tem-se:

oP 1 op' a @ B e

f}Jc—_'og”:(1+cf:erqo)6‘x(r _(1+a¢)pg"+(1+a¢)6x—"

o

eq. 4-17

eq. 4-18

eq. 4-19

eq. 4-20

Substituindo a eq. 4-20 na eq. 4-2, tem-se para a equa¢io de quantidade de movimento:

h

ot ax, Jx, ox, I+ap /dx, \l+ap l+ag

4.1.4 Obtendo uma Qutra Forma da Equacio de Energia

A equagdo de energia também € modificada substituindo-se a eq. 4-12 na eq. 4-3

76, , . c’r’Ga+0”uhGa_0”Sa,,+( 1 Jé’p _( ag Jpgﬁ[ By ]5_3:0
xﬂ

eq. 4-21



de de . U, | 94, cu
+u,— |H p' — + -5 =0
P{ rp ] (P PP} ox,  ox, " ox,

eq. 4-22

Escreve-se uma forma alternativa da equagio de energia (eq. 4-3), utilizando a equagéo

de continuidade (eq. 4-1) e a equacio de estado (eq. 4-6).

de ﬁe\ aq, Su
—_— } _S h =
LO+ZEﬂ][é’t+uhﬁth dx, “ox,

' ' 07 aG
[zeq] op + 1 ub§p+ 1 G,g, + pe u, ¢ + @t
ot 1+ap dx, \l1+ag l+ap)  Jx, ox,

eq. 4-23

4.1.5 Equacdes na Forma Adimensional

As seguintes variaveis adimensionais, indicadas pelo sobrescnito ‘*’, relacionam-se

com as variaveis originais da seguinte forma:

u, = uyu, p=P+plp T=T,(T +1) G, =potoG,
e=eye +1) P=pop e=lg| Ly’ g. =gl g,
H=py p K=K K x,=Lx, 1=Lt"1u,
a:a’/uoz ﬂ:ﬁ‘poleo

eq. 4-24

onde o subscrito 'y’ indica valores de referéncia e L € o comprimento de referéncia.

Em termos das varidveis adimensionais, as equagdes de balango tornam-se:

34



Conservagio de Massa

Ot Ot Fr* | 6x,
eq. 4-25
Conservagio de Quantidade de Movimento
G, .OG, Ju, . s, apt @, .. ge’
¢ ;a+ub :‘+ uf u_—"L ‘ib +(1_(D1) pt - l') Pga+(D2 eo :O
ot ox, 0Ox, Re Jx, dx, Fr’ .
eq. 4-26

Conservagdo de Energia

*

* ) * ’ * L L] a : 5 . * a
)O ae‘ + ub 58: + ZO + }/EC p - }/Ef ID 4;0 u’: + y q’: - }/EC Suh ul: = 0
ot ox, Fre Ex, RePrix, Re ox,

eq. 4-27

ou a equagio correspondente a eq. 4-23,

* * ] ! * ! a ; * 5 )
[p +z f8 (e +1)] é’e* +u, é‘e‘ + 7 qf —}/ECSU,, u‘,’
ot fx, | Re Prdx, Re dx,

2 *

N apt (1-,) . . 8¢ ¢ 3G
lze" (e +1)]{;_ +(]—<Dl)u,,ap. +[ - l}thh‘*“Dz uba,,ib +£2 é’x,,f

eq. 4-28

onde

eq. 4-29
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“p
Po €
eq. 4-30
PO -
Frita ¢
eq. 4-31
__ By
Frita' o'
eq. 4-32
. 2 [ Su J[ou  ou,
S, =——u|—%|8,+ ay Tt
@ =734 (é‘xcj ' ’”(ax,, é’xﬂ]
eq. 4-33
0T
i ox,
eq. 4-34

Os numeros adimensionais de Reynolds, Froude, Prandtl e Eckert sdo dados por:

:POL"OL Fr = Uy Pr:auacp Fo= U

1“0 rg| L K{) Cp T{)

Re

eq. 4-35

Em aplica¢des de convecgédo natural, os dados normalmente incluem uma diferenga de
temperatura de referéncia A#, ao invés de uma velocidade de referéncia 4. No entanto,
¢ uma tarefa simples definir a velocidade de referéncia usando-se para isso a diferenca

de temperatura dada € o coeficiente de expansdo térmica volumétrico f, . Na realidade,



se a velocidade de referéncia 4, for escolhida como u, =( il A6’|gfL)m, entdo o
mumero  de Reynolds ao quadrado toma-se o numero de  Grashof
Gr=Re’ =p; |g|B. AO L’ / u;, que é o namero adimensional usualmente empregado

para parametrizar problemas de convecg¢do natural.

No restante deste trabalho, serio empregadas as equagdes adimensionalizadas. Assim o

sobrescrito '*' usado para indicar as quantidades adimensionais sera abandonado. Além

disso, a variavel p’ serd denotada por p.

4.2  Esquemas de Discretizagdo e Solugio

Elementos finitos Lagrangianos lineares sdo empregados para representar os campos de
velocidade maéssica, pressdo e energia intermna. O método de Galerkin ¢ usado para a
obtengdo da equagdo discretizada para a pressdo, enquanto que uma aproximagio de
Petrov-Galerkin, baseada em minimos quadrados, é usada para a derivagdo das

equagdes discretizadas para a velocidade massica e energia interna.

O problema € resolvido usando um esquema segregado de solugfo. Primeiramente
encontra-se © campo de pressdo ¢ depois os campos de velocidade massica e energia
interna, respectivamente. O esquema ciclico de atualizagdo da pressfo, velocidade
massica ¢ energia interna requer a solugdo de sistemas simétricos de equagdes. Estes
sistemas sdo resolvidos utilizando o método de gradientes conjugados com pré-
condicionamento, apropriados para calculo paralelo/vetorial em supercomputadores

[34].

4.2.1 Equacdo para a Pressio

Algumas manipulagdes algébricas das equagdes de conservagio sio necessdrias para
que se possa introduzir contribuigdes de pressdo provenientes dos balangos de massa,

quantidade de movimento e energia em uma Unica equagio para o campo de pressio.



Considere a seguinte discretizagio temporal para a equagdo de balango de massa (eq.

4-25),

a" p}1+l _p" B ﬂ” pn+li2 e?.l+| _el + aG:*’I _ ﬂi’l l—p"+|f2 e.l' _eH _ a"@ ﬁG:
At pm—HZ Af ax th+I/2L Af Fr2 5x(,

o

eq. 4-36

¢ a seguinte discretizago temporal em passos fracionados do balango de energia (eq.

4-27),

. r _ n a r a I 5 n E 5 L
neli2 € e +9| u;} € +92 u;r € + }/ Qb _y CS;Jb ua =0
At ox, ox, ) Re Prdx, Re ox,
eq. 4-37
n+l r "
neti2| € —€ 1+l :VE n+li2 aub
€ €|z, +yEcpm - LEE Zh g
p ( py J fo tyBep™ =S e | o
eq. 4-38

Nas equag¢des acima, os subscritos n ¢ n+] denotam o nivel de tempo e At é o passo de
tempo. Aqui 0s pardmetros & e ¢, =16, controlam qudo implicita é a discretizagio
temporal do termo convectivo (explicito para & = 0 e implicito para &, = 1). Neste

trabalho sera empregado ¢, = 0,3, a ndo ser que seja mencionado outro valor.

Os campos de velocidade massica, pressdo e energia interna no nivel de tempo & sdo

: Sk ko ok k ~k k .
interpolados como G, =N ,G,,, p" =N p; e ¢’ =N e}, respectivamente, onde N,

k
o

. . - k A
representa fungdes de forma Lagrangianas lineares e G, p; ¢ ej sdo os valores

nodais correspondentes no nivel de tempo k.



Note que quando o balango de energia foi dividido na eq. 4-37 ¢ na eq. 4-38, o termo
que representa a contribui¢do compressivel foi isolado na eq. 4-38. Assim, a eq. 4-37

manteve os demais termos, tipicos de aplicagdes incompressiveis.

Visando eliminaro termo ¢’ da eq. 4-36 ¢ usando a eq. 4-38, obtém-se

p Fr? Ox

nel o w n EC " 0"1{" aGrHl
an(P p ] + ﬁ”z ‘:zo + }’ECP'Hl _ 4 pn+1;’-¢)] % + @
axu o
ﬁn p"+|12 er_en ~ augoaG:
pn+],’2 At Frz 5x(,

eq. 4-39

Usando o método de Galerkin, obtém-se a seguinte aproximacgdo de residuos

ponderados,

a'  yEef" i) ... oG a ., B (s
j'N,.[E Waxijp ‘dQ+nIN,. 9 =JN,.EP dQ +‘:!.Nfz(e ~6")dQ +

Q t

E z 50 " é‘éu
(M| I p-—tr e aq - [ZE2NTTmda v p™ dive
3 Fr- p ox, 5 Fre ox,

eq. 4-40

Na equag@o acima, as fun¢des peso N, s@o as fun¢des de forma associadas as variaveis

o R +f . . . n
de pressdo nodais livres p,”"". A densidade p"*? ¢ obtida usando-se uma expansio em

série de Taylor a partir do nivel de tempo » e do balango de massa,

. At 3Gl
2 or P T2 ax,

pn+l.‘2 _p”+£ a p"

eq. 4-41



p", a" e B" sio avaliados como constantes dentro de cada elemento (eles sio obtidos

da energia interna e pressdo definidos no baricentro do elemento).

Retornando-se i eq. 4-40, integra-se por partes o divergente da velocidade massica,

j N e G"H dQ = - | INGm da + NG, dT
Q axu r

eq. 4-42

onde n, denota o vetor normal apontado para fora da fronteira I'.

Usando uma série de Taylor no tempo e aproximando a equagio de balango de

quantidade de movimento (eq. 4-26), a equagio acima torna-se

5 “ o+l aN . ﬂGArHH
[ Y g = - [ZH G v aelaa + [NG'H' dr =
0 éxa fo) ﬁxu ot
5N ~ 0”(}" 0‘“" 0‘?:" o i+l 00 ~p
JA il a 4 u:,' _LﬁJr(l_q)l)é’p __Lpnnga +q)2a_€_ do
o ox, ox, Ox, Re Jx, ox, Fr- ox,
IN,
- [=EGrda + jNG"*' dr
Q G’Jx”

eq. 4-43

Note que o termo de gradiente de pressdo, que aparece da equagdo de balango de

quantidade de movimento, ¢ aproximado por uma discretizagdo temporal totalmente

implicita.

40



Integrando por partes novamente,

aém—l —‘G"n . )
jv——aq - jN,." < dQ + jN,(G;;*' —G;’)nﬂ ar +
Q ax” 4] éxu F
N . aén A" S‘vn A n+l d ~n
J‘AtaN, u;i' [’ + ub G:_L ab +(1_(D!) P __lzpr”Zga +¢?§e dQ
o ox, ax, Ox, Re Ox, ox,, Fr “Ox,
eq. 4-44

As seguintes condi¢des de contorno para pressdo e fluxo de massa sio prescritas em T,

el taisque I, I, =Tel nI;=C:

eq. 4-45

eq. 4-46

E importante lembrar que as fun¢des peso N, sfo associadas aos valores nodais de
pressio livres e desaparecem na parte do contorno I, onde a pressdo € prescrita. Logo,

considerando as condigdes de contorno acima, a eq. 4-44 torna-se:

i i
X X

L éf:'m o = [, ‘;G: aQ + JN,. (G -G )ar +

Q 4 Q o
ﬁN . &GA” ﬁﬂn R 1 ﬁs‘vn ﬁ A nl (D ﬁﬂn
I Al i Ll: @ 4 Uy G: - ab +(1_(D1) P __ipn+l.’2ga +®7 e e
a ax, ax, Ox, Re Jx, éx, Fr? " dx,

eq. 4-47
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O termo do contormo na equagdo acima desaparece se o fluxo de massa em [; ndo

varia com o tempo. Em particular, este termo desaparece em paredes s6lidas ou quando

solugdes estacionarias sdo procuradas.

Introduzindo a eq. 4-47 de volta na equagdo de pressdo eq. 4-40, obtém-se

] 5\'; ~ n+l
_[N " rEs Gl |omigq 4 [Ar _o ) NPT g -
A[ prrt dx, ox, Ox,

a

[N,. '*"dQ + [N ( ‘")dQ+[A: p"””%g dQ
9

Fr’ ox, " °
N ~H N n H
~[aro, oN. %¢ 1a - [A 4 (ﬁ"éJG G e | aq
3 ox, Ix, L ox, JIx,
z 5 ] ) é "
+[N, J’Efgﬁ 2| g L Pyl G, do
o Fr o, ax, o Fre ox,
G:  h+l o 10+l ,:
- fN @ - [N (G™-G")ar v p livre

eq. 4-48

A equagdo de pressdo (eq. 4-48) envolve termos de pressdo provenientes das equagdes
de massa, quantidade de movimento ¢ energia (parte compressivel). O mais importante
¢ notar que os termos de pressdo sdo aproximados usando uma discretizagdo temporal
totalmente implicita. Isto permite manter a estabilidade na solugdo da pressdo, apesar

das curtas escalas de tempo associadas as rapidas ondas de pressio terem sido

ignoradas. Além disso, note a presenga do termo fAt (1-®,)VN, - V"™ dQ, que
Q

corresponde a contribui¢do da matriz de estabilizagdo M discutida no capitulo 3.

E importante notar que antes da solugio da eq. 4-48, o campo de energia interna &',

correspondente a solugdo da eq. 4-37 , deve ser determinado. Esta etapa, que pode ser

vista como um pré-processamento para a atualizagfo da presséo, é descrita a seguir.
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O residuo local da parte incompressivel da equagéo de energia (eq. 4-37) € escrito como

o ~n ~F ~H ~n n
" e —e ny O€ an € dq, vEc 5, Ju
re — p»wl!?[ +9| u:_+9) u; J y b S;Jb a

+
dx, = " Jx,) RePr Jdx, Re ox,
eq. 449
onde é'=N e’
A soma dos residuos quadrados no dominio ¢ dada por
S=[Aik dQ
0
eq. 4-50

Por enquanto, nio é especificada nenhuma discretizagio espacial particular para g, e

~

S, € as contribuigdes viscosas e de fluxo de calor sio tratadas como termos fontes no

nivel de tempo ».

Minimizando os residuos quadrados & em relagdo aos valores nodais livres e] e

escolhendo A = At/p™"* | obtém-se a seguinte formulagio de residuos ponderados,

. aN ~ 12 ) ) ) é)ﬂr ) éyﬂn
j- N, +8 At a!— P e —¢e" +6, At u,’,'i+9, At u,',’i aQ +
a ox At ax, ox,

c

X Of)N a"n E . a n
N +oaar || LT T8 TPe g = 0
3 ox, Re Pr Jx, Re ox,

Vv oe; livre

eq. 4-51

Note que a fungdo peso na eq. 4-51 tem a mesma estrutura da fungdo peso do método
SUPG [35] , mas depende do passo de tempo e do grau de implicidade 6, usado. Para

8, =0,5, uma quantidade apropriada de streamline upwinding € introduzida se o passo

de tempo for ajustado de acordo com o chamado parametro de upwind 6timo [35].



Condigdes de contorno de energia interna e fluxo de calor sdo prescritas nas partigdes da

fronteira [, e T, taisque T, I, =T'e I, n I =, com

eq. 4-52

]
)
3
—

q, ", =

eq. 4-53

Integrando por partes o divergente do fluxo calor na eq. 4-51 e considerando as

condi¢des de contomo acima, obtém-se

3]

. N ~nalf2 A A 0’;":
j(N;+aArﬁ 'Jp (@+eﬂyu; eJdQ -
8]

ox, At ax,
A aN An+l/2 ; i a“n

Jl v, +6, a0 a2 12| om—g, Adp = | d Q2 +
a dx, | At i X,

L ON, Ec -, oul anN, .
[|¥+oaa T | L85 SR gy (L "Tign gaq
3 Jx, )] Re dxy o RePr 0x,

a ON,; aq;
- Nogdr - [ oaa" L "8 g0 v e
r Re Pr a Jx. RePr Ox,
eq. 4-54

Neste ponto ¢ preciso introduzir a discretizagio espacial dos termos viscosos ¢ de fluxo
de calor na eq. 4-54. Com base na eq. 4-33 e eq. 4-34, essas quantidades podem ser

expressas em termos dos campos discretizados de velocidade e temperatura como

A 2 aul Ju’ ou
Sn - _= c 5 + ¢t + h
uh 3 /’I (a ] cth # (é J

. x, &x,

eq. 4-55
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ﬁf”

ax,

A

g, =—K

eq. 4-56

onde #, =N;u,, ¢ 7"=N, T sdo interpolados usando as fungdes de forma

Lagrangianas lineares N, e os valores nodais de velocidade sdo dados por,

eq. 4-57

Onde p; e 7/ significam os valores nodais de densidade e temperatura,

respectivamente. Eles sdo obtidos da equagéo de estado do fluido, usando-se os valores

nodais correspondentes para energia interna e pressao.

E importante notar que com as aproximacdes acima para tensdo viscosa e fluxo de calor,
a equivaléncia entre a eq. 4-54 e o método dos minimos quadrados ¢ perdida. Isto é
devido a existéncia, nas equacoes eq. 4-49 e eq. 4-50 de derivadas de segunda ordem de
temperatura (energia interma), que podem ser representadas no interior dos elementos
finitos, mas ndo através das interfaces dos elementos. Na formulagéo adotada aqui, as
contribui¢des de fluxo de calor para a eq. 4-54 sdo avaliadas no interior dos e¢lementos,

seguindo um procedimento usualmente adotado nas formulag¢des de Petrov-Galerkin

[36]

Note que a implementagao do método dos minimos quadrados requer a reformulagio do
problema em termos de equagdes diferenciais de primeira ordem, com a introdugéo de
novas variavels dependentes, ou o emprego de fungdes de forma com continuidade ool -
Apesar do método de minimos quadrados e da presente formulagio de Petrov-Galerkin
ndo mais serem equivalentes, o esquema de Petrov-Galerkin herda do método dos
minimos quadrados as importantes propriedades de simetria e de ser positivo definido,

enquanto mantém o uso de fungdes de forma simples. Deve-se ressaltar também que a
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presente formulagdo introduz automaticamente streamline upwinding [35], uma
caracteristica muito importante quando se trata da simulagéo de escoamentos fortemente

convectivos.

Apbs a energia interna €' ter sido determinada, a equagdo fortemente implicita para a

~ ]

pressdo (eq. 4-48) pode ser resolvida para p™'. O proximo passo € a solugdo da nova

A+

velocidade massica G*' e da nova energia interna "' . Mais uma vez, a formulagdo de

residuos ponderados de Petrov-Galerkin é empregada na discretizagfio, como descrito na

proxima segdo.

422 Atualizacio da Velocidade Massica

A formulagdo de residuos ponderados usada para a atualizagdo da velocidade madssica é
obtida usando-se 0 mesmo raciocinio empregado na segdo anterior, quando da derivagio
da aproximagio de Petrov-Galerkin da eq. 4-37. Aqui, ap6s discretizagido temporal, o

residuo local da equagio de quantidade de movimento (eq. 4-26) é

étﬁl Gn A aéné- &, ﬁ YL ﬁs"” ﬁ A n+|
F,o= o a4 H: a + u, G::+0; _"__}__ ub (1_(1)1) P +
At ox, Ix, Re Jx, a
(D[ nli2 aé”
— + (I)_) -
%) P & ! ox,
eq. 4-58
onde G"*% =0 G +0, G".
A soma dos residuos quadrados no dominio ¢ dada por
S=[1 77 dQ
o
eq. 4-59
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Minimizando os residuos quadrados em relagdo aos graus de liberdade da velocidade

massica G/ e escolhendo A=A/, obtém-se a seguinte formulagio de residuos

ponderados

o M ot} S i+l
[f1+ 0, 80 2% N vo arar S L ve ar9% ) ém v 0 arar Y9 laa-
] E E E ox,

X, x, |At X,
ou! ., N, ou; ) - ., 0G
I ]+9| At He Ni+91At u:_' L }_9_] At Uy (;:_97 At H;: ¢ 1dO+
a dx, Ox, | At i ox, i dx,
a”.’ R oON. 65’;: el o, , ~ o
[[{1+ 6, a2 e [N, + 6, a1 a7 S R | SN I A By CRTE S L
a Ox, Ox, | Re @x, ox, Fr’ Ox,
v G livee
eq. 4-60

Condigdes de contorno para velocidade massica e tragdo sdo prescritas nas parti¢des da

fronteira I, e I', ,taisque I,, w1, =1"¢e I, NI, =4, daseguinte forma

Gu = (?ﬂ' em r(}rl
eq. 4-61

[ _p 5ah +Risuh ]nb = 7—-'a em rm
[

eq. 4-62

onde &, ¢ o delta de Kronecker. Usando a identidade de Green na eq. 4-60, e

considerando as condigdes de contorno acima, obtém-se
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a"l‘l ) aNH B aﬂn. . . aAnH
j ] Y IN, 40, Ar it =L € 1+8, At—2|G™ +0, At a % | 40=
a X, dx, | At | dx, dx,
a"n N aN_ [~ a"n . R aénﬂ
f L PV ROl B | PR AL N P A/ B o
a Ox, Ox, | Ar | ) 0x, ) dx,
. aN . #+1 aN
[w,T,ar + [Z=pdQ + thNap dQ—_[l LS dQ+
o g VX, X, X,
'wr X aN aS: A+
[ 6 ar car V| L2 o) | 4o 4
a X, Ox, | | Re Ox, ox,
"H . aN (D . gy
JV +8 At 4" i _I?erlIZ g”—(bq de dO
“Ox, || Fr? " ox,
v G livee
eq. 4-63

A equagio acima é resolvida para cada componente de velocidade massica (G"', para

a=1, nde), imediatamente apds a determinagio do campo de pressdo.

423 Atualizacfo da Energia Interna

Na seclo 4.2.1, considerou-se o balango de energia na forma da eq. 4-27 ao invés da
forma mostrada na eq. 4-28. Isto permitiu a inclusdo da contribuigdo compressivel para
o balango de energia (eq. 4-27) na equagdo para a pressdo, como indicado pelas
equagdes (eq. 4-360) e (eq. 4-39). No entanto, para atualizagdo do campo de energia
interna, utiliza-se o balango de energia na forma da eq. 4-28, que permite a utilizagio

direta da velocidade massica G ™' recém calculada.
A aproximagdo de Petrov-Galerkin baseada no método de minimos quadrados é também

usada para a obtengdo do esquema de atualizacdo da energia intema. Aqu o residuo

local da equagdo de energia eq. 4-28 € dado por:
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T ﬁ(é”+1)][é"+l “é"+ﬁ;5é"*9'} y 04 _yEe g, Ol

Al Fx, Re Prdx, Re “ox,
Aol ~ gt | A S+l
An p p = 7t ap I_(I)] Sl ~ 1 ﬁe ‘;‘9 ﬁGh
—lzale” +1)|| ———+(1-D, + G +O, u +
[ ( )]! At ( )i ox, [ Fr? b ’ hé’x,, Fr* Ox,
eq. 4-64
e a soma dos residuos quadrados no dominio € dada por
S=[Ari do
Q
eq. 4-65

n+l

Minimizando os residuos quadrados S em relagdo aos valores nodais livres de e]

H

escolhendo A =At/p""?, e considerando as condigdes de contorno dadas pela eq.

4-52 e eq. 4-53 , obtém-se
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a ‘¢ Px, Fr dx, Fr° Ix,
Y oe™ livre
eq. 4-66
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4.3  Particularizacio para Gas Perfeito

4.3.1 Eguacdes de Estado para Gas Perfeito

Em particular, para gas perfeito, as equagdes de estado séo

P=(y-1)pe

e=c. T

onde

eq. 4-67

eq. 4-68

eq. 4-69

Assim, substituindo a eq. 4-67 na equagfo de estado genérica usada neste trabalho (eq.

4-6) tem-se

L]
I
~
I
—

eq. 4-70

Usando a eq. 4-67, as propriedades termodinamicas « ¢ B podem ser escritas como

ap 1 yo,
o= — = =L
éP) (y-1)e P

- |éry__ P _p
P= (aj (1)

eq. 4-71

eq. 4-72



4.3.2 Formas Adimensionais da Equacfic de Estado e do Balango de Energia

Introduzindo as relagdes dadas na segdo 4.3.1 na eq. 4-27, temos

*

Fr? x, Re Prox,

ou alternativamente na eq. 4-28

g Pe" L oe y 0q, vEc_. Jdu,
[}/p ][ ox ] - S
b

* + ub * ah *
ot Re Prdx, Re ox,

]+[(7_1)+}’Ecp' _}’Ecp‘@. ﬁub + Y ﬁq,, “}’ECS, ﬁuu 0

h
Re ° ﬁx;

eq. 4-73

* £

[7&]{%41“@])11;? +{1;®‘}G;g;+®2 y 28, 2 20

2
X, r

onde

- [}f—l+yEcp']

(-0 +1)+ 25
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eq. 4-74

eq. 4-75
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Observagio:

0s problemas normalmente s&o

Em aplicagdes de engenharia aeronautica,
parametrizados usando-se o nimero de Mach (M), ao invés do nimero de Eckert (Ec).

Para gas perfeito, a relagdo entre esses grupos adimensionais €

eq. 4-77

4.3.3 Particularizacio das Equacdes Discretizadas para Pressio e Energia Interna

A equagio discretizada para a pressio p"*' (eq. 4-48) torna-se

n na"ﬂ ) aN ~ o+l
[ o YECLTO \smge IAI(I—(D,)—'ap 0 =
g Lar o pmt ox, 3 ox, Jx,
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9640~ (NG -G )ar v peen
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eq. 4-78
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A equacdo discretizada para a energia interna ¢ (eq. 4-66) torna-se
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3 ox, Fr - dx,  Fro Jx,
v free e
eq. 4-79

4.4  Passo de Tempo Local

A escolha do passo de tempo € de fundamental importincia para a precisio e
estabilidade do método. Note que os pesos de Petrov-Galerkin, ¢ os termos de
estabilizagdo associados, sdo parametrizados pelo passo de tempo. Os termos de
estabilizagdo também podem ser interpretados como dissipagdo artificial. Aqui, no
entanto, estes termos aparecemn naturalmente da dertvagdo, ao invés de serem

adicionados a posteriori.

Para elementos lineares, uma quantidade apropriada de streamline upwinding é

introduzida no balango de quantidade de movimento quando o passo de tempo é

(Gl 2] A
At—{coth( 2"’) CRE:| ”u"”

escolhido como

eq. 4-80
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onde ” u““ ¢ 0 mddulo de velocidade e 4, ¢ o tamanho caracteristico do elemento (a

raiz quadrada da area do elemento). O nmimero de Reynolds do elemento C,, ¢ o

numero de Reynolds do problema Re sdo relacionados da seguinte forma,

eq. 4-81

E importante lembrar que as variaveis e as equagdes que governam o problema estio na
forma adimensional. Assim, o passo de tempo, velocidade, propriedades fisicas e
tamanho do elemento nas equagdes (eq. 4-80) e (eq. 4-81) sdo quantidades

adimensionais. Os valores dimensionais correspondentes podem ser prontamente

obtidos usando-se as escalas de referéncia para comprimento (L), velocidade (u,),

densidade ( p,). viscosidade { x,) € tempo (L/ u,).
A escolha do passo de tempo acima ¢ apropriada para seguir a evolugio no tempo dos

processos de convecgdo-difusdo de quantidade de movimento que podem ser resolvidos

em uma malha de tamanho 4, , como discutido por DE SAMPAIO er. al. [37].

Para o limite de convecgdo pura, isto € C,,, = w0, a eq. 4-80 torna-se,

eq. 4-82
enquanto que para difuséo pura ( Cp, = 0), a eq. 4-80 fornece,
h2
At = 1 ph. Re
6 u
eq. 4-83



Por outro lado, para introduzir upwinding 6timo na equagio de energia, € preciso
substituir o numero de Reynolds do elemento na eq. 4-80 pelo nimero de Peclet do

elemento dado por

eq. 4-84

Claro que as escalas de tempo das equagdes de quantidade de movimento e de energia
podem diferir. Além disso, note que a escala de tempo dada pela eq. 4-80 varia
espacialmente de acordo com os valores locais de velocidade, propriedades fisicas e
tamanho da malha. Assim, para introduzir upwinding O6timo tanto no balango de
quantidade de movimento quanto no balango de energia, é necessério considerar duas

distribuigdes espaciais distintas de passo de tempo.

Emprega-se aqui um algoritmo que permite que cada grau de liberdade avance no tempo

de acordo com seu proprio passo de tempo local [38]. O algoritmo comega com todos 0s

graus de liberdade ativos € com as variaveis definidas no tempo ?”. Depois continua da

seguinte forma:

a) Calcule os passos de tempo dos elementos para velocidade méssica usando

os valores de ', ¢ o0s passos de tempo dos elementos para energia interna e

pressdo usando os valores de C, .

b) Projete os valores dos passos de tempo dos elementos para os ndés da malha,
obtendo distribuigdes nodais do passo de tempo para G, p e é.

¢) Escolha um passo de tempo de interpolagdo Ar,, entre as escalas de tempo
minima ( A/, ) e maxima (A/_, ).

d) Defina o nivel de tempo de interpolagio ¢, = 1" +Ar, .

e) Resolva seqliencialmente a eq. 4-54, eq. 4-48, eq. 4-63 € eq. 4-66 para os
graus de liberdade ativos usando as respectivas distribuigdes nodais de passo

de tempo.

55



f) Interpole, no dominio do tempo, os graus de liberdade cujo tempo exceden

f., € congele seus valores interpolados no tempo f, . Estes graus de liberdade

int
sdo temporariamente removidos da lista de varidveis ativas e tratados como
pseudo condi¢des de contorno para ¢ problema definido em termos das
varidveis ativas remanescentes.
g) Ainda existem varidveis ativas?
Caso sim

gl) Recalcule os passos de tempo locais para as varidveis ativas
remanescentes € retorne para o passo e.
Caso contrario

g2) Escreva em arquivo de saida a solugo no tempo 7, .

g3) Libere os graus de liberdade 1nativos (congelados).

g4) Redefina " = ¢, e retorne para o passo a.

int

Fim

O processo continua até que todo o intervalo de tempo requerido pela andlise tenha sido
abrangido. Note que os graus de liberdade associados com passos de tempo grandes sdo
atualizados menos fregiientemente que aqueles associados com passos de tempo
menores, reduzindo o esforgo computacional. O algoritmo descrito acima conduz a um
método adaptativo para a fungéo peso, onde o passo de tempo local € ajustado de acordo
com a velocidade local, as propriedades fisicas e o tamanho da malha., buscando

otimizar a aproximac¢do em uma dada malha.

4.4.1 Desprezando a Escala de Tempo de Pressio em FEscoamentos Quase

Incompressiveis

As escalas de tempo associadas a transientes de pressdo ndo foram consideradas quando
os passos de tempo locais foram definidos. De fato, estamos apenas interessados nas
escalas de tempo de transferéncia de quantidade de movimento e de energia que
ocorrem nos processos de convecgio-difusdo. No entanto, a medida que chega-se ao
limite incompressivel (M <<1), as ondas de pressdo propagam-se a uma velocidade

muito maior do que a do proprio escoamento. Neste caso, os transientes de pressdo sdo
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muito mais rapidos do que € possivel resolver com os passos de tempo utilizados.
Assim, a estabilidade dependera da habilidade do algoritmo em suavizar os erros de

pressdo correspondentes.

Para esquemas que aproximam a pressdo explicitamente, ignorar as escalas de pressido
leva a instabilidade. No entanto, este ndo é o caso para o presente método, onde os
termos de pressdo na equagdo de pressdo (eq. 4-48) sdo aproximados utilizando uma
discretizagdo temporal totalmente implicita e a matriz de estabilizagdio para pressio
discutida no capitulo 3 esta presente. Isto permite manter a estabilidade apesar das
curtas escalas de tempo associadas as rdpidas ondas de pressio ndo terem sido

consideradas na escolha do passo de tempo.

4.5 Remalhagem Adaptativa

Um esquema de remalhagem diz respeito apenas a discretizagdo espacial. No entanto,
quando se esta lidando com problemas transientes, o erro total da solugdo esta associado
ndo apenas com a discretizagdo espacial, mas também com a integragao no tempo das
equagdes que governam o problema. Assim, alguma forma de adaptagdo do passo

temporal € necessdria no que tange a andlise de problemas transientes.

Neste trabalho, o estimador de erro a posteriori proposto por ZIENKIEWICZ ¢ ZHU
[39] € usado para estimar o erro do gradiente de velocidade e conduzir a remalhagem. O
esquema gera malhas contendo um nimero controlado de elementos, de maneira que o
erro do gradiente de velocidade torna-se uniformemente distribuido. O procedimento de
remalhagem ¢ totalmente automatico e acionado durante uma analise transiente, sempre

que a variagdo relativa do erro estimado excede um valor pré-estabelecido [40].

O algoritmo de passo de tempo local € usado em conjunto com o esquema de
remalhagem. Isto permite a conjun¢do dos refinamentos de passo de tempo e espacial
através da eq. 4-80, e conduz naturalmente a um procedimento adaptativo simultineo no
tempo ¢ no espago. De fato, sempre que o esquema de remalhagem cria algum

refinamento local para resolver melhor algum aspecto particular do escoamento, a



distribui¢do do passo de tempo também ¢ adaptada, de maneira que a evolugéo temporal

correspondente também possa ser seguida apropriadamente.

No apéndice B, apresenta-se detalhadamente o esquema de remalhagem utilizado neste

trabalho.
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5 EXEMPLOS NUMERICOS

A formulagio apresentada no capitulo 4 foi usada em algumas analises representativas

de escoamentos internos e externos, abrangendo uma larga faixa de nimero de Mach.

Inicialmente sdo apresentados exemplos para escoamento de gas perfeito em regime
laminar. Estes exemplos permitem validar a formulagdo compressivel/quase-
incompressivel desenvolvida neste trabalho. Foram wusadas as propriedades
termodindmicas e de transporte para o ar. A formula de Sutherland [6] foi usada para o

calculo da viscosidade e wm numero de Prandtl constante de 0,72 foi assundo.

Também sfo apresentados exemplos para misturas bifasicas agua-vapor. Neste caso, 0s
modelos empregados para turbuléncia e definigdo da mistura sfo bastante simplificados.
O objetivo da apresentagdo destes exemplos, porém, ¢ demonstrar ¢ bom
comportamento qualitativo da metodologia proposta e indicar um possivel caminho para

novos desenvolvimentos na area de simulagdo computacional de escoamentos bifasicos.

5.1  Resultados para Gas Perfeito

5.1.1 Escoamento Cruzado ao Redor de um Cilindro Circular

Este exemplo mostra um problema transiente de um escoamento extemo, quase-
incompressivel. Os nimeros de Mach ¢ de Reynolds para a andlise sdo baseados nas
condigdes de corrente livre. O didmetro do cilindro D) € usado como comprimento de

referéncia.

A figura 1 mostra a formagdo periddica de vortices atrds do cilindro para Re=100 e
M=0,1. A figura 2 apresenta duas malhas adaptativas tipicas, defasadas de
aproximadamente meio periodo, geradas durante a simula¢do do transiente. A figura 3
mostra distribuigdes de densidade e de numero de Mach local. A freqiiéncia de

oscilagdo obtida da andlise numérica produz um namero de Strouhal

S =fD/u,=1/7 , em boa concordancia com dados experimentais [41].
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Figura 1 - Formagdo periddica de vértices atrds de um cilindro circular em escoamento

cruzado para Re=100 and M=0,1.
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Figura 2 - Malhas adaptativas tipicas geradas na simulagdo do escoamento cruzado ao

redor de um cilindro circular.
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5.1.2 Estratifica¢do térmica em uma Cavidade Quadrada.

Neste problema o ar esta inicialmente parado e em equilibrio térmico a uma temperatura
inicial @, =300 K. Subitamente ¢ aplicada uma diferenca de temperatura entre as
paredes verticais € o fluido comeca a se mover. As temperaturas das paredes esquerda e
direita sdo mantidas respectivamente em &, =297K e 6, =303 K. As paredes
horizontais sdo consideradas adiabaticas. Condigdes de contorno de ndo-deslizamento
nas paredes sdo utilizadas. As condi¢des de contorno de temperatura impostas, induzem
for¢cas de empuxo ¢ levam a um-escoamento estratificado, em convecgdo natural, dentro
da cavidade. Os resultados sfo parametrizados pelos nimeros de Grashof
(G, =p; |g| B, A@L [pu}) e Prandtl. A altura da cavidade é escolhida como
comprimento caracteristico. As propriedades termodindmicas e de transporte de

referéncia sdo aquelas correspondentes ao estado inicial.

A figura 4 mostra os resultados para Gr P, =10° e Pr=0,72, depois de atingido o estado
estaciondrio. E interessante notar que o numero de Mach local maximo atingido na
andlise ¢ menor que 8.107°. A figura 5 mostra os resultados do FLOTRAN [42]e de
DEVAHL [43]. Boa concordincia com as referéncias [42] e [43] foi obtida.

5.1.3 Escoamento Compressivel em torno de um aerofdlio NACAQ012

Dois exemplos de escoamento externo compressivel em torno de um acrofélio
NACAOQ012 sdo apresentados. Em ambos os casos as propriedades de referéncia e a
velocidade de referéncia séo aquelas correspondentes a corrente livre. Apenas a solugio
estacionaria € procurada nestes exemplos, de modo que o calculo com passos de tempo

locais € realizado sem o uso da sincronizagdo descrita na segéo 4.4,

O primeiro exemplo corresponde a um escoamento transénico, com angulo de ataque
nulo, e nimeros de Mach ¢ Reynolds de M=0,85 e Re=500, respectivamente. A
temperatura de estagnagdo correspondente & cotrente livre € especificada como

temperatura prescrita sobre a superficie do aerofélio. As figuras 6 a 12 ilustram este
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exemplo. O fator de fricgdo obtido apresenta boa concordincia com os resultados de

NIGRO et al.[44] e SHAKIB [45] apresentados na figuras 12.
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Figura 4 - Solug#o estacionaria para convecgdo natural em uma cavidade quadrada com

GrPr=10" e Pr=0,72: (a) malha adaptada; (b) campo de velocidade; (c) isolinhas do

nimero de Mach local; (d) iselinhas de temperatura.
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(b)

Figura 5 - Solugfo estacionaria para convec¢do natural em uma cavidade quadrada com

GrPr=10’ e Pr=0,71. Isolinhas de Temperatura - (a) Flotran (b) DeVahl

65



X
A AL

Figura 6 — Escoamento transdnico com M=0,85, Re=500. De cima para baixo: Malha

adaptativa e detalhe do refinamento junto do aerofélio NACAQ0012.
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Figura 7 — Escoamento transénico com

umero de Mach local, no estacionario.
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Figura 9 — Escoamento transonico com M=0,85, Re=500. Coeficiente de fricgdo ao
longo da corda do aerofdlio NACAO0012. De cima para baixo: Resultados deste trabalho
e de NIGRO et al. [44].
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Figura 11 — Escoamento transdnico com M=0.85, Re=500. Evolugéo do nimero de

elementos empregados na analise.

71

600



1.0000

0.1000

| IIIIII|

0.0100

Normalised Residual

0.0010 [ | ] | . |

0 - 200 400 - -+ - B0

[teration

Figura 12 — Escoamento transénico com M=0,85, Re=500. Evolugio do residuo

normalizado durante a analise, considerando todas as variaveis.

O segundo exemplo corresponde a um escoamento supersdnico com M=2 e Re=106 ¢
angulo de ataque de 10 graus. Neste exemplo a superficie do aerofélio foi considerada
adiabatica. As figuras 13, 14 e 15 ilustram os resultados obtidos. Os resultados
apresentam boa concordancia com o célculos de DUTTO [46] (figura 16) ¢ com os

resultados experimentais apresentados por ALLEGRE er al. [47] (figura 17).
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Figura 16 — Escoamento supersénico com dngulo de ataque de 10 graus, M=2.0 e
Re=106. De cima para baixo: Curvas de densidade e de nimero de Mach local, no

estacionario. Resultados de DUTTO [46].
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Figura 17 — Escoamento supersdnico com angulo de ataque de 10 graus, M=2.0 e

Re=106. Curvas de densidade, no estacionario. Resultados de ALLEGRE et al. [47].
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5.2  Resultados para Mistura Agua-Vapor

Para a analise de escoamento dgua-vapor, algumas consideragdes importantes devem ser
enfatizadas. Inicialmente, note que as propriedades termodindmicas € de transporte da

mistura bifasica sdo mostradas no apéndice C.

Em particular, a representacdo do fluxo de calor na equagio de energia foi modificada e
consequentemente o nimero de Peclet para calculo do passo de tempo local foi alterado.

O termo de fluxo de calor € dado por:

c, yPr a2 x,
eq. 5-1
Assim, o numero de Peclet (eq. 4-84) torna-se
p|u’|h
C,, = ” Re Pr
k . Pr
}/0 C‘, ]/ P!‘r ﬂ,
eq. 5-2

Uma outra alteragdo importante no cddigo computacional diz respeito a remalhagem
adaptativa. O grau de refinamento da malha ¢ baseado tanto no erro estimado do

gradiente de velocidade quanto no erro estimado da qualidade de vapor local.
Dois exemplos sdo apresentados. O primeiro mostra mudanca de fase causada por

efeitos de compressibilidade, enquanto que no segundo caso a mudanga de fase

acontece em razdo da adicdo de calor .
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5.2.1 Escoamento com Estrangulamento entre Duas Placas Horizontais.

Apresenta-se 0 escoamento de vapor entre duas placas paralelas com estrangulamento.
Inicialmente o vapor esta parado e em condigdes saturadas. No instante (=0 vapor nas
mesmas condi¢des termodinamicas ¢ injetado na se¢do de entrada (a esquerda do
dominio). Condig¢bdes de contorno adiabaticas e de ndo deslizamento séo aplicadas nas
paredes sélidas. As condigdes termodingmicas iniciais ¢ a velocidade prescrita na
entrada séo utilizadas para definir os nimeros de Reynolds e Eckert da analise (Re=182,
FEc=1,81). Os valores de referéncia usados nesta andlise sio:

Po=1,1.10Pa; ¢=2.51.10°/Kg ; up=350m/s ; L=1,0.10°m ; L/D=4

Note que a injegdo de vapor provoca um transiente de pressdo. Nas regides
comprimidas ocorre condensacdo de vapor. As figuras 18, 19 e 20 mostram a evolugéo
deste transiente. O fendmeno é bastante compressivel e condi¢des supersénicas sdo

atingidas, como mostra a figura 20.

5.2.2 Escoamento com Aquecimento entre Duas Placas Verticais,

Inicialmente dgua subresfriada de ! K encontra-se escoando, de baixo para cima, entre
placas verticais paralelas. A velocidade e as condi¢des termodindmicas iniciais definem
os numeros de Reynolds ¢ Eckert da analise (Re=807, Ec=4,93 . 10°"). Subitamente ¢
aplicado um fluxo de calor nas paredes iniciando um processo de aquecimento seguido
de ebuli¢do. Os valores de referéncia sdo:

Py=20. 10° Pa; eo=5,0.105 I’Kg ; u0=0,05m/s ; L=0,004m ; L/D=100

A figura 21 mostra que inicialmente a ebuligdo é nucleada ¢ localiza-se apenas nas
paredes, enquanto que a maior parte do fluido encontra-se subresfriado (subcooled
boiling). Por outro lado, na figura 23 o fluido, em quase sua totalidade, encontra-se em

condig¢des saturadas, ocorrendo ebuli¢io generalizada (bulk boiling).
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6 COMENTARIOS FINAIS

Uma nova formulagio de elementos finitos para analise de escoamentos compressivels
e/ou quase-incompressiveis foi apresentada. Os vérios termos de estabilizagdo presentes
na formulagdo (streamline upwinding, matriz de estabilizagdo da pressdo, etc...)
aparecem de forma natural na derivagdo das equagdes discretizadas e ndo como
mecanismos de dissipagdo artificial introduzidos @ posteriori. O método mostrou bom
comportamento na solugdo de problemas de dindmica de gases e de escoamentos

bifasicos agua-vapor, abrangendo desde o regime subsdnico até o regime supersénico.

Em particular, a formulagdo desenvolvida permite analisar problemas quase-
incompressiveis, sem que seja preciso recorrer & aproximagédo incompressivel. Assim, a
equagdo de estado do fluido e seu comportamento termodinamico ndo precisam ser
descartados. Note que esta caracteristica ¢ imprescindivel para viabilizar a metodologia
bifasica adotada neste trabalho, onde a termodindmica da mistura € modelada a partir do

comportamento termodindmico das fases.

Do ponto de vista do esforgo computacional, no limite incompressivel a formulagao
adotada é apenas marginalmente mais dispendiosa que um algoritmo segregado
especializado em escoamento incompressivel [37]. Na nova formulagio
compressivel/quase-incompressivel € necessario efetuar calculos adicionais que
envolvem a equagdo de estado e a atualizagio da equagdo de energia em dois passos
fracionados. N#o obstante, para problemas incompressiveis, tanto no calculo
incompressivel especializado quanto na formulagfo genérica adotada, o custo da analise
¢ fortemente dominado pela atualizagdo da pressdo. Consequentemente, os esforgos

adicionais mencionados sio relativamente pequenos.

Para a simulagdo de escoamentos bifasicos, o método utilizado parte dos balangos
fundamentais da mecanica dos fluidos (ver apéndice A), e incorpora um modelo
localmente homogéneo na definigdo das equagdes constitutivas que caracterizam a
mistura. Por outro lado, sdo necessarios modelos mais sofisticados para tensées
turbulentas e para velocidade de deslizamento entre as fases para que se possa almejar

resultados quantitativos confidveis.
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Cabe ressaltar que através de modelos localmente homogéneos e de técnicas de
remalhagem adaptativa pode-se, em principio, separar as duas fases dentro do dominio
de analise. Dependendo da resolug@o da malha, grandes regides de vapor e de agua
podem ser separadas umas das outras. Por outro lado, fendmenos bifasicos submalha
ainda precisam ser modelados através da defini¢do da mistura. Neste aspecto ha uma
clara analogia com as técnicas aplicadas para a simulagdo das grandes escalas de
turbuléncia, onde as escalas submalha necessitam de modelos para o tensor de
Reynolds. Tanto em um caso quanto no outro, a viabilizagdo destas técnicas em
instrumentos praticos de Engenharia depende do continuo desenvolvimento dos

computadores e dos métodos computacionais.
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I%@Q+ Ipl ve,-m oI+ J-a—apz—aQ+ _‘-pz v,-n, 0+
{ y a, ! r,

Q

+ Ip, u,-n, oI+ Ipz u,-n,dl=0
rle

r}! -

eq. A-2

Levando-se em conta que a fronteira externa ¢ fixa e que a interface tem velocidade vr

0 o, o P,
— 00+ g0+ veen, ¢+ v.-n, 0+
ﬂ_[ a1 n": o1 F_[P] r-m ri_[Pz LD

+ Ip, u,n, 0+ Ipz u,-n,0l’'=0

rle r.‘.z

eq. A-3

Por outro lado, o balango diferencial de massa € véalido dentro de cada regifio 2. Assim,

[F&W.(pk u,()}aQ=0
o,

at
eq. A-4
ou, pelo teorema da divergéncia,
jaﬁasu [pyu,-m, 0T =0
0, at r,
eq-A-5
Somando a eq. A - 5 para as duas fases,
I—a—ﬂaQ+ Iap2 o+ Jp, u -n 8T+ .['02 u,-n, d+
a ot a, ot o - :
+ jp, u -n o+ J-,O2 u,-n,dl'=0
T, Iy
eq. A-6
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Subtraindo aeq. A -3 da eq. A - 6, obtém-se a seguinte condi¢io de salto na interface,

J.[Jol (u] "Vr)'n1 + o, (112 —vr)-nz]ar=0

[im

eq. A-7
Meédia Volumétrica do Balango de Massa
A média volumétrica da conservagio de massa € dada por
1 0 py
— £ +Vp, u)|dQ2=0
L i)
eq. A-8
onde a contribuicdo da fase k£ €
L Iap" 00+ [V-(p,u)o0Q=0
Qg ot o,
eq. A-9
Usando a média definida no apéndice D:
L 0p
— |—=—=0Q+(V-(pu)) =0
Q n,[ at ( ('O ))k
eq. A-10

Aplicando a regra de Leibniz e o teorema para a média de um divergente (apéndice D):

é %ﬂ.]:pk aQ—r.IpK Vom0l +V-(ak Py uk)+ér£}9k u, -n 00'=0

eq. A-11

90



Lenbrando que a fronteira externa é fixa, enguanto que a interface tem velocidade vr,

g1 1 1
5[59[’0" 6Q]~ari£pK \ ' 61“+V-(ak o uk)+5ri'£pk u,-n, 0I'=0
eq. A-12
ou
81Q, _ 1
EI:Ekpk:|+v'(ak P uk)'}'ar;[lot (“k -V )0, 3T =0
eq. A -13
Note que a fragio volumétrica da fase & é dada por
Q
a,‘—H"
eq-A-14
assim, obtém-se
3 _ 1
_[ak pk]"'v'(a'k P “A)‘*"‘ J-Pk (“k -V, )'n 80 =0
ar Qrim
eq. A-15

Somando a eq. A - 15 para as duas fases e considerando a condi¢&o de salto na interface

(eq. A - 7), chega-se a seguinte forma para a eq. A-8,

3, _ _
E[al 2 ta, pz]"'v'(a'l A ta, py “2):0

eq. A-16
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2 Balanco de Quantidade de Movimento
Condicdo de Salto na Interface para o Balango de Quantidade de Movimento

Desprezando efeitos superficiais na interface, a conservagio total de quantidade de

movimento em €;+ 2, ¢é dada por

—Iplu GQ+ Ipz u, 02+ jpl uu,-ndl'+ Ip, u,u,-n, ol

2!

- jT1 n, 8T — sz-nzar— j,o,gaQ— [pgan=0
L. Iy, 7 0,

eq.- A-17

Usando a regra de Leibniz e notando que apenas a interface se move, obtém-se

jai(p, o+ [p, u, vy n,ar+j (pru, JoQ+ Jp; u, vp-n, 90 +

o, Mine T,

jp, u,u, -n ol + jp, u,u,-n, ol - jT n ol - IT ‘n, oI
-jp‘gaﬁ Ipygaﬂ 0

eq. A-18

A equagdo diferencial para conservagéo de quantidade de movimento € valida dentro de

cada regifo €, de modo que

54
26000 14900 )97, g 020
Q,

eq. A-19

ou
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5]
Q{E(ﬁk u, )aQ+r£pk u, “k'nkar"'r;[pk u, u n o0
- [T,-n, 87— [T, .m, 6T~ [p,goQ=0

[ie lim 2

eq. A-20

Somando a eq. A - 20 para as duas fases ¢ subtraindo o balan¢o de quantidade de

movimento total dado pela eq. A - 18, obtém-se a seguinte condi¢io de salto,

J-[pl u, (ul R _Vr'nl)_Tl 'nl] ar

rﬂ“
+ J'[pz u, (“2 ‘N, —Vp 'ﬂz)—Tz -nz] or=0
Tin

eq. A-21

Note que a equagdo acima foi obtida desprezando efeitos superficiais, tais como tensdo

superficial.

Meédia Volumétrica do Balanco de QQuantidade de Movimento

A média volumétrica da conserva¢do de quantidade de movimento, na auséncia de

efeitos superficiais, é

1 8
— —(pu)+V-(p uu)-v-T-pg |6Q=0
Q5 jSat ) ( )

eq. A-22
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onde o primeiro termo da equagio acima, para a fase k, é

1 ¢0 0
O I_(p“)aQ__{a_ I(p“)aQ_ ka u, vp-m, 9l =
tQk i

eq. A-23

ou

é jg(pu )6Q=£[ak ol uK]—é j‘pk u, v.-n, oI

0 % 1_ml

Usando o teorema para a média de um divergente, o segundo termo da eq. A - 22 pode

ser escrito como

1 — 1
o HV-(p uu)]@Q:(V-(p uu))k :V-(a,‘ £ u, uk)+5 ka u,u,-n, I

Q Tim
eq. A-24
Da mesma forma, o terceiro termo da eq. A - 22 pode ser escrito como
L [v-TloeQ=~(v 1) =V (o, T, )- : [T, -n, 0T
QQJ; - kK a, L ar.,k n,
Finalmente, escreve-se o quarto termo da eq. A - 22 como
L jpgo0=- L o 8Q=-a, p,
Q i (2 [ O Qkp « Pv B
eq. A-25

onde admite-se g=constante.
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Assim, a contribui¢do da fase k£ para a equagdo eq. A - 22 ¢ dada por

%[ak P uk]+v'(ak Py Uy “A-)_V'(ak Tk)_ak -p";g_é ITk -n, O +
Tim
ér:l;pk u, (u,-n, v, -n,)or =0
eq. A-26

Somando a eq. A - 26 para ambas as fases e considerando o salto de quantidade de

movimento (eq. A - 21), obtém-se a seguinte forma paraa eq. A - 22;

9
ot
_v'(al 'I_‘t"'az T_z)_(al E*‘ag ;;)g=0

[al AN +a, py “z]+v'(al A t+a; p; U, “2)

eq. A-27
Usando a equagdo constitutiva para o tensor tensio,
T, =P 1+8,
eq. A -28
a equagio de balango de quantidade de movimento(eq. A - 27) torna-se
0
;‘}7 (a] oAU +a, p, u2)+V-(a, AW u+a, o0, uz)
-V [_(al E+az J!72)14”(‘% § +az§)]_ (al_;: ta ;2 )g =0
eq. A-29
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3 Balanco de Energia
Condigdo de Salto na Interface para o Balango de Energia

Desprezando efeitos superficiais na interface, a conservagio total de energia em Q; + Q;

¢ dada por

—jp,E 8Q+—J.p2E 00+ [p, E u m ol + jpz Eau,-n,aT+

]_Ia
fa,n,0T+ [q,-n,8T - [(T,-u,)-n, 0T - IT u,}om, AT -
fie 2. 0.

[prg-woQ- [p,g-u,00=0
q, q,

eq. A-30
Usando a regra de Leibniz ¢ notande que somente a interface se move, tem-se

J-aﬁ (,ol BQ+ Ipl Eyve-n 0T+ Jl% o, E 5Q+ J'p’ E,v,-n, 8+
Q

jpl Eiu -nol+ jp, E,u, . njal"+jqI n ol + qu n,ol -

I(T ‘u, ), 80 - JT ‘u,)-m, 3T - Jplg udQ- Jngu d0=0

r]e

eq. A-31

A equagdo diferencial de balango de energia ¢ valida dentro de cada regido €. Desta

forma,

3]
J{E(Pk E, )+v'(:0k u, Ek)+v'qk—v'(Tk '“k)‘pk g-u, }GQ:O
Q,

eq. A-32
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Aplicando o teorema da divergéncia, a equagdo acima torna-se

0
J.E(Pk E, )oQ+ _‘-P;.— E,uoom 0L+ _‘-Pt E uoom, o0

nl’ rkt l_inl

+ jqk n, O+ _"q,‘ -, 0T
; 0

Ike

- _‘-(Tk ‘n,)-u, 81 - J.(Tk ‘n,)u 8- _[Pk g-udQ=0
T g,

I

eq. A-33

Somando a eq. A - 33 para ambas as fases e subtraindo o balango total de energia dado

pelaeq. A - 31, obtém-se

J.[pl E (u,-n ~v.-n)+q, n (T, '“1)'“1] oI+

_[[)02 E, (“2 ‘n, =V 'nz)—qz ‘n, _(Tz '“2)'“2] ar=o0
™

eq. A-34

A condigio de salto na interface para o balango de energia mostrado acima foi obtido

desprezando efeitos superficiais.
Média Volumétrica do Balango de Energia

A média volumétrica da conservacdo de energia, na auséncia de efeitos superficiais, €

L J{i(pE)+v-(pEu)+v-q—v-(T-u)—pg-u}asﬁo

=1.2

eq. A-35

Analisando o primeiro termo da equagdo acima, tem-se
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1 ¢0 1|0
EQ[E( E)&Qza{ad!(pb?)aﬂ—n{pk E,v.-n, ol |=
c
ar[ J'(p )ag} J-,o,‘ E vy -n,dr
eq. A - 36
ou
1 0
EQ{E(pE)a [ak P Eg ] J‘Pk E, v om0l
eq. A-37

Usando o teorema para a média de um divergente, o segundo termo da eq. A - 35 pode

ser escrito como

1 ——\ 1
a j[V-(p Eu)]oQ={V-(p Eu))k=V-(a,( P, E, u,‘)+5 ka E,ug,-n,or
Q. Cina
eq. A - 38

O terceiro termo da eq. A - 35 pode ser escrito como

énj:[v-q J60=(v q), = [ a:)%n{qk n, T

eq. A -39
Da mesma forma, o quarto termo da eq. A - 35 pode ser escrito como

1 J'[V.(T.u)]an—W’-(T-u)k :—V-(a,( T, -uk)—é I(Tk ‘u,)-n, 8T

Q

Q

Considerando g constante, finalmente, escreve-se o quinto termo da eq. A - 35 como
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1 1 _— _—
_5 jpg-u6Q=—5[Qk P g‘“k]:_akpk g-u,
Q
eq. A-40

Assim, a contribui¢do da fase & para o balango total de energia eq. A - 35 torna-se

%[ak P Ek]"'v'(ak P £ “k)"‘v‘(ak a:)—v'(ak T, 'uk)_ak P 8-, +

1 1 1
a J.Pk E, (u,n, —v; '“k)ar'*‘grjqk ny ar_ar_J.(Tk ‘u, }-n, 8T =0

Fim

eq. A-41

Somando a eq. A - 41 para as duas fases e usando o salto de energia eq. A - 34, a

conservagio total de energia eq. A - 35 tora-se,

7}
EVLa P Eta, p E2]+V-(a| p Eu ta, p, E, uz)"'

V'(al q—1+az i)_v'(al T -u +a, T, '“z)_(al Pgu ta; oy g'“2)=0

eq. A-42

Usando a equagdo constitutiva (eq. A - 28), a equagdo de balango de energia (eq. A - 42)

torna-se

5 . _—
a(al p B +a, p, E1)+V‘(al oo Era uw Pta, p, uw, E+a, u, Pz)"‘

V-(a, a+a2 a)—V-(a, S, u +a, §, -uz)m(a, P gru ta, po g, )=O

eq. A-43
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Fquagdes Médias em Volume Locais

Fazendo-se o volume Q tender a zero, as seguintes equagdes médias locais sdo obtidas a

partir das equagdes eq. A-16, eq. A-29 e eq. A-43,

Conservacéo de massa

3,
a(al Pt a, pz)+v'(al o ta;, p, u2)=0

eq. A-44
Conservacéo de quantidade de movimento
¢
5(“1 A ta; py u2)+v'(ai Aauu+a pou, “2)"'
_V'[—(al P| +a, Pz)I+(al Sl +a2S2 )]_ (al ot py )g =0
eq. A-45

Conservagéo de energia

1 £
_V'(al S u,+a, S, -u2)+V-(a| q, +a, qz)_(0~'| Pru +a, Py, )'g:0

o P P
5("' P E+a; py E2)+V-(a’l Py (ElJrﬁl]Jrag P UZ(E; +2D+

eq. A - 46
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APENDICE B - REMALHAGEM ADAPTATIVA

Como mencionado na se¢do 4.5, neste trabalho usa-se o estimador de erro a posteriori
proposto por ZIENKIEWICZ e ZHU [39] para estimar o erro do gradiente de
velocidade e guiar a remalhagem. O esquema a ser apresentado a seguir € 0 mesmo

utilizado por DE SAMPAIO e COUTINHO [40].

O erro do gradiente de velocidade € estimado de acordo com

172

|E.=| [, -va,)(vu, -V,
Q

eq. B-1

onde Vi, é o gradiente descontinuo obtido diretamente da analise e Vu, é o gradiente
suavizado obtido da proje¢do de minimos quadrados de Vu, na base de elementos

finitos C, [37].

Pode-se também definir a seguinte medida do gradiente de velocidade ||S], e o erro

relativo m
172
IS]l,= { [Vu, Vu,d Q}
eq.B-2

_ I,
ISl

eq.B-3

Se €2, € o sub-dominio associado a um elemento tipico i, o erro correspondente a este

elemento é
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/2

lell.,= J‘(v u, -V, )Vu,-Vi,)dQ

Qi

eq.B-4

O erro no dominio, dado pelaeq. B - 1, é formado pela soma dos erros nos elementos,

3 " 2
£l = 2 el
i=l Qi

eq.-B-5
onde m é o numero de elementos na malha.
Assim, pode-se calcular o erro médio por elemento €, como
eq-B-6
ou, em termos de erro relativon ,
.
Jm
eq.B-7

O esquema de remalhagem ¢ baseado no conceito de geragdo de uma nova malha, de tal
forma que o erro torne-se uniformemente distribuido entre os novos elementos. Isto
requer a defini¢do de um erro almejado por elemento, e conduz a vérias estratégias

alternativas.
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Na referéncia [37], usa-se a estratégia proposta por ZIENKIEWICZ e ZHU [39] onde a
eq. B - 7 € usada para definir o erro alvo por elemento para remalhagem, de acordo com
a qualidade da analise prescrita pelo usudrio 7 . Este esquema € orientado para manter
um nivel de erro quase constante, enquanto que o numero de elementos pode variar
livtemente. No procedimento de remalhagem que € apresentado a seguir, a prioridade €
invertida. De fato, deixa-se o nivel do erro ser ajustado durante a analise de acordo com
uma defini¢do prévia do usuario do maximo numero de elementos que ¢ permitido. Isto
leva a uma implementa¢do mais orientada para os limites de custo computacional do
que a implementagdo adotada na referéncia [37], onde um nimero excessivo de

elementos ¢ algumas vezes criado.

Suponha que através de um esquema de remalhagem, iniciado a partir de uma malha
grosseira contendo m  elementos, possa-se obter uma malha refinada com '
elementos, de tal forma que m’ > m. Assume-se também que a malha refinada ¢ 6tima
no sentido de que o erro ¢ uniformemente distribuido entre os m' elementos. Entéo,

usando-se eq. B - 6, a razio entre o erro médio por elemento observado nestas malhas €

18, =Nm |El, 13m |E],

3]

'

eq.B-8

Note que o erro no dominio na malha refinada 6tima é menor que aquele na malha

grosseira, assim conclui-se que

e, le, =~vm/ym" paraalgum m" > m'’

eq. B-9

Em vista das observagdes acima, o seguinte erro almejado por elemento € escolhido

para remalhagem

eq.B-10



onde m” é o nimero de elementos maximo prescrito pelo usuario, m € o nimero de

elementos na malha atual e €, € o erro médio por elemento observado na malha atual

Para os elementos lineares usados na computagio, assume-se que os erros individuais
dos elementos sdo proporcionais aos tamanhos dos elementos correspondentes. Assim,

pode-se definir uma nova distribuigdo de tamanho de elementos buscando alcangar o
erro alvo &, em cada elemento da nova malha. A nova distribuigdo de tamanho de
elementos pode ser expressa em termos dos tamanhos dos elementos € dos erros na
malha atual ¢ do erro almejado &, para os elementos da nova malha:

€

lell

W=

1

para i =/,..., m

eq. B-11

onde k+/ e k indicam a malha nova e a malha atual, respectivamente.

Em algumas aplica¢des € necessario hmitar o tamanho minimo aceitavel (#,,,), uma vez

que o passo de tempo calculado pela eq. 4-80 pode tormar-se muito pequeno.

A eq. B - 11 da uma distribuigdo descontinua dos tamanhos dos elementos para a nova
malha que ¢, no entanto, definida na malha atual. O gerador de malhas usado neste
trabalho requer que a distribuicdo de tamanhos de elementos seja continua e definida
nos nos de uma malha-base previamente especificada. Assim, a distribuicdo de
tamanhos dada pela eq. B - 11 € projetada para os nés da malha atual, via suavizagio

por minimos quadrados, sendo entfio transferida para os ndés da malha de base.

Uma gerador de malhas do tipo Delaunay é empregado para construir malhas compostas
por elementos triangulares. O problema € definido em uma malha inicial contendo
condi¢des de contorno e iniciais. A malha inicial é usada como malha-base a partir da
qual todas as malhas subsequentes serdo geradas pela inser¢do de novos pontos e pela

aplicacido do algoritmo de Bowyer [47] para conectar os novos pontos em uma
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triangulacdo de Delaunay. No procedimento de remalhagem adotado neste trabalho a

malha-base € a primeira malha computacional.
A remalhagem automatica é controlada pela varia¢do do erro relativo dado pela eq. B -

3. Uma nova malha € construida sempre que o erro relativo variar mais do que um

porcento durante a andlise transiente.
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APENDICE C - PROPRIEDADES TERMODINAMICAS DA MISTURA
BIFASICA

1 Equagiio de estado para a mistura bifisica

Definindo-se a fase 1 da mistura como a fase de liquido (/) e a fase 2 com a fase de

vapor (g), e considerando-se que no modelo proposto (se¢do 2.3) as velocidades de

ambas as fases sfio consideradas iguais (u, = u, ), tem-se¢ uma relagdo para a qualidade

de vapor (x) ¢ a fragdo de vazio (¢ ) [50]:

1—_x=(1— ¢)p.'
X Pp,
eq. C-1
onde, por defini¢do, a qualidade de vapor ¢
h—h,
X =
h,—h
eq. C-2

Assim, uma equagdo de estado da mistura pode ser escrita, usando as equagdes acima e

a equagdo para a densidade do modelo proposto (eq. 2-34)

£

pm:l{ﬁ—lj(h_h’)

Py

(i

eq. C-3
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2 Propriedades de transporte

Existem varias expressdes para se modelar propriedades de transporte da mistura [50].
No entanto, neste trabalho a viscosidade da mistura (i) e a condutividade térmica (k)

sdo dadas por:
p=(1=-9) it +¢ p,
eq. C-4
k=(-¢)x +¢x,

eq. C-5

3 Cilculo de o
Como a formulagdo genérica apresentada foi escrita em termos das propriedades
termodindmicas a (eq. 4-8) e P (eq. 4-9), ¢ necessario obter os valores dessas

propriedades para os varios estados termodindmicos da mistura bifasica.

A partir da (eq. 4-8) escreve-se

a=|2P|8r_2p(ov) __1[ov
\eopr)av ovier) vler)

eq- C-6
onde v € o volume especifico
- Para a regido de liquido subresfriado e vapor superaquecido
Escrevendo e (P,T) e considerando a energia interna constante (8 ¢ = 0)
d
de=|2%] ap+| 28] ar=0
oP), orT ),
eq. C-7
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Assim, da equagdo acima tem-se:

oP de
aT
eq. C-8
Escrevendo v (P,T)
av=|22] are[22] 57
oP), T ),
eq. C-9
ou
oe
ov) _(dv)] (9v] _ oP),
ar) \apr), \oT), (aeJ
orT ),
eq. C-10
Por definigdo, a energia interna especifica é dada por [51]
e=h—Pv
eq. C-11

Derivando a equagdo acima, tem-se
(5_'?} {ﬂ} _P[ﬂ] e (ﬁ} :(ﬂ] _P(QJ
oP) \oP), oP), oT ), \aT}), oT ),
eq. C-12
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Assim pode-se escrever

L(a}_(a}_(%J_P(SPJ_

Vlap T an) _,fav
oT ), oT),

- Para a regido de mudanga de fase

Pode-se escrever o volume especifico da mistura como [52]

V=V|,+I(VM—VI.)

Da equagio acima escreve-se

Jv=

5P -

av, 5P+ dv, dv,
P &8P

]xaP +(v£—v,)8x

A energia interna da mistura € dada por [50]:

e:e,+x(eg—e,)

Assim, derivando a equagio acima

2
de=2% gpi| S B4 | ap (o —c)ox
2P ap ar d
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eq. C-14

eq. C-15

eq. C-16
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Sendo a energia interna constante (8 e = 0) , a equagdo acima torna-se

de de, de,
+ - x
o p JP OF
- o P

(eg —e,)

dx=

eq. C-18

Substituindoaeq. C-18naeq. C-15

de, (Oe, Qe
+| —% - x
av) ow (2v, av, 3P \aP oP
= + - x —(vg—v,)

oP) 9P \ 3P aP e, —e)

eq. C-19
onde
Ce, _ % _p ﬂ v o aeg _ ahg _p avg v
er) \ep) ~\or) orP) \aP), opr), *
eq. C-20

Escreve-se o como

de N de, d¢ .
1oy ov, avy, ( o P oP &P
=—— + — p: —vg—v,)
v oP \(oP aP e, —e)

eq. C-21
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4 Calculo de

A partir da (eq. 4-9) escreve-se

- Para a regido de mudanga de fase

eq. C-22

eq. C-23

eq. C-24

Escrevendo v=v (P,x)) ¢ considerando a pressdo constante, da eq. C - 14 tem-se:

8v=(v —v,)ax

X
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Da mesma forma,

ae=(eg—e,)8x

Da eq. C-25eeq. C-26escreve-se

Finalmente da eq. C - 22, tem-se

eq. C-26

eq. C-27

eq. C-28

Deve-se observar que tanto o quanto [} foram escritas em fungdo das varidveis e suas

derivadas que podem ser obtidas diretamente da tabela de vapor (steam table) [51] .
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APENDICE D - REGRA DE LEIBNIZ, GRADIENTE MEDIO E DIVERGENTE
MEDIO

1 Regra de Leibniz

Considere o volume de controle Q, com fronteira [" e vetor normal apontado para fora
n.

Assim,

B 3
Eﬁ[é 69=Ja—(f6§2+!¢vr-nal“

eq.- D -1
onde v; . n é a velocidade de deslocamento de I,
2 Gradiente Médio e Divergente Médio
De acordo com a figura A-1, define-se as médias
@), =7 [poo
k [9) a
eq. D -2
$, = i j¢ 50
X Q, i
eq. D-3
Note que
Q{¢), =, ¢,
eq.D-4
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Assim

<¢'>k =a; ¢,
eq-D-5
onde ot € a fragdo de volume da fase £
Q
a, = H"
eq.D-6
De acordo com SLATTERY [10]
1
(V) =V{g),+ ¢ Jomar
Q ril'll
eq.D-7
1
(V-f) =V-{f), +Qr;[,fk o, oT
eq.D-8
1
(V-B), =V-(B), + [B,-m, 0T
Lim
eq-D-9
ou
— .1
(V) =V(a,‘ ¢'k)+_ j¢k n or
Q.-
eq.D - 10
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(V-f), :V-(ak E)+ér£fk .n, &7

eq. D-11

(V-BY), =V (g 1?.k)+£12 [B, n o1
l_iJzI

eq.-D-12
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