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A qualidade da solugdo numérica depende da discretizagéo espacial e
do intervalo de integragdo. Neste trabalho, apresentamos trés estratégias
adaptativas distintas, uma no espaco e duas no tempo, para a andlise
dinémica bidimensional de materiais elasto e visco-plasticos.

De acordo com estimativas de erro a posteriori, a malha é refinada
efou desrefinada e o intervalo de tempo € modificado até que os respectivos
niveis de erro preestabelecidos sejam satisfeitos. A relagdo entre o
comprimento efetivo do elemento finito e a velocidade da onda tambéem é

usada para controlar o intervalo de tempo.

As respostas elasto-plastica e visco-plastica sdo obtidas pela ado¢ao
do modelo de subcamadas e da regra de fluxo de Duvaut-Lions,
respectivamente. Assumindo relagbes constitutivas genéricas, aproximadas
por trechos lineares, o modelo de subcamadas permite o tratamento de
materiais com endurecimento ou “perda de rigidez” cinematicos. O modelo de
banda de fissuragéo é adotado quando o sélido apresenta regides localizadas
de fratura, causadas pela “perda de rigidez” do material.

O retorno a superficie de escoamento de von Mises, para cada
subcamada, é realizado por um algoritmo de retorno radial. Para o estado
plano de tenséo, desenvolvemos um algoritmo de retorno radial modificado

para atender as restricdes correspondentes.
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The gquality of the numerical solution depends on the spatial
discretization and the integratior time step. In this work, we will present three
distinct adaptive strategies, one in space and two in time, for a two-dimensional
dynamic analysis of elasto-plastic and visco-plastic materials.

According to a posteriori error estimations, the mesh is refined and/or
unrefined and the time step is modified until the respectives pre-estabilished-
error levels are satisfied. The relation between the “effective length” of the finite

element and the wave velocity is also used to control the time step.

The elasto-plastic and visco-plastic responses are obtained by the
usage of the overlay model and the Duvaut-Lions flow rule, respectively.
Assuming general constitutive equations, represented piecewise linearly, the
overiay model allows the treatment of materials with kinematic hardening or
softening. The smeared crack band model is adopted when the solid presents

localized failure zones, caused by strain softening materials.

The return to the von Mises yield surface for each overlay is achieved
by a radial return algorithm. For plane stress condition, we develop a modified
radial return algorithm to satisfy the corresponding restrictions.
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INTRODUGAO

Dando continuidade aos estudos na area de estratégias adaptativas
para problemas nao-lineares (Silva et al;[S1],[S2]),[S3]), este trabalho se
dedica aos casos governados por equagdes diferenciais hiperbdlicas, as quais
permitem as analises de dinamica estrutural e de propagacéo de onda.

As anadlises ndo-lineares dinamicas amortecida e ndo-amortecida séao-
realizadas de uma forma incremental-iterativa; através do método de Newton-
-Raphson acoplado ao método de Newmark, para a integragdo no tempo das
equagbes diferenciais.

As estrategias adaptativas propostas, no espago e no tempo, séo
desenvolvidas, somente, para problemas transientes bidimensionais

discretizados por elementos triangulares lineares.

Diversos materiais, como por exemplo, metais, solos e concreto, néo
apresentam linearidade fisica, o que estimula as pesquisas voltadas para a
aplicagéo do Método de Elementos Finitos (M.E.F.) & andlise de materiais néo-

~ -lineares, como os elasto e visco-plasticos.

O comportamento plastico € caracterizado por uma deformagdo
irreversivel independente do tempo (rate independent plasticity). Segundo
Owen et al. [O1], o trabalho de Taylor* em 1938 pode ser considerado como
pioneiro na tentativa de determinar as relagbes constitutivas que governam

este tipo de comportamento.

Um modelo amplamente utilizado, e sobre o qual muitas teorias foram
desenvolvidas, & o elasto-plastico com uma lei de hardening/softening. A

consideracdo desta lei linear estabelece que o diagrama tenséo-deformacéo

Tayler,G.1.,"Plastic strain in metals”, J. Int. Metals 62, 307,1938.



do material € aproximado por dois trechos lineares, definindo os chamados
modelos bi-lineares. Porém, muitos materiais necessitam uma lei de
hardening/softening nao-linear para melhor representa-los, dificultando, assim,

a formulagao explitica de suas rela¢des constitutivas.

Para contornar este inconveniente, uma proposta bastante atraente é a
utilizada por Owen et a/.[0O1] e Pande et al. [P1], conhecida como modelo de
subcamadas. Este modelo consiste em assumir, por conveniéncia matematica,
que o sdlido seja composto por tantas subcamadas quantos forem os trechos
lineares necessérios para aproximar a relagdo constitutiva do material. Cada
subcamada € constituida por um material plastico-perfeito e possui tanto a
espessura quanto a tensdo de escoamento diferentes das demais, porém,

todas elas estdo submetidas a uma mesma deformacao.

Objetivando determinar a tenséo retornada a superficie de escoamento
de cada uma das subcamadas, adotou-se o algoritmo de retorno radial. A

tenséo real é obtida pelo somatério das diferentes contribuigbes das

subcamadas, devidamente ponderadas por suas respectivas espessuras.

Para o caso bidimensional plano de deformagao, o retorno radial, o
qual € um caso particular do algoritmo implicito backward-Euler, pode ser
aplicado diretamente. Este fato n&o ocorre para o estado piano de tenséao,
exigindo, entdo, o desenvolvimento de um algoritmo de retorno radial

modificado, para atender as restrigdes deste estado, como sugerido em [S5].

Qutra vantagem do modelo de subcamadas & a sua capacidade de
representar ndo s6 materiais que apresentam endurecimento (hardening) como
também “perda de rigidez” (softening) cinematicos; assumindo espessuras

positivas ou negativas, respectivamente.

Convém mencionar que o fenémeno de softening, verificado em
diversas experiéncias em concreto, indica que a ruptura do material ocorre em
uma regido localizada do continuo. Independente da utilizagdo ou ndo do
modelo de subcamadas, aformacao destas regides de fratura causam a nao-
-objetividade da solugao numerica, a qual varia de acordo com o tamanho dos
elementos adotados. Para obter uma melhor qualidade na sclugdo numérica,
pode-se adotar os modelos de fissuracédo discreta ou repartida [D1,S7].



No caso de fissuracdo discreta, sdc incorporados elementos de
interface a malha , os quais sdo responsaveis pela simulagdo da lei de
softening. Neste trabalho, adotou-se apenas o modelo de fissuragcéo repartida,
no qual o modulo de softening, que corresponde ao ramo descendente da
curva tensdo-deformacgdo, é ajustado ao tamanho dos elementos finitos,
permitindo que a liberagao de energia de fratura seja independente da malha.

Ja os materiais visco-plasticos apresentam uma deformacgao
irreversivel dependente do tempo (rate dependent plasticity), que ocorre
somente apds um determinado nivel de tensdo (tensdo de escoamento) ser

atingido. Zienkiewicz e Cormeau comentam em [Z2] que o conceito de visco-
-plasticidade, desenvolvido a partir do chamado material de Bingham“ , foi

introduzido em 1922.

Espera-se que o problema visco-plastico recupere a resposta plastica
quando a condicdo estacionaria (steady state} for atingida. Entao,
considerando conhecida a resposta plastica, através das técnicas expostas
acima, a implementagéo de um algoritmo para a analise visco-plastica se torna
bastante simples quando a lei de fluxo de Duvaut-Lions, apresentada em [S5],

é adotada.

Sem duvida, muito da popularidade do M.E.F. esta associada, além da
generalidade de sua aplicagdo, & precisdo dos resultados fornecidos. A
qualidade da sclu¢do numérica em casos transientes depende, basicamente,
da formulagido do modelo matematico, do esquema de discretizagcdo adotado e

do intervalo de tempo utilizado no algoritmo de integragéo.

Admitindo-se consistente a formulacdo do modelo matematico, torna-
-se fundamental o desenvolvimento de um cddige computacional capaz de
determinar uma resposta numérica confiavel, com o menor esforgo e o minimo
possivel de interferéncia do usuario. Com este objetivo, propbem-se trés

estratégias adaptativas distintas, uma no espaco e duas no tempo.

A estratégia adaptativa no espaco, proposta neste trabalho, visa

enriqguecer a malha pela subdivisdo dos elementos (método-h), mantendo

Bingham,E.C.,"Fluidity and plasticty”, McGraw-Hill, New York,chapVll, pp215-218, 1922.



inalteradas as fungbes de interpolacdo. O refinamento/desrefinamento é
orientado por um parametro capaz de identificar os elementos que devem ser
subdivididos ou acoplados, para que a malha final satisfaga a um nivel de erro
preestabelecido.

Para a determinacdo do parametro acima mencionado, adotou;se a
estimativa de erro a posteriori, desenvolvida por Zienkiewicz e Zhu [Z3],
conhecida como Z2. Trata-se de uma estimativa computada sobre o gradiente
da solucdo, na qual o campo de tensdes suavizadas, com a mesma ordem de
aproximacdo dos deslocamentos, foi determinado pela técnica da tensdo

média nodal, tal como em [R1].

‘ - A primeira estratégia adaptativa no tempo adotada neste trabalho
utiliza a estimativa de erro no tempo proposta por Wiberg em [W1]. Com o
intuito de obter uma aproximacdo melhor do que as aceleragdes constantes,
determinadas pelo método da regra trapezoidal, esta estimativa de erro a
posteriori assume uma variagao linear das aceleragdes, no interior do intervaio

de tempo.

Na outra estratégia adaptativa no tempo, os intervalos de integragéo
sdo reavaliados em funcdo do tamanho do elemento e da velocidade de
propagacao elastica da onda, atendendo as condi¢cdes de C.F.L. do problema
(Courant-Friedrichs-Levy).

Convém mencionar que na primeira estratégia adaptativa, os intervalos
de tempo podem ser atualizados a qualquer instante da analise, independente
da estratégia adaptativa no espago. Ja na segunda, os intervalos de tempo sé
s8o atualizados caso haja alteragdo do comprimento efetivo do menor

elemento da malha.

O objetivo deste trabalho é, adotando as técnicas acima mencionadas,
apresentar um algoritmo genérico para as analises adaptativas dinamicas
bidimensionais, em estados planos de tensao e de deformacgao, voltadas para

o tratamento de materiais elasto e visco-plasticos.



O presente texto esta organizado da seguinte forma:

— No capitulo 1 podem ser encontrados comentarios gerais sobre: as
equacbes bdasicas necessarias para a resolucdo do problema dinamico, o
modelo discreto adotado e o método utilizado para a integragdo numeérica no
tempo. Além disto, apresenta-se um algoritmo para a andlise dindmica ndo-
-linear, desenvolvido a partir do algoritmo de Newmark com aceleragdo média
constante em conjunto com a técnica incremental-iterativa de Newton-

Raphson;

— O capitulo 2 se dedica aos estudos do comportamento plastico e do
modelo de subcamadas para representa-lo. Aborda, também, os conceitos do
modelo de fissuracao repartida e apresenta os algoritmos para as analises

néo-lineares em estados planos de tenséo e de deformagéo;

— No capitulo 3 discute-se o comportamente visco-plastico e
apresenta-se um algoritmo para a analise deste material, segundo a lei de

fluxo de Duvaut-Lions;

— O capitulo 4 trata do estudo de estimativas de erro no tempo e no

espago, visando dar suporte as estratégias adaptativas;

— No capitulo 5 comenta-se néo sé a construgac de uma estratégia
de refinamento/desrefinamento para atender & discretizacdo espacial como

também a determinac&o das estratégias adapfativas no tempo;

— Finalmente, o capitulo 6 apresenta os resultados numéricos obtidos

durante as analises de trés exemplos distintos.



CAPITULO 1

MODELO DISCRETO PARA A ANALISE NAO-LINEAR DINAMICA

1.1 INTRODUGAO

Em diversos problemas praticos de engenharia, o pardmetro tempo
tem influéncia direta no fendmeno apresentado. Como exemplos tipicos,
podem ser citados: a condugdo de calor, a propagac¢do de onda e o
comportamento dindmico das estruturas.

De acordo com o sistema de equagbes utilizado no modelo
matematico, estes problemas podem ser classificados naturalmente em

“‘parabdlicos” ou “hiperbdlicos”.

Este trabalho, aborda apenas os casos governados por equagdes
diferenciais “hiperbdlicas”, permitindo, assim, as analises de dindmica

estrutural e de propagacéo de ondas.

De uma maneira geral, o processo usual do M.E.F., para a obtencéo
da resposta transiente, consiste em efetuar as discretizagdes no espacgo e no

tempo de formas independentes.

Utiliza-se, inicialmente, uma técnica para a discretizagio espacial das
equacdes diferenciais parciais (E.D.P), obtendo, entdo, um sistema de
equagbes diferenciais ordinarias semi-discretas (E.D.Q.). Posteriormente,
efetua-se a discretizagdo no tempo destas E.D.O., adotando para isto um
algoritmo de integracéo apropriado.

As analises de materiais plasticos efou visco-plasticos definem um
sistema de equacgdes nao-linear, 0 que acarreta a implementacdo de uma

técnica incremental-iterativa para a sua resolugéo.



No item 1.2 as equagdes basicas necessarias para a resolugido do
problema dindmico bidimensional sdo deduzidas pelo principio dos trabalhos
virtuais. Os efeitos da variagdo dos deslocamentos do corpo em fungdo do
tempo sdo substituidos por agbdes estaticamente equivalentes, permitindo,

assim, a incorporagao destas forgcas a forga de volume do corpo.

A discretizag&o espacial, utilizando procedimentos normais do M.E.F.,
permite a determinacio do sistema néo-linear de E.D.O. semi-discretas
apresentado no item 1.3.

O item 1.4 se dedica a apresentacdo ndo sO do método Newton-
-Raphson, o qual €& utilizado como técnica incremental-iterativa para a
resolucdo do sistema nao-linear de equagdes, como também do critério de

convergéncia adotado.

Podem ser encontrados no item 1.5 comentarios gerais sobre o0 método
de integracdo direta utilizado para a discretizagdo no tempo das E.D.O..
Especial aten¢do é dada ao método da aceleragdo média constante, o qual é
adotado neste trabalho. No mesmo item s&o abordados alguns fatores que
influenciam na escolha do intervalo de integragdo, de acordo com o problema

analisado.

No item 1.6 comenta-se a implementagdo computacional do algoritmo
de Newmark em conjunto com uma técnica incremental-iterativa. Este item
finaliza com a apresentagdo do algoritmo utilizado neste trabalho para a

andalise dindmica nao-linear.

1.2 MODELO MATEMATICO

Considerou-se um corpo B, de dominio plano Q e contorno reguiar
I'sTyUT«=0Q e I'yN [=, com deslocamentos prescritos em r u .- Este

corpo esta sujeito a campos de forgas de volume b e de superficie g em Ty,

conforme ilustrado na figura 1.1.



I'y

I's
Figura 1.1- Dominio do problema.

Quando os deslocamentos de um corpc variam em fungdo do
tempo (t), admite-se que os efeitos desta variagdo possam ser substituidos por
acOes estaticamente equivalentes. Neste contexto, dois tipos de forgas
adicionais devem ser consideradas: a forga de inércia e a forga de

“resisténcia” ao movimento.

Dado um campo de aceleragdo &) = azulatz, a forca de inércia (FI1)

pode ser substituida por sua equivalente estatica na forma:

Fi=-p. dit) . - (1.1)

Esta forga &, geralmente, medida por unidade de volume e possui
componentes nas mesmas dire¢des dos deslocamentos wu(t). Entdo, na
equacgao 1.1, "p* é simplesmente a massa por unidade de volume do corpo, ou

seja, a massa especifica do material.

A segunda forga & decorrente das ‘“resisténcias” ou atritos que se
opéem ao movimento. Estas “resisténcias” podem ser atribuidas aos
movimentos da microestrutura do material, a resisténcia do ar, ao movimento
do corpo, etc.. Em geral, elas estao relacionadas n&o-linearmente a velocidade
dos deslocamentos.

Por simplicidade matematica, considerou-se apenas as ‘resisténcias”
do tipo viscosa-linear, as quais sdo forgas, opostas ao movimento do corpo,

expressas em fungdo da velocidade (4 () por uma relagéo linear do tipo:

Fv=-pu.a@, (1.2)



onde 4() = ouldt e p € a matriz de viscosidade, presumivelmente, dada por

valores numeéricos adequados.

De maneira analoga a forga de inércia Fi, a forga viscosa Fvtambém é
expressa por unidade de volume. Sendo assim, estas parcelas podem ser

incorporadas as forgas de volume b, ou seja:

b=b'+fv+fi=b'-p.aqw-p. iy, (1.3)

onde b' inclui o peso préprio e outras forcas de volume atuantes no corpo B

analisado.

0O Principio dos Trabalhos Virtuais estabelece que para um corpo em

equilibrio o trabalho virtual das forgas externas & igual ao trabalho virtual das

forgas internas, para todo campo de deslocamento virtual 4* que se anule no

contorno I'y. Desta forma, obtem-se:

IQ e*l.o da= L, v bda+ jrc u*’ gadr, (1.4)

onde ¢* representa a deformacdo decorrente do deslocamento virtual u*

imposto e 6 € o estado de tenséo real.

- Substituindo-se (1.3) em (1.4), a equacao acima é reescrita como:

fg e* .o da= L; u¥T(b'-p . aw-p. do)da+ fru u*'. gdr, (1.5)

1.3 MODELO DISCRETO

De acordo com os procedimentos normais de discretizagéo do método
de elementos finitos o dominio € do problema é discretizado por “K" elementos

tais que:

0° e Q' nao=-g, (1.6)
1

Q

n =

e

sendo Q° o dominio do elemento e definido pelos nds 1, 2, etc..
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Os deslocamentos u(), para qualquer ponto no interior de um elemento
tipico e, podem ser aproximados por:

[U1]®

Uz
u) =u®) =X Niui® =[N, Na, .. ] = N.u®, (1.7)

onde as componentes de N sdo as fungdes de interpolagdo e u® contém os

deslocamentos nodais do elemento considerado.

As deformagdes ¢ do elemento estdo relacionadas aos deslocamentos

u(t que Ihes deram origem na forma:

e= 4 N.u’ (1.8)

sendo { o operador diferencial linear, para pequenos deslocamentos e

deformagbes, dado por:

[g/ox 0 |
£=| 0 oyt (1.9)
djoy oox

De forma analoga aos deslocamentos, as velocidades e as

aceleragdes foram aproximadas pelas equagdes 1.10 e 1.11, respectivamente:
bt =v) = N.v°, (1.10)

i@ = a = N.a°, (1.11)

onde v° e a° contém, respectivamente, as velocidades e as aceleragbes nodais

do elemento.

Sabendo-se que os deslocamentos e as deformagdes virtuais do
elemento e podem ser determinados por (1.7) e (1.8), respectivamente, a
equacio (1.5), apos a substituigdo de (1.10) e (1.11), toma a seguinte forma:
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I &,ENu*e)T.c do® =f (Nu*®)" (b"-p.Nv®-p.Na®).do° +f (Nu*®)'. g.dr® (1.12)
Q Q T
onde, para o caso linear, a tensdo atuante no elemento & dada por:

g=D. ZN.u® (1.13)
sendo D a matriz constitutiva elastica do material.

Considerando que a expressdo 1.12 é vélida para qualquer valor
arbitrario de u*®, tem-se:

Cov® + M%a® = Fu - P® (1.14)

onde, para o elemento considerado, as matrizes de amortecimento e de massa
consistente s&o dadas, respectivamente, por (1.15) e (1.16). A saber:

c°= E! N".uN.do°, (1.15)
M® = i JNT.p.N.do°. (1.16)

Ainda na equacdo 1.14, F°sq e P° representam, respectivamente, os

vetores de forgas externas e de forgas internas dados por:

Foext = g!eNT.b'.dQHI N'. g.dr’, (1.17)
r )

P°=L(£ N)'. 6 do°. (1.18)
Q

Para o dominio Q do problema, torna-se necessaria a montagem dos

vetores acima, obtendo o seguinte sistema de equagdes:

Cvt) + Ma@) = Feutt) - P@) (1.19)
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onde v(), at) s&c os vetores dependentes do tempo, os quais contém,
respectivamente, os valores nodais da velocidade e da aceleragdo. Ainda na
equacao acima, tem-se:

kK
_ M e
c=fi c, (1.20)
k
M=@ M® e (1.21)
e=1
Kk
Fefﬁ] , Fext, (1.22)
K
=l p* (1.23)

sendo QL a operagao de montagem para os “k” elementos da malha.
e=

1.4 TECNICAS DE SOLUGAO PARA A ANALISE NAO-LINEAR

Para os materiais ndo-lineares a matriz de rigidez depende da prépria
solucéo do problema, o que acarreta a nao-linearidade do sistema indicado em
(1.19).

A andlise ndo-linear é realizada, essencialmente, de uma forma
incremental. Assume-se que a solugdo para um determinado tempo “‘t" é

conhecida e procura-se a resposta para o tempo posterior da analise “t+At”.

Para um sistema naoc-amortecido, no qual a parcela C.v{) é
desprezada, a equacao de equilibrio dindmico dada por (1.19) toma a forma:
M.a®t) = Feu(t) - PQD) . (1.24)

Qualquer que seja o tempo da analise, a condigdo de equilibrio

imposta em (1.24) deve ser satisfeita, entao:
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M.ag+At) = Feylt+al) - P+At) ou (1.25)

M.am+1 = Fm+1 - Pm+1, (126)
onde “‘m” representa um contador de passos no tempo.

A solugdo obtida por uma formulacdo puramente incremental esta
sujeita a erros que vao se acumulando ao longo do tempo da andlise. Para
contornar este inconveniente, normalmente, utiliza-se um processo

incremental-iterativo como, por exemplo, o0 método Newton-Raphson.

Este método consiste em tomar a seguinte aproximag&o para as

parcelas ndo-lineares, através de uma série de Taylor com os termos de ordem

superior truncados:
1 aF n-1
FR’H"I = an-+1 -+ au 18“2-'_'_1 , (1 27)
m-+
(-1
-1  ©oP
Pm+1 = P'nm+1-1 ey 1-5”'r1n+1 , (1.28)
m+

sendo “n” um contador de iteragbes.

Nas equacgdes (1.27) e (1.28) su'm+1 € o vetor de incremento dos
deslocamentos obtido na iteracdo “n”. A Ultima parcela de (1.27) ndo sera
considerada nos desenvolvimentos posteriores, pois assumiu-se para esta
simplifica¢do que as cargas externas (F..) independem dos deslocamentos, ou

seja:

n—1 :
oF
= =0, (1.29)
ou m-+1
n n-1

Frn+1 = Fme1 = Frme A (1.30)
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Na equacgao (1.28) a parcela:

Pt
o = K" (1.31)

m+1

é definida como sendo a matriz de rigidez tangente determinada no passo
iterativo anterior “n-1". Em (1.31) Ky representa a matriz de rigidez global, a

qual € dada por:

Kr = @ K:°, _ (1.32)

onde a matriz de rigidez do elemento & igual a:

K:° = L(f N)". Dy. /N do®, (1.33)
Q

sendo D a matriz constitutiva tangente do material.

Substituindo-se (1.27), (1.28), (1.29), (1.30), (1.31) em (1.26), equagéo

|1y, )

de equilibrio no passo iterativo “n” toma a forma:

M.’ + KT'H- U meq = Fone 1 _Pr?1-+11- (1.34)

As atualizagbes dos vetores de deslocamentos acumulados durante o
ciclo iterativo (Au) e de deslocamentos totais (u) sdo dadas, respectivamente,

por.

nit _
AU'mes= 218u’r‘n+1 = Aul-l +8ul ., onde nit= n° de iteragdes; (1.35)
n=

n _
W= U+ 8U et = Ut AU et (1.36)

A dificuldade na determinag¢ao da matriz de viscosidade p compromete
a direta aplicag@o da equagao 1.15 para obter a matriz de amortecimento (C).
Geralmente, esta matriz € considerada como sendo uma éombinagéo linear

entre as matrizes de massa e de rigidez, ou seja:
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C=omM+aoxKs, (1.37)

onde am € dyx $8o coeficientes determinados em fungdo da frequéncia e da
porcentagem de amortecimento critico (£). O amortecimento critico &€ aquele

que faz o sistema retornar, no menor tempo possivel, a posi¢do de repouso
sem oscilar.

A utilizacdo da matriz de amortecimento proporcional ou de Rayleigh,
dada por '1 .37, € matematicamente vantajosa quando se deseja incorporar 0s
efeitos do amortecimento (C.vm+1) na equagdo de equilibrio dindmico
{eq. 1.34), a qual, apbs a consideracao destes efeitos, toma a forma:

M.(a"me 1+ ¥ me)* K™ (B0 et +ok V' mer)= F_, -PP3L (1.38)

A matriz de rigidez tangente (K;) pode ser substituida pela matriz de
rigidez elastica inicial (K;) e mantida constante durante todo o processo

incremental-iterativo.

Este método é conhecido como Método das Tensdes Iniciais e resulta
numa solugao de convergéncia lenta, principalmente para materiais altamente
nao-lineares. Apesar de ndo mais manter a convergéncia quadratica, tipica do
meétodo de Newton-Raphson [C2], este método evita o custo de varias

reavaliagdes e decomposicdes de matrizes tangentes.

Qualquer que seja o método utilizado, o processo iterativo deve
prosseguir até que a solucdo seja “aceitavel’ para algum critério de

convergéncia, dentro de uma tolerancia preestabelecida.

Utilizou-se apenas a verificagao de deslocamentos, exigindo que, para
concluir o processo iterativo, a variagdc dos deslocamentos fosse muito
pequena em relagdo aos deslocamentos acumulados (Au) durante o passo de

carga considerado, ou seja:

18ull < tolerancia = 10° (1.39)

|| Aul
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1.5 METODO DE INTEGRAGAO NUMERICA DIRETA NO TEMPO

Nos métodos de integragdo direta, a solugdo € obtida utilizando
procedimentos de integracdc “passo-a-passo’ no tempo. O termo “direto”
significa que antes da integragdo numérica nenhuma alteracio é feita na forma
das equacgdes de equilibrio.

Essencialmente, estes métodos baseiam-se em duas idéias. Primeiro,
discretiza-se no tempo as equagdes de movimento, supondo que o equilibrio é
satisfeito em determinados instantes, os quais s&c separados enire si por
intervalos discretos de tempo (At). Sendo assim, provavelmente, todas as
técnicas de solugdo utilizadas em analises estaticas podem ser adotadas em

todos os instantes de tempo, analisados “passo-a-passo”.

A segunda idéia, na qual os métodos diretos se fundamentam, é
assumir um determinado comportamento para a variagdo das incégnitas
(deslocamento, velocidade e aceleragdo), ao longo de cada um dos intervalos
de tempo. Para isto, utilizam-se operadores gue permitem obter estas

incognitas a partir de valores determinados em instantes anteriores.

A forma na qual a aproximagac destas incégnitas é preconcebida
determina ndo s a precisdo, como também a estabilidade e o custo
computacional da solugdo.

Entre os varios métodos de integracio direta, por exemplo, o de
diferenga central, o de Houbolt e o de Wilson [B2]; o método de Newmark,
adotado neste trabaltho, é um dos mais populares para a analise dindmica.

1.5.1 METODO DE NEWMARK

Neste método, o deslocamento é obtido por expansdo quédrética,
utilizando séries de Taylor com os termos de ordens superiores truncados.
Desta forma, os deslocamentos e velocidades podem ser determinados,
respectivamente, pelos seguintes operadores de Newmark [B2,Z1}:

At?
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Os parémetros ajustaveis B e y definem um algoritmo em particular da

familia dos algoritmos de Newmark.

QO principal requisito de um algoritmo de integragdo é a sua
convergéncia, ou seja, deseja-se que a solugao aproximada 'convirja para a
solucdo exata, quando o intervalo de tempo tende a zero. O estudo da
convergéncia envolve outras propriedades importantes como estabilidade,
consisténcia e preciséo.

Caso os pardmetros de Newmark satisfacam a condicdo 28>y >1/2 o
algoritmo € incondicionalmente estavel. Isto significa que n&o havera
amplificagéo de erros qualquer que seja a razao At /T adotada, onde “T" é o

periodo de vibragdo.

A propriedade do algoritmo de se afastar "pouco” da solugao exata é
conhecida como preciséo. Neste caso, s@o realizados estudos sobre o

decaimento de amplitude (dissipa¢ao) e o0 alongamento do periodo (dispersao).

A escolha adequada do algoritmo de integracdo no tempo €
fundamental para que se obtenha uma resposta dinamica conveniente. De uma
forma geral, esta escolha esta relacionada ac tipo de problema a ser

analisado.

Diversos autores, aconselham a adog¢ao de algoeritmos implicitos (0)
para problemas inerciais. Isto porque, o intervalo de tempo suficiente para
integrar com precisdo adequada os modos de frequéncia baixa, os quais
dominam a resposta, €, geralmente, maior do que o exigido pela restricdo de
estabilidade condicional dos algoritmos explicitos. Sendo assim, o numero de
intervalos para completar a resposta € menor, compensando o aumento do
custo computacional por intervalo de tempo.

Os algoritmos explicitos (B=0) s&o, freqientemente, utilizados em
problemas de propagagdo de ondas. Neste tipo de anadlise, a resposta
dindmica & dominada por modos de vibragdo de frequéncia alta, 0 que exige
ndo s6 uma malha de elementos finitos mais refinada como também pequenos

intervalos de tempo. A estabilidade destes algoritmos é garantida pela adogao
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de intervalos de tempo menores do que um determinado valor critico. Isto
acarreta o aumento do numero de passos analisados, porém, o custo
computacional de cada um destes passos de tempo é reduzido pois ndo ha
necessidade de triangularizar uma matriz global.

1.5.2 CONSIDERAGOES SOBRE O INTERVALO DE TEMPO

Independente do tipo de problema analisado, adotou-se um dos
métodos de integragdo da familia dos algoritmos de Newmark, conhecido como
método de aceleragdo média constante ou regra trapezoidal. Este algoritmo
implicito & incondicionalmente estavel, pois B=1/4 e y=1/2. Além disto,
nenhuma dissipagéo & apresentada, havendo apenas introdugéo de disperséo
[B2].

Para problemas inerciais, onde apenas os modos de freqUéncias
baixas s&o solicitados, €& importante adotar um intervalo de tempo
suficientemente pequeno de tal forma que o algoritmo de integragéo, acima
mencionado, ndo apresente dispersado acentuada, entdo, pode-se ter:

At

—<

T <5 (1.42)

2|

com 20 < A < 100.

Ja no caso de propagacéo de ondas, o intervalo de tempo foi definido
em funcdo do tamanho do elemento utilizado. Isto porque, neste tipo de
problema os modos de freguéncias altas sdo predominantes, o que exige uma
discretizagdo espacial mais refinada.

Assume-se que uma onda de comprimento Ly, percorre dois pontos em

um tempo total igual a:

tw=Lw/C (1.43)

onde “c” & a velocidade de propagacao da onda dada por:

c="Elp, (1.44)
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sendo E e p 0 mddulo de elasticidade e a massa especifica do material,

respectivamente.

Considerando que “k” intervalos de tempo s&o necessarios para
representar o percurso desta onda, tem-se: -

At=ty /K. (1.45)
Substituindo-se (1.43) em (1.45), pode-se escrever:

Atc=Ly/k=Le, (1.46)

definindo-se, entdo, o comprimento efetivo do elemento finito (L¢). Desta

forma, o intervalo de tempo minimo a ser adotado pode ser deduzido a partir
da equacao 1.46. A saber:

AM<lelc. (1.47)

O comprimento efetivo e seu correspondente intervalo de tempo
devem ser capazes de representar adequadamente o percurso da onda. A
escolha destes valores depende ndo s6 do tipo de elemento utilizade na
discretizacdo espacial, como também do método de integracéo adotado.

Bathe em [B2] comenta que para o método de diferengas centrais, o

qual € um método de integragao explicito, a solugdo numérica sé é aceita se:

At<Tifn ou (1.48a)

At< 2w, (1.48b)

onde wj = 2./ T; € a maior frequéncia relacionada ac menor periodo Tj,

presente na discretizagao espacial de “j” graus de liberdade.

As freqUencias de vibrag&o livre do sistema de equagdes, podem ser
obtidas pela técnica de desacoplamento deste sistema, a qual é utilizada no
método de superposigdo modal. Para a andlise unidimensional com um grau
de liberdade tem-se:
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w=K/M (1.49)
onde
K=,[(£ N). E.Z/Nda, (1.50)
Q
M=Ip.NdQ, (1.51)
Q

Convém mencionar que a equacéo 1.51 representa um coeficiente ndo

nulo da matriz de massa diagonalizada pela técnica de soma das linhas.

Considerando um elemento de barra linear de comprimento L em
(1.50) e (1.51), a equagdo 1.49 pode ser reescrita como:

W= 2 | (1.52)

logo, substituindo-se (1.52) em (1.48b) tem-se:

At < J2L . (1.53)
c

Comparando (1.53) com (1.47), conclui-se que:

Le=+2.L . B (1.54)

Nestas condi¢bes, idealizando-se uma barra de comprimento L, como
sendo a operacdo de montagem para os “k” elementos lineares de trelica a 45°
(fig.1.2), as discretizacbes espacial e temporal sao completamente
equivalentes, quando cada um destes elementos possui comprimento igual a

“C.Al°, ou seja:

c. At=2.L = Le. (1.55)
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L.=vV2.L

Ly=kV2.L
k.L

-
——

Y 45°

v

X

Figura 1.2 - Barra discretizada por “k” elementos de trelica a 45°.

Para analises bidimensionais dindmicas por algoritmos implicitos
incondicionalmente estaveis, o comprimento efetivo (Le) pode ser considerado,

segundo Bathe [B2], como sendo a menor distancia, na dire¢do da propagagéo
da onda, entre dois guaisquer nds do elemento.

1.6 IM"PLEMENTAC}I\O DO ALGORITMO DE NEWMARK PARA O CASO
NAO-LINEAR

A direta substituicdo dos operadores de Newmark, definidos em (1.40)
e (1.41), na equacdo de movimento determina um sistema efetivo de equagbes
algébricas, cujas incognitas sdo as aceleragbes (implementacdo por
aceleragbes). Com o intuito de executar uma implementagdo por
deslocamentos, tal como a realizada por Jacob [J2], os operadores de
Newmark devem ser reescritos em fungé@o das aceleragbes e das velocidades
nas formas: |

1 S i
am+1—B' A2 AUm+1-Um) - B Al Vm - (2B '1]-am . (1.56)



22

vaﬁ.(umﬂ-um) + (1 - %J.vm + [1 5 B) Atay . _(1 57)

Para tornar possivel a utilizagdo do algoritmo de Newmark em conjunto
com a técnica de Newton-Raphson, adotada na analise ndo-linear, as

equagdes (1.56) e (1.57) foram reescritas de uma maneira incremental-itera-

tiva. A saber:
1 n
Am+=at+ 3 AU e, (1.58)
B. At
V=V + —— AU e (1.59)
B. At '

onde de acordo com (1.36), AU " m+1=U" me1-Um.

Em (1.58) e (1.59) a* e v* sdo parcelas conhecidas que dependem
somente de valores obtides no intervalo de tempo anterior “m”. Estas parcelas
s@o constantes durante o ciclo iterativo e representam as aproximacdes iniciais

das aceleragdes e das velocidades, sendo dadas, respectivamente, por:

eo 1

a*= B A N - (23 1]am, {1.60)

v = ( —IJ.vm + (1 )At am. (1.61)
B 2B

Substituindo o valor de Au"ps1, preestabelecido por (1.35), tanto em

(1.58) quanto em (1.59) e, posteriormente, introduzindo os valores assim
obtidos na equagao de movimento (1.38), obtém-se:

1 I 1
M.{a*'i‘B.At (Au m+1 +ouU m+1)+am LV ﬁYAt(A m+1 +8uU m+1)J}+

[ 1
+ KO-{ak-I_V*+““‘ (Au"m11 +du m+1)J+8“nm+1 Frme+1- Pm+1 (1.62)
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Convém mencionar que em (1.62) foi adotado o método das tensdes
iniciais, ja que a matriz de rigidez tangente K; de (1.38) foi substituida pela

matriz de rigidez inicial Ko, durante todo o processo incremental-iterativo.

Almejando determinar o sistema efetivo de equagdes, utiliza-se o
artificio de denominar como incremento de deslocamento efetivo (50" m+1) 0s

termos que muitiplicam a matriz de rigidez em (1.62), ou seja;

. 1
30" mer= o V* +ﬁ (aufty +oum, ) [#out . (1.63)

reciprocamente,

m+1 (" +'E Au m+1]
8u“m+1— b . (1.64)

+1

B.At

Caso nao seja considerado amortecimento proporcional a matriz de
rigidez, isto €, ax=0, a equagéo 1.63 recai em:

80 1 = U me | (1.65)

Utilizando a definico de (1.63) em (1.62) e, passando os termos ja

conhecidos na iteragdo “n’ para o lado direito da equagdo, obtém-se:

1
M[B Atz +0m- B'YAtJ 6“ m+1 + Ko. 5U m+1 = Fm+1 Pm+1
[_ * 1 n-1 —|
_M.La +BAt2 AU o | v +m A1, J (1.66)

Apds a substituigdo de (1.64), a equacao acima toma a forma:

%.M.Sﬁnm+1 + Ko Sﬁnmﬂ = Fm+1 - PI:TT-:1 -

I 1
-M.{a*+ A (o — . ak)[ B"fit Au m+1]J (1.67)

B. At2
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onde
( N
1 ¥ 1
ao=L—2+am. JI . (1.68)
At B.AtJ| ok ¥
g LB.At +1J

Finalmente, para cada iteracdo do método de Newton-Raphson, a
equacédo 1.67 pode ser reescrita comoc um sistema efetivo de equacdes
algébricas, ou seja:

A 50"m=RY1,, (1.69)

onde A e R, representam, respectivamente, a matriz e o residuo efetivos

dados por:

A=o.M+K;, (1.70)
an-1 _ -1
R4t = Fmet - PRy -

[
-M.La*+

:
_ . Y -
Al A1 o —ao.ak).(v +M.Au"ml1h. (1.71)

A implementacdo computacional apresentada neste item (quadro 1.1)
foi desenvolvida visando minimizar o esforgo computacional do algoritmo de
Newmark, quando utilizado em conjunto com uma técnica iterativa para a
verificacao do equilibrio. As principais caracteristicas desta implementagéo sdo
descritas a seguir:

a) Utilizacdo do algoritmo de integragcdo no tempo conhecido como
método da aceleragdo média constante ou regra trapezoidal. Trata-se de um
algoritmo implicito, incondicionalmente estavel, da familia de Newmark, com

parametros f=1/4 e y=1/2;

b) A implementagdo do algoritmo de Newmark é realizada por

deslocamentos, ou seja, as incognitas do sistema efetivo sdo os
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deslocamentos. Para isso, os operadores s&o reescritos em fungdo das

aceleracbes e das velocidades;

c}Os efeitos de amortecimento séo introduzidos na equagdo de
equilibrio dinamico através da matriz de amortecimento proporcional ou de
Rayleigh;

d) Utilizaggo do método das tensdes iniciais como técnica
incremental-iterativa para o resolugéo de sistema ndo-linear de equagdes.
Este método consiste em manter constante a matriz de rigidez elastica, ao
longo de todo ¢ processo;

e) Os deslocamentos totais, velocidades e aceleracdes ndo s&o
atualizadas a cada iteragdo, mas somente apds a convergéncia do ciclo

iterativo;

Fa

f) O célculo do residuo do sistema efetivo é agilizado com a
determinagdo de uma parcela constante, a qual n&o varia ao longo do ciclo

iterativo;

g) No calculo do residuo, ndo existem multiplicagcbes por matrizes de
rigidez global, mesmo quando um amortecimento proporcional 3 ela é

considerado (oy=z0);

h) As multiplicagGes por matrizes de massa s&o facilitadas pela adogao
da matriz de massa na forma diagonalizada, ao invés da matriz de massa
consistente, indicada em 1.16. Para o elemento triangular linear, utilizado

neste trabatho, a matriz de massa diagonalizada é:

[1/3 0 o]
M®=pv®i O 93 O |, (1.72)
{ 0 o0 1/3J

onde v° representa o volume do elemento considerado.
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A- Ciclo Incremental
A.1- Inicio do instante de tempo m+1:
tm+1=tm+Atm

A.2- Inicializagdo dos deslocamentos totais, incrementos de
deslocamentos e vetor de forgas resistentes:

Cnet=Un,  AWea=0;  P%meq=Pp,.

A.3- Determinagé@o do fator de carga e vetor de forgas nodais:
om+1=f(tm+1);  Fm+1=Cm+1.Fo.

A.4- Calculo da matriz efetiva:
A=a,M+K;, com

[ 4 +2.<1,n}| 1|
At At t -0k +1J

At
A.5- Determinacdo das aproximagdes iniciais para a aceleragdo e
velocidade:
a*= iv a
At m ma
V= -V

A.6- Calculo da parcela constante do residuo efetivo:
R*m+1 = Fme1 - M.[@"(0tm-0t0.0t). V*].
A.7- Calcuio do residuo efetivo para a primeira iteracdo (Au’m+1=0):

R m+t1 = R*m+1 = Pr[]'n-f-‘l

B- Ciclo iterativo
B.1- Resolugdo do sistema efetivo:

~l — A1 gn-1
8“ m+1—A Rm+1

B.2- Determinagéo do incremento de desiocamento:

. . 2
Sunm+1 *ak[v +E£.Aunml1j

2.04(
AL +1

n
U m+1=
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B.3- Atualizagdo dos deslocamentos acumulados durante o ciclo
iterativo:

n - n
Au m+1 = Aunml-! + du m+1 -

B.4- Calculo da resposta ndo-linear o' m+1, através do modelo de
subcamadas e do algoritmo de retorno radial.

B.5- Calculo dos esforgos resistentes P41
Pt = f N 6" meq d .
Q

B.6- Calculo do vetor de residuos efetivo para a préxima iteragéo:

- . 4 2
n n n

R =R* - -M| — —Co.0k)—| A :
m+1 m+1 = P med LAtz +(0tm Qo ak) At} U m+1

B.7- Critério de convergéncia:

Se o critério de convergéncia for atendido, conclui-se o ciclo
iterativo. Caso contrario, faz-se n=n+1 e retorna para B.1.

C- Apés a convergéncia do ciclo iterativo
C.1- Estimativa de erro e andlise adaptativa:
Se a malha for alterada retornar para A.1.
C.2- Atualizagéo dos deslocamentos totais, velocidades e aceleragdes:

n n
U me1 = Uy + AU e

2
no_ noo.
Vm+1-V*+E-AU m+1 ;

4
anm+1 =a*+ —2 Aunm+1 .
At

C.3- Conclui-se o ciclo incremental. Faz-se m=m+1 e retorna para A.1.

Quadro 1.1- Aigoritmo para a anélise dindmica nio-linear.
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CAPITULO 2

COMPORTAMENTO PLASTICO

2.1 INTRODUGAO

O comportamento plastico do material € caracterizado por uma relagao
nao-linear entre tenséo e deformagao. Além disto, caso haja descarregamento,
o material apresentara uma deformacéo irreversivel e independente do tempo

(rate independent plasticity).

Um modelo amplamente utilizado, e sobre o qual muitas teorias foram
desenvolvidas, é o elasto-plastico com uma lei de hardening/softening. Neste
caso, o material tem um comportamento elastico até que um determinado nivel
de tensdo (tens@o de escoamento) seja atingido. As tensdes de escoamento
das superficies subseqlentes podem aumentar, diminuir ou permanecer
inalteradas, definindo, respectivamente , os modelos elasto-plastico com
endurecimento (hardening), elasto-plastico com perda de rigidez (softening) e

plastico-perfeito.

Uma dificuldade na analise destes materiais & a formulag@o explicita
de sua relagao constitutiva. Uma proposta bastante atraente é a utilizada por
Owen ef al. [O1] e Pande et a/. [P1], conhecida como modelo de subcamadas.

Este modelo, por conveniéncia matematica, considera que o sdlido
seja compostb por tantas subcamadas quantos forem os trechos lineares
necessarios para representar, adequadamente, a relagdo constitutiva do
material. Cada subcamada, constituida por um material plastico-perfeito,
possul tanto a espessura quanto a tensdo de escoamento diferentes das
demais. Porém, todas as subcamadas estdo submetidas a uma mesma
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deformacéo. A tensao real € obtida pelo somatdrio das diferentes contribuigbes
de cada subcamada, devidamente ponderadas por suas respectivas

espessuras.

Convém mencionar que a direta aplicacdo deste modelo simula a
cinematica do material, tanto para o endurecimento quanto para a “perda de
rigidez”. Isto &, as superficies de escoamento transladam no espago das

tensdes sem expansao ou contragao.

O objetivo deste capitulo é apresentar, para o critério de von Mises, um
algoritmo destinado a analise elasto-plastica bidimensional de materiais com

relagao constitutiva aproximada por diversos trechos lineares.

As formulacbes matematicas utilizadas sdoc baseadas na teoria
classica da plasticidade e envolvem: critério de escoamento (item 2.2), relagdo
constitutiva (item 2.3), regras de fluxo plastico (item 2.4) e matriz constitutiva

tangente (item 2.5).

O tratamento do material pelo modelo de subcamadas, apresentado no
item 2.6, exige, para cada subcamada, a determinagdo da tensdo de
escoamento (item 2.6.1) e, também, da espessura (item 2.6.2).

No contexto do método de elementos finitos, as equagdes constitutivas
discretas s@o obtidas pela integracao das equacdes constitutivas expressas
em taxas, gerando o principal problema para a analise n&o-linear
computacional. Objetivando determinar a tensao retornada & superficie de
escoamento de cada uma das subcamadas adotadas (item 2.6.3), adotou-se 0
algoritmo de retorno radial. Encontram-se desenvolvidos nos itens (2.6.3.1) e
(2.6.3.2), os algoritmos propostos de subcamadas com retorno radial,
respectivamente, para o estado plano de deformacgdo (quadro 2.1) e para ©
estado planc de tensao (quadro 2.2).

O modelo de subcamadas pode representar materiais com “perda de
rigidez’, adotando espessuras negativas para os trechos de softening do
diagrama tensao-deformacdo do material. A analise realizada a partir deste
diagrama, independente do quelo de subcamadas, pode apresentar
resultados numéricos contraditdrios, como no exemplo tipico da “viga de

Crisfield” [S6]. Trata-se de uma viga tracionada, discretizada por elementos
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finitos, dentre 0os quais um deles apresenta dimensdes ligeiramente menores
do que os demais, introduzindo uma regido fragil no problema. O modelo
numeérico tenta reproduzir esta regido de fratura, localizando-a no elemento.
Este tipo de analise apresenta ndo-objetividade numérica, pois ac invés da
resposta exata esperada, obtém-se varias respostas dependentes do tamanho
e do numero de elementos, tendendo para uma solugdo que indica uma

fissuragao nao dissipativa, em nitida contradicdo com o fendmeno simulado.

Para contornar este inconveniente, adotou-se o modelo de fissuragao
repartida, baseadoc no modelo de fissura ficticia de Hillerborg [H1,01,586].
Neste modelo a relagdo constitutiva do material € definida em funcdo da
energia total de fratura, a gqual ndo é dependente da malha, permitindo,
novamente, a utilizagao do modelo de subcamadas para representar materiais
com softening (item 2.7).

O exemplo numérico de uma barra unidimensional tracionada,
constituida por um material com softening linear, permitiu visualizar os

fendmenos acima mencionados (item 2.7.1).

2.2 CRITERIO DE ESCOAMENTO

Varios materiais possuem um comportamento elastico até que um
determinado nivel de tens@o seja atingido. A partir deste valor, caso haja
descarregarhento, estes materiais apresentam uma deformac&o irreversivel e
independente do tempo, denominada deformagéo plastica.

Este tipo de modelo é conhecido como elasto-plastico, tendo o inicio
do comportamento plastico governado por um critério de escoamento que pode
ser dado, de uma forma genérica, como:

flo,k,q) =0, (2.1)

I

onde “k” € um parametro relacionado & lei de hardening/softening do material e

q" €& uma variavel que define a localizagdo do centro da superficie de

escoamento, denominada por Simo e Hughes em [S5] como “back stress”.

Este critério de escoamento pode ser visualizado como sendo uma

superficie, cuja forma e posicdo no espago das tensbes dependem,
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respectivamente, dos valores de “k” e “q". Assumindo um vator nulo tanto para
‘K" quanto para "q’, a superficie de escoamento nao se altera (fig. 2.1.a),
simulando, assim, o comportamento plastico-perfeito do material. Se ao
parametro “k” for associada uma grandeza escalar, -— como o trabalho piastico
(work hardening) ou deformagéo plastica (strain hardening) —, a superficie ird
se modificar por expansdo ou contracdo, representando o comportamento
isotrépico (fig. 2.1.b). Se a superficie de escoamento preserva sua forma e
orientacdo, — mas translada no espago das tensdes como um corpo rigido

(g=0) —, o material possui endurecimento cinematico (fig. 2.1.c).

> 0

(a) Plastico-Perfeito

h

T 1 t
Superficie de carregamento
escoamento \\/’ W
inicial \ _/‘; —»
c
—=

Superficie de escoamento
subseqiiente

(b) Endurecimento isotropico

Superficie de T 4

escoamento ca amento
inicial \ /€

Lt

CG

Superficie de escoamento
subseqiiente

(¢) Endurecimento cinematico

Figura 2.1- Modelos matematicos para representar o endurecimento.

2.3 RELAGAQ CONSTITUTIVA

Sabe-se que, para os materiais com comportamento plastico, as

tensbes estdo relacionadas nado-linearmente as deformacdes, ao longo da
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histdria da aplicagdo da carga. Sendo assim, a teoria desenvolvida para a
andlise destes materiais deve relacionar a variagdo destas grandezas, o que
pode ser feito expressando-as em taxas ou incrementos infinitesimais. Optou-
-se por utilizar, tal como em [C2] e [S5], taxas (x=0x/dt) ao invés de
incrementos infinitesimais (dx). isto porque, o tempo (t) pode ser considerado
como um parametro indicador da histéria do carregamento, embora n&o

influencie nas deformagdes plasticas.

Segundo a teoria classica da plasticidade, considera-se que a taxa de

deformacdo total (¢ ) possa ser decomposta em duas componentes. Uma

elastica ( £°) e outra plastica ( £7), entao:

£ =8+ (2.2)

A taxa de tensdo ( &) estd relacionada a taxa de deformacéo elastica

na forma:

6=D.§°=D.(é- £°), (2.3)

onde D é a matriz constitutiva elastica.

2.4 FLUXO PLASTICO

E necessdrio elaborar uma lei especifica que defina a taxa de
deformagao plastica. Uma opgao bastante simples é relacionar esta taxa com o
estado de tensaoc real. Desta forma, pode ser estabelecida a seguinte lei ou
regra de fluxo plastico:

= i.a, (2.4)

of . . .,
onde a=% € o vetor normal a superficie de escoamento e A & uma constante

positiva (A >0), denominada por Crisfield [C2] como multiplicador da taxa de

deformacao plastica.

A relagdo acima € conhecida como principic da normalidade, pois

sugere que a diregdo do fluxo plastico € normal a superficie de escoamento.
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Diz-se que o0s materiais com este comportamento seguem a hipdtese da

plasticidade associativa.

Para alguns materiais, por exemplo, solos, considera-se que o fluxo
plastico seja normal & uma fungdo Q=Q(c k), denominada potencial plastico.
Define-se, entdo, a teoria da plasticidade n&o-associativa, cuja regra de fluxo

plastico € dada por:

. aQ .
eP=A.—= A.b 25
¢ =h.——= 1.b, (2.9)
comb=i£.
oo

Considerando uma plasticidade associativa (eq. 2.4), a taxa de tensao
dada pela equacao 2.3 pode ser redefinida como sendo:

6=D.(%- h.a). (2.6)

Sabe-se que a superficie de escoamento delimita 0 espago de tensbes
elasticas, ou seja:
— se f(o,k,q)=0, o encontra-se na superficie de escoamento e o

material apresenta deformacéo plastica, logo, A>0;

— se f(0,k,q)<0, 6 encontra-se no interior da superficie de escoamento
e o material tem comportamento eldstico. Desta forma, ele nao apresenta

deformacao plastica, entdo, A=0.

As afirmativas acima expressam a condig@o de complementaridade de

r

Kuhn-Tucker que, conforme formulacdo apresentada em [S5], € escrita na
forma:

A>0, flokq<0 e A. flokq)=0. (2.7)

Caso haja uma variagdo de tenséo ( ¢ ), apés a tensdo o, situada na
superficie de escoamento (f(c.k,q)=0), 0 novo estado de tens&o (o+G) sb é

admissivel se f(o+ ¢ ,k,q)<0. Nestas condigbes, tem-se:
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f=f(o+ 6 kq) -f(o.k,q) <0, (2.8)
consequentemente:

— se f(o+ 6 ,k,q) < 0, houve descarregamento e o regime é elastico,

para o qual A=0. De acordo com (2.8), f < 0, pois f(6,k) = O;

— se f(o+ 6 k,q) = 0, ocorre o fluxo plastico, ou seja, A>0. Sendo

assim, a equacdo 2.8 se reduz a f=0.

Define-se, entao, a condicio de persisténcia expressa por:

A.f=0. (2.9)

Utilizando a definigdo do critério de escoamento dado na equago

(2.1), particularizado para o comportamento isotropico (k=0 e g=0), tem-se:

. ofT . :
f=¥.6~A'.k=O para A>0, (2.10)

onde

k. . o @21)

- T '
Pré-multiplicando por a'= P o valor da taxa de tens&o dada por (2.6)

e substituindo este valor em (2.10), obtém-se a seguinte expressdc para o

multiplicador da taxa de deformacao plastica:

T .
. a Deg
T DatA 212)

2.4.1 SIGNIFICADO DO PARAMETRO “ A' »

Caso haja endurecimento isotrdpico (hardening), a superficie de
escoamento sofrera expansao, 0 que acarreta o aumento da tensdo de
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escoamento da superficie subseqlente. No entanto, havendo ‘perda de
rigidez” (softening) a tenséo de escoamento tera seu valor diminuido.

Duas hipéteses sdo, geralmente, utilizadas para analisar o fendmeno
hardening/softening, supondo-0 relacionado & variagdo da tensdo de
escoamento. Na primeira, considera-se que esta variagdo seja dependente das
deformacgGes plasticas (strain hardening). Ja na segunda (work hardening), O
trabalho realizado durante as deformagfes plasticas € o responsavel pela

variagao da tensao de escoamento das superficies.

Encontra-se demonstrado em [C2] que para o critério de von Mises,
independente da hipdtese adotada, obtém-se o seguinte valor para o
parametro “ A' "

A'=H', , (2.13)
sendo H' o médulo plastico, definido a partir de um ensaio uniaxial do material.

Considerando um material elasto-plastico com endurecimento linear
(modelo bilinear), conforme ilustrado na figura 2.2, tem-se:

H=_— (2.14)

onde E é 0 modulo de elasticidade elastico e E;, o médulo de elasticidade

tangente do material.
Como | E|>| E¢|, conclui-se de (2.14) que:
— se 0 material for plastico-perfeito (E=0), entdo, H=0;
— se o material apresenta endureciménto (E¢>0), entdo, H>0;

— se 0 material apresenta perda de rigidez (E;<0), entdo, H'<0.

Considerando (2.13) em (2.12), o multiplicador da taxa de deformacgéo

plastica pode ser particularizado para o critério de von Mises como sendo:

- a'.Ds :
A=—mr— 2.15
a' Da+H (2.15)
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6= oofk) |

1 Epx l E- modulo de elasticidade elastico
E:- mddulo de elasticidade tangente
E (k) tensdo de escoamento

E 0'o(k)

»
»

. x - Ex . . i
Figura 2.2- Relag&o unidimensional tensao/deformacéo de um material
elasto-plastico com endurecimento linear.

2.5 MATRIZ CONSTITUTIVA TANGENTE

Substituindo (2.15) em (2.4), a taxa de deformacéo plastica pode ser
reescrita na forma:

., aa D¢

= —_— 2.16
a'.D.a+H (2.16)

Apds o escoamento, uma relagdo constitutiva pode ser determinada,
pela consideragao de (2.16) em (2.3). A saber:

( "p)
D D.aa' .D

(')':L —m}é=Dt.é, (2.17)

definindo, assim, a matriz constitutiva tangente D;.

Entre outros, Simo e Taylor [S4], Crisfield [C2], Dutko e seus
colaboradores [D2], desenvolveram uma matriz de rigidez tangente consistente
com o algoritmo de integra¢do utilizado em seus trabathos. Segundo Crisfield
em [C2], o uso desta matriz consistente permite que seja mantida a taxa de
convergéncia quadratica do método Newton-Raphson, geralmente utilizado

nas analises ndo-lineares.

2.6 MODELO ELASTO-PLASTICO DE SUBCAMADAS

A teoria exposta nos itens anteriores esta restrita a analise de

materiais elasto-plasticos com endurecimento isotropico linear. Porém, varios
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materiais apresentam uma relacdo constitutiva complexa e endurecimento
cinematico. Nestas condicdes, o modelo bilinear, acima mencionado, ndo
pode representa-los, adequadamente. Além disto, a necessidade de uma
formulaga@o explicita da relagdo constitutiva dificulta a aplicagdo da teoria
classica da plasticidade em materiais de relagao constitutiva complexa.

O modelo de subcamadas [O1] € uma alternativa bastante atraente
para simular a cinematica de materiais cujas relagdes constitutivas possam ser

aproximadas por varios trechos lineares.

Este modelo consiste em assumir que o soélido seja composto de varias
subcamadas, sendo cada uma constituida por um material plastico-perfeito
(fig.2.3). Estas subcamadas possuem propriedades diferentes (espessura e

tensdo de escoamento), porém estdo submetidas a uma mesma deformagao.

p; = espessura da subcamada i

Figura 2.3- Representacac bidimensional das subcamadas.

A tensdo total (o) € obtida somando as diferentes contribuigﬁes (o) de

cada subcamada, ponderadas por suas respectivas espessuras (p;), ou seja:
np
G=26i. pi, np= nimero de subcamadas (2.18)
i=1
np
sendo p; a espessura da subcamadaie >, p;= 1.
i=1
Convém mencionar que as espessuras das subcamadas ndo tém,
necessariamente, um significado fisico, podendo ser utilizadas apenas como
fatores de ponderacdo. Por esta razao, elas foram determinadas no item 2.6.2,

admitindo-se uma plasticidade ndo-associativa.
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Para obter uma resposta plastica adequada, as contribuigdes o; da
equacdo 2.18 devem ser obtidas por um algoritmo de integragdo apropriado
(item 2.6.3). Neste trabalho, devido a superficie de von Mises, adotou-se o

algoritmo de retorno radial.

O modelo de subcamadas exige , para cada uma das subcamadas i, a
analise prévia de trés etapas distintas:

— Determinagao da tenséo de escoamento (item 2.6.1);
— Determinac&o da espessura (item 2.6.2);

— Determinacao das tensdes retornadas a superficie de escoamento,

por um algoritmo de integracao (item 2.6.3).

Embora o modelo de subcamadas permita analisar materiais com
relacbes constitutivas aproximadas por varios trechos lineares, optou-se por
um modelo bilinear para exemplificar a dedug¢ao das tensdes de escoamento e

das espessuras das subcamadas.

2.6.1 DETERMINAGAO DAS TENSOES DE ESCOAMENTOS DAS
SUBCAMADAS

As tensbes de escoamento das subcamadas s&o obtidas diretamente
de um ensaio uniaxial do material. Assume-se que o material elasto-plastico
com endurecimento linear seja substituido por dois materiais plasticos-

perfeitos, conforme indicado na figura 2 .4.

F

Gx=0y¢

Go2 subcamada 2

material elasto-plastico

Ot subcamada 1

€x1 %) Ex

Figura 2.4- Relagdo constitutiva bilinear do material e subcamadas
adotadas.
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O material da subcamada i, apresenta uma tens&o de escoamento

igual a:

Goi= E.£x , (2.19)

onde gy; € a deformagao uniaxial do material.

Para um carregamento ciclico, o© comportamento do material
plastico-perfeito da subcamada i encontra-se representado na figura 2.5.
Entende-se por carregamento ciclico aguele constituido por uma etapa de
carregamento inicial e sucessivas etapas de descarregamento e

carregamento-reverso.

v

Flgura 2.5- Comportamento do material da subcamada i durante o
carregamento e descarregamento.

2.6.2 DETERMINAQ@O DAS ESPESSURAS DAS SUBCAMADAS
PARA O CRITERIO DE VON MISES

Objetivando determinar as espessuras das subcamadas como fatores
ponderadores, admitem-se dois pontos Py e P; (fig.2.6), situados na superficie
de escoamento, respectivamente, da primeira e da segunda subcamada. As
tensdes 61" e oo" associadas aos pontos Py e P, respectivamente, estdo
relacionadas as deformagdes ¢4 e‘ez gue lhes deram'origem, através da matriz

constitutiva elastica. A saber:

61*=D.gy, comfia1*)=0 e (2.20.a)
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6*=D.gy, com f,{c2")=0. | (2.20.b)

Deseja-se determinar a tens@o o.* do ponto C* (fig. 2.6), situado na

superficie de escoamento com endurecimento, de maneira semelhante &
formulagdo do modelo de subcamadas (eq. 2.18). Sendo assim, esta tensdo

deve ser obtida efetuando-se o somatério das tensdes elasticas o1* e o2,
devidamente ponderadas pelas espessuras das respectivas subcamadas, ou

seja:

o' =p1.061" +pz2. 062", : (2.21)
Para que se obtenha a expressdo acima, considera-se que dada uma
taxa de tensdo ¢&4* apds a tensdo o4*, conforme indicade na figura 2.6, a

tensao o.* possa ser escrita na forma:

Gt =G+ G 4* com f(ac* k)=0, (2.22)

onde o.f € o0 estado de tensdo na superficie de escoamento com
endurecimento; o¢*, 0 estado de tensdo na superficie de escoamento da

primeira subcamada e & 1%, a taxa de tensao.

A A
1a ’/b
|

P2 /

eixo desviatorio 4

geratriz da superficie de
escoamento da subcamada 2

geratriz da superficie de
escoamento com endurecimento

: geratriz da superficie de
o2*-01*=D.(e>-e4) escoamento da subcamada 1

__________________________________________

»
L

Gm2 eixo hidrostatico Om

Figura 2.6- Localizagdo dos pontos Py, P2 e C* na superficie de
von Mises, representada no plano meridiano.



41

Convém mencionar que, devido a hipétese adotada na figura 2.6,
existe proporcionalidade entre todos os estados de tensao ali representados,

permitindo, ent&do, concluir que:

G1*=a.(o2"-01")=a.D.(e2-51) . (2.23)

Esta proporcionalidade sé & possivel se, para a definicdo das
deformacées plasticas, for adotada uma plasticidade nac-associativa (eq. 2.5),

na qual o fluxo plastico ocorre na dire¢do das tensbes elasticas.

Desta forma, através de (2.3), (2.5) e (2.16), a taxa de tensdo ¢ ¢*

pode ser dada por:

[ ba’.pi )
61*=D.( & -£°)=D. Lé—%aT'; S h
. . 1
( ba'D )
=D. LI—ﬁmJ.(EQ%O, (2.24)

sendo I a matriz identidade, H'y= Ei1.E/ (E- Et) & £ = e2-€1.

Para que a proporcionalidade imposta em (2.23) seja satisfeita, a
equacao 2.24 deve ser reescrita na forma:

. { a’pb )
G 1 —L‘i—mJ.D.(Ez-m). (2.25)

Sabe-se que, o vetor normal a superficie de von Mises pode ser dado

por:

3 Ls= 3. Ed = S.u
2.0¢f Tef Gef

a= (& -€mi) (2.26)

onde &, emj @ &g representam, respectivamente, a deformagéo total e suas
componentes hidrostatica e desviatéria. Ainda em (2.26), s é a componente
desviatoria da tenséo; L, a matriz definida em (2.57) e o4, a tenséo efetiva que

pode ser dada como:
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oer = (312)2 . (s".L8)"2=6"2  (e4" L eg)?, (2.27)

com s=2.u.L" g4,

De acordo com a equagéo 2.26, o vetor normal a esta na direc@o das
componentes desviatorias da tensdo e da deformagdo, o que pode ser
observado na figura 2.6. Ja o vetor b, por hipdtese, encontra-se na dire¢io das
tensdes elasticas, conseqientemente, na dire¢do da deformagac total e.

Sendo assim, tem-se:

b=3H ¢ (2.28)

Oef

Pode-se demonstrar, ap6s algumas operagbes algébricas , que

a'.D.b=a".D.a=3.p, onde u é o médulo de cisalhamento dado por:

p=o (2.29)
2(1+v)
sendo v o coeficiente de Poisson.
Entao, a equag¢do 2.25 pode ser reescrita como:
.« Hy
01 = 3-M+H‘1 . D.(82-81). (2.30)

Considerando (2.20.a) e (2.30) em (2.22), determina-se, finaimente, o

valor da tensédo no ponto C*, nas formas:

. H, :

6."=D.egq+ [3.|,L+H'1J . D.{e>-€1); (2.31.a)
*-[1 Ll JD +( Ak ]D - 2.31b

Gt = _3.u+H'1 . D.gq 3 niH.) €2 ; (2.31.b)

G =P1.061"+p2.0G2". (2.31.¢)
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Observa-se que a equacgdo 2.31.c é igual a equacgéo 2.21, entdo, pq e
p2 representam, respectivamente, as espessuras das subcamadas 1 e 2

procuradas.

Generalizando para um material de relagao constitutiva composta por
“np” trechos lineares, sendo np > 2, a espessura de uma subcamada genérica

1, com 1 <1 < np, é dada por:

. H
— se i=1, Pi = P1 =[ _T;HJ : (2.32.a)
—se 1<i<np p-={ Hiq A ) (2.32.b)
’ ! 3'H+H'i—1 3.].1+H'i , . )
( Hypq )
— se i=np, Pi = Prp = LM;‘—:’“HJ . (2.32.c)

2.6.3DETERMINACAO DAS TENSOES RETORNADAS A
SUPERFICIE DE VON MISES .

No métode de elementos finitos, as técnicas de resolugao de sistemas
n&o-lineares baseiam-se em processos incrementais-iterativos. Neste contexto,
ao invés de taxas, todas as grandezas devem ser expressas em incrementos
discretos. Sendo assim, a equa¢do constitutiva dada por (2.3) deve ser

reescrita na seguinte forma incremental discreta:

Ao = D.( Ae - AeP), (2.33)
onde
epc
Ag? = I £f (2.34)
EPA

onde A e C {fig 2.7) representam pontos na superficie de escoamento obtidos,

respectivamente, antes e depois de ser dado o incremento de tenséo Ac.
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Por sua vez, a equagéo 2.17 deve ser substituida por:

As
Ac = ,"o Dr. €. (2.35)

A integracdo destas equagdes & o principal problema para a analise
nao-linear computacional. Varias técnicas foram desenvolvidas, gerando

diferentes algoritmos de integracao.

A subdivisdo do incremento de deformagao total (Ag), permite que a
equacdo 2.35 seja substituida por um somatério {eq.2.36), obtendo o

algoritmo conhecido como técnica subincremental. A saber:
As=3 1”5’1DT. gE (2.36)

U a? X - . ns-1
onde “nst” € 0 numero total de subincrementos adotados e D+ representa a

matriz constitutiva tangente, utilizada no inicio de cada subincremento “ns”.

A integragdo da equagdo 2.34 pode ser realizada de uma forma

implicita por:

AeP = (1-0). AePa + 6. A’ . : (2.37)

Dependendo do valor adotado para 9, em (2.37), varios algoritmos
podem ser obtidos como, por exemplo; o algoritmo explicito (forward -Euler ),
quando 0=0; o algoritmo totalmente implicito (backward-Euler )}, quando 6=1; e

o algoritmo trapezoidal, quando 6=1/2.

Alguns autores, como Crisfield [C2] e Zienkiewicz [Z1], concordam que
algoritmos desenvolvidos a partir da equacédo 2.34 sao computacionalmente

mais eficientes do que os obtidos através da equagéo 2.35.

Neste trabalho, a escolha da superficie de von Mises, permitiu a
adocao do algoritmo de integragao, conhecido como método de retorno radial.
Este método €& obtido quando o algoritmo backward-Euler é aplicado a

superficie de von Mises, cuja funcdo de escoamento é:

f= e - oK) = V3 . VU2 - Go(k) , (2.38)
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onde 6.k € a tensdo de escoamento, dependente do pardmetro de endureci-
mento “k’, determinada por um ensaio uniaxial do material; c.x representa a
tensdo efetiva, definida em eq. 255 e eq. 2.69, respectivamente, para os
estados planos de deformacdo e de ténséo; e J; € 0 segundo invariante do

estado desviatdrio, dado por:
J2 = [ (000y)* + (04-02) + (0,0 +6.754 1/ 6, | (2.39)

onde a, 6y, 6; € Ty 530 as componentes do estado de tensdo bidimensional c.

Adotando-se ndo s6 o algoritmo backward-Euler (eq. 2.37 com 08=1),
como também uma plasticidade associativa (eq. 2.4}, a equacgao 2.37 pode ser

reescrita na forma:

AeP = AsPc = AN . ac . (2.40)

Nesta equacio, ac € o vetor normal a superficie de escoamento no
ponto C, situado na superficie de escoamento, conforme indicado na
figura 2.7.

AX Dia.=AA.D.ag

fc=0

Figura 2.7- Retorno radial (representacéo da superficie de von Mises):
a)noplanox; b)no espago das tensdes principais.

Apo6s a substituicdo de (2.40) em (2.33), o incremento de tensdo Ac

pode ser dado por:
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Ac =D.Ac - AA.D.ac (2.41)

Conforme pode ser visualizado na figura 2.7, apos a determinagéo de

seu incremento, a tensdo deve ser atualizada como:

oc=oatAc. (2.42)

de tal forma que oc e oa s@o tensdes que satisfazem ao critério de
escoamento, respectivamente, antes e depois de ser dado o incremento de

tensdo Ac.

Apés a consideracao de (2.41), a equacédo 2.42 pode ser reescrita

como:

Oc =0p+ D.Ag - A}\,.D.ac =0Og- Al.D.ac . (243)

onde og € a tensdo no ponto B, situado fora da superficie de escoamento, a

qual foi denominada como tensdo-teste e é dada por:

cs=ca+DAc. (2.44)

Para ser compativel com a nomenclatura adotada no algoritmo de
analise dinamica nao-linear (quadro 1.1), a tensdo-teste dada por eq. 2.44, no

passo incremental “m+1” e no iterativo “n", deve ser reescrita como:

66" me1 = Gl + DA a1 = 6 et + DLN. AU e (2.45)

Cabe salientar que, para o critério de von Mises, o vetor normal &
superficie passando por C (ac) coincide com o vetor na diregdo radial
passando por B (ag), ou seja ac=ag (ver fig. 2.7). Como as € conhecido, a
solucdo da equagdo 2.43 é exata. Desta forma, ela pode ser diretamente
utilizada com o intuito de obter o estado de tens&o retornado a superficie de

escoamento (o¢), ou seja:

oc = o - AL.D.ag , (2.46)

Observam-se na figura (2.7.b) que as componentes volumétricas

(eq. 2.52 e eq. 2.66) de oc e o sd0 iguais. Além disto, as componentes
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desviatérias destes estados de tensdo (eq 2.53 e eq 2.67) séo proporcionais
(sc=a.sg). Entdo, o retorno & superficie de escoamento de von Mises é
realizado no espago desviatorio, o que sugere o nome de retorno radial para o

algoritmo de integragéo.

No contexto do modelo de subcamadas, deseja-se determinar a tensao
real (oc), de tal forma que a mesma atenda ao critério de escoamento da
subcamada i considerada. Para isto, a tensio-teste (og;) deve retornar a
superficie de escoamento da subcamada i de acordo com a formulagao do

retorno radial indicado em (2.46).

Na equacdo acima mencionada, o vetor normal a superficie no ponto B
(ag) € utilizado como preditor inicial @ apenas o valor de A\ é desconhecido.
Com o objetivo de determinar Ai, lembrado que o material da subcamada i1
plastico-perfeito, realiza-se uma expansao de primeifa ordem de Taylor, em

torno do ponto B, que pode ser escrita como:

.
foi = fu + (%)B. Ac =fg; - AL.ag' D.ag = 0. (2.47)

A nova funga@o de escoamento (fc;) deve ser igual a zero; entdo, de
(2.47), tem-se:

AA= fg; /(ag'.D.ag). (2.48)

Convém mencionar que na equacdo 247 foi adotada uma lei
associativa para o fluxo plastico. Além disto, o incremento de tensdo (Ac) foi
determinado pela equagdo 2.41, com ac=ag. Adotou-se, nesta equagdo, As=0,
isto porque considerou-se que a deformagao total j4 foi aplicada para mover do

ponto de origem ao ponto B.

Substituindo-se (2.48) em (2.46), obtém-se:

o
Gci = Ogi - —?”B“l*—*w . D.ag, {2.49)
aB.D.aB
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Cabe salientar que o retorno radial, dado por (2.49), ndo pode ser
aplicado diretamente ao estado plano de tens&o, pois a resposta obtida (cc;)
nem sempre satisfaz as restrigdes deste estado (ver fig. 2.7.b). Por esta raz&o,
foram desenvolvidos dois algoritmos distintos: um para o estado plano de

deformacgao (item 2.6.3.1) e outro para o estado plano de tenséo (item 2.6.3.2).

2.6.3.1 ALGORITMO DE RETORNO RADIAL PARA O ESTADO
PLANO DE DEFORMAGCAQO '

Dado um estado de tenséo o, pode-se representa-io como:

C=0Om.]+8S, (2.50)

onde on.j € s representam, respectivamente, as componentes volumétricas e

desviatoria de .

Para o estado plano de deformacdo, obtém-se as seguintes

representagdes vetoriais:

er 3
Oy

c=<GZ > (2.51)

; (2.52)

Sy
§= = . (2.53)

sendo a tensao hidrostatica oy definida por:

Om = ( ox toy to7 )3 . (2.54)
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Para o material plastico-perfeito da subcamada i , o critério de von

Mises, dado por (2.38), pode ser reescrito como:

1
fi =Gt - Ooi= E.[(cx-oy)"+(quz)2+(om)%e.—:,,2]”2 -4 <0. (2.55)
O vetor ag é:
[ sy | |f1 00 olf x]
3 Sy 3 |0 10 l y
= = _ 2.56
% 2-°efB S5 2-°efB IO 0 1 [ 25efB LSB’( )
2ty ) lo oo
onde ogp € a tensao-teste efetiva e:
[1 0 0 0]
L= 019 l 2.57
oo 1 0] (2.57)
o 0 0 2]

Determinam-se, apds algumas operagbes numéricas, as seguintes
equacgdes:

D.ag= (3.1/0es).5s € (2.58)

as'D.ag=3.u. (2.59)
sendo p 0 modulo de cisalhamento dado por (2.29).

Nas equagdes 2.58 e 2.59, D é a matriz constitutiva elastica definida,

para o estado plano de deformacao, na forma:

[(1-v) v v 0
E v (1-v) v 0
S ATV (-2v) v (-v) 0 (2.60)
0 0 E (1-2 v)
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Substituindo (2.50), (2.58) e (2.59) em (2.49), obtém-se, finalmente, o
valor da tens&o retornada a superficie de von Mises pelo algoritmo de retorno

radial, desenvolvido para o estado plano de deformacéo. A saber:

£

oc;=om5.j+(1— Bi ).sa. (2.61)
OefB

Pode ser facilmente demonstrado que a tens@o o; satisfaz ao critério

de escoamento, ou seja, fe=0. Sendo as componentes desviatdrias da tensao

real e da tensao-teste proporcionais (sc=0.8g), @ equagdo 2.61 pode ser

reescrita como:

Cci=OmB.-j+0.S8=0Omp.j+Sc com (2.62)

w=1-_1B - i (2.63)
O efe Cefg

Se one = ome (fig. 2.7) @ sc= a.Sg, entdo:

OefC = OL.OefB - (2.64)

Substituindo (2.63) em (2.64) tem-se: gerc = 604, 1090, fei = Gerc - 60i= 0,

como queriamos demonstrar.

Para que a equacgdo 2.61 possa ser utilizada, genericamente, no
algoritmo proposto de retorno radial para o estado plano de deformacgao
(quadro 2.1), considerou-se fg=0, caso o0 estado de tensdo ainda esteja em
regime elastico (fz<0).
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1- Zerar o vetor de tensdo para a resposta plastica:
c.=0.

2- Loop nas subcamadas i=1,np , onde “np” é o n° de subcamadas.

3- Determinacao da tensao teste da subcamadai :
G = 6a + D.As.
4- Calculo da fungéo de escoamento para a tensdo-teste:

fa; = Oefts - Ooi, S€ fg; < 0 = considerar fg; = 0,

1
onde Gefts =E.[(cm,)2+(cwz)%(cz-ox)2+srxf]B”2.

5- Decomposicdo de og em suas partes, volumétrica (omsj) €
desviatéria (sg):

(1] (1]
. 1 | (oxt oyt O2)s J 1 L
Omg.j = Oma. } (= o 141,
o o
) Oy — G
Sg = y L = y m
{sz Gz —Om
Txy B L Txy B

6- Determinagao da tensao retornada a subcamada i :
6ci = Oma. j + [ 1-(faif Cem)]-Ss -

7- Somatdrio da tenséo, ponderada pela espessura:
Cc=0ct0Oci. Pi.

8- Fim do loop nas subcamadas.

Quadro 2.1- Algoritmo de retorno radial para o estado plano de
deformacgéo.
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2.6.3.2 ALGORITMO DE RETORNO RADI.I;-\L MODIFICADO
PARA O ESTADO PLANO DE TENSAO

De forma semelhante ao item anterior, deseja-se determinar a tenso
retornada a superficie de escoamento da subcamada i considerada, utilizando

o algoritmo de retorno radial, porém, restrito ao subespacgo plano de tenséo.

Nestas condig¢des (o.=0), um estado de tensdo o e suas componentes

volumétrica e desviatéria sdo redefinidas, respectivamente, como:

o={oy ¢ (2.65)

Sy Gy —Om _
S=4{8, r==430,—Cpmp ¢, (2.67)
y ¥

'ny Txy

sendo a teris&o hidrostatica om dada por;

om = (ox toy )3 (2.68)

Para o estado plano de tensao, o critério de escoamento de von Mises
e o vetor normal a superficie de escoamento da subcamada i, passando por B

(fig. 2.7), sdo dados, respectivamente, por (2.69) e (2.70). A saber:

1 .
£ = Gof - Goj = 5.[(ox+c,)2+3.(cmy)2+12.:,5-1”2 -0, <0; (2.69)
s 1 0 0](s
3 X 3 X 3
= o——{ 8 1 =5——0 1 0iys, =5 L%, (270)
eftB 2-'5xy o -V efiB 00 2 Txy o eftB-
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. com
[1 0 oT|
L=0 1 0 (2.71)
{0 0 2J
Apés algumas operagbes algébricas, tem-se:
3. .
D.az= .Qsp; (2.72)
O et : ,
as".D.ag= 9'2“ (L.ss)".Q.ss; (2.73)
2.GeﬂB
onde
1 IH v 0 1|
Q=gyv o (2.74)
{0 0 (1—0)J

Nas equagdes 2.72 e 2.73, D € a matriz constitutiva elastica definida,

para o estado plano de tensao, como sendo:

E 1 v 0
D= 2.v1 0 |. (2.75)
(1“’)0 o v
2

Substituindo-se (2.50), (2.72) e (2.73) em (2.49), obtém-se:

Gci = Omaj +|1— . 20ems-fi o] s, (2.76)
3.(L.sg)’.Q.8;

nesta equagéo, I € a matriz identidade.

O valor de (L.sg)".Q.s5 pode ser determinado a partir de (2.67), (2.71)
e (2.74). Substituindo-se tal valor em (2.76), tem-se:

Tci = O'mB-j + T.sg ; (277)
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sendo

1-® -@.v 0
=-0.v 1-0 0 e (2.78)
0 0 1-(@-9.v)

_ 2.0 entp foi _
2.(1- v).0 25 - 3.(1-2.v).02

(2.79)

A tensio obtida por (2.77) esta restrita ao subespago plano de tensao
{5,=0), porém, nem sempre satisfaz ao critério de escoamento da subcamada
considerada. Por esta razéo, a tensao retornada a superficie desta subcamada
& obtida iterativamente. O processo iterativo cessa quando uma toleréncia

preestabelecida for satisfeita.

Caso fe;>tolerancia, em um determinado passo iterativo, deve-se

considerar um novo estado de tensdo-teste igual a . A tensao retornada a
superficie de escoamento da préxima iteragdo €, novamente, determinada por
(2.77).

Para que a equagdo 2.77 possa ser utilizada, genericamente, no
algoritmo proposto de retorno radial modificado para o estado plano de tensao
(quadro 2.2), considerou-se fg=0, caso ¢ estado de tenséo ainda esteja em um
regime elastico (fg<0).
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1- Zerar o vetor de tenséo para a resposta plastica:

c.=0.
2- Loop nas subcamadas i=1,np , onde “np” € o n° de subcamadas.
3- Determinagéo da tenséo teste da subcamada i :

Og; = 04 + D.A:.
4- Calculo da fungdo de escoamento para a tensao-teste:
fzi = Geft - Ooi, S€ fsi <0 = considerar fg; = O,

1
onde Gefts = -5 [(0:+6y)*+3.(0x-0y) +12.7" ™" .

5- Decomposicao de ogj em suas partes, volumétrica (oms.j)
e desviatéria (sg):

o [ e
OmB.j = Oma. = —= ,
o ° o

welt] el
["xy B l Txy JB

6- Determinacao do coeficiente ©:

_ 2.0 e fai
®= 2 > -
2(1-v).oegug —3.(1-2 v).omp

7- Determinacac da matriz T:
1-0 -0O.v 0
=|-0.v 1-@ 0
0 0 1-(®-0.v)
8- Determinagéo da tensao retornada a subcamadai ;
G¢i = Ome.j + T.Sg .
9- Calculo da fung&o de escoamento para a tensdo ag; :

se fe; < toleréncia — vapara 10;
se f¢; > tolerancia = og; = o¢; = va para 5.

10- Somatério da tensdo, ponderada pela espessura:
Oc=0ct+ G- P

11- Fim do loop nas subcamadas.

Quadro 2.2- Algoritmo de retorno radial para o estado plano de tenséo.
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2.7 MODELO DE FISSURAGAO REPARTIDA

Alguns materiais como, por exemplo, concreto, solos e plasticos, ndo
se rompem abruptamente quando um determinado nivel de tensé&o é atingido.
No entanto, apresentam deslocamentos crescentes e redugdo gradual de
tens&o. Este fendmeno é conhecido como “perda de rigidez” ou softening e
pode ser verificado em ensaios realizados com controle de deslocamentos.

A relagdo tensdo-deslocamento, obtida nesses ensaios, pode ser
transformada em uma curva tensdo-deformacgéo, dividindo o deslocamento
pelo comprimento da base de medida utilizada para determina-lo. Se esta
curva for aproximada por trechos lineares, o modelo de subcamadas, exposto
no item anterior, sera capaz de representar o material.

De fato, o fenémeno softening, verificado em diversas experiéncias,
indica que a fratura do material se processa em uma regido localizada do
continuo. A magnitude da largura destas regides ou zonas de processamento
de fratura (FPZ) difere de acordo com o material analisado. Segundo Sluys
[S6], para metais esta largura pode ser menor que um milimetro, enquanto em

rochas pode atingir varios metros.

A formagéo destas regides de processamento de fratura, tem sua
correspondente quando o continuo é modelado pelo M.E.F.. O modelo
numerico tenta capturar uma FPZ, localizando-a no elemento,
consequentemente, a resposta obtida varia de acordo com o tamanho dos
elementos adotados na discretizagdo espacial. Desta forma, quando a malha
- de elementos finitos & refinada, a energia de fratura tende a zero, pois a drea

no interior da qual a fissura se desenvolve, também, tende a zero.

Esse tipo de andlise, conforme pode ser constatado no
exempio 2.7.1.1, causa a ndo-objetividade da solugdo numérica, ou seja, a
resposta obtida depende do tamanho, conseqUentemente, do numero de
elementos adotados na discretizagéo espacial.

O problema da formulagdo acima mencionada é que a relagdo
constitutiva € expressa em fungdo da tensdo e da deformagdo. Porém, é
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praticamente impossivel determinar o tamanho da FPZ, consequentemente,
torna-se dificil escolher qual a base de medida que deverd ser utilizada para

dividir o alongamento, objetivando obter uma deformacéo especifica.

Para contornar este inconveniente, considera-se como parametro
caracteristico do material a energia de fissurag¢ao, definida como sendo a area
sobre o grafico tensdo-deslocamento. Desta forma o modulo de softening, o
qual correspondente ao ramo descendente da curva tens@o-deformagéo deve
ser ajustado ao tamanho dos elementos finitos, permitindo que a liberacdo de
energia de fissuragao seja independente da malha, tornando, entao, possivel a
utilizagdo do modelo de banda de fissuragao [B3,01,S6,S7], baserado no
modelo de fissura ficticia de Hillerborg [H1].

Este modelo, figura 2.8.a, consiste em assumir que os deslocamentos
e as deformagbes sdo continuas no interior de uma banda de comprimento
finito { (crack band), na qual se desenvolve uma FPZ, cujo alongamento é
denominado de “w". Esta FPZ corresponde a uma regido micro-fissurada, mas

que ainda assegura a coesdo entre as duas faces da fissura (ficticia).

O alongamento (wu) de uma FPZ indica o aparecimento de uma
macro-fissura. Nestas condigbes ha perda de coesdo entre as faces da fissura,
deixando de existir transferéncia de tensdes. A energia necessaria para que a

FPZ evolua até uma macro-fissura visivel € denominada por energia de fratura
total (Gy).

Para que os deslocamentos na banda de fratura coincidam com os
deslocamentos reais, considera-se sobre ela uma deformagéo equivalente total
(), obtida pela somatéria de duas componentes. A primeira componente é uma
deformagéo elastica (c°), referente ao material integro (sem fissura). Ja a
segunda, & uma deformagéo de fissura (¢”), determinada pelo deslocamento

relativo da fissura no interior desta banda. A saber:
? (2.80)

Estas deformacgbes especificas, definidas no interior da banda, podem
ser relacionadas as tensdes, determinando, assim, uma energia de fratura
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especifica (gr=G:/t). Desta forma, a nova relagdo tensdo-deformacgio

especifica mostra que, apds atingir a tensdo de escoamento (f;), a solugdo é

dependente, ndo so dos pardmetros do material E,G; e f, como também do

tamanho do elemento finito {, conforme indicado na figura 2.8.b.

c A
fi
+— Gf
W t » W
| ! i wu=2.G¢/ f;
a) .
fe] A g A s} A
feopos ft el
+ = E
TG E
s g g Y &
b) #/E - g=wull f/E £a=2.05 ffy

Figura 2.8- Modelo de banda de fissuragdo:
a) largura da banda e energia de fratura total;

b) energia de fratura especifica.
Uma vez ajustada a curva tensao-deformacéo ao tamanho dos
elementos, a liberacdo da energia de fratura nac é dependente da malha.
Entdo, o modelo de subcamadas pode representar, adequadamente, o
fendmeno softening com formacgdo de regiGes localizadas de fratura, conforme

indicado no exemplo 2.7.1.2.

Convém mencionar que, para a analise bidimensional, a largura da
banda () foi considerada igual ao comprimento efetivo do elemento {Le)

(tem 1.5.2). Ou seja, a largura da banda € a menor distdncia entre dois

quaisquer nds, na direcdo da maior componente da tenséo [D1].

Em anélises adaptativas, o modelo de banda de fissuragdo acarreta
um aumento no esforgo computacional. Isto porque, as espessuras e tensdes

de escoamento das subcamadas néo sd@o iguais para todos os elementos.
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Além disto, deverdo ser recalculadas caso haja refinamento ou desrefinamento

da matlha.

2.7.1 EXEMPLO NUMERICO - BARRA TRACIONADA

Com o intuito de investigar a resposta dinamica em problemas com
formacdo de regibes localizadas de fratura, realizou-se a analise
unidimensional de uma barra tracionada, cujo material apresenta “perda de
rigidez”. Na figura 2.9, encontram-se indicados o material, o carregamento e a

geometria adotados para a barra.

geometria:
L=100 mm
A=1mm’

v

F®
—_— carregamento:
Q% =0,75f
ty =0,0seqg

material:
E = 20000 N/mm’
p=210° N/mm*
f, = 2 N/mm?
'= _ 2000 N/mm?
: . Gr=1J/im’ = 10°° N/mm
td t wu = 107 mm

Figura 2.9- Barra unidimensional tracionada.

A utilizagao dos parametros indicados na figura 2.9 determinam uma
velocidade de propagacéo da onda eldstica c.= /E/p =1000 m/seg. A barra se

comporta elasticamente até que a onda atinja o apoio esquerdo. O dobramento
da tensao (2.go.= 3.1 /2), devido a reflexdo da onda, causa o inicio da fratura.

Entdo, o material entra em regime plastico com softening e surgem regides
tocalizadas de fratura com grandes deformagdes.

Foram realizados dois tipos de anadlises. O primeiro é uma analise
convencional, na qual a relagdo carga-deslocamento, obtida em ensaios, foi
transformada em uma curva tensdo-deformacao (item 2.7.1.1). Na segunda
analise utilizaram-se os conceitos de banda de fissuragdo, mantendo a energia
de fratura independente da malha (item 2.7.1.2).
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Para os dois casos acima mencionados foram adotadas trés malhas
distintas, discretizadas por 20, 40 e 80 elementos de barra lineares. Os
resultados obtidos no tempo t=3.L/2.c. = 0,15.10° seg, o qual corresponde ao
momento em que a onda refletida no apoio esquerdo retorna a metade da
barra, foram comparados aos resultados tedricos expostos por Sluys em [S6].

Convém mencionar que as espessuraé das subcamadas adotadas
foram determinadas conforme a formulagdo unidimensional apresentada por
Owen et al. [O1]. Isto corresponde a considerar 3.u=E nas equagdes 2.32.a,
2.32b e 2.32.¢c, adotadas neste trabalho. £ ébvio que, para uma analise
unidimensional, ndo ha sentido em realizar retorno radial. Neste caso, a

contribuicéo da tensdo na subcamada i é definida por:

6= [1 s ] g, (2.81)
com Uefa=| OB; | .

2.7.1.1 ANALISE CONVENCIONAL

De acordo com os dados do material, indicados na figura 2.9, pode-se
determinar, para as trés malhas adotadas, uma unica relagdo tensao-defor-
magao. Encontram-se representadas na figura 2.10 ndo so esta relagao
constitutiva, como também as tensfes de escoamento e as espessuras das
subcamadas utilizadas.

46 (N'mm?)

subcamadas | g, (N'mm?) | Pi

1 2 EREY
2 20 0,111

E =20000 N/mm?
Ee = -2222,22 N/mm?*

€ H' = -2000 N/mm’
—> gr= 10" N/mm?
10° £,=10 wu=10"mm

Figura 2.10- Analise Convencional - Diagrama tens&o-deformacdo e
subcamadas adotadas.

Para o tempo t=0,15.10° seg, as respostas numéricas dos desloca-

mentos e das tensdes, ao longo da barra, podem ser visualizadas em fig. 2.11.
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Nesta andlise foi utilizado um intervalo de tempo igual a At=10° seg para todas

as malhas.

Observa-se na figura 211 que, para a resposta analitica, os
deslocémentos no intervalo 0 < x < L/2 s3o constantes. Este comportamento s6
pdde ser melhor representado numericamente quando houve o aumento dos
elementos das malhas. Os resultados das tensdes indicam que a fratura n&o
ocorreu para a malha discretizada por 20 elementos, ou seja, as deformacgoes
nao atingirém o valor da deformacédo ultima, consequentemente, as tensdes

nao se anularam.

Como o exemplo considerado apresenta resposta exata, esperava-se
obter numericamente uma uUnica solugdo, independente da discretizagdo
espacial adotada. Porém, para esta andlise convencional, tanto os
deslocamentos quanto as tensbes so tiveram valores semelhantes aos
analiticos, a medida que o numero de elementos aUmentou, constatando,
assim, a nao-objetividade da solugdo.

deslocamento {(mm)

analitica

{ X (mm}
100

40 elementos
08 I
0,6 |5 analitica
0,4 i
02 80 elgmentos

0 d N — + { X (mm)
0 20 40 60 80 100

Figura 2.11- Andlise convencional - Respostas numéricas para o
tempo t=0,15.10° seg e intervalo constante At= 10° seg.
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2.7.1.2 ANALISE PELO MODELO DE BANDA DE FISSURAGAO

Uma vez determinada experimentalmente a energia de fratura total
(Gy), define-se a energia de fratura especifica (g=G¢/ L¢), tornando possivel a
determinagdo de novas curvas tensdo-deformacgao especifica, ajustadas ao
tamanho da malha. Encontram-se representadas na figura 2.12 as relagbes
constitutivas e as caracteristicas das subcamadas adotadas, para todas as

discretizacbes espaciais analisadas.

subcamadas | o,; (NFmm?) | pi
1 2,0 2,0
2 4,0 1,0

E =20000 N/mm?
E; = -20000 N/mm?
£ g = 2.10°* Nrmm?
€= 2.10" mm
Le = 5 mm

v

10° g,=2.10"

a) malha com 20 elementos

A -
o (N/mm?) subcamadas | o, (N'mm?) | pi

2 1 2,0 1,333

2 8,0 -0,333

E =20000 N/mm?

E; = -6666,66 N/mm?
e gr= 4.10° N/mm?
£,= 410" mm
Le= 2,5mm

10° Ea=4.10"

b) malha com 40 elementos

‘s (N/mm?) subcamadas | o, (NNmm? | pi

1 2,0 1,143

2 16,0 -0,143

E =20000 N/mm”

E; = -2857,14 N/mm?
gr= 8.10° N/mm’

: - £, = 8.10" mm

10° £,=8.10" Le = 1,25 mm

c) malha com 80 elementos

Figura 2.12- Modelo de banda de fissuragéo -
Diagrama tens&o-deformagao e subcamadas adotadas.
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Considerando, para todas as malhas, um intervalo de integragéo igual
a At =10° seg, as respostas numéricas dos deslocamentos e das tensdes, no

tempo t=0,15.10 seg, podem ser visualizadas na figura 2.13.

Observa-se que na figura 213 os deslocamentos constantes
esperados, para o intervalo 0 < x < L/2, foram melhores representados do que
na analise anterior. Porém, o aumento do numero de elementos causou a
diminuicdo do moédulo destas grandezas, provavelmente porque a fratura do
material ocorreu primeiro para a malha menos refinada. Independente da

discretizacdo adotada, ao contrério da analise convencional, houve a fratura
do material.

deslocamento (mm)
0,0125 +

analitica
0,014 '/’
Y 7 Y S -

20 elementos

0,005 40 elementos

80 elementos

0,0025 ¢+

04 : ; : ' ( x(mm)

2

154 =

x {mm)

0 20 40 60 80 100

Figura 2.13- Modelo de banda de fissuragcdo - Respostas numéricas
para o tempo t=0,15.10°seg e intervalo constante
At=10"seg.
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Utilizando o modelo de banda de fissuragao, resultados mais proximos
entre as malhas podem ser obtidos ndo sé com a adogdo de intervalos de
tempo diferentes, para melhor representar com as condigées de C.F.L. do
prablema; como também com a variagéo da relagdo entre a aplicagéo de carga
e o tempo, visando que a ruptura do material ocorra em instantes semelhantes

nas discretizagdes adotadas.

Por exemplo, adotando-se para as malhas de 20, 40 e 80 elementos;
td=6.10°seg e At=3.10°seg; td=3.10%seg e At=2.10°seg; td=0,0seg e
At=10° seg; respectivamente, resultados mais semelhantes entre as mathas

podem ser obtidos, conforme pode ser visualizado na figura 2.14.

0,0128 + desiocamento (mm)

analitica

0,01 +

0,006

0,0025 4

\_, 20 elementos

0 t } } t 1 x(mm)
0 20 40 60 80 100

2  tensdo (N/mm?)

/_) 80 elementoes

151 , St

40 elementos

!
20 elementos

!
!
i
A\ 5 analitica
0 a4 — ' y X {(mm)
20

L] T

40 &0 80 100

Figura 2.14- Modelo de banda de fissuragdo - Respostas numéricas
para o tempo t=0,15.10° & intervalos de tempo diferentes:

malha de 20 elementos: td=6.10° seg e At=3.10° seg;
malha de 40 elementos: td=3.10° seg e At=2.10° seg;
malha de 80 elementos: td=0,0 seg e At=107 seg.



65

CAPITULO 3

COMPORTAMENTO VISCO-PLASTICO

3.1 INTRODUGAO

Alguns materiais como, por exemplo; metais, especialmente quando
sujeitos a altas temperaturas; solos e concreto apresentam os fendmenos de
fluéncia e relaxagéo. A fluéncia é caracterizada pelo aumento, ao longo do
tempo, das deformagSes sob tensdes constantes. Ja a relaxagdo é a
diminuicdo, ao iongo do tempo, das tensdes sob deformagdes impostas

constantes.

O comportamento destes materiais .pode ser simulado pela aplicagéo
das teorias da elasto-viscosidade efou da visco-plasticidade. Diz-se que um
material & visco-elastico quando ele apresenta fluéncia e relaxagdo em regime
elastico, além disto; caso haja descarregamento, nenhuma deformagao
residual deve ser observada. Para o material visco-plastico, fluéncia e
relaxagcéo sO ocorrem apds um determinado nivel de tensdo (tensdo de
escoamento). Caso haja descarregamento, o material apresentara uma
deformacéo irreversivel (deformagdo visco-pléstica), dependente do tempo
(rate dependent plasticity).

Podem ser encontrados vdarios .algoritmos, simulando os fenémenos
de elasto-viscosidade efou o de visco-plasticidade. Alguns deles, visando a
estabilidade do processo, utilizam uma integracdo no tempo.implicita [K1,72].e
a eficiéncia computacional pode ser meihorada com a avaliagio de uma matriz
de rigidez tangente [K1,S8]. Outros utilizam o conceito do modelo de
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subcamadas para a determinagdo do comportamento visco-plastico
[02,P1,S3].

Se ao longo do tempo for aplicado um carregamento constante
(condi¢ao estacionaria), de tal forma que a tensao imposta seja maior do que a
tensdo de escoamento do material, as deformagcbes aumentam, devido a
fluéncia, até quando o problema visco-plastico atinja a resposta plastica. Como
os algoritmos propostos anteriormente (quadros 2.1 e 2.2) permitem a
determinacio da resposta plastica, a implementacdo de um algoritmo para a

analise de materiais visco-plasticos se torna bastante simples.

O objetivo deste capitulo € desenvolver um algoritmo para a
determinacio da resposta visco-plastica, a partir da resposta plastica obtida

pelo modelo de subcamadas.

As expressdes basicas necessarias para a elaboragéo deste algoritmo
envolvem: relacdo constitutiva (item 3.2) e regra de fluxo visco-plastico
(item 3.3). De forma semelhante ao trabalho de Simo e Hughes [S5], utilizou-se

a lei de fluxo proposta por Duvaut-Lions.

Para garantir a estabilidade e precisdo do algoritmo de integrac@o no
tempo, adotaram-se, respectivamente, um algoritmo totalmente implicito e a
restricio de Cormeau [02,Z2] para a limitagdo do intervalo de tempo
(item 3.4).

3.2 RELAGAO CONSTITUTIVA

De forma semelhante ao capitulo anterior, assume-se que a taxa de

deformacdo total  £) seja obtida pela soma de duas componentes, sendo elas

dependentes do tempo (rate dependent plasticity). Uma componente é a taxa
de deformacéo eléstica ( £°) e a outra, a taxa de deformagdo visco-plastica

(£"™), entao:

§=8°+ ", (3.1)

com g=cgg/ct.
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A taxa de tensdo esta relacionada & taxa de deformacio elastica na
forma:

6=D.£°=D(£-¢"), (3.2)

onde D é a matriz constitutiva elastica do material.

3.3 FLUXO VISCO-PLASTICO - FORMULAGAO DE DUVAUT-LIONS

Sabe-se que a superficie de escoamento delimita o espaco das

tensOes elasticas (Eg), cujo contorno é definido por:

Es={seS|flokq=0}, (3.3)

onde s e f(o,k,q) representam, respectivamente, o estado desviatério da tenséo

c e o critério de escoamento.

Tendo definido tal contorno, pode-se formular:

int(E; )={s €S | flok,g) <0} e (3.4)

ext(Es )={s e S | flc.k,q) >0}. (3.5)

Adotando a teoria de fluxo J; € um comportamento isotropico, a fungéo
de von Mises € dada na forma:

fio.,k) = I sl| - Ro(k) , (3.6)

sendo Ro(k) o raio da superficie de escoamento e

llsll= (s".L.s)". (3.7)

Cabe lembrar que, para o estado plano de deformacgéo, a componente
desviatoria da tensdo s e a matriz L foram predefinidas, respectivamente,

pelas equagbes 2.53 e 2.57.

Para que o fluxo visco-plastico ocorra, a condigéo f(c k)>0 deve ser

satisfeita. Entdo, o comportamento visco-plastico é caracterizado por admitir
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um estado de tensdo o, com s < ext(E; ), maior do que a resposta plastica o,
para a qual s e JE; e, consequentemente, f( ok )=0. Sendo assim, para

f(o,k)>0, define-se uma “tens&o-extra” cexrs Na forma:
Gextra =6 - 6 =cv. £, com (3.8)

ev=1/v, (3.9)

onde y representa o parédmetro de fluidez controlador do fluxo pléstico,
determinado experimentalmente, e cve(0,»), 0 coeficiente de viscosidade. O
parametro “cv” é definido de tal forma que se obtenha a resposta plastica
quando o mesmo tende a um valor nulo, ou seja:

secv—0, entdo, 6> 6 € Gegra 20. (3.10)

Deseja-se relacionar a taxa de deformacgao visco-plastica com o estado
de tens&o real. Optou-se, tal como em [S5], pela formulagdo de Duvaut-Lions,
a qual é desenvolvida a partir da seguinte lei de fluxo visco-pléstico:

évp:i.(f(cr,k)>.n, (3.11)
cv
com
f(o,k) + |f(o,k

(foyy= fob Mo k) (3.12)
entao:

(flo,k) y=flo,k) = |l sl - Ro(k) para f(o,k}) 2 0 ; (3.13.a)

(flok)y=0 para f(c,k) <0 . (3.13.b)

Em (3.11), n é o vetor unitario normal a superficie de von Mises dado
por:

n=s/]|sll. (3.14)
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Define-se a constante de relaxamento 1 por:
T=cvl 2p,

(3.15)
onde p é o mddulo de cisalhamento.

Substituindo-se (3.15), (3.13.a) e (3.13.b) em (3.11); lembrando que,

de acordo com (3.14) tem-se s=n.||s||, determinam-se as seguintes
expressdes para a taxa de deformagao visco-plastica:

-1 9
se f(c.k) 2 0, é‘“’:%.[ﬂ sl| - Ro(k)].n=DT.(s - Ro(k).n); (3.16.a)

seflc,k)=0, €7=0.

(3.16.b)

Convém mencionar que a igualdade 2.p’1.n=D'1.n, utilizada em
(3.16.a), encontra-se demonstrada em [S5].

Define-se um operador de projecio P: §58, o qual obriga s =P(s) a
situar-se no contorno do dominio eléstico ( E, ), ou seja:

s =P(s)=s,

se s e Int(Ey): (3.17.a)

s=P(s)= Ry(k). T :H = Rolk).n, ses e ext(Es)ous e dE, (3.17.b)

Como a segéo da superficie de von Mises & circular, o ponto s é o

ponto de projec@o mais proxima de s em JE, , conforme pode ser visualizado
na figura 3.1 .

%o ext(E,)
ls-sll
= s=P(s) s

P

Figura 3.1- Interpretagdo geométrica do ponto de projecdo mais
proxima.
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Finalmente, considerando (3.17.a) e (3.17.b) em (3.16.a) e (3.16.b), a

lei de fluxo visco-plastico de Duvaut-Lions é reformulada como:

(3.18)

De acordo com (3.18), para s € ext(Es;), a magnitude da taxa de
deformacéo visco-plastica é proporcional a distancia entre o estado desviatério

s e sua projecdo em JE; s (fig. 3.1).

Devido & utilizagdo do retorno radial, a distancia (s - s) pode ser

considerada igual a (o - ©), € a equacdo 3.18 toma a forma;

-1 (0-0)
S

£”=D (3.19)
3.4 ALGORITMO DE INTEGRAGAO NO TEMPO

Uma nova relagéo constitutiva pode ser determinada pela substituicéo
de (3.19) em (3.2). A saber: ‘

(0 -0)
—

o=D. ¢ - (3.20)

Dentro do contexto computacional, a equacgao acima deve ser reescrita

de uma forma incremental-iterativa. Assim, para o passo incremental ‘m+1" e o

[1yeg i

passo iterative “n”, tem-se:

n —nN
. N Gm+1 . n m+1
C m#t =D. &€ miq1 t
T T

(3.21)

Uma aproximagéo de o "n+¢ pode ser obtida através de uma expansao

de Taylor, com os termos de ordens supericres truncados, ou seja:

6 me1 = G m+ Atm. G m + Atm.0.(6 a1 - 6 m) (3.22)

com Atm=tm+1-tm.
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Adotando um algoritmo totalmente implicito, 8 =1, o valor da taxa de

tensao pode ser determinada por (3.22), entdo:

6 "me1= (6 "me1-Om M At . (3.23)

Por analogia, a taxa de deformagdo também pode ser definida na

forma:

£ "me1 = (€ "me1 - €m I Atm = LN.(U a1 - U M At | (3.24)

mas de acordo com a equacdo 1.36, Au"ns1= U'ms1 - Um. Sendo assim. a

expressao acima pode ser reescrita como:

€ 'me1 = 2N, AU 1 / At . (3.25)

Substituindo-se (3.23) e (3.25) em (3.21), tem-se:

Btm oo (3.26)

Gnm+1 = t . (O'm +D.2N. Aunm+1) +

T+ Aty T+ Aty

Observa-se em (3.26) que a resposta visco-plastica desejada (¢ 'm+1) &
composta de duas parcelas previamente conhecidas. A primeira depende do
valor da tensdo (on), determinada no passo incremental anterior; e do
incremento de deslocamento acumulado até o passo iterativo analisado
(Au"m+1). Ja a segunda, depende da resposta plastica ( 6 "m+1). Esta resposta
plastica pode ser determinada pelos algoritmos propostos anteriormente
(quadros 2.1 e 2.2), permitindo que o material visco-plastico tenha um
endurecimento cinematico e que as analises possam ser realizadas tanto para

o estado plano de deformagao quanto para o de tenséo.

O algoritmo proposto em [S3], definido pela equagéo 3.26, pode ser
aplicado tanto em analises plasticas quanto em anélises visco-plasticas,
dependendo do valor inicial adotado para o coeficiente de viscosidade,
consequentemente, para a constante de relaxamento (gquadro 3.1). Para o
material plastico, a constahte de relaxamento (1) € nula, conseqlentemente, a

resposta obtida por (3.26) é a resposta plastica.



72

Apesar do algoritmo de integragdo no tempo ser incondicionalmente
estavel, ndo ha garantia quanto a precisdo da solugdo numérica. Este
inconveniente pode ser contornado pela limitagdo do intervalo de tempo

utilizado.

Entre outros, Owen e Hinton em [02] e Zienkiewicz e Cormeau em [Z2]
utilizam a restricdo determinada por Cormeau que, particularizada para o

critério de von Mises, toma a forma:

At < 4.(1+v).cv.ogk)

3.E ' (5.27)

onde ook € a tenséo de escoamento; E, 0 médulo de elasticidade longitudinal

e “cv’, o coeficiente de viscosidade.

1- Determinagao das constantes C; e C;:

At
T e C2= m

C1=
T+ At T+ Aty

2- Determinagéo da resposta plastica ( ¢ "m+1)

quadro 2.1 = para o estado plano de deformacao ;
quadro 2.2 = para o estado plano de tensio .

3- Determinagéo da resposta visco-plastica (¢ "ma1) :

6 "m+1 = Cy.(om+ D.2LN. AU mi1) + Ca 0 "met

onde AU"m+1= U meq - Uy .

Quadro 3.1- Algoritmo para a analise visco-pldstica.
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CAPITULO 4

ESTIMATIVA DE ERRO

4.1 INTRODUGAO

Este capitulo dedica-se a apresentacdo de estimativas de erro, tanto
para a discretizacdo espacial quanto para o intervalo de integragio, visando
fornecer ferramentas para controlar a qualidade da solugdo numérica, através

de estratégias adaptativas.

As técnicas de estimativas de erro a posteriori, obtidas pelo pds-pro-
cessamento da solugcdo numérica, permitem uma descricdo quantitativa de
distribuicdo de erro sobre o dominioc e propiciam uma implementagio
computacional simples e eficiente.

Atualmente, podem ser encontadas inUmeras publicagbes sobre a
qualidade e eficiéncia de estimadores de erros para problemas elipticos
lineares. Entre outros, os trabalhos de Babuska [B1], Zienkiewicz
[£3,24,25,76] e Johnson [J3] contribuiram, significativamente, para a
formulacdo da teoria de erros e para o0 estudo de convergéncia do método de
elementos finitos. Ao contrario, poucos trabalhos foram publicados abordando
a nao-linearidade fisica do material, entre eles, as recentes contribuicGes de
Johnson [J3], Peric [P2] e Zienkiewicz [Z7].

Para atender a discretizacdo espacial, adotou-se, neste trabatho a
estimativa de erro proposta por Zienkiewicz e Zhu [Z3], na qual o erro &
definido em fungdo da diferenca entre o campo de tensdes suavizadas e o
obtido numericamente (item 4.2).
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Independente da discretizagao espacial adotada, torna-se fundamental
para a qualidade da solugdo numérica de problemas transientes a
determinacdo de um intervalo de tempo adequado para a integracdo das
equagdes diferenciais. Entre outros; Jacob e Ebecken em [J1]; Coutinho e
Alves em [C1] dedicam-se a este tema nas dreas de dindmica estrutural e
escoamento em meios porosos, respectivamente.

Neste trabalho, adotou-se a estimativa de erro no tempo proposta por
Wiberg em [W1]. Desenvolvido para o algoritmo de integragdo de Newmark,
tanto para o método da aceleragdo média constante quanto para o da
aceleragio linear, este estimador, segundo Wiberg, pode ser obtido por

técnicas de pos-processamento, como no trabalho de Zeng ef al.”, ou por

expanséo de séries de Taylor, adotada por Zienkiewicz and Xie™

Neste frabalho, devido ao algoritmo de integracde utilizado, a
estimativa de erro foi particularizada para o métocdo da aceleragdo média
constante (item 4.3).

Nao é propésito deste trabalho provar a eficiéncia das estimativas
adotadas, mas sim discutir sua implementa¢do em problemas dinadmicos néo-li-

neares.

4.2 ESTIMATIVA DE ERRO NO ESPAGO BASEADA NAS TENSOES

Adotou-se a estimativa de erro desenvolvida por Zienkiewicz e Zhu

[Z3], conhecida como 22, a qual define o erro como sendo:

es=0-0", (4.1)

onde o € o campo de tensbes da solugdo exata e ch, o0 campo obtido pelo

método de elementos finitos (tensGes aproximadas).

1'Zeng,L.F., Wiberg N.E., Li,X.D. e Xie,Y.M., “A posteriori local error estimation and adaptive
time-stepping for Newmark time integration in dynamic analysis”, Earthquake Engrg. and
Structural Dynam, 21, 555-571,1992.

"Zienkiewicz,O.C.,Xie,Y.M.,"A simple local error estimate and an adaptive time-stepping
procedure for dynamic analysis”, Earthquake Engrg.and Structural Dynam. 22, 871-887,1891
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Um campo de tensdes suavizadas { ¢*), com uma ordem de preciséo

maior do que o determinado pelo M.E.F., pode ser obtido pelo pds-processa-
mento da solugdo numérica. Entdo, define-se um erro aproximado (ehc),

simplesmente, pela substituicdo deste campo em (4.1), obtendo:

e’ =6 -0", (4.2)

onde ¢* é determinado a partir de seus valores nodais ( ¢*), utilizando uma
aproximagao com as mesmas fungbes de interpolagdo adotadas para os

deslocamentos, ou seja:

c*=N.c*. (4.3)

Normalmente, o erro definidko em (4.2) é expresso na norma de

energia. Por conveniéncia matematica e facilidade de implementag&o, neste

trabalho adotou-se a norma L? definida por:
I eho I= ( .’- (ehc)T-ehc-dQ )1!2 ou (4.4.a)

le"sl=( 2 (6% 6" (o oM.aq)"2 (4.4.b)

Vérias estratégias podem ser utilizadas para a determinagdo do campo
de tensdes suavizadas. Uma das primeiras alternativas propostas por
Zienkiewicz [Z3] é obter os valores nodais deste campo ( ¢*) ponderando-se a
diferenga entre os campos de tensées o™ e ch, em relacdo as fungdes de

interpolacgéao.

QOutras técnicas baseiam-se no fato da existéncia de pontos de
superconvergéncia no dominio do elemento. A localizagdo destes pontos
depende das fungbes de interpolagdo adotadas na formulagdo do elemento.
Zienkiewicz e Zhu em [Z4] sugerem a localizag@o dos pontos de convergéncia
em diversos tipos de elemento, a qual geralmente coincide com a posi¢do dos
pontos de integragdo gaussiana do elemento. Segundo Loula em [L2], pode-se
utilizar a superconvergéncia das tensdes no ponto médio do lado comum a
dois triangulos adjacentes.
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Uma alternativa bastante simples, adotada por Ribeiro em [R1],
consiste em considerar as tensbes ¢* como sendc a média das tensbes

computadas nos pontos nodais dos elementos.

‘Como néo é objetivo deste trabalho analisar a eficiéncia das técnicas
de suavizagao do campo de tensdes, optou-se pela utilizagdo da técnica da
tensdo média nodal, pois ndo exige grande esforco computacional e é de facil
implementacdo. Em [S1], podem ser encontrados alguns resultados numéricos
obtidos pelo emprego desta estimativa de erro, com a técnica de
superconvergéncia (superconvergent patch recovery).

A estimativa de erro expressa na equac¢ao 4.4.b pode ser tomada como
medida local, se calculada a nivel de elemento, além disto, uma medida global
- pode ser obtida efetuando-se o somatdrio das estimativas dos “‘k” elementos

da malha, ou seja:

k
le"s|= (2] e'sl:%)", (4.5)
1= .

onde ¢ indice i refere-se a cada um dos k elementos da malha.
Um erro médio dos elementos pode ser definido por:
"

em= | e | (4.6)

vk

Como a ordem de grandeza da norma do erro depende das unidades
empregadas no problema, procurou-se utilizar o conceito de erro relativo (ng).

A saber:

ne=le"s1.100% =em. vk. 100% . (4.7)
| o*| | o* 1 :

4.3 ESTIMATIVA DE ERRO NO TEMPO BASEADA NAS ACELERAGCOES

Wiberg em [W1] propde um estimador de erro baseado em técnicas de
pés-processamento e, também, em expansédo de séries de Taylor. Adotando o

algoritmo de integracdoc de Newmark, o referido autor desenvolve seus
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estimadores com um erro na ordem de Ata, permitindo sua utilizagdo tanto para

o método da aceleracdo média constante quanto para o da aceleragao linear.

Para o algoritmo de integracdo de Newmark, uma estimativa de erro
baseada em técnicas de pds-processamento pode ser obtida, assumindo que a

aceleracdo a" (fig. 4.1), no interior do intervalo de tempo At, é aproximada por:

a"=(1-2B).a; + 2B.apat (4.8)

onde a; e awa representam, respectivamente, os vetores das aceleragdes
nodais obtidas numericamente, antes e depois do intervalo de tempo At.
Considerando que a variagdo das aceleragbes seja constante no

intervalo de tempo (método da regra trapezoidal, B=1/4 em eq.4.8), deseja-se

obter uma aproximacdo de ordem superior. Para isto, admite-se uma variagao

linear para as aceleragbes (a* ), fig. 4.1), na forma:

a* = a+ i.(amt -ay, tel0AY (4.9)
a F 3
at*-&t‘————“‘-—““—’—;;;-_:-TI aN

— — = aceleragao linear

1 "'”
at F---——" '\ .
' ay(y

aceleragdo média
constante

» tempo

At

Figura 4.1- Representagéo gréfica da aceleragdo média constante (a')
e da aceleracao linear (a*(;) ) no intervalo de tempo At.
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Define-se, entdo, um erro pds-processado como sendo:

gy=a’-a‘y. (4.10)

Substituindo (4.8) e (4.9) em (4.10), obtém-se:

. T

en=12B-—| (atat-a 4.11
(1) (BAJ(tm t) (4.11)

Integrando-se a equagdo acima duas vezes em 1, com 1 e [0;At],

determina-se um indicador de erro local que pode ser expresso na norma

euclidiana como:

le|= At . (4.12)

(B~%J.(a et ~a¢)

Para o método da aceleragdo média constante, no qual p=1/4, a

equacao acima toma a forma:

ool ™= 2% Ja -2 @13)

O estimador dado por (4.12) nZo pode ser utilizado para o método da
aceleracgdo linear (B=1/6) pois, neste caso, tanto a" quanto a*(y) séo fungbes

lineares. Sendo assim, o erro deve ser na ordem de At e ndo A,

Com o objetivo de obter um erro na ordem de At3, considerou-se, para

aproximar os deslocamentos u, a seguinte expansio em série de Taylor:

Ureat = Ut + VAt + a o (AP12) + aN.(at/6),  (4.14)

onde u, v, a e a representam, respectivamente, os deslocamentos, as

velocidades, as aceleragdes e as derivadas das aceleragdes.

Em (4.14) a" é a aproximacdo das derivadas das aceleragdes,
definidas no interior do intervalo de tempo, como sendo:

a"=6g.a" ‘ (4.15)
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com

av= Aa/At=(apa-ag)l At. (4.16)

Em (4.15) a" também pode ser definida como sendo a média das
derivadas das aceleracbes, a qual é constante no interior do intervalo de

tempo, ou seja:

aV = (apa + ay/2. (4.17)

Convém mencionar que, para o método da acelerago linear, as
derivadas das aceleragfes sdo constantes no intervalo de tempo, isto significa

que a"=a" pois p=1/6 em (4.15).

Uma aproximagéo de ordem superior do que a determinada em (4.15)
pode ser obtida, considerando uma variagdo linear para as derivadas das

aceleracdes, na forma:

a'y = apt g—t-(ém -ay, te[0Al) (4.18)
Define-se, entdo, o erro das derivadas das aceleragies como sendo:

gp=a'-a%y. (4.19)

Substituindo (4.15) e (4.18) em (4.19), com apn=2.a"- ay, e,
posteriormente, integrando a equagdo trés vezes em t, com 1 € [O;Af],

determina-se um indicador de erro local que pode ser expresso na norma
euclidiana como:

lecs|= %.”(12.5— fa" - (4.20)

Para o método da aceleracdo média constante, no qual B=1/4, a

equacio acima, apés a consideracdo de a;=a" , toma a forma:

el = A5 "] @.21)
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Embora estabelecido para a regra trapezoidal, o erro calculado acima
& da ordem de At>. Cabe salientar que substituindo (4.16) em (4.21), obtém-se

a mesma estimativa de erro determinada por (4.13).

De acordo com os procedimentos normais de discretizagdo do M.E.F_,
as aceleracGes podem ser aproximadas em qualquer ponto de um elemento

tipico i, entdo, para um determinado instante “t" da anadlise, define-se a

aceleracdo no baricentro do elemento triangular (5;) como sendo:

al=Nup). al, (4.22)

onde N3) representa a matriz das fungbes de forma definidas no baricentro
do elemento triangular linear e a't € o vetor das aceleragbes nodais deste
elemento no instante “t” da analise.

Por analogia, para o instante “t+At”, tem-se:

aL, = Nas) . @l (4.23)

A estimativa dada por (4.13) ou por (4.21) pode ser tomada como

medida local se calculada a nivel de elemento como:

AP
i‘ﬁ-"atm‘at

e (4.24)

Uma medida global € obtida efetuando-se o somatéric das estimativas
dos “k” elementos da malha, ou seja;

/
lecof= @H%) 2]1 2- (4.25)

onde o indice i refere-se a cada um dos "k” elementos da malha.

Convém mencionar que, neste trabalho, adotou-se em (4.25) a norma
euclidiana.
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CAPITULO 5

ESTRATEGIA ADAPTATIVA

5.1 INTRODUGCAO

O objetivo das técnicas adaptativas & estabelecer critérios para
modificar tanto a malha quanto o intervalo de tempo, com a menor interferéncia
possivel do usuario, visando ¢ aprimoramento da qualidade da solugéo

numerica.

Mantendo inalteradas as fungbes de interpolagdo, o objetivo da
estratégia adaptativa no espaco € enriquecer ocu empobrecer a malha, através
de refinamento ou desrefinamento, respectivamente, de tal forma que a malha

final satisfaca a um nivel de erro preestabelecido.

A estratégia adaptativa no tempo estabelece intervalos de tempo que
garantem a precisdo do algoritmo de integracdo, consequentemente, a
qualidade da solugdo numérica. Convém mencionar que, para materiais ndo-
-lineares, a redugao do intervalo de integracao permite que a convergéncia do

ciclo iterativo seja atingida mais rapidamente.

Neste trabalho, foram implementadas estratégias adaptativas no
espaco e no tempo. Embora estas estratégias sejam independentes entre si,
nao foi apresentado nenhum teste numérico explorando, unicamente, a

estratégia adaptativa no tempo.

A proporcionalidade existente entre o tamanho e o erro do elemento e
a relacéo deste tamanho com o niimero de subdivisGes permitem a elaboragéo

de uma estratégia adaptativa no espago que identifica os elementos ou grupos
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de elementos que devem ser, respectivamente, refinados ou desrefinados
(item 5.2).

Para os elementos ftriangulares, adotados neste trabalho, foram
indicados no item5.2.1 os critérios e padrbes utilizados, tanto para o

refinamento quanto para 0 desrefinamento.

Breves comentarios sobre a atualizacdo, apos a alteragcdo da maiha,
das grandezas envolvidas na andlise dindmica nao-linear encontram-se no
item 5.2.2.

O item 5.3 dedica-se as estratégias adaptativas no tempo. A primeira,
comentada no item 5.3.1, baseia-se na estimativa de erro proposta por Wiberg
em [W1]. Esta estratégia permite a atualizacdo do intervalo de integragdo a
qualquer tempo da analise, independente de ter havido ou ndo alteragdo da

discretizacao espacial.

A outra estratégia no tempo proposta neste trabalho sé pode ser
realizada em conjunto com a estratégia adaptativa no espago (item 5.3.2). Isto
porque, ela & desenvolvida em fungdo da relagdo existente entre ©
comprimento efetivo do elemento e a velocidade de propagagédo da onda
elastica, ou seja, das condigdes de CFL do problema (condicdes de
Courant-Friedrichs-Levy).

5.2 ESTRATEGIA ADAPTATIVA NO ESPAGO

Neste trabalho, utilizou-se um critério de refinamento local, semelhante
ao proposto por Ribeiro e Landau em [R2]. Esta estratégia € baseada na
proporcionalidade existente entre o tamanho e o erro do elemento. Além disto,
considera-se que o tamanho “h* decresce na taxa de 2™, onde “ns” é o0 nimero

de subdivisdes. Ou seja:

= le"sl; =2 =g, (5.1)

_hs
h €m

onde h e ém representam, respectivamente, o tamanho € o erro médio dos

elementos de uma malha que satisfaz ao erro relativo preestabelecido 7.
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Para a estimativa de erro baseada na tensdes (item 4.2), o valor de
em pode ser obtido pela equacdo 4.7. Apés a substituicdo deste valor em

(5.1), tem-se:

Qori= le'slivk=2" (5.2)
n. | o*|

onde o indice i se refere a cada um dos ‘K" elementos da malha.

Desta forma, o parametro ¢ ) ; determinado acima é capaz néo sé de

identificar os elementos que devem ser subdivididos, como também prever o
nimero de subdivisdes necessdrias para que o erro relativo preestabelecido

( m) seja atendido.

Apesar desta vantagem ter sido explorada em andlises estaticas, como
em [S1,82,S3], optou-se, neste trabalho, por considerar apenas um
refinamento ou desrefinamento em cada tempo da analise dindmica. Embora
cientes de que este fato pode propagar erros ao longo da andlise, considerou-

-se mais prudente evitar variagbes bruscas na discretizagdo espacial. Isto
porque, o0 numero de grandezas que devem ser corretamente aproximadas na
malha antiga, e posteriormente transferidas para a nova malha, é maior nas
andlises dindmicas do que nas estaticas, exercendo, entdo, maior influéncia na

qualidade da solu¢ao numérica.

Se em um determinado instante da analise, houver a necessidadede
de recuperar o nivel de erro relativo preestabelecido, ocorrera um refinamento
ou um desrefinamento da malha. Neste trabalho, optou-se por rejeitar a
resposta da malha antiga obtida neste intervalo de tempo, exigindo que fosse
realizada outra andlise com a nova discretizagdo espacial. Esta nova analise
podera ocorrer em um instante de tempo igual, anterior, ou posterior ao
utilizado pela discretizagdo antiga, caso a estratégia adaptativa no tempo
tenha, respectivamente, mantido constante, diminuido ou amentado o intervalo
de integragao.

Estabelecendo um nivel de tolerancia ¥ %, a estratégia adaptativa no
espaco utilizada, neste trabalho, pode ser resumida da seguinte forma:
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— se mMe>nt ¥ % , ha refinamento e os elementos a serem
subdivididos, com ns=1, sao identificados quando:

CPe)i22 com Q= le'slivk ; (5.3.2)
' n. lo*l -

—se ng< n-% %, serdo desrefinados os grupos de elementos que
apresentarem:

P1c<05  com  Que= le'glavk | (5.3.b)
n. lo*l

onde o erro do grupo lehch foi considerado como sendo © menor erro

apresentado pelos elementos que o compde.

Alguns testes numéricos, como no item 6.2, apresentaram instabilidade
numérica no calculo do erro relativo (eq. 4.7). Este fato ocorre quando o valor
da norma do campo de tensdo suavizado (lc*l) é muito pequeno,

impossibilitando a utilizagdo da estratégia acima proposta.

Segundo Wiberg [W1], quando a posigao do sistema é quase neutra,
as tensbes s&o proximas de zero em quase todo o dominio. Neste caso,
precis&o da solug&o numerica depende mais do intervalo de integragéo do que
da discretizagéo espacial. Sendo assim, além de desnecessaria, a mudanga na
discretizagdo espacial deve ser evitada. Neste trabalho, esta situagdo foi
identificada comparando a norma do campo de tens&o suavizado (lo*|),
determinada no passo de tempo analisado, com a maior norma obtida para o

mesmo { | 6* | max) durante toda a anélise dinamica, na forma:

o I

.

Caso a relagdo acima n3o atenda ao nivel de tolerancia desejado, a

Yo = > toleréncia. (5.4)

atualizagéo espacial ndo é realizada.
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5.2.1 GERAGAO DA MALHA

Os elementos triangulares foram subdivididos em quatro novos
elementos, segundo um dos dois padrdes da figura 5.1, de acordo com a
melhor distribuigdo de seus angulos internos, procurando, assim, evitar a

distor¢do dos mesmos e 0 mau condicionamento do sistema de equacdes.

Os novos pontos nodais situam-se nos pontos médios dos lados do
trigngulo. Caso haja descontinuidade da solugBo nas interfaces entre os
elementos refinados e ndo-refinados, novas subdivisdes devem ser realizadas

para eliminar os nos irregulares, conforme indicado na figura 5.2.

Quando um elemento & subdividido de acordo com os padrbes das
figuras 5.1 e 5.2, um dos novos elementos mantém a numeragdo original e é
denominado por elemento pai, os outros sdo referidos como elementos filhos.
Desta forma & possivel definir grupos de elementos constituidos por um
elemento pai e no maximo trés elementos filhos, os quais terdo seus niveis de

refinamento acrescidos de uma unidade.

Apds a identificagdo dos grupos de elementos que devem ser
desrefinados, segundo o critério de erro (eq. 5.3.b), verifica-se a possibilidade
deste grupo ser, efetivamente, desrefinado. S6 podem ser desrefinados grupos
formados por um pai e seus respectivos filhos com o mesmo nivel de
refinamento, sendo que os elementos filhos n&o podem ter outros filhos. Além
disto, se algum filho ou pai do grupo tem mais de um vizinho em um dos seus
lados, entdo, o grupo ndo pode ser desrefinado. Isto porque, apés o
desrefinamento n&o pode haver mais de um noé irregular em cada face do novo
elemento, conforme indicado na figura 5.3. A eliminagéo destes nés irregulares
é, novamente, realizada conforme indicado em fig. 5.2.

(a) (b)

Figura 5.1- Subdivisdo dos elementos triangulares.
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Figura 5.2- Eliminag&o dos nds irregulares, sendo “a” o maior lado do
triangulo.

(a) (b)

Figura 5.3- Configuracdo apos o desrefinamento:

a) permitida; b) n&o permitida.
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5.2.2 ATUALIZAGAO DAS GRANDEZAS

Uma vez alterada a discretizacdo espacial, grandezas da malha antiga
devem ser aproximadas e transferidas para a nova malha. Em analises
dinamicas, torna-se fundamental a correta aproximagdo destas grandezas,
pois algumas delas, como a velocidade e a aceleragcdo, influenciam
diretamente no algoritmo de integragio de Newmark. Outras, como a tensao e
o deslocamento, sdo responsaveis pelo histérico da nao-linearidade do

material.

Caso haja refinamento, os deslocamentos e as velocidades dos nés
introduzidos foram determinados pela média das grandezas de seus nés
adjacentes. As tensdes dos novos elementos foram consideradas iguais as
tensbes dos elemento que Ihes deram origem, pois o gradiente da solugdo é

constante para o elemento triangular linear.

No caso de desrefinamento, mantiveram-se os deslocamentos e as
velocidades dos nds remanescentes da malha. A tensdo do novo elemento foi
considerada igual a tensdo do elemento que apresentou maior erro no grupo
- desrefinado.

Para os dois casos acima mencionados, apos a alteragio da
discretizagdo espacial, as aceleraghes foram obtidas pela equagdo de

equilibrio do sistema.

5.3 ESTRATEGIA ADAPTATIVA NO TEMPO

Foram adotadas duas estratégias adaptativas no tempo distintas. A
primeira (item 5.3.1) baseia-se no erro no tempo proposto por Wiberg [W1], o
qual é obtido em fungdo das aceleragées (item 4.3). Esta estratégia permite a
atualizacdo do intervalo de integragao a qualquer tempo da analise dinamica,

independente de ter havido ou n&o alteragao na discretizagao espacial.

Ja a segunda, desenvolvida a partir das condi¢des de CFL do
problema, sé é possivel de ser realizada caso haja atualizag@o da malha. Isto

porque, esta estratégia (item 5.3.2) & determinada em fungéo da relagic entre
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o comprimento efetivo do elemento e a velocidade de propagagdo da onda

elastica.

5.3.1 ESTRATEGIA BASEADA NAS ACELERAGOES

Supondo que sejam conhecidos, em um instante genérico da analise,

tanto o intervalo de tempo At quanto a estimativa de erro baseada nas

aceleragdes, ||e(1)“ eq. 4.25, deseja-se obter um novo intervalo de tempo At*,

de tal forma que satisfaga ao erro preestabelecido de “em” *,

Conforme demonstrado no item 4.3, a taxa de convergéncia deste erro

€ da ordem de Ata, entao, tem-se;

lec| =Cr. A e (5.5.a)

le|* = Ca. At | (5.5.0)

Se for considerado C1=C; , obtém-se, de (5.5.a) e (5.5.b), um preditor

para o novo intervalo de tempo na forma:

[Ilem *]"3 |
At = At (5.6)
e

Na pratica, um algoritmo de integracdo implicito n&o é eficiente se o
intervalo de tempo varia freqUentemente, pois isto exige a fatoragéo da matriz
de rigidez. Além disto, deseja-se evitar variagdes bruscas no intervalo de
tempo, as quais podem prejudicar a qualidade da solug&o numérica. Ent3o,

foram adotadas as seguintes limitagdes:

*

Uem
e

13
—se O,QSs[ ] <11, entdo ¢ y=1,0; (5.7.a)




u 143
__se {”e‘” ] <05 -
e
. 173
—se [”e(ﬂ J > 1,8,
e

As relagbes entre (ﬂem

29

entéo {5.7.b)

¢ (1;=0,5;

entéo (5.7.c)

LI =1 ,8.

*/ ”"(1)”)”3 e (¢ estabelecidas pelas

equagles acima estéo indicadas na figura 5.4 e permitem a determinacéo do

novo intervalo de tempo na forma:

At* = Do At .

(5.8)

Quando ¢ ;,=1,0, a solugdo é aceita e a integragdo das equacdes

prossegue, sem mudanga do intervalo de tempo.

Se ¢;)>1,0, a solucdo & aceita, porém, o intervalo de tempo é

alterado, antes de ser realizado o préximo passo da analise.

Se @, <1,0, a solugdo ndo &€ aceita. Neste caso, o intervalo de tempo

é reduzido para que uma nova andlise possa ser realizada.

(ORES
18

E ]

1,0 oo

05

»

05 095 1.1 1,8

ol 13
(le&)l lle(,)ﬂ)

Figura 5.4- Variacdo do parametro @ (;, em fung&o de (feq|*/ley|)">.
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5.3.2 ESTRATEGIA BASEADA NAS CONDICOES DE CFL

Para o caso de propagag¢do de onda, o intervalo de tempo At foi
definido, no item 1.5.2, em fung&o do comprimento efetivo do elemento, de tal

forma que fosse capaz de representar, adequadamente, o percurso da onda.

Problemas inerciais ndo exigem intervalos de integrag@o tdo peguenos
quanto os necessarios para a analise de propagacio de onda, pois 0s modos

de freqUéncia solicitados s&o mais baixos.

Entao, a equacéo 1.47 foi reescrita, genericamente, como:

At <oy .L—e . (5.9)
Ce

onde L, representa o menor comprimento efetivo encontrado na discretizagéo
espacial; ce, a velocidade de propagacdo da onda elastica e o parametro

ot € [1,00).

Desta forma, a relagéo acima pode ser ajustada de acordo com o
problema analisado; através de um parametro preestabelecido o , 0 qual

controla o intervalo de integragdo desejado.

No teste numérico do item 6.3 considerou-se &t =1,0, pois trata de

um problema tipico de propagacdo de onda. Ja no item 6.4, o intervalo de

tempo necessario para integrar as equagbes pdde ser aumentado, entio,

considerou-se oy = 2,6.

A estratégia adaptativa no tempo, proposta neste item, s6 pode ser
adotada caso haja mudanga na discretiza¢cdo espacial. Mais precisamente,

quando, apds a andlise adaptativa no espaco, 0 menor comprimento efetivo

encontrado na malha inicial (L¢) tem seu valor alterado para L¢*.

Considerando gue o intervalo de tempo At adotado para a andlise da
matha inicial satisfaga a equagédo 5.9; deseja-se, dado um parametro
preestabelecido o , determinar o intervalo de tempo At* a ser adotado para a

nova discretizagao espacial, ou seja:
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L.*
Co

At* < oy .

De (6.9) e (5.10), obtém-se:

onde ot.Le = At.Ce .

(5.10)

(5.11)

Como no item anterior, deseja-se evitar tanto a variagdo frequente

quanto & brusca do intervalo de tempo. Para isto foram adotados os mesmos

critérios, ou seja:

_se 095<le” 41 entao
(X,t.l_e

—se 2 Le <05, entdo
oyl

—se atle >18  entdo
o.Le

P (Ley=1,0;

(p {Le) =0!5;

(p([_e)=1,8.

(5.12.a)

(5.12.b)

(5.12.c)

O novo intervalo de tempo €, finalmente, determinado como sendo:

At* = DiLey- At .

(5.13)

Para ¢ Le,#1,0 havera alteragdo do intervalo de integracédo, porém, a

solug&o numérica ndo sera aceita caso @ (e <1,0.
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CAPITULO 6

TESTES NUMERICOS

6.1 INTRODUGAO

Apresenta-se, neste capitulo, o comportamento das estratégias
adaptativas no espago e no tempo, desenvolvidas neste trabatho, nas anélises
dinamicas amortecidas e n&o-amortecidas, em preseng¢a da nao-linearidade

fisica do material.

Para ilustrar um problema inercial, considerou-se tal como em [L1] uma
viga bi-apoiada com carregamento uniformemente distribuido [item 6.2]. Foram
realizadas analises em estado plano de tensdo, adotando apenas a estratégia
adaptativa no espago, porém, foram considerados diferentes tipos de materiais
e de carregamentos.

Nas analises ndo-amortecidas do item 6.2.1 foram utilizados dois tipos
de carregamentos. O primeiro, © qual é constante ao longo do tempo, foi
adotado nas analises adaptativas elastica, plastica e visco-plastica
(tem 6.2.1.1). Posteriormente, a viga bi-apoiada constituida por materiais

elastico e pléstico foi submetida a um pulso triangular (item 6.2.1.2).

No item 6.2.2 foi abordada somente a anélise adaptativa amortecida da
viga bi-apoiada constituida por um material plastico e submetida ao pulso

triangular

O exemplo acima mencionado salienta a importancia da utilizagdo da
estratégia adaptativa no espago, visando o aprimoramento da solugdo
numérica. Isto porgue, a solugéo obtida por uma discretizago pobre pode ser
completamente diferente da resposta convergida.
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O segundo exemplo numérico, item 6.3, dedica-se & analise adaptativa
no tempo e no espago de uma chapa retangular tracionada, constituida por um
material que apresenta “perda de rigidez’ ou soffening. Este é um problema
tipico de propagacao de onda com formacgdo de regides localizadas de fratura.
Neste caso, devido a n&o-objetividade da solugdo numérica, obtida pela
analise convencional (item 6.3.1), adotou-se 0 modelo de banda de fissuragao,
permitindo que a liberagdo da energia de fratura ndo fosse dependente da
malha (item 6.3.2). Os conceitos do modelo de subcamadas em conjunto com
os do modelo de banda de fissuragédo permitiram a realizago das estratégias
adaptativas no tempo e no espago apresentadas no item (6.3.3).

O dltimo teste numérico realizado frata da analise dindmica em estado
plano de tens&o de um dominio em forma de “L”, semelhante ao adotado por
Wiberg [W1] (item 6.4). Neste exemplo, além da estratégia adaptativa no
espaco, foram adotadas duas estratégias adaptativas no tempo distintas. A
primeira, proposta por Wiberg [W1], baseia-se nos valores numéricos obtidos
para a aceleragdo. Ja a segunda, é desenvolvida a partir da relagao existente
entre o comprimento efetivo do elemento e a velocidade de propagacdc da
onda elastica, vinculando, portanto, a estratégia no tempo & estratégia no
espaco. Para um material elastico, os resultados obtidos pelas andlises
adaptativas mencionadas foram comparados entre si no item6.4.1. No
item 6.4.2 considerou-se, para um material plastico, apenas a estratégia

baseada nas aceleracdes.

6.2. VIGA BI-APOIADA

Para ilustrar um problema inercial, considerou-se a viga bi-apoiada,
sujeita a um carregamento distribuido (c.Fo), indicada na figura 6.1. Esta viga
possui dimensdes idénticas as utilizadas em [L1], porém, a curva tenséo-de-
formagdo do material plastico adotado foi aproximada, antes de atingir o
patamar de escoamento, por trés trechos lineares. Tanto esta relagdo
constitutiva como também as espessuras e tensGes de escoamento das
subcamadas, necessarias para representa-la adequadamente, podem ser
visualizadas na mesma figura.



94

Com o objetivo de avaliar a eficiéncia da estratégia adaptativa no
espago adotada, seus resultados numéricos foram comparados aos obtidos
por andlises de malhas uniformes. Devido a simetria da viga, todas as analises
foram realizadas a partir da discretizagdo de um quarto de seu dominio.
Encontram-se indicados na figura 6.2 as condi¢cées de apoio e o carregamento
considerado, para a malha uniforme menos refinada. Além desta matha, foram
utitizadas trés outras malhas uniformes mais refinadas, as quais podem ser

visualizadas na figura 6.3.

Inicialmente, foram realizadas analises elasticas, plasticas e visco-

-plasticas das malhas uniformes, permitindo que para cada caso fossem
determinados o erro relativo predominante € o valor minimo de y, a ser

exigido para a relacdo | 6* | %/ | 6* | *nex (item 5.2).

Independente do material e do tipo de carregamento, foram
observados erros relativos (n) de 100%, 50%, 25% e 15%, respectivamente,
para as mathas uniformes 1 (unift), 2 (unif2), 3 (unif3) e 4 (unif4) da
figura 6.3. Deseja-se, entdo, que sejam determinadas malhas adaptativas, a
partir da malha uniforme de discretizagcdo menos refinada (unif1), de tal forma

que satisfagam erros relativos, respectivamente, de 50%, 25% e 15%.

Convém mencionar que os deslocamentos obtidos para a malha
uniforme 3 foram bem proximos aos obtidos pela malha uniforme 4, indicando
a convergéncia da solugdo numérica para valores de n < 25%. Isto significa
que, para uma boa representagao do comportamento estrutural, ndo seriam
necessarias analises adaptativas com erros relativos inferiores a 25%, apesar

disto, as anélises para n=15% foram realizadas.

Para n=15%, foi observado que havia um refinamento exagerado no
apoio esquerdo, durante os primeiros intervalos de tempo da anélise, além
disto, esta discretizagdo ndo se mantinha nos intervalos de tempo posteriores.
Este fato prejudicou a analise adaptativa com n=15% para os materiais
plasticos, isto porque, os elevados valores das tensfes no apoio esquerdo
causaram a ruptura do material e a analise numérica foi interrompida.

Considerou-se a ruptura do material quando as deformagdes atingiram seu
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valor maximo (gy), indicado no grafico tensdo-deformacéo da figura 6.1. Para

contornar este inconveniente, optou-se por exigir umerro relativo de 25% nos

primeiros dez passos de tempo da anélise e, somente, a partir dai considerar o

erro desejado de 15%. Por uma questdc de padronizacdo dos procedimentos

numericos, esta exigéncia, embora desnecessdria, também foi adotada nas

analises elasticas. Uma outra alternativa teria sido limitar o tamanho dos

elementos finitos.

Os resultados numericos apresentados, ao longo do tempo (t) da

analise, constam dos seguintes valores obtidos: deslocamentos verticais (8) no

centro da viga, ponto W da figura 6.1; nimero de equacgdes do sistema (neq); e

erro relativo (n).

(X..Fg

SRR N NI T I Y

A
44— — - — - —- e - — ] — |2in
" 30 in -
espessura =1in
E = 3.10* kip/in® y
v=03
p=0733.10° Ibfin®
Fy = 0,40 kip/in
X

g0 O (Kipfin®) subcamadas | g . (kip/in?) | Pi
60 1 50,00 0,699
40 2 110,24 0,154

3 170,48 0,147
20

0 ' : : : i € (x107)
0 2 4 6 8 Eu=10

Figura 6.1- Viga bi-apoida; geometria e material.

o.Fo/ 2

15in

2 R R R R R R R RN .

1in

‘L

v

Figura 6.2- Viga bi-apoida: condi¢des de apoio e carregamento.
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a) Malha uniforme 1
NE=30 NN=32 NEQ=46

b) Malha uniforme 2
NE=120 NN=93 NEQ=152

c) Malha uniforme 3
NE=480 NN=305 NEQ=544

d) Maiha uniforme 4
NE=960 NN=549 NEQ=1028

Figura 6.3- Viga bi-apoiada- Malhas uniformes: discretizag&o espacial.
NE=n’de elementos NN=n"denés NEQ= n° de equagbes
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6.2.1 ES'[RATEGI_A ADAPTATIVA NO ESPACO:
ANALISE NAO-AMORTECIDA
Neste item foram realizadas analises dindmicas nao-amortecidas em
estado plano de tensdo. Em todas estas analises foi considerado um intervalo
de tempo constante e igual a 0,00005 seg, permitindo que fosse testada

apenas a estratégia adaptativa no espaco.

Nos exemplos numéricos a seguir utilizaram-se dois tipos de
carregamento. O primeiro é constante ao longo do tempo e foram realizadas
analises elasticas, plasticas e visco-plasticas (item 6.2.1.1). Ja o segundo tipo
de carregamento € um pulso triangular, para o qual foram analisados os

materiais elastico e plastico (item 6.2.1.2).

6.2.1.1 VIGA BI-APOIADA: CARREGAMENTO CONSTANTE

Neste caso, supde-se que a viga bi-apoiada da figura 6.1 esteja sujeita
a um carregamento constante ao longo do tempo. Desta forma, o parametro a,
multiplicador do carregamento (a.Fo), varia em funcdo do tempo, conforme

indicado na figura 6.4.

0 tempo (seg)
¢ 0,002 0,004 0,006 0,008 001 0012 0,014 0,016

Figura 6.4- Variagdo do parametro o em fungdo do tempo.

Inicialmente, considerando um material elastico foram realizadas as
analises das malhas uniformes da figura 6.3. Os resultados numéricos obtidos
estdo indicados na figura 6.5.
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Adotando a estratégia adaptativa no espago, proposta no item 5.2,
deseja-se obter, a partir da malha uniforme 1, 0os mesmos niveis de erros
encontrados nas malhas uniformes mais refinadas. Sendo assim, de acordo
com os resultados indicados em fig. 6.5.c, foram preestabelecidos erros

relativos de 50%, 25% e 15%, com tolerancia de + 2%.

Conforme pode ser visualizado em fig. 6.5.c, as instabilidade
numéricas no calculo do erro relativo s6 ocorrem em pequenos intervalos de
tempo. Além disto, a magnitude destes intervalos nao se altera com o
refinamento da malha. Por esta razéo, independente do nivel de refinamento

exigido, a estratégia adaptativa no espago sé foi realizada para valores de
Y5 20,10 (eq. 5.4), evitando os intervalos nos quais a posicdo do sistema é

quase neutra, conforme comentado no item 5.2.

Os resultados numéricos das analises adaptativas encontram-se
representados na figura 6.6. Os deslocamentos obtidos (figura6.6.a) séo
bastante proximos aos determinados pelas analises das malhas uniformes
(figura 6.5.a). O refinamento acarretou 0 aumento tanto da amplitude quanto

do periodo de vibragao.

A estratégia adaptativa provocou uma reducédo em torno de 20 % no
numero de equacgdes do sistema, em todos os niveis de refinamento, o que
pode ser observado por uma comparagéo de resultados entre as figuras 6.5.b
e6.6.b.

Tal como era de se esperar, o0 erro relativo (figura 6.6.c) apresentou
intervalos de instabilidade numérica, semelhantes aos obtidos pelas analises
das malhas uniformes (figura6.5.c). O impedimento da realizagdo da
estrategia adaptativa no espaco, para valores de vy, < 0,10 foi suficiente para

garantir a qualidade da solugdo numérica.

As malhas indicadas na figura6.6.b podem ser visualizados na
figura 6.7.

Posteriormente, considerou-se que a viga bi-apoiada, sujeita ao
carregamento constante, fosse constituida pelo material elasto-plastico

indicado na figura6.1. As analises das malhas uniformes, cujos resultados
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- encontram-se representados na figura 6.8, revelam que os intervalos de
tempo, para 0s quais ha instabilidade numérica do erro relativo, s80 maiores
do que os obtidos para o material elastico. Além disto, eles aumentam com o

refinamento da malha. Por estas razdes, para que houvesse modificagdo na
discretizac&o espacial exigiram-se valores de y, maiores do que 0,15, 0,25 e

0,35, respectivamente, para os niveis de refinamentc de 50%, 25% e 15%.

Os deslocamentos obtidos, durante as analises adaptativas
(figura 6.9.a), sdo semelhantes aos encontrados pelas malhas uniformes
(figura6.8.a). Os aumentos na amplitude e no periodo de vibragao
ocasionados pelo refinamento da malha, também, sdo verificados neste teste
numérico. Devido a plastificagdo do material, os deslocamentos ndo se anulam
nos instantes em que a aceleragao é positiva e a velocidade é nula (vértices

inferiores das parabolas da figura 6.9.a).

Nos intervaios de tempo préximos desta situagdo, foi observado a
instabilidade numérica no célculo do erro relativo, o que acarretou,
provavelmente, o refinamento da malha nas analise de n=50% e n=25%
(figura 6.9.b). As variagbes no numero de equagbes, ndo sé durante os
primeiros instantes de tempo da analise como também ao longe da mesma,
foram necessarias para recuperar o padrdo de refinamento exigido. As
estrategias adaptativas no espago causaram uma redugdo no numero de
equacdes em tornc de 25%, quando comparadas as analises das malhas

uniformes.

As variacbes na discretizacdo espacial, acima mencionada, foram
responsaveis pelas oscilagbes dos resultados obtidos no calculo do erro

relativo (figura 6.9.c).

As malhas indicadas na figura6.9.b podem ser visualizadas na
figura 6.10.

Finalmente, foram realizadas analises para dois materiais visco-plas-
ticos de coeficiente de viscosidade (cv), respectivamente, de 20 (kip/in®) e
5 (kip/in®), para os quais o comportamento plastico encontra-se representado
na figura 6.1.
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Por definicdo (item 3.3), sabe-se que o comportamento estrutural
esperado quando o cosficiente de viscosidade tende a um valor nulo é o
plastico. Conseguentemente, obtém-se uma resposta mais préxima da elastica
quando o valor deste coeficiente aumenta. Para uma melhor visualizagao
deste fendmeno, foram repesentadas na figura6.11 as respostas plasticas,

elasticas e visco-plasticas obtidas durante as analises da malha uniforme 3.

Tendo em mente que a convergéncia da solugdo numérica foi obtida
para o nivel de refinamento de 25%, foram realizadas as andlises adaptativas

dos materiais visco-plasticos, somente para este valor de erro relativo.
Convém mencionar que foram utilizados valores de y, iguais a 0,15 e 0,20,

respectivamente, para os materiais de coeficiente de viscosidade de
20 (kip/in®) e 5 (kip/in®). Como nos exemplos anteriores, o intervalo de tempo
foi mantido constante e igual a 000005 seg. Isto porque, ele satisfaz a
restricdo de Cormeau estabelecida no item 3.4. '

Os resultados numéricos obtidos pelas estratégias adaptativas
mencionadas acima encontram-se representados na figura 6.12. Conforme
pode ser visualizado na figura6.12.a, a estratégia adaptativa apresentou

resultados numéricos satisfatorios.

Para recuperar e manter o erro relativo exigido, houve uma maior
variagdo no numero de equagdes durante a analise do material visco-plastico
de coeficiente de viscosidade igual a 5 (fig.6.12.b). Istoc porque o
comportamento deste material & mais semelhante ac comportamento pléastico,
o qual também teve uma variagdo na discretizagdo espacial mais acentuada do
que a do material elastico (figura 6.6.b e figura 6.9.b).

As malhas indicadas na figura6.12.b podem ser encontradas na
figura 6.13.
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tempo (seg)

¢ 0,002 6,004 0,006 0,008 0,01 0,012 0,014 0,016

neq

- — - — unif
unif?
(b) 1| 0 — — — unif3
unif4

0 f } t + + t t t tempo (seq)
0 0,002 0,004 0,006 0,008 0,01 0012 0,014 0,016

120 ~ A1 (%)

- — - — unif1
unif2
! — — — unlif3

i unif4
() X a |

04 ' ' } } } } : } tempo (seg)
0 0,002 0,004 0,006 0,008 0,01 0,012 0,014 0,016

Figura 6.5- Viga bi-apoiada com carregamento constante - Analises
elasticas n&o-amortecidas das malhas uniformes:
a) deslocamento vertical do pontoc W; b)numero de
equacdes; ¢) erra relativo.
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_ n=50%
(a) — — — N=25%
—N=15%
tempo (5eQ)
0 0,002 0,004 0,006 0,008 001 0,012 0,015 0,016
1100 €4
1000
900 ;M03
800
700 — N=50%
600
(b) 500 - —— n=26%
awoH-— ___gMo2_ . —n=15%
300
200 Jmo1
100
04 t t } t t + t } tempo (seg)
0 0,002 0,004 0,006 0,008 001 0,012 0,014 0,016
g0 ~ N(%)
70 + - M=50%
60 + == —N=w%
50 —N=15%
(c) *‘\/_/" e R
40 ;\
30 4 r}\ “‘I"-\ [’ 1
o Y N "
10+
0 t : 4 } t } $ + tempo (seg)

0 0,002 0,004 0,006 0,008 001 0,012 0,014 0016

Figura 6.6- Viga bi-apoiada com carregamento constante - Analises
adaptativas elasticas n&o-amortecidas: a) deslocamento

vertical do ponto W, b)numero de equagbes; c)erro
relativo.
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a) Malha 01- n=50%
t=0,005 seg NE=109 NN=82 NEQ=134

b) Malha 02- n=25%
t=0,005 seg NE=337 NN=219 NEQ=384

c) Malha 03- n=15%
t=0,005 seg NE=815 NN=480 NEQ=882

Figura 6.7- Viga bi-apoiada com carregamento constante - Malhas
adaptativas obtidas durante a analise ndo-amortecidas
elastica com carregamento constante.

t=tempo NE=n°de elementos NN=n°de nés NEQ= n° de equagbes
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$ } } + $ $ + tempo (seg)
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— — — unif3
unif4

} +—t ' . tempo (seq)

0 0,002 0,004 0,006 0,008 001 0,012 0,014 0,016

Figura 6.8- Viga bi-apoiada com carregamento constante - Analises

plasticas nao-amortecidas das malhas uniformes:
a) deslocamento vertical do ponto W; b)ndmero de
equacgoes; ¢) erro relativo.
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d (in)

m=50%
(a) - — — n=25%
e =16%
0—+—+—+—+—+—+—+—+— tempo (seg)
0 0,002 0,004 0,006 0,008 0,01 0,012 0,014 0,016
ne
WP
1000
900
800
700 _ M=60%
(b) ::g — — — n=25%
400 _ o — —1n=15%
300 -
200
100
0 — tempo (5eg)
0 0,002 0,004 0,006 0,008 0,01 0012 0,014 0,016
go - N(%)-
— M=50%
-—— 7=26%
(©) — N=15%
04 y ; ; 3 . : N ; tempo (seg)

0 0,002 0,004 0,006 0,008 0,01 0,012 0,014 0,016

Figura 6.9- Viga bi-apoiada com carregamento constante - Anélises
adaptativas plasticas n&o-amortecidas: a) deslocamento
vertical do ponto W, b) numero de eguagbes; c)erro
relativo.
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a) Matha 04- n=50%

t=0,005 seg NE=114 NN=84 NEQ=137
b) Malha 05- n=50%

t=0,013 seg NE=84 NN=66 NEQ=106
c) Malha 06- n=25%

t=0,005 seg NE=419 NN=256 NEQ=453
d) Malha 07- 1=25%

t=0,013 seg NE=303 NN=192 NEQ=336
e) Malha 08- n1=15%

t=0,005 seg NE=774 NN=457 NEQ=828

Figura 6.10- Viga bi-apoiada com carregamento constante. Malhas
adaptativas obtidas durante a analise nao-amortecida

plastica.

t=tempo NE=n° de elementos NN=n°de nés NEQ= n° de equagbes



107

0.6
0,55
0.5
0.45
0.4
0,35
0,3
0,25
0.2
0.15
o1
0,05 v/

/ f
N \
[1] 1 1 L1 I AN / ] AN / 1
T T T T T T T T T

¢ 0,002 0,004 0,006 0008 001 0,012 0,014 0,016

— — — - elastico
cv=20

———cv=3$
plastico

tempo (segQ)

Figura 6.11- Deslocamentos obtidos durante as analises elasticas,
plasticas e visco-plasticas com carregamento constante
da malha uniforme 3.

M=% cv=10
- ——T=26% cv=§
o T 1 T L] T T T T L tempo (seg)
0 0,002 0,004 0,006 0,008 0,01 0,012 0,014 0,016
s00 ~ e
450
400 I ._M_O —_ -
3504 | ho— S -
300 T — — t— — 1 Ll_...__-
250 Moo M11 _ 1']—-25% cv=20
150
100
&0
04 ! } } } ; : ; } tempo (seg)
o 0,002 0,004 0,006 0,008 0,01 0012 0,014 0,016

Figura 6.12- Viga bi-apoiada com carregamento constante - Analises
adaptativas  visco-plasticas ndc-amortecidas para
n=25%: a) deslocamento vertical do ponto W; b} nimero
de equacdes.
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a) Malha 09- n=25% cv=20

t=0,005 seg NE=302 NN=197 NEQ=344
b) Malha 10- n=25% cv=5

t=0,005 seg NE=358 NN=227 NEQ=392
¢) Malha 11- n=25% cv=5

1=0,013 seg NE=275 NN=178 NEQ=309

Figura 6.13- Viga bi-apoiada com carregamento constante - Malhas
obtidas durante as anadlises adaptativas visco-plasticas
nao-amortecida para n=25%.

t=tempo NE=n° de elementos NN=n°de nos NEQ= n° de equagdes
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6.2.1.2 VIGA BI-APOIADA: PULSO TRIANGULAR

Para cada um dos casos anteriores, observa-se que o refinamento da
matha aprimora a qualidade da solugdoc numérica, aumentando tanto a
amplitude quanto o periodo da vibracéo do sistema. Porém, independente da
exatiddo destes valores, as curvas deslocamento-tempo s&o semelhante para
os diferentes niveis de erro relativo preestabelecidos, indicando um mesmo
comportamento estrutural. Isto porque, o regime permanente da vibragéo foi
produzido e mantido per uma forga constante ao longo do tempo. Sendo assim,
a frequéncia forgada imposta € nula, consequentemente, a relagido entre a
amplitude da vibragdo em regime permanente e a formagdo estatica devida a

forca aplicada (fator de ampliacdo) é igual a um.

Caso seja aplicada uma forca periédica de frequéncia igual & natural
do sistema, desde que naoc haja amortecimento, a amplitude da vibragao
forgada aumenta indefinidamente (fator de ampliagdo infinito), pois a forga
imposta € em ressonancia com o sistema. Desta forma, o comportamento
estrutural depende da frequéncia da for¢a periédica imposta. Por outro lado,
caso seja mantida constante esta frequéncia imposta, a amplitude da vibragao
em regime permanente ira depender da frequéncia natural do sistema.

Uma vez que a estratégia adaptativa acarreta a variagdo do periodo de
vibracdo da estrutura, espera-se que, para uma determinada frequéncia
imposta, sejam obtidos diferentes comportamentos estruturais, de acordo com
a discretizacao espacial adotada. Sendo assim, a resposta numérica obtida por
uma discretizacdo pobre pode ser completamente diferente da resposta
convergida. Isto ratifica a importancia da analise adaptativa no espac;d para a
determinacdo de uma malha suficientemente refinada, de tal forma que a
solugdo numeérica por ela obtida esteja proxima do comportamento real da

estrutura.

Para ilustrar o fato acima mencionado, considera-se, como
carregamento imposto a viga bi-apoiada da fig. 6.1, um pulso trianguiar de
periodo 0,0036 seg. Desta forma, o parametro o, multiplicador da carga {a.Fo),

varia em fun¢do do tempo conforme indicado na figura 6.14.
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ol tempo (seg)
0 0,002 0,004 0,006 0,008 0,0¢ 0,012 0,014 0,016

Figura 6.14- Variagao do parametro o em fun¢do do tempo.

O periodo escolhido para o pulso triangular é aproximadamente igual
ao obtido pela analise elastica da malha uniforme 1 do item anterior (fig.6.5.a).
Com isto, espera-se que a ressonancia obtida na analise desta malha néo

mais ocorra com o aumento do nivel de refinamento.

Neste item, utilizando intervalos de tempo constantes e iguais a
0,00005 seg, foram realizadas analises dinamicas nac-amortecidas em estado

plano de tensdo, para os materiais elastico e plastico.

Para o material eldstico, os resultados numéricos obtidos durante as
analises das maihas uniformes e adaptativas encontram-se representados,
respectivamente, nas figuras 6.15 e 6.16.

Conforme pode ser observado na figura 6.15.2, a medida que o nivel
de refinamentc se torna mais rigoroso, o periodo da vibragdo aumenta. Sendo
assim, a freqGencia natural do sistema se afasta da freqiencia da forca
periodica imposta, conseqlientemente, a ressonancia ndo mais ocorre. Os
resultados observados na figura 6.16.a, indicam que a estratégia adaptativa foi
capaz de representar, adequadamente, este fendmeno, com uma redugéo em

torno de 25 % no numero de equagdes (figura 6.16.b).

Para que as andlises adaptativas pudessem ser realizadas, foram
exigidos valores de y, >0,10, em todos os niveis de refinamento. Isto porque,
embora nao tenham sido apresentadas instabilidades numéricas no célculo do
erro relativo, durante as analises das malhas uniformes (figura.6.15.c); elas
ocorrem nas analises adaptativas (figura 6.16.c), principalmente nos intervalos
de tempo em que os deslocamentos se anulam.
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As malhas se indicadas em figuras 6.16.b podem ser visualizadas na
figura 6.17.

As respostas numéricas obtidas pelas analises plasticas com pulso
triangular das malhas uniformes estao representadas na figura 6.18. A curva

tensao-deformacgao do material plastico considerado encontra-se na figura 6.1.

Observa-se na figura6.18.a que a amplitude da vibragdo também é
reduzida quando o nimero de equacdes do sistema aumenta. Novamente, a
estratégia adaptativa acompanhou este fenébmeno, sugerindo que o
comportamento real da estrutura s6 pode ser representado, adequadamente,

para valores de n<25% (figura 6.19.a).

De. acordo com os resultados indicados na figura6.18.c, foram

adotados para os niveis de refinamento de 50% e 25% valores de v,20,25, ja

para o erro relativo de 15% utilizou-se v, >0,35.

De uma forma geral, as andlises adaptativas provocaram uma redugdo
em torno de 25% no numero de equagbes do sistema. (figura 6.19.b). Porém,
na analise com n=15% , a estratégia adaptativa nao foi capaz de obter esta
vantagem, em alguns intervalos de tempo. Para este nivel de refinamento,

melhores resultados numéricos poderiam ter sido obtidos, caso tivesse sido

considerado um valor de vy, maior que o adotado.

As malhas indicadas na figura 6.19.b encontram-se representados na
figura 6.20.
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o (in)

- — - - unif1
unif2
— — — unif3
unif4
(a) tempo (seg)
1200 - €4
1000 +
800 + - — — - unif1
(b) 1 unif2
ey SR = = — unif3
400 + unif4
200 +
o H—tF—— tempo (seg)
0 0,002 0,004 0,006 0,008 0,01 0,012 0,014 0,016
120 7 N (%) .
110 ~ — — — unif1
100 unif2
:g — — — unif3
unif4
(c) 70
60
50
40
30
F{ I
10
04 ! $ $ 4 " x : 3 tempo (Seg)

0 0,002 0,004 0,006 0,008 001 0,012 0,014 0,016

Figura 6.15- Viga bi-apoiada com pulso triangular - Analises elasticas
ndo-amortecidas das malhas uniformes: a) deslocamento
vertical do ponto W; b)numero de equagdes; c)erro
relativo.
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- — —n=25%
—N=15%
(a)
tempo {seg)
0,36
0.4
0,46
0,5
0,66
0,6
1100 - "0
1000
900
800 JMN5
700 _ =50%
:33 M13 - — — =25%
(B) w0t __ e M14 ——n=16%
30y 00 TTTTTTT T
200 M12
100 .
04 t + { + } t { + tempo (seq)
0 0,002 0,004 0,006 0,008 0,01 0,012 0,014 0,018
80+ T} (%) 4 I i 1 |
70 h . Iy _ m=s0%
60 :" 'l ': : ! ——— n=26%
50 I h 'r L —— N=15%
40 I i ! Y |
© . Iy 1ot N \
_______ p ! | WY N S \.____.,r A
20 A A_ jl - A JL
10
04 } + t t } + +——— tempo (seg)

0 0,002 0,004 0,006 0,008 001 0,012 0,014 0,016

Figura 6.16- Viga bi-apoiada com pulso triangular - Andlises elasticas
adaptativas nao-amortecidas: a) deslocamento vertical do
ponto W; b) nimero de equagdes; ¢) erro relativo.
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a) Malha 12- n=50%
t=0,005 seg NE=107 NN=80 NEQ=130

"‘F“q WP LLLRA L DSV R P
il )

AT*} AT"A‘E"."A'.‘&“FE‘E;‘E‘DB\?E&‘DEB
W AW Y P W W W O Aﬂﬂﬂﬂﬂk‘i‘i‘k‘ﬂﬂa
oY i1 D 0 D WO T T W T e T

b) Malha 13- n=25%
t=0,005 seg NE=380 NN=240 NEQ=427

ST

¢) Malha 14- n=25%
t=0,013 seg NE=311 NN=200 NEQ=352

“FL‘UG\‘L‘L“JL‘EL‘L‘"‘
otV s ma v v A

OV L W W, W OV W WL W a0
AR OISR DT QIR R

d) Malha 15- n=15%
t=0,005 seg NE=740 NN=442 NEQ=809

Figura 6.17- Viga bi-apoiada com pulso triangular - Malhas adaptativas
obtidas durante a analise elastica ndo-amortecida.

t=tempo NE=n°de elementos NN=n°de nés NEQ= n° de equagbes
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0,61 O (in) o

- - - - unif1
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unif4
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*D_ﬁi 0,002 0, Moos 0,008 001 0,012 0,014 0,016

tempo (seg)

1100 -—neq
1000 £
900 4
ggg 1 - - — - unift
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400 + unif4
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tempo (seqQ)
— — — — unift
unif2
- — — unif3
unif4
tempo (seg)

0 0,002 0,004 0,006 0,008 0,01 0012 0,014 0,015

Figura 6.18- Viga bi-apoiada com pulso triangular - Andlises plasticas

nao-amortecidas das malhas uniformes. a) deslocamento
vertical do ponto W, b)numero de equagdes; c)erro
relativo.
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— n=50%
— —— n=25%
— n=15%
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50 - f i \ — N=16%
(c) % !

30 ;

204 7777

10 +

0 A+ tempo (seg)
0 0,002 0,004 0,006 0,008 001 0,012 0,014 0,016

Figura 6.19- Viga bi-apoiada com pulso triangular - Andlises plasticas
adaptativas ndo-amortecidas: a) deslocamento vertical do
ponto W, b) nimero de equagées; c) erro relativo.
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a) Malha 16- n=50%

t=0,005 seg NE=107 NN=80 NEQ=130
b) Malha 17- n=50%
1=0,009 seg NE=98 NN=73 NEQ=118

c) Malha 18- n=25%
t=0,005 seg NE=284 NN=185 NEQ=322

e TR o TR
ATV T T A i

o W W WL W OO T
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d) Malha 19- n=25%
t=0,009 seg NE=367 NN=234 NEQ=405

Pl [P Wb
= ]

DA [ T T T A Py X
Sl K g A0 0

e) Malha 20- n=15%
t=0,005 seg NE=738 NN=440 NEQ=8086

Tl G A A A
e L W W W L W OV
Tl AT O T O

E".EEUGE‘L'EFL‘BE‘BEL‘"'“" PRt I
v

f) Malha 21- n=15%
t=0,009 seg NE=977 NN=571 NEQ=1048

Figura 6.20- Viga bi-apoiada com pulso triangular - Malhas adaptativas
obtidas durante a analise plastica ndo-amortecida.

t=tempo NE=n°de elementos NN=n°de nés NEQ= n®de equagdes
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6.2.2 ESTRATEGIA ADAPTATIVA NO ESPAGO:
ANALISE AMORTECIDA

Os exemplos numéricos até aqui realizados foram supostos isentos de
amortecimento. Nestas condigbes, a amplitude da vibragdo pode ser reduzida,
mantendo distintas as frequéncias natural e forgada do sistema. Qutro fator
que acarreta esta reducao de amplitude é o amortecimento. Na realidade todas
as vibracbes sdo amortecidas em maior ou menor grau, dependendo da
relagdo entre o coeficiente de amortecimento do sistema e o coeficiente de
amortecimento critico, a qual € conhecida como fator ou percentagem de

amortecimento critico (£).

Neste trabalho, considerou-se o amortecimento do tipo viscoso-linear,
no qual as forcas opostas ao movimento do corpo sdo proporcionais a
velocidade (item 1.2). Os efeitos do amortecimento foram incorporados as
equagdes de movimento pela matriz de amortecimento proporcional ou de
Rayleigh (eq. 1.37).

A partir de observagbes experimentais, atribuem-se percentagens de
amortecimento critico como fungdo das frequéncias de vibragdo do sistema
estrutural. Assume-se, entdo, que o© amortecimento total da estrutura
corresponde a soma individual de cada modo de vibragdo. Uma vez
determinados dois pares (w;,£;) e (w;&;), relacionados aos modos de vibragdo
i e j, determinam-se os coeficientes am € ok, da equagdo 1.37, solucionando o

seguinte sistema:
Om* O W = 2. Wi & (6.1.a)

Om+ ok . W =2 W, & . (6.1.b)

onde w; e &; representam, respectivamente, a freqUéncia e a percentagem de

amortecimento critico, relacionadas ao modo de vibragao i.
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6.2.2.1 VIGA BI-APOIADA: PULSO TRIANGULAR

Com o intuito de verificar a redugdo da amplitude da vibragdo foram
utilizadas duas percentagens de amortecimento critico de valores iguais a
£:=0,1 e &=0,5, nas analises dinamicas amortecidas deste item. Todas as
analises foram realizadas em estado plano de tensdo, adotando intervalos de
tempo iguais e constantes a 0,00005 seg. Além disto, considerou-se a viga bi-
-apoiada submetida somente & forga periddica (fig. 6.14) e constituida pelo
material plastico representado em fig.6.1.

Devido a auséncia da determinagdo das frequéncias naturais do
sistemas, optou-se por utilizar as frequéncias dominantes das vibragbes
observadas nas anélises elasticas das malhas uniformes 1 e 3 da figura 6.5.3,
de periodos 0,0036 seg e 0,0050 seq, respectivamente.

Com esta consideragdo, foram obtidos, através de 6.1.a e 6.2.b, os

seguintes valores para os coeficientes am € ok am=146,12 e ak=6,66.10'5,

para £,=0,1; am=730,60 e o=3,33.10™, para £,=0,5,

Na figura 6.21, os deslocamentos obtidos nas andlises plasticas das
malhas uniformes 1 e 3, com pulso triangular e percentagens de amorte-
cimento &,=0,1 e &,=0,5, foram comparados aos obtidos por suas analises

nao-amortecidas (¢=0,0).

Como era de se esperar, para as duas malhas analisadas, a amplitude
de vibragéo é reduzida a medida que o coeficiente de amortecimento critico

aumenta.

Considerando que a convergéncia da solugdo numérica, como nos
exemplos anteriores ocorre para o erro relativo de n=25%, realizou-se, a partir
da discretizagdo da malha uniforme 1, somente a analise adaptativa para este
nivel de refinamento. Convém mencionar que foram exigidos valores de

Y5 20,20 e y520,15, respectivamente, para as analises com percentagens de

£,=0,1 e £,=0,5.

Os resultados numéricos obtidos durante as andlises adaptativas

(figura 6.22) indicam que elas foram capazes de recuperar as respostas das
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malhas uniformes, com uma redu¢ao de aproximadamente 35% no numero de

equacgoes do sistema.

As malhas indicadas na figura 6.22.b podem ser visualizadas na
figura 6.23.

06 0 (in)

} A a— = tempo (seg)
0,006 0,008 0,01 0,012 0,014 0,016

0,05 j

——— E=00
T~ &=01
= E=0s

L l\ e I3 L L L L
+ ey } { } t } tempo (seg)
4_;;“** 0,002 n.nm\d.oos 0,008 0,01 0012 0,014 0,016

* b)Malha uniforme 3

Figura 6.21- Viga bi-apoiada com pulso triangular - Deslocamentos
obtidos durante as analises plasticas ndo-amortecidas e
amortecidas das malhas uniformes 1 e 3.
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———n=26% &= 0,1

(a) o2 — = n=26% E=056

0 } =t ; 4 4 ¢ . tempo (seg)
-O_E'Uii 0,002 0,004 0,006 0,008 0,01 0,012 0,014 0,016

—— N=25% &£=0,1
=TT =% =05

(b)

0o —+——+——+—+————+——— tempo (seg)
0 0,002 0,004 0,006 0,008 001 0,012 0,014 0,016

Figura 6.22- Viga bi-apoiada com pulso triangular - Andlises plasticas
adaptativas amortecidas para n=25%: a) deslocamento
vertical do ponto W, b) nimero de equagdes.
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a) Malha 22- n=25%
t=0,005 seg NE=304 NN=198 NEQ=347

b) Maltha 23- =25%
t=0,010 seg NE=294 NN=192 NEQ=335

Figura 6.23- Viga bi-apoiada com pulso triangular - Malhas adaptativas
obtidas durante a andlise plastica amortecida para
n1=25%.

t=tempo NE=n"de elementos NN= n°de nés NEQ= n° de equagdes
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6.3 CHAPA RETANGULAR TRACIONADA

Este item dedica-se a analise da resposta dinamica em problemas de
propagagéo de onda sob cargas de impacto. Além deste objetivo, deseja-se
verificar a capacidade do modelo de subcamadas de simular materiais que
apresentam “perda de rigidez” ou softening.

Apbs atingir a tensdo de escoamento, 0s materiais com “softening’
apresentam uma redugdo na sua capacidade de resisténcia ao carregamento,
a qual é representada pelo tramo descendente do diagrama tensdo-deforma-

¢&0.

Sluys em [S6] analisa uma barra tracionada com este tipo de material.
Embora 0 exemplo tenha resposta exata, a analise numérica convencional
apresentou resultados diferentes, de acordo com o nimero de elementos
adotados na discretizacdo espacial. Isto porque, a perda de rigidez é
acompanhada pela formagéo de uma regido de deformagao localizada.

Neste teste numérico, considerou-se a chapa tracionada, indicada na
figura 6.24, de espessura unitaria e constituida por um material elasto-plastico.
Os conceitos do modelo de subcamadas podem ser diretamente aplicados a
este material, assumindo espessura negativa para o tramo cujos moédulos
plastico e tangente sdo negatives. Esta andlise convencional também
apresentou a nao-objetividade numeérica mencionada anteriormente. Este
inconveniente invalidou qualquer estratégia adaptativa desenvolvida a partir
deste tipo de anélise.

Aliou-se, entdo, ao modelo numérico os conceitos de banda de
fissuracao, apresentados no item 2.7. Neste caso, os diagramas tens&o-defor-
macao foram determinados em fungdo do comprimento do elemento finito,
permitindo que o modelo de subcamadas fosse capaz de representar,
adequadamente, o fendmeno softening com formagéo de regides localizadas
de fratura.

Com o intuito de verificar a qualidade da solugéo numérica, tanto para
a analise convencional (item 6.3.1) guanto para a andlise pelo modelo de
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banda de fissuracgéo (item 6.3.2), foram consideradas trés malhas uniformes de
diferentes niveis de refinamento, conforme indicadas na figura 6.25. Os

intervalos de tempo foram definidos em fungdo do comprimento efetive (L) e

da velocidade de propagag&o da onda elastica (cg), respeitando a condicio
At < gt.Lefce (equagdo 5.9), com a=1,0. Sendo ¢, = JE/p =100 m/seg, foram
adotados At=0,0125 seg, At=0,00625 seg e At=0,0050 seg, respectivamente,

para as malhas uniformes 1, 2 e 3.

A analise adaptativa proposta no item 6.3.3 foi realizada segundo os
conceitos de banda de fissuragdo. Para isto, o cddigo computacional permitiu
que o diagrama tensdo-deformacdo do material fosse ajustado de acordo com
o comprimento efetivo de cada um dos elementos da malha, assumindo,
consequentemente, espessuras e tensdes de escoamento diferentes para as
subcamadas. Uma vez alterado o tamanho do elemento, ¢ intervalo de tempo
foi redefinido pela equagdo 5.11, adotando o menor comprimento efetivo
encontrado na nova discretizagdo espacial.

A geometria:
y L=10,0m
. L h= 50m
5 _ t = 1,0 m
7 —a.Fo |50m carregamento:
7 = Fo=112,5 N/m
VA >—» tg = 10°seg
x .
l 100m l matengl: ,
| -1 E=10" N/m
H'=-6.10* N/m?
f,= 150 N/'m?

Gi= 0,1875 N/'m
W, =gy = 2,5.10°
p= 10 N‘m’
v=03

| : f » tempo (se
tg=103 0,15 po (seq)

Figura 6.24 - Chapa tracionada: Geometria, carregamento e material.



125

a) Malha uniforme 1
Le=1,250m NN=45 NE=64 NEQ=80

b) Malha uniforme 2
Le =0,625m NN=153 NE=256 NEQ=288

c) Malha uniforme 3
Le=0,500 m NN=231 NE=400 NEQ=440

Figura 6.25- Chapa tracionada - Malhas uniformes:discretizacio.

Le =comp.efetivo  NE=n° de elementos NN=n°de nés NEQ= n° de equagbes

6.3.1 ANALISE CONVENCIONAL

Neste exemplo numérico, determinou-se uma relagdo tnica entre a
tens&o e a deformacdo, baseada nas caracteristicas do material, as quais
estao indicadas na figura 6.26. Posteriormente, 0s conceitos do modelo de

subcamadas foram aplicados diretamente a esta equacéo constitutiva. Entao,
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independente da discretizacdo espacial adotada, as espessuras e tensdes de

escoamento das subcamadas mantiveram-se constantes ao longo da analise.

Adotando intervalos de tempo At=0,0125 seg, At=0,00625seqg e

At=0,0050 seg, respectivamente, para as malhas uniformes 1,2e 3, os
resultados numéricos obtidos (fig. 6.27) foram comparados aos valores
tedricos exatos de uma barra de comprimento 10m e area 5m°. Na
figura 6.27, encontram-se representados nac sé os deslocamentos horizontais
(8) como também as tensGes (o), na direcéo x, dos pontos da malha de

ordenada y = 2,5 m e situados ao longo do comprimento da chapa.

Foram apresentadas, somente, as respostas numéricas determinadas
no tempo t=0,15 seg das analises, o qual corresponde ao retorno da onda 3
metade da viga, apds a mesma ter sido refletida no apoio esquerdo.

Conforme pode ser constatado na figura 6.27.a, os deslocamentos
constantes obtidos na solugdo exata unidimensional, sé foram melhor
representados na analise da malha mais refinada.

Para as tensbes (figura6.27.b), a diferenga entre os resultados

numéricos é bastante acentuada.

De forma semelhante & analise convencional unidimensional, realizada
no item2.7.1.1, esta analise bidimensional, em estado plano de tenséo,
também apresentou resultados dependentes da discretizacdo espacial,
constatando a n&o-objetividade da solug&o numérica.

*o (N subcamadas | g, (N/m?) pi
1 150 2,0833
150 2 250 -1,0833
E=10° N/m?
H =-6.10 % N/m?
f, = 150 N/m?
£ W, =g, = 2,5.10°

' > = 0,1875 N/m’
1510° g, =2,5.10° o

Figura 6.26- Chapa tracionada - Analise convencional: Diagrama
tensao-deformagdo e subcamadas adotadas.
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& (m)

0,018
0,016
0,014
0,012

(a) 0,01 —— — -exata unid.
0,008 - — — - uniforme %
0,006 uniforme 2
0,004 uniforme 3
9,002 -4
0 [. i } + L] } } T } T { x (m}
0 1 2 3 4 6 6 7 8 10
ox (Nfm?)
120 +
100 F ~
N
80 - N Vi
\ s
(b) g0 4 - exata unid,
- - — — uniforme %
40+ | uniforme 2
04 I uniforme 3
0 I X (m)
5

Figura 6.27- Chapa tracionada - Analise convencional das malhas
uniformes no tempo t=0,15seg: a)deslocamento
horizontal; b) tenséo na diregdo x.

6.3.2 ANALISE PELO MODELO DE BANDA DE FISSURAGCAO

Com o intuito de obter resultados numéricos confiaveis, adotou-se o
modelo de banda de fissuragdo, apresentado no item 2.7. No contexto do

M.E.F., a largura da “crack band”, deve ser considerada igual ao comprimento

efetivo do elemento (L), 0 qual foi definido no item 1.5.2.

Considerou-se, entao, como propriedade do material a energia total de
fissurag@o (Gs) e ndo mais a deformacgéo ultima (g,), como no exemplo anterior.

Desejando que a liberag@o de energia da fratura ndo fosse dependente da
malha, o mddulo de soffening, o qual corresponde ao ramo descendente da

curva tens@o-deformacéo, foi ajustado ac tamanho dos elementos finitos. Isto
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significa considerar a area sob este diagrama como um parametro do material,

denominado por energia especifica de fratura (g).

Sendo assim, neste exemplo numérico foram considerados intervalos
de tempo e relagdes constitutivas diferentes, de acordo com a discretizagao
espacial adotada.

Para cada uma das malhas uniformes, encontram-se indicadas na
figura 6.28 as espessuras e tensdes de escoamento das subcamadas
necessérias para representar, adequadamente, o material cuja relagdo

constitutiva foi definida a partir da energia especifica de fratura.

Os resultados obtidos no tempo t=0,15seg da andlise, para os
mesmos pontos e intervalos de tempo adotados no exemplo anterior, podem

ser visualizados na figura 6.29.

Independente da discretizacdo espacial adotada, foram obtidos
deslocamentos similares ao longo da chapa, exceto nas proximidades do apoic
(fig. 6.29.a). Isto porque, foram considerados os valores dos deslocamentos
nodais, consequentemente, o primeiro deslocamento ndo nulo representando
dista do apoio de 1,25 m, 0,625 m e 0,50 m, respectivamente , para as malhas
uniformes 1, 2 e 3. Para as tensdes, apenas a analise com a malha menos

refinada (uniforme 1) nao obteve bons resultados (fig. 6.29.b).

Na figura 6.30 foram indicados os erros relativos encontrados ao longo
das analises das mathas uniformes. Conforme pode ser observado nesta figura
a analise com malha uniforme 1 apresenta erros relativos maiores do que as
outras discretizagbes adotadas. Este fato falvez justifique a diferenga
encontrada nos resultados numeéricos.

As respostas obtidas sugerem que o modelo de subcamadas em
conjunto com o de banda de fissuragdo elimina a n&o-objetividade numérica,

permitindo o desenvolvimento de estratégias adaptativas.
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1510° £=wy/Le = 2.10°

a )Jmalha uniforme 1

150

1510° &=wy/le = 4.10°

b Jmatha uniforme 2

150

46 (N'm?
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¢ Jmalha uniforme 3

1,5.10° £, W,/le = 5.10°
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subcamadas | o ; (N/m?) pi
1 150 2,8571
2 200 -1,8571
Le=125m
Wy =2510"m
gi = Gi/Le = 0,15 N/m*
E = 10° N/m?
subcamadas | o, (N/m?) pi
1 150 1,4814
2 400 -0,4814
Le=0,625m
w,=25.10°m
gr = Ge/le = 0,30 N/m”
E = 10° N/m?
subcamadas | o, (N/m?) pi
150 1,3513
2 500 -0,3513
L.=0,50 m
wy =2510°m

0¢= Gt /Le = 0,375 N/'m’

E = 10° N/m?

Figura 6.28- Chapa tracionada - Modelo de banda de fissuracgao:
Diagrama tenséo-deformacéo e subcamadas adotadas.
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& (m)

0,618
0,016
0,014
0,012

(@) o001

— - -exata unid.

0008 ifo 1
- - — - uniforme
0,
008 uniforme 2
0,004 uniforme 3
0,002
0 ; : } —t—t + + + i X (m)

(b)

Figura 6.29- Chapa tracionada - Analise pelo modelo de banda de
fissuragcdo das malhas uniformes no tempo t=0,15 seg:
a) deslocamento horizontal; b) tenséo na diregéo x.

n (%)

- — - — uniforme 1
untforme 2 /

cadaBBEELS

b t " ' ! } ' { tempo (seg)
0 002 004 006 008 01 012 044 016

Figura 6.30- Chapa tracionada - Andlise pelo modelo de banda de
fissuragao: Erros relativos das malhas uniformes.
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6.3.3 ANALISE ADAPTATIVA NO TEMPO E NO ESPAGO

Neste item, realizou-se uma analise adaptativa no tempo e no espago,
utilizando o modelo de banda de fissuragdo em conjunto com o0 modelo de

subcamadas.

Uma vez conhecida a energia total de fratura, o cédigo computacional
foi desenvolvido de tal forma que determinasse, automaticamente, a energia
de fratura especifica para cada um dos elementos da matha, de acordo com o
seu comprimento efetivo. Isto significa considerar materiais diferentes para os
elementos, conseqUentemente, os valores das espessuras e tensdes de
escoamento das subcamadas também foram definidas tantas vezes quanto o
nimero de elementos da malha, acarretando o aumento do esforco
computacional. |

Deseja-se obter, a partir da discretizagao espacial da malha uniforme 1
(fig. 6.25.a) e At=0,0125 seg, malhas adaptativas que satisfagcam ao nivel de
refinamento da malha uniforme 3 (fig. 6.25.c). Para isto, de acordo com os
resultados indicados na figura6.30, exigiu-se que um erro relativo
preestabelecido de 15% + 4% fosse atendido ao longo da andlise adaptativa

no espago.

Uma vez modificada a discretizagdo espacial, o novo intervalo de
tempo foi redefinido, de acordo com o menor comprimento efetivo encontrado

na malha, conforme a estratégia adaptativa no tempo proposta no item 5.3.2,

com o4=1,0, pois este teste é um exemplo tipico de propagagéo de onda.

Para o tempo t=0,15 seq, os valores dos deslocamentos horizontais e
das tensdes na dire¢cdo x , dos pontos de ordenadas y = 2,5 m, encontram-se
indicados na figura 6.31. Os deslocamentos determinados adaptativamente
(fig. 6.31.a) séo bastante proximos aos obtidos com a andlise da malha
uniforme2. Ja as tensbes (fig. 6.31.b) nao foram representadas
satisfatoriamente.

Na figura 6.32 foram representados o erro relativo (n), o nimero de

equagdes (neq) e os intervalos de tempo (At) determinados ao longo da

analise.
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Conveém lembrar que a estratégia adaptativa no tempo, adotada neste
exemplo, esta vinculada a estratégia adptativa no espago. Isto significa que o
intervalo de tempo sé se altera quando o menor comprimento efetivo
encontrado na malha é modificado. Além disto, caso ¢ intervalo de tempo
diminua, a resposta é rejeitada e uma nova analise deve ser realizada em um
instante de tempo retroativo. Este fato ocorreu nos primeiros intervalos de

tempo da analise adaptativa, conforme pode ser visualizado na figura 6.32.

Para que o erro relativo preestabelecido fosse recuperado ao longo da
analise, houve necessidade tanto de refinamento guanto de desrefinamento da
malha, o que justifica as oscilagbes do erro relativo, observadas na
figura 6.32.a.

O aumento do nimero de equagbes nos intervalos de tempo finais da
analise (fig. 6.32.b) poderia ter sido evitado, caso a estratégia adaptativa no
espacgo, ao invés de recuperar o padrdo de refinamento preestabelecido,
tivesse respeitado o aumento do erro relativo observado nas analises das

malha uniformes nestes intervalos.

Embora o intervalo de tempo obtido adaptativamente tenha sido menor
do que o adotado para a discretizagdo uniforme mais refinada, ndo ocorreu
uma restri¢do muito severa para o intervalo de integragao (fig. 6.32.c). Sendo

assim, n&o houve a necessidade da limitag&o do tamanho do elemento finito.

As malhas adaptativas indicadas na figura6.32.b podem ser
visualizadas na figura 6.33. Conforme pode ser observado, nesta figura, a

estratégia adaptativa acompanhou adequadamente o percurso da onda.

Com o intuito de visualizar a distribuicdo das tensdes na direcdo x em
diferentes tempos da analise, foram representadas as deformadas da
figura 6.34. Convém salientar que, para esta deformada, os deslocamentos
nodais foram aumentados em 400 vezes.
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(a)
0,008 —— - -exata unid.

adaptativa

X (m)

Gy (N/m?)

140 ¢
120 {
100 {

(b) 80 +

—— - -exata unid.

adaptativa

|
|
|
0 + + 4 + l 4 + + + i X (m)
5

Figura 6.31- Chapa tracionada - Resultados numéricos da estratégia
adaptativa para o tempo t=0,15seg e n=15%:
a) deslocamento horizontal; b) tenséo na diregéo x.
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- (%)
3571
30 4
25 ¢
201
18 +
10 -+

0 002 004 006 008 01 012 014 0,16

tempo (seq)

neq Mo4

Mo1 Mo2
Mo03

o 002 004 006 008 01 012 0,14 0,18

tempo (seg)

0,014 ; At (seg)

0,012 4
0,01 ¢
0,008 1
0,006 +

0,004 + ’ l

0,002 ¢

0 4 + + + + + + - tempo (seg)

0 002 004 006 o008 01 012 014 0,16

Figura 6.32-Chapa tracionada - Andlise adaptativa para n=15%:

a) erro relativo; b) nimero de equagdes; ¢) intervalo de
tempo.
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a) Matha 01
NN=129 NE=218 NEQ=248

b) Malha 02
NN=125 NE=214 NEQ=240

c) Malha 03
NN=117 NE=190 NEQ=216

d) Malha 04
NN=188 NE=324 NEQ=354

Figura 6.33 - Chapa tracionada - Malhas obtidas durante a andlise
adaptativa no tempo e no espago.

NE=n" de elementos NN=n°de nés NEQ= n° de equages
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a) t=0,025 seg.

»

%

£

<

A

%

| 4

i
00
® 180
b) t=0,050 seg. 380
54.0
720

200
108.0
126.0
144.0

c) t=0,075 seg.

d) t=0,100 seg.
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00
180
360
e) t=0,125 seg. =
L 720

900
1080
1260
1440

f) =0,150 seg.

Figura 6.34 - Chapa tracionada - Distribuicdo das tensGes na diregdo x

representada nas deformadas (6 x 400) em diferentes
tempos da analise.
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6.4 DOMINIO EM FORMA DE “L”

Foram realizadas analises dinamicas de um dominio em forma de “L"
com espessura unitaria em estado plano de tenséo, semelhante ao adotado
por Wiberg em [W1]. Encontram-se representadas na figura 6.35 a geometria,
as propriedades do material elastico e as condigbes de apoiado adotadas. O

pulso triangular, ac qual o dominio esta submetido também encontra-se

indicado na mesma figura .

A 000000000 i
y
50m
x
a.F, 8 T
la
O
B O
o 50 m
25m o
O ——
| 100 m |
a1
0,5

0 T ¥ T T T T T T 1

tempo (seg)

¢ + 2 3 4 & € 7 8

geometria:
t=10m

carregamento:
Fo= 10,0 N/'m

material;
E=10° N/m?
p= 25N/m°
v=03

Figura 6.35-Dominio em forma de “L": Geometria, material

carregamento.
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O objetivo deste exemplo numérico & obter, a partir de uma
discretizacdo pobre (malha uniforme 1, figura 6.36.a), mathas adaptativas que
satisfacam aos niveis de erro da discretizacdo da malha mais refinada (ma[ha
uniforme 2, fig. 6.36.b). |

Para o material elastico, além da estratégia adaptativa no espago,
foram adotadas tanto a estratégia adaptativa no tempo baseada nas
aceleragdes quanto a baseada na relagdo existente entre o comprimento
efetivo do elemento e a velocidade de propagacdoe da onda elastica
(item 6.4.1), estratégias estas propostas no capitulo 5.

Com o intuito de verificar, para um problema plastico, a eficiéncia da
estratégia adaptativa no tempo baseada nas aceleragdes, realizou-se o
exemplo do item 6.4.2. O aumento do intervalo de integragdo no inicio desta
andlise adaptativa, quando a discretizacéo espacial é relativamente pobre,
prejudicou a simulagio da plastificagdo do material. Outras duas estratégias
foram consideradas para contornar este inconveniente. Na primeira alternativa,
impediu-se que a estratégia no tempo fosse realizada nos dez primeiros
intervalos da analise. Ja na segunda, a estratégia adaptativa foi realizada a

partir de uma malha mais refinada do que a adotada anteriormente.

Os parametros necessarios para dar suporte as estratégias
adaptativas foram determinados a partir da analise da matha uniforme 2 com

intervalos de tempo constantes e iguais a 0,1 seg.

Cabe salientar que devido a presenga de singularidade da solugéo,
limitou-se, em todas as estratégias adaptativas realizadas, 0 comprimento
efetivo do elemento em L.=1,5 m, objetivando impedir a utilizagao de intervalos

- de tempo muito pequenos.
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a) Malha uniforme 1
NN=21 NE=24 NEQ=36

b) Matha uniforme 2
NN=1281 NE=2400 NEQ=2520

Figura 6.36 - Dominio em forma de “L”; Malhas uniformes.

NN=n"de nés NE=n’de elementos NEQ=n° de equagdes
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6.4.1 ANALISE ADAPTATIVA ELASTICA NO ESPAGO E NO TEMPO

Neste exemplo numeérico, considerou-se o dominio da figura 6.35
constituido por um material elastico. iniciaimente, foram realizadas as analises
dindmicas elasticas das malhas uniformes da figura 6.36, com intervalos de
tempo de 0,1 seg.

Os deslocamentos horizontais do ponto A e as tensdes na direcdo x do
ponto B, os quais foram indicados na figura 6.35, podem ser visualizados na

figura 6.37. Também, foram determinados para as malhas uniformes os erros
relativos no espaco (n); o erro no tempo (| €(1) 1); e o comprimento efetivo do

elemento (L¢). As variagdes destes parametros ao longo do tempo estdo

representadas na figura 6.38.

De acordo com os resultados numéricos indicados na figura 6.38.a,
exigiu-se que um erro relativo predeterminado de n=10% * 3% fosse atendido
durante toda a analise adaptativa no espaco, independente da estratégia
adaptativa no tempo adotada.

Neste exemplo numérico foram realizadas duas analises adaptativas
no tempo diferentes, baseadas em estratégias distintas. A primeira, a qual foi
referida como estratégia 1, baseia-se no erro no tempo (| ey |) determinado
em func¢ao das aceleragdes (item 5.3.1). Observa-se na figura 6.38.b que os
valores de |er;| para a malha uniforme 1 s&o menores do que os obtidos
para a malha uniforme 2. Isto indica que para um mesmo intervalo de tempo

(At=0,1 seg) este erro aumenta & medida que a malha é refinada, ou seja,

guando o comprimento efetivo do elemento diminui.

Este fato sugere que para manter constante o erro (| ;| ) o intervalo

de tempo deve diminuir quando a malha for refinada. Sendo assim, ©
comprimento efetivo do elemento e o intervalo de tempo s&o grandezas
diretamente proporcionais. Esta relacao de pr0porcionalidade, indiretamente
indicada na estratégia 1, € a responsavel pela determinagdo da segunda
estratégia adaptativa no tempo proposta neste trabalho (item 5.3.2).
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Convém lembrar que se deseja realizar analises adaptativas com os

mesmos niveis de erro apresentados pela malha uniforme 2, analisada com

intervalo de tempo At=0,1 seq.

Para a estratégia 1, de acordo com a figura 6.38.b, exigiu-se que um
erro preestabelecido | eq | =1,6.10 m fosse atendido durante toda a anélise

adaptativa.

Os valores de | ey | obtidos durante esta andlise foram comparados

aos da malha uniforme2 na figura6.39. Foi observada uma grande
sensibilidade numérica no calculo do erro baseado nas aceleragdes, pois
quando o nivel de erro preestabelecido era recuperado ele ndo se mantinha ao
longo do tempo. Este fato ocorreu, principaimente, quando houve mudanca na
discretizagdo espacial. Apesar desta grande variacdo, a estratégia adaptativa
baseada nas aceleracbes apresentaram respostas numéricas satisfatérias
(fig. 6.40).

Na estratégia 2, o intervalo de tempo € definido em fungdo da relagéo
entre 0 menor comprimento efetivo e a velocidade de propagacio elastica da
onda (eqg.5.11). Para a malha uniforme 2, cujos elementos possuem

comprimento efetivo L.=2,5 m, o intervalo de tempo adctado (0,1 seg) obedece
arelagdo At<261L,/c,, com ce=,/E/p=63,245 m/seg e o=2,6. Entdo, para a

estratégia 2, exigiu-se que esta relagéb fosse respeitada durante toda a

analise adaptativa.

Os resultados numéricos dos deslocamentos horizontais do ponto A e
das tensbes na dire¢do x do ponto B obtidos nas duas estratégias adaptativas
sao praticamente iguais e podem ser visualizados na figura6.40. A
comparagdo destes resultados com os determinados através da malha

uniforme 2 (fig 6.37) permite constatar a eficiéncia das estratégias adotadas.

Foram representados, na figura6.41, os valores do nimero de
equagbes, do intervalo de tempo e do menor comprimento efetivo obtidos ao
longo das andlises adaptativas.
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Como era de se esperar, observa-se na figura 6.41 gue a estratégia 2
s6 permite a alteracdo do intervalo de tempo quando o menor comprimento
efetivo encontrado na malha é atualizado. Ja na estratégia 1 a mudanga do
intervalo de tempo € mais gradual, isto porque ela permite a alteragdo do
intervalo em qualquer tempo da andlise. Embora a estratégia 1 nd3o esteja
diretamente relacionada ao comprimento efetivo do elemento ela é capaz de-
acompanhar, adequadamente, a proporcionalidade existente entre o tamanho

do elemento e o intervalo de tempo a ser adotado.

Conforme pode ser constatado na figura 6.41.b, houve o aumento do
intervalo de integracdo tanto para a estratégia 1 guanto para a estratégia 2,
durante os primeiros instantes de tempo das analises. Este fato ocorreu
porque as analises iniciais s&o realizadas a partir de uma malha pouco |
refinada (uniforme 1). Para a malha uniforme 1 o erro nas aceleragbes é
pequeno (fig.6.38.a) e o comprimento efetivo do elemento finito é grande
(fig. 6.38.b). Sendo assim, para atender a estratégia 1, a qual exigiu um nivel
de erro nas aceleracbes maior do que o apresentado pela malha uniforme 1, o
intervalo de tempo aumentou. Como a estratégia 2 é baseada nas condigbes
de C.F.L. do problema, o intervalo de tempo e o comprimento efetivo s&o
grandezas diretamente proporcionais. Sendo assim, um valor elevado para o

comprimento efetivo provoca o aumento no intervalo de integracgéo.

As malhas indicadas na figura 6.41.a podem ser visualizadas nas
figuras 6.42 e 6.43, respectivamente, para a estratégia 1 e 2.
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0,02 ~ & (m)

— uniforme 1
uniforme 2

(a’ 0,006 |

tempo (seg)

Gx (N/m%)

—— uniforme 1
uniforme 2

N & o
PR T SR

ﬂ\/\\\
. tempo (seg)

6 6 7 8

(b) 34

4 4
£
3
-0 4
12 J

Figura 6.37 - Dominio em forma de “L" - Andlises elasticas das malhas
uniformes com At=0,1 seg: a) deslocamento horizontal
do ponto A, b) tenséo na dire¢do x do ponto B.
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15 - uniforme 2
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Figura 6.38 - Dominio em forma de “L” - Andlises elasticas das malthas
uniformes com At=0,1 seg: a) erro relativo no espaco;
b)erro no tempo; ¢) menor comprimento efetivo.
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| estratégia 1
o,s-IQ""‘ ------ uniforme 2
0 ———r————————— 17— tempo (5eg)
0 1 2 3 4 b 8 7 8

Figura 6.39-Dominio em forma de “L’-Analises elasticas -
Comparagéo do erro relativo no tempo.

0,02, O (m)

0,018 -
0,016 -
0,014 -
0,012 -

(a) o014
o008y S e estratégia 1
0,006 estratégia 2
0,004 -
0,002 - \

o+ 1 ; tempo (seg)
0 1 2 3 4 5 6 7 8

10 ]

8 D estratégia 1
61 estratégia 2

4]
0] . . : , A, tempo (seg)

T T T " T -t

5 6 7 8

.2ib
4
5]
£ ]
10
A2 ]

Figura 6.40 - Dominio em forma de “L” - Analises adaptativas elasticas
para m=10%: a) deslocamento horizontal do ponto A;
b) tensdo na dire¢&o x do ponto B.
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: : , tempo (seg)
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(b) 0.15‘:
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6 1+ 2 3 4 &5 & 7 8
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25 -
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e I estratégia 1

estratégia 2

(c)

10

o —— | tempo (seg)
¢ 1+ 2 3 4 5 & 1 8

Figura 6.41 - Dominio em forma de “L" - Analises adaptativas eldsticas
para n=10%: a) numero de equagdes; b)intervalo de
tempo;c) menor comprimento efetivo.
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i Y va v

a)Malha 01
t=[1,83;3,25] NN=202 NE=353 NEQ=393

b)Malha 02
t=[4,05:6,64] NN=739 NE=1386 NEQ=1459

c)Malha 03
t=[6,64;8,00] NN=891 NE=1861 NEQ=1955

Figura 6.42- Dominio em forma de “L’. Malhas obtidas durante a
analise adaptativa elastica com a estratégia 1.

t=tempo NN=n°de nés NE=n°de elementos NEQ=n° de equagdes
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a)Malha 04
t={1,85;3,26] NN=195 NE=339 NEQ=379

b}Malha 05
1=[4,23,7,37] NN=880 NE=1656 NEQ=1738

LA

c)Matha 06
t=[7,37;8,00] NN=1146 NE=2159 NEQ=2262

Figura 6.43- Dominio em forma de “L". Malhas obtidas durante a
analise adaptativa elastica com a estratégia 2.

t=tempo NN=n°de nés NE=n°de elementos NEQ=n° de equages
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6.4.2 ANALISE ADAPTATIVA PLASTICA NO ESPAGO E NO TEMPO

Considerou-se neste exemplo o dominio representado na figura 6.35,
porém, constituido por um material elasto-plastico, cujas caracteristicas
encontram-se representadas na figura 6.44. A equacdo constitutiva deste
material foi aproximada, até atingir o patamar de escoamento por trés trechos
lineares. Encontram-se indicadas na mesma figura as espessuras e as tenses
de escoamento adotadas no modelo de subcamadas. |

4o (Nim%)
25 4
20 - subcamadas | . pi
1 1 8,0 0,535
101 2 280 | 0,240
5 4
) €. X 3 48,0 0,225
0 0,0002 0,0004 00006 0,0008 0,001 5 2
E=10" N/m

Figura 6.44 - Dominio em forma de “L”: Material plastico - Diagrama
tensdo-deformacao e subcamadas adotadas.

O objetivo deste exemplo numérico € obter resultados semelhantes
aos da malha uniforme 2 (fig. 6.36.b), através de estratégias adaptativas no
espaco e no tempo, porém, utilizando somente a estimativa de erro no tempo
baseada nas aceleragdes.

Inicialmente, de maneira analoga ac exemplo anterior, realizou-se uma
andlise adaptativa a partir da malha uniforme 1 (figura 6.36.a). Os resultados
numéricos obtidos por esta estratégia, denominada de estratégia 1, nao
apresentaram boa preciséo. Este fato ocorreu, provavelmente, porque no inicio
da anélise adaptativa o aumento do intervalo de integragdo em conjunto com
uma. discretiza¢gdo pobre nao foram capazes de simular, adequadamente, a
plastificagdo do material.

Para contornar este inconveniente, impediu-se que o intervalo de

tempo fosse atualizado nos primeiros dez passos da andlise adaptativa,
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determinando uma nova estratégia que, neste item, é referida como

estratégia 2.

Uma outra alternativa adotada para o aprimoramento da qualidade da
solugdo numérica foi realizar uma analise adaptativa a partir de uma
discretizagdo mais refinada. Sendo assim, considerou-se a malha indicada na
figura 6.45 (malha uniforme 3) como sendo a malha inicial desta nova

estratégia, denominada por estratégia 3.

Para que estas anélises adaptativas pudessem ser realizadas, foram

preestabelecidos tanto um erro relativo no espa¢o de n=10%+3% quanto um
erro no tempo de |[eq ||=3,5.10'4 m. Estes valores correspondem aos

resultados numéricos obtidos durante a analise da malha uniforme 2, com
intervalo de tempo constante e igual a 0,1 seg, 0s quais encontram-se

representados na figura 6.46.

independente da estratégia adaptativa adotada, foram observadas
acentuadas oscilagdes nao sé para o erro relativo como também para o erro
baseadoc nas aceleragdes, as quais podem ser visualizadas, respectivamente,
nas figuras 6.46.a e 6.46.b. Estas oscilagdes so foram atenuadas nos instantes
finais das analises, quando ndc mais ocorria mudanca na discretizagdo
espacial.

Os resultados numéricos determinados, ao longo das analises
adaptativas, para os deslocamentos horizontais no ponto A e as tensdes no
ponto B, pontos estes indicados na figura 6.35, foram comparados com as
respostas obtidas pela analise da malha uniforme 2, na figura 6.47. Pode ser
observado nesta figura que a estratégia 1 ndo obteve resultados satisfatorios,
principalmente para os deslocamentos (fig 6.47.a). A estratégia realizada a
partir de uma discretizag&o inicial mais refinada (estratégia 3) nao foi capaz de
recuperar, adequadamente, as respostas esperadas para os deslocamentos e

para as tensdes, nos ultimos instantes de analise.

Convém lembrar que as estratégias adaptativas no tempo, propostas
neste trabalho, permitem o aumento do intervalo de integracéo nos primeiros
instantes de tempo da anélise. Este fato foi irrelevante para as andlises
elasticas realizadas no exemplo anterior, porém, prejudicou as analises
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adaptativas plasticas. Isto porgue, tanto a estratégia 1 quanto a estratégia 3
apresentaram resultados insatisfatorios, pois ndo conseguiram acompanhar a

plastificacao do material.

Na estratégia 2, impediu-se a atualizagdo do intervalo de tempo nos
primeiros dez passos da analise, 0 que acarretou uma melhor representacéo

do comportamento estrutural.

Para todas as analises realizadas, foram indicados na figura 6.48 os
resultados obtidos para: numero de equagdes, intervalo de tempo e menor
comprimento efetivo. Conforme pode. ser observado na figura 6.48.a, as
estratégias adaptativas exigiram varios refinamentos ao longo da analise. Além
disto, houve variagéo no intervalo de tempo (fig. 6.48.b), independente de ter
ocorrido alteracdo na discretizagdo espacial. Cabe ressaltar que todos os
parametros indicados na figura 6.48 apresentaram comportamentos seme-

lhantes.

As malhas indicadas na figura 6.48.a podem ser visualizadas na

figura 6.49, as quais apresentaram concentracio de elementos nas regides de

singularidades do dominio.
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Figura 6.45 - Dominio em forma de “L": Matha uniforme 3.
NE=n° de elementos
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- - — - estratégia 1
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Figura 6.46 - Dominio em forma de “L’- Analises adaptativas plasticas

para n=10%: a) erro relativo no espaco; b) erro no tempo.
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Figura 6.47 - Dominio em forma de “L" - Analises adaptativas plasticas

para n=10%: a)deslocamento horizontal do ponto A;
b) tensao na diregéo x do ponto B.
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CONCLUSOES

Apresentamos, neste trabalho, um algoritmo genérico que permite as
analises bidimensionais dindmicas, amortecidas e néo-amortecidas- de
materiais nac-lineares. Tanto a resposta visco-plastica quanto a elasto-piastica
podem ser obtidas, dependendo do valor imposto para o coeficiente de
viscosidade do material.

Assumindo relagbes constitutivas aproximadas por vérios trechos
lineares, o0 modelo de subcamadas permitiu o tratamento de materiais com leis
de hardening/softening genéricas, ndo se limitando a modelos bilineares como
na maioria dos algoritmos disponiveis na literatura pesquisada.

Quando o fenémeno de softening € acompanhado pela fratura do
material em uma regido localizada do continuo, a analise convencional
apresenta nao-objetividade numeérica. Para contornar este inconveniente,
adotou-se o modelo de banda de fissuracdo. Neste modelo o mddulo de
soffening é ajustado ao tamanho do elemento, tornando a energia de fratura
independente da malha. Isto significa que a relagéo constitutiva do material

varia de acordo com a discretizagdo espacial adotada.

O fato acima mencionado acarretou © aumento do esforgo
- computacional, pois os valores das espessuras e das tensdes de escoamento
das subcamadas foram definidas tantas vezes quanto o nimero de elementos
da malha.

Dois aspectos principais foram privilegiados no desenvolvimento do
médulo de processamento para as anélises adaptativas no espago e no tempo.
O primeiro trata da precisdo e da estabilidade do algoritmo de integracdo. O

segundo aspecto esta relacionado aos critérios e estratégias adaptativas para
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controlar a qualidade da solugéc numérica e automatizar a busca tanto de uma

malha étima, quanto de um intervalo de tempo adequado.

Com o intuito de assegurar a estabilidade e precisdo do algoritmo
proposto, adotou-se uma integragdo implicita no tempo, através do método de
Newmark, ndo s6 para os problemas inerciais como também para os de
propagacédo de onda.

A estratégia adaptativa no espaco, proposta neste trabalho, foi capaz
ndo sé de manter como também de recuperar o padrdo de refinamento
necessario para o erro desejado. Além disto, o aprimoramento da solugdo
numeérica foi possivel mesmo quando a resposta convergida é completamente

diferente da obtida por uma discretizagao pobre inicial.

Independente da estratégia adaptativa no tempo adotada, variagbes
semelhantes para o intervalo de integragéo foram obtidas. De uma forma geral,
esta variacdo esta relacionada ao tamanho do elemento, indicando que a
estratégia adaptativa baseada no erro das aceleragbes também € capaz de
satisfazer as condigdes de CFL do problema.

Como era de se esperar, a estratégia adaptativa no espaco causou a
cancentracdo de elementos tanto nas regides de singularidades quanto nas de
fratura localizada. Em alguns testes numéricos houve a necessidade da
limitacdo do tamanho do elemento finito, com o intuito de evitar restricbes

muito severas para o intervalo de integraco.

Futuras pesquisas podem ser realizadas, objetivando a determinagéo
de uma estratégia adaptativa no tempo, na qual apenas uma parte do dominio

(regido mais refinada) é integrada com intervalo de tempo menor.
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