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Apresenta-se um novo método de estimagdo de pardmetros modais, o qual se
baseia na técnica de otimizagdo denominada “Goal Programming”. A idealizagio do
método visa obter maior eficiéncia na estimagdo modal em casos em que métodos
cldssicos costumam apresentar resultados com baixa acuracia.

A parte inicial do trabalho diz respeito ao desenvolvimento de um sistema de
aquisicdo e processamento multi-canais, com o objetivo de obter simultaneamente
Fungdes de Resposta em Frequéncia (FRFs) em casos de ensaios contendo uma tnica
excitagio e varios pontos de medigao de resposta da estrutura.

O trabalho abrange também um resumo sobre alguns dos diversos métodos de
estima¢do modal, tanto no dominio do tempo quanto no da frequéncia.

O método proposto, que se baseia em conceitos de programacio linear para
estimar pardmetros modais no dominio da frequéncia, € testado através de simulagdes
numéricas e seu desempenho é comparado aos de dois métodos classicos, sendo um no
dominio da frequéncia e outro no do tempo. Estas simulagdes procuram reproduzir
situagdes complexas, nas quais a estimacao modal torna-se dificultada, como € o caso de
estruturas com grande acoplamento modal e fortemente amortecidas.

FRFs provenientes de testes experimentais em um modelo reduzido de uma
plataforma fixa de petr6leo sdo analisadas pelo novo método ¢ pelos dois métodos
classicos, e seus resultados sdo comparados.

Os resultados das simulagdes numéricas e dos testes experimentais comprovam a
eficiéncia do método desenvolvido, cujo desempenho foi invariavelmente superior aos

dos outros métodos.
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MODAL PARAMETERS ESTIMATION USING
AN OPTIMIZATION TECHNIQUE

Luiz Fernando Lomba Rosa
May, 1996
Thesis Supervisors : Prof. Ney Roitman
Prof. Carlos Magluta
Department : Civil Engineering

A new method for estimating modal parameters, which uses an optimization
technique called “Goal Programming”, is presented. The purpose of this method is to
obtain greater efficiency in complex cases, where the classic methods present low
accuracy.

The first part of this work focus on the development of a multi-channel
acquisition and processing systemn to estimate simuitaneously FRFs from tests with a
single input and several output measurement points.

A summary of some modal estimation methods in the time and in the frequency
domain, is also presented.

The proposed method, which uses linear programming concepts to estimate
modal parameters in the frequency domain, is tested with numerical simulations and its
performance is compared with another classical frequency domain method. These
simulations are supposed to reproduce complex cases, where modal estimation becomes
difficult, such as structures with high modal density and strongly damped.

FRFs from experimental tests on a reduced scale model of a fixed offshore
platform are analysed by the new method and by two other classical methods, one in the
time domain and the other in the frequency domain, and theirs results are compared.

The results of the numerical simulations and of the experimental tests show the
efficiency of the developed method, whose performance was always better than that of
the others. '
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SIMBOLOGIA
LETRAS MAIUSCULAS :

{F} - vetor de forgas
{X} - vetor de respostas (deslocamento)
[H] - matriz de Funcéo de Resposta em Frequéncia (FRF)

[S,cx ]— matriz de auto-espectro de resposta

[pr ] - matriz de espectro cruzado resposta / excitagdo
[Sn:]‘ matriz de auto-espectro de forca

[S XF] - matriz de espectro cruzado excitagdo / resposta

Ni- nimero de pontos de aplicagdo de forga
No- nimero de pontos de medigio de resposta
L{g(t)} - Transformada de Laplace da fungdo g(t}

G(s) - resultado da transformada de Laplace da fungio g(t)
Hm - FRF relativa ao ponto de excitagdo q e ponto de resposta p

R . - residuo, do modo r, da FRF relativa ao ponto de excitagdo q e ponto de

resposta p

N - nlimero total de modos de vibragio
BN - influéncia dos demais modos sobre o modo analisado

E , - erro quadrético total

Z{g(t)) - Transformada Z da funcdo g(t)

LETRAS MINUSCULAS

j=+-1

f, - frequéncia de digitalizacdo (ou taxa de amostragem)
m - massa do sistema

¢ - amortecimento do sistema

k - rigidez do sistema

X(t) - deslocamento do sistema variando no tempo

X (t) - velocidade do sistema variando no tempo

X (t) - acelaragdo do sistema variando no tempo

s - varidvel de Laplace



h_(t) - Resposta de Impulso (IR) relativa ao ponto de excitagfo q e ponto de resposta p
¢, - amortecimento critico do sistema

p - grau de liberdade de medi¢do da resposta da estrutura

q - grau de liberdade de aplicagdo da forga de excitagdo na estrutura
r - indice relativo ao modo de vibragao

e, - erro quadratico entre FRF experimental e FRF estimada

z - varidvel do dominio Z

g(X) - fungdo objetivo na técnica de otimizagio “Goal Programming”

h(X) - restri¢@o na técnica de otimizagio “Goal Programming”

X' - limite inferior para a varidvel x na técnica de otimizacio “Goal Programming”

X "- limite superior para a varidvel x na técnica de otimizagdo “Goal Programming”

d” - varidvel de desvio por limite inferior na técnica de otimizagio “Goal
Programming”

d” - varidvel de desvio por limite superior na técnica de otimizagio “Goal

Programming”

LETRAS GREGAS MINUSCULAS

{M} - matriz de erros de medida nos sinais de resposta

{v} - matriz de erros de medida nos sinais de excitagio

A, - pélo do sistema, relativo ao modo r

®,, . - frequéncia natural ndo amortecida do sistema, relativa ao modo r

na

©, , - frequéncia natural amortecida do sistema, relativa ac modo r
O, - fator de amortecimento relativo ao modo r

€ - taxa de amortecimento relativa ao modo r
¢, - coordenada, relativa ao modo r, no ponto p
9, - delta de Kroenecker



CAPITULO 1

INTRODUCAO

A identificacdo estrutural consiste, em geral, no ajuste de modelos tedricos e/ou
numéricos por meio de resultados experimentais obtidos no modelo fisico. Desta forma, para
se identificar uma estrutura € necessdrio inicialmente a realizag@o de testes experimentais,
chamados também de testes modais. A precisdo dos resultados destes testes depende,
obviamente, das metodologia empregadas, da estimacdo das Fungdes de Resposta em
Frequéncia (FRFs) e da estimag@o dos parimetros modais (frequéncias naturais, taxas de
amortecimento e modos de vibragio).

Este trabalho se insere na linha de pesquisa associada a identificagdo estrutural, e
sua contribuicdo € relativa a4 estimacfio de parimetros modais, passando também pelo
desenvolvimento de um sistema de aquisi¢do de dados muiti-canais para obten¢io das FRFs.

As pesquisas realizadas nos tltimos dez anos na irea de estimacgio de pardmetros
modais tém levado ao desenvolvimento de diversos algoritmos que vém sendo utilizados de
forma particular ou comercializados sob a forma de pacotes. Existe, portanto, nessa drea, uma
necessidade clara de se avaliar a performance dos vérios algoritmos de estimagdo modal [1].
Pesquisas recentes na 4rea de estimag@o de parimetros modais tém se concentrado em discutir
e resolver problemas associados & acuracia dos paridmetros estimados.

Com o uso industrial crescente de materiais com amortecimento elevado,
materiais ndo homogéneos e tecnologia de amortecimento ativo, torna-se necessdria a
reavaliagdo dos algoritmos de estimagdo modal. Assim, uma necessidade técnica emergente é
o desenvolvimento e avaliacdo da performance dos algoritmos de estimacdo capazes de
identificar sistemas com alta densidade modal e fortemente amortecidos [1].

O objetivo principal deste trabalho ¢ o desenvolvimento de um novo método de
estimagdo de parmetros modais, o qual se utiliza do algoritmo de otimizacio denominado
“Goal Programming” [2]. Basicamente, a idealizagdo deste novo método visa obter resultados
com boa acuricia em casos nos quais os diversos métodos cldssicos existentes nio
apresentam, em geral, eficiéncia satisfatdria, tais como os de estruturas fortemente
amortecidas e com modos de vibragdo acoplados.

Para contornar limitagdes que se verificam no Laboratério de Estruturas da
COPPE/UFRIJ, tornou-se necessdrio, inicialmente, desenvolver um sistema de aquisicio e
processamento multi-canais. Um ensaio dinimico de uma estrutura, visando a aplica¢io de
técnicas de andlise modal, requer que a mesma seja instrumentada com pelo menos um sensor
de forga (load-cell) e alguns de resposta (geralmente acelerdmetros) para o registro dos sinais
no tempo. Quanto maior o nimero de pontos de medigdo de resposta, mais precisa serd a

estimagdo dos modos de vibragdo da estrutura. Os métodos de estimagdo de parimetros



modais no dominio da frequéncia utilizam como dados de entrada as FRFs, que sdo estimadas
a partir da Transformada Répida de Fourier (FFT) dos sinais, no tempo, de excita¢o (entrada)
e resposta (saida) da estrutura. Os métodos no dominio do tempo, por sua vez, fazem uso das
Respostas de Impulso (IR, de “Impulse Response”, em inglés) ou das respostas de vibragio
livre da estrutura como dados de entrada. As Respostas de Impulso sdo obtidas através da
transformada de Fourier inversa das FungGes de Resposta em Frequéncia. No Laboratério de
Estruturas, a transformagdo de sinais no tempo em espectros de frequéncia, através da
Transformada Rapida de Fourier, bem como a estimagdo das Fun¢des de Resposta em
Frequéncia entre dois sinais, 530 operacdes que, até a conclusdo deste trabalho, eram
realizadas apenas por Analisadores de Espectros. Estes, por permitirem que se processem
sinais de somente dois canais simultaneamente, tornam a anélise de multi-pontos de resposta
uma tarefa bastante drdua, por vezes até invidvel, em fungfio do tempo necessdrio para a
aquisi¢do de dados em frequéncia. Para superar este obsticulo, era necessdrio fazer uso de um
dos dois seguintes procedimentos : gravar os sinais analdgicos dos diversos sensores
utilizados no ensaio, para posterior tratamento , dois a dois; repetir o mesmo ensaio vérias
vezes. No primeiro caso, a andlise poderia ser comprometida ou mesmo inviabilizada devido a
introdugdo, pelo gravador, de ruidos nos sinais de entrada e saida, enquanto que o segundo
caso requer um tempo enorme de ensaio, muitas vezes nado disponivel em testes realizados no
campo. Além disso, no campo geralmente ¢ dificil se repetir uma mesma situago de teste. Por
outro lado, a utilizagio de vdrios analisadores de espectros (de dois canais cada um) elevaria
em muito o custo do sistema de aquisi¢io de dados. Tornou-se, entdo, premente o
desenvolvimento de um sistema que comportasse diversos canais simultaneamente, para
realizar a aquisi¢@o dos sinais temporais, transforma-los para o dominio da frequéncia através
da aplicacdo da FFT e, finalmente, obter as FRFs entre cada sinal de resposta € o (ou os) de
excitagdo. A parte inicial deste trabalho consiste no desenvolvimento de tal sistema, o qual faz
a aquisi¢do de até 16 sinais por meio de uma placa conversora A/D (Analdgico / Digital). Este
sistema, que pode facilmente ser expandido para 32 canais, utilizando-se para isto duas placas
conversoras A/D de 16 canais cada uma, ou mesmo com uma Unica de 32 canais, é
apresentado no Capitulo I, juntamente com a teoria que envolve os conceitos de aquisi¢do e
processamento de sinais.

A estimagdo de pardmetros modais (frequéncias naturais, taxas de amortecimento
e modos de vibragdo) pode ser efetuada por diversos métodos. Visando obter estimativas
eficientes para os parimetros modais e fazendo uso de abordagens diferentes, os vdrios
métodos de identificagdo modal levam em considera¢do somente o comportamento de entrada
e saida (input/output} da estrutura em questéo, respectivamente um sinal de excitagio e um
sinal de resposta da estrutura. O primeiro método de estimagio de parfimetros modais
implementado e hoje largamente utilizado no Laboratério de Estruturas foi o Método do
Circulo Ajustado ("Circle-Fit Method") [3], que vem a ser um método simples e apropriado

para casos de estruturas fracamente amortecidas e de baixa densidade modal (isto é, com



frequéncias naturais bem afastadas entre si}. Alguns dos mais populares métodos de estimagao
de pardmetros modais sdo aqui descritos e classificados sob diversos dngulos, sendo fornecida
ampla bibliografia sobre os mesmos, ao longo do Capitulo III.

Dentre estes métodos, foram selecionados dois, um no dominio da frequéncia
(“Orthogonal Polynomial Method”) € outro no dominio do tempo (“Least Squares Complex
Exponential Method™), aos quais foi dada maior énfase e cujas formulagOes encontram-se no
Capitulo IV. No presente trabalho, enfatizou-se o caso de apenas um ponto de excitagao da
estrutura (single input), uma vez que os ensaios realizados no Laboratdrio de Estruturas t€ém
sido desta forma. Os dois métodos sio utilizados, posteriormente, para avaliar a qualidade dos
resultados obtidos com o método de estimacio modal desenvolvido.

O Capitulo V trata do desenvolvimento de um novo método, que estima
parametros modais através do algoritmo de otimizagio “Goal Programming”. Esta técnica de
otimiza¢do, bem como sua adaptagdo ao caso especifico de estimagdo modal, € descrita
detalhadamente, incluindo implementagdes computacionais.

Simulagdes numéricas e testes experimentais visando verificar a qualidade do
método proposto sdo o assunto do Capitulo VI. Nas simulagdes numéricas, procuraram-se
abordar casos bastante complexos com respeito a estimagio de pardmetros modais. Os testes
experimentais foram realizados em um modelo reduzido de uma plataforma fixa de petrdleo
para ldmina d’4gua de 300 metros [4]. As simulagdes e testes foram analisados pelo método
desenvolvido e pelos métodos cldssicos descritos no Capitulo IV, possibilitando uma
comparacdo qualitativa.

O capitulo VII procura discutir em linhas gerais o trabalho, apresentando
conclusdes e propondo futuras extensdes.



CAPITULO 11

AQUISICAO DE SINAIS E PROCESSAMENTO MULTI-CANAIS

Este capitulo apresenta os conceitos de aquisigio de sinais e posterior
processamento para obtengdo das FRFs. Em seguida, o sistema desenvolvido, capaz de

comportar até 16 canais simultaneamente, ¢ descrito.
1.1 - AQUISICAO DE SINAIS

A digitalizagdo de um sinal analdgico (em Volts e continuo no tempo) consiste na
sua conversdo em uma série discreta de valores numéricos, alocando esta informacio na
memoria de um computador e permitindo o facil manuseio dos dados experimentais.

Tal operagdo € executada através da utilizacio de uma placa conversora
Analodgico-Digital (A/D). Neste trabalho foi utilizada uma placa A/D de fabrica¢@o nacional,
marca Lynx, modelo 16/36, cujas caracteristicas bdsicas sdo :

- numero de canais : 16

- tempo de conversdo A/D : 20 us

- namero de bits : 16

- limites de amplitude de conversao : £ 10 V

Dois fatores sdo fundamentais na conversio A/D para se obter uma satisfatéria
representagio dos sinais : taxa de amostragem e quantizacdo. Estes dois conceitos sio

explicados a seguir.

II.1.1 - TAXA DE AMOSTRAGEM

A conversdo A/D € realizada em intervalos fixos de tempo que definem a
frequéncia de digitalizagdo, também chamada de taxa de amostragem.

A primeira limitacdo ¢ dada pelo tempo de conversdo do hardware, ou seja, o
incremento de tempo (T,) deve ser maior ou no maximo igual ao tempo de conversio. No
caso da placa 16/36, este tempo € de 20 us por canal, o que representa uma frequéncia de
digitalizagiio maxima de 50 kHz. No caso de aquisi¢io de mais de um canal, esta frequéncia

mdxima diminui quase que linearmente com o nimero de canais.



Outra limitagdo € encontrada quando se trabalha com vdrios canais, caso este em
que o tempo de chaveamento (t.) entre os canais, chamado de multiplexagdo, introduz um
aumento no tempo total. No caso da placa utilizada, este tempo € de 3 Us.

Entretanto, estas limitagdes tornam-se insignificantes quando os sinais em questdo
sao aqueles usualmente obtidos a partir de estruturas civis, j4 que em geral estas apresentam
frequéncias naturais muito baixas (menores do que 200 Hz). Em casos especiais, onde
aparecem sinais mais “rapidos”, o problema pode ser contornado usando-se um hardware
conhecido como “Sample-Hold”, que permite congelar a amplitude dos sinais de todos os
canais no instante inicial da conversio do primeiro canal.

A ultima restri¢do que pode ocorrer € quanto a velocidade do software utilizado
para transferir estes dados digitais da placa para a memoria do computador. As placas mais
modernas, como a 16/36, ja possuem um enderecamento direto dos dados convertidos para a
memoria do computador (DMA : Direct Memory Access), imprimindo uma grande velocidade
ao processo de transferéncia de dados.

A frequéncia de digitalizagdo, ou taxa de amostragem, € definida como sendo o
inverso do incremento de tempo da aquisi¢do (f, =1/T,). Desta forma, a limitagdo fisica de
memoria do computador implica em uma relagdo entre a taxa de amostragem e a duragio da

aquisigdo, uma vez que :

T]:NpTd---prfd (IL.1)
onde :

T, = tempo total de aquisigdo

N, = nimero de pontos digitalizados (limitado pela meméria disponivel)

Estas restrigoes criam uma limitagdo médxima para a taxa de amostragem. Por
outro lado, a taxa ndo pode ser muito baixa devido ao efeito “aliasing". Isto significa que o
trem de pulsos, responsdvel pela digitalizag8o do sinal analégico, deve ser suficientemente
pouco espacado (ou seja, ter uma taxa de amostragem suficientemente alta) para que o sinal
digital represente adequadamente o sinal analégico. Quando isto ndo ocorre, tem-se o efeito
“aliasing”, que deforma o sinal analégico, conforme ilustrado na fig. (IL.1).

Para evitar-se o “aliasing”, segundo o teorema de Nyquist, a taxa de aquisigio
deve ser pelo menos duas vezes maior que a maior componente em frequéncia contida no
sinal. Como em geral os sinais apresentam componentes em frequéncias elevadas, a (nica
forma de se garantir que ndo ocorrerd "aliasing” & através da utilizagdo de um filtro "passa-
baixa" antes da digitalizagdo, também chamado de filtro “anti-aliasing”. Este filtro tem a
caracteristica de cortar todas as componentes de frequéncia acima de um valor escolhido. No

entanto, ele impde um atraso nos sinais,
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Fig. II.1 - Efeito “Aliasing”

IL.1.2 - QUANTIZACAO

A quantizagdo refere-se a conversido de uma amplitude analégica especifica para o
valor discreto mais préximo possivel no conversor analdgico-digital. Os conversores
normalmente comparam o valor analégico a um valor intemmo criado em faixas definidas,

fixadas em fun¢@o das amplitudes mdxima e minima e do nimero de bits do conversor, como
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mostra, por exemplo, a figura (I1.2) , para uma conversio com 3 bits.

Desta forma, a resolug@o do conversor A/D € definida por :

P=Vv/2" (IL.2)
onde :

P= resolucio da medida

V= faixa de variagdo

n = nimero de bits do conversor
No caso da placa Lynx 16/36 :

P=20[V]/2"%=0.30 mV
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Fig. 1.2 - Quantiza¢ao : Conversdo A/D (3 bits).
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I1.2 - TRANSFORMADA DE FOURIER

A esséncia da transformada de Fourier de um sinal no tempo ¢ decompor ou
separar 0 mesmo em uma soma de harmdnicos de diferentes frequéncias, amplitudes e fases.
A representagdo da transformada de Fourier consiste em dois diagramas : um apresenta a
amplitude de cada um dos harménicos determinados versus sua frequéncia e o outro apresenta
a fase destes harmdnicos versus frequéncia. A transformada de Fourier é a expressio
matematica que relaciona um sinal no tempo e seu correspondente em frequéncia, e sua

definigdo € :
H(f) = Th(t)eﬂ““dt (IL3)
ou H(m):Th(t)e'j""dt (=2mf)

onde :
h(t) € o sinal a ser decomposto em uma soma de harmdnicos
H(f) € o correspondente sinal em frequéncia (que também pode ser chamado de

transformada de Fourier de h(t) )

i=+-1

A transformada de Fourier €, entdo, uma representacio no dominio da frequéncia
de um sinal no tempo, contendo as mesmas informagdes deste, ambos diferindo apenas na
maneira de apresentacio.

Em geral, a transformada de Fourier resulta em uma quantidade complexa :

H(f) = Re(f) + j Im(f) = [H(D)|e™ (IL4)
onde :
Re(f) € a parte real da transformada de Fourier

Im(f) € a parte imagindria da transformada de Fourier
|H(f )| € a amplitude do espectro de Fourier de h(t), definido por :

IH()| = yRe? (f) + Im? (f) (IL5)

8 (f) € o Angulo de fase da transformada de Fourier, definido por :

8 () = tg"'[Im(f) / Re(f)| (IL.6)



Outro conceito importante € o de transformada inversa de Fourier :
h(t) = TH(DE:””“ df (I1.7)

A transformada inversa permite a determinag¢@o de uma fun¢do no tempo a partir
de sua transformada de Fourier. Se as fungdes h(t) e H(f) sdo relacionadas pelas eq. (IL.3) e

(IL.7), elas formam um par de transformada de Fourier.

[1.2.1 - TRANSFORMADA DISCRETA DE FOURIER

A transformada discreta de Fourier pode ser vista como um caso particular da
transformada de Fourier continua. Desenvolver-se-4 a seguir o conceito de transformada
discreta de Fourier a partir de uma interpreta¢do grifica baseada na teoria da transformada de
Fourier continua.

Considere-se a fungio exemplo h(t) e sua transformada de Fourier H(f), como
mostrado na fig. (IL.3a) [5] (obs : na fig. (IL.3), os gréificos do lado direito sdo representacdes
no dominio da frequéncia e, os do lado esquerdo, no dominio do tempo). Deseja-se modificar
0 par da transformada de Fourier de forma que se torne vidvel a sua introdugio em rotina de
computador. Este par modificado, denominado transformada discreta de Fourier, deve
representar tdo proximo quanto possivel a transformada continua de Fourier.

Para obter-se a transformada de Fourier de h(t) via técnicas de andlise digital, é
necessario que se "amostre” h(t). O intervalo de amostragem é T,. A amostragem ¢ realizada
multiplicando-se h(t) pela fungdo de amostragem representada por um trem de pulsos
unitérios (fig. (I1.3b)), o que implica, em frequéncia, na convolugio da transformada do trem
de pulsos pela fungio H(f) (pelo teorema da convolugdo no tempo, fazer um produto no tempo
significa fazer uma convolugdo em frequéncia). Os resuitados destas opera¢des sio mostrados
na fig. (I.3c), representando a primeira modificagio no par original, necessdria para definir o

par de transformada discreta. Neste ponto, o par modificado difere do original, na faixa de

1 i
—— @&
2T, = 2T,

tempo h(t) é amostrado a uma frequéncia de no minimo duas vezes a componente de maior

, apenas pelo efeito de "aliasing” resultante da amostragem. Se o sinal no
p p g2 g

frequéncia de h(t), ndo ha perda de informagio como resunitado da amostragem. Se a funcao
h(t) nao € limitada por banda, isto é, H(f) # O para algum |f [ > f_ (onde f_ € uma frequéncia de

corte) , a amostragem introduzira "aliasing", como mostrado em (I1.3c). Para reduzir este erro,
escolhe-se um T, menor, isto €, uma frequéncia de amostragem maior.



O par de transformada de Fourier da fig. (I.3c) ndo é apropriado para computador,
pois € composto por uma infinidade de amostras de h(t). Precisa-se portanto truncar o h(t)

N N
---mmmiﬂjum---@L |
I lo mmxmﬂfﬁmu;
[

— N f

Fig. IL.3 - Desenvolvimento gréafico da transformada discreta de Fourier. [5]

amostrado de modo que apenas um nimero finito de pontos, N, seja considerado. A fungéo
retangular, ou de truncamento, e sua transformada de Fourier sdo mostradas na fig. (I1.3d). O

produto da sequéncia finita de fungdes de impulso representando h(t) pela funcéo de
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truncamento gera a fungdo no tempo de tamanho finito vista em (I1.3e). O truncamento
introduz a segunda modificagio no par da transformada de Fourier original. Como mostrado
na fig. (II.3e), a transformada em frequéncia torna-se "ondulada". Aumentando-se a janela da
funcio retangular, esta "ondula¢@o” diminui, implicando, no entanto, em um aumento do custo
computacional. Existem ainda outros tipos de janela, como a “Hanning”, que apresentam
ondulagdes laterais menores, perdendo, porém, precisdo para estimar os picos.

O par de transformada modificado da fig. (IL.3e) ainda ndo € um par aceitdvel de
transformada discreta de Fourier, pois a transformada em frequéncia é uma fungdo continua.
Para computadores, apenas valores amostrados da funcdo em frequéncia podem ser
considerados. E necessario modificar a transformada em frequéncia através de uma funcdo de
amostragem em frequéncia ilustrada na fig. (I1.3f). O intervalo de amostragem em frequéncia
€ 1/1, , onde T, =N.T,. Para se multiplicar as fun¢des em frequéncia das figuras (IL3e) e
(I1.3f), deve-se encontrar a convolugdo no tempo destas mesmas figuras. O resultado, o par da
fig. (I1.3g), € aceitavel para propdsitos computacionais pois ambos os dominios, do tempo e da
frequéncia, sdo representados por valores discretos.

Como mostrado na fig. (I1.3g), tanto a fungdo no tempo original quanto a sua
transformada de Fourier s@o aproximadas por N amostras, que definem o par de transformada
discreta de Fourier. Observe-se que realizar uma amostra no dominio do tempo resulta em
uma fungdo periddica de frequéncia, e vice-versa. Tanto o sinal no tempo como o em
frequéncia sdo agora fungdes periddicas. As fung¢bes ndo periddicas, teoricamente, nio
deveriam ser analisadas por este processo, jd que elas necessariamente seriam aproximadas
por fung¢des periddicas, cujo perfodo € igual a T,. Por outro lado, para reduzir os ruidos
existentes nos sinais experimentais, realizam-se diversas andlises com trechos distintos do
sinal no tempo (chamadas de amostras) ¢ obtém-se a média das transformadas de Fourier das
diversas amostras. Quanto maior o ndmero de amostras, menor serd o nivel de ruido no
resultado.

11.2.2 - TRANSFORMADA RAPIDA DE FOURIER (FFT)

A transformada répida de Fourier nada mais é do que um algoritmo para computar
a transformada discreta de Fourier de uma forma bastante rdpida. Sua utiliza¢do diminui o
nimero de multiplicagbes necessarias para a obtengdo da transformada de Fourier de uma
fungdo. A limitagdo para sua aplicagfio € que o niimero de pontos seja uma poténcia de 2. O
gréfico ilustrado na fig. (I1.4) [5], onde as abcissas s@o o niimero de pontos de amostragem e
as ordenadas o numero de multiplicages requeridas, deixa clara a vantagem da FFT. Duas

curvas sao apresentadas, uma relativa ao cdlculo direto € outra a utilizagdo de um algoritmo de
FFT.



1024

Direct Calculation

812

NUMBER OF MULTIPLICATIONS (x 1000

256 A
/ FFT Algorithm
128 ‘\
64 ‘
1 1 4
64 128 258 512 1024

N {number of sample points}

Fig. IL.4 - Comparagao do nimero de multiplicagbes necessarias pelo cdlculo
direto e pelo algoritmo de FFT [5].

I1.3 - ESTIMADORES DE FUNCOES DE RESPOSTA EM FREQUENCIA (ERF)

A fungdo de resposta em frequéncia (FRF) relaciona dois sinais, sendo um de
entrada e outro de saida. Em se tratando de andlise de estruturas, o sinal de entrada é uma
forga de excitagdo e o de saida € a resposta da estrutura, que pode ser um deslocamento (FRF
€ do tipo Recepténcia), uma velocidade (FRF é do tipo Mobilidade) ou uma aceleragio (FRF ¢
do tipo Inertincia). A FRF € uma funcdo complexa, sendo representada normalmente por
mddulo e fase, ou por suas parcelas real e imagindria, versus frequéncia.

A definigdo matemdtica da FRF € a razao entre o espectro da resposta ¢ o da
excitagao : H(f) = X(f) / F(f) . No entanto, esta ndo é a melhor maneira de se calcular uma
FRF. Foram desenvolvidos alguns modelos matemiéticos para estimar as FRFs, visando
reduzir a influéncia deterioradora de possiveis ruidos nos sinais de excita¢o e resposta. Os

tré€s principais modelos sao H1, H2 e HY.
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1L.3.1 - ESTIMADOR H1

Considerando-se que nao haja erros de medicdao nas forcas de excitagdo,
representam-se por {1} os erros de medida contidos no sinal de resposta. A técnica de
minimos quadrados conhecida como H1 possibilita obter a solu¢iao [H] que minimiza o valor
de {n} através do erro quadratico. A equagio da fung¢io de resposta em frequéncia, neste caso,

é:
[H] MNoxNi {F] Nixl — {X} Noxl {Tl }Noxl (HS)

onde : Ni é o nimero de pontos de excitagdo e No o niimero de pontos de resposta.
{X} € o vetor das medidas de resposta

{F} é o vetor das medidas de excitagdo

Pés-multiplicando-se ambos os lados da eq. (I1.8) pelo conjugado transposto de
{F}, {F}" , obtém-se :

[H] {F} {F}" = {X} {F}"' - H{F}" (11.9)

Admitindo-se que o rufdo nos sinais de resposta nao tem correlagio com os sinais
de excitagdo ¢ que, com um nidmero suficiente de médias, o espectro normalizado do ruido é

proximo de zero, a eq. (I1.9) torna-se :

*t

[H Inoems {F i {F}lxNi = {X}Noxl {F}:;Ni (IL.10)

Pela expressio acima, usando-se a definigio de auto-espectro e espectro cruzado,

tem-se :
(H] [Sg]1=[5«] (IL11)
ou
[H] =[S MISe]" (IL12)
onde : ) i
Hll H 12 HlNi
H,
[H] = matriz de FRF =
—HNuI HNnNi -~
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[S 1= matriz de espectro cruzado resposta / excitagdo =

X
X

2

= {XH{F}" = (F'F..F;}

X

L 43Ny

[Si ] = matriz do auto-espectro de excitagio =

F

A Fl’ P
=(F} {F}"=| ' [(FE..E)

N

I1.3.2 - ESTIMADOR H2

Considerando-se que todos os erros de medida estio restritos agora aos sinais
de excitacdo ({v}), a técnica de minimos quadrados H2 leva a solugdo de [H] que minimiza

este erro :
[H]NoxNi{{F}Nixl +{V}Nixl} = {X}Noxl (H13)

Procedendo-se similarmente ao caso de H1, ambos os lados da eq. (I1. 13) sdo pés-
multiplicados pelo conjugado transposto de {X} :

*| *

[ e {F bt XD o + (Ve X o = (X o (X iano (I1.14)

Admitindo-se que o ruido nos sinais de excitagcdo ndo tem correlagdo com os
sinais de resposta € que com um nimero suficiente de médias o espectro normalizado do ruido

€ quase zero, obtém-se:

[Hlwoni = [Sxx ]NoNo[SFX];iNo (IL15)

onde :
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[Sx]= matriz de auto-espectro de resposta =

2

B
| %
|
-
L

= {X}HX}" = (XiX5.. Xy}

XNo
e [Sgx )= matriz de espectro cruzado excitagdo / resposta =
[ E 1
| g |
#t | F2 | ko ®

= {F}{X} =| Ny I{X1X2 XNI}

.. ]

Como se nota pela eq. (II.15), para que a mesma seja valida € necessdrio que o
nimero de pontos de entrada (Ni) seja igual ao de saida (No). Esta € uma restricio muito
forte para 0 uso de H2, uma vez que normalmente 0 nimero de pontos de excitagao de um

ensalo € bem menor do que o nimero de pontos de medigdo de resposta.

I1.3.3 - ESTIMADOR Hv

Admite-se agora que erros de medida estao presentes tanto nos sinais de excitagao
como nos de resposta, representados respectivamente por {v} e {n}. A técnica de minimos
quadrados Hv visa encontrar a solugio [H] na eq. (I.16) que minimize a soma dos
comprimentos Euclidianos de {v} ¢ {n}, chamado de erro quadrado total. Estd provado na
literatura [6] que a solug@o pode ser identificada com os elementos da matriz [Sg ] definida
na eq. (I1.17). Mais uma vez os elementos desta matriz identificam-se com os auto-espectros ¢
o espectro cruzado dos sinais de entrada ¢ saida. A literatura pesquisada [6] é bastante direta

quanto a dedugdo deste estimador.
[HI{{F}-{v}} = {X}-{n} (IL.16)

[Seex 1= HFHXIT M [{FHX N (AL17)

[Sm] (S]]

S = . IL.18
[ FFX] L[SFx]t [Sxx] ( )
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A matriz [Sg] € Hermitiana; sua composicio em auto-valor €, portanto,

definida pela eq. (I.19). A estimativa de erro total quadrado para [H] € definida pela eq.
(11.20).

[Se]=[VI A [V]" (L19)
onde:

A =diagonal (A,A,,...,A,)

[VI"[V]=1

|

{H} = ' {11.20)

[-v

I,p+]

IV

p+l, p+l

S AYAY

p. p+l p+l, p+l

E importante notar que a solugio de minimo quadrado total nio existe se Voot pil
for igual a zero. Isto, porém, somente ocorrerd caso a submatriz [S.;] de (S, ] for singular,
isto &, se as forgas de excitacdo forem correlacionadas. Assim, basta verificar que as forgas de
excitagdo nio sio linearmente dependentes para garantir a existéncia da solugdo de minimo
quadrado total.

Para o caso particular de apenas uma for¢a de excitagcdo ("single input”), o

estimador tem a seguinte expressio :

HY = (Sy /Sxe]) (Sxx / Sep)™ (IL.21)

1.4 - ZOOM [7]

O zoom consiste em uma técnica que se utiliza quando se deseja aumentar a
resolugdo de alguma regido do espectro. Através de seu uso, consegue-se obter o espectro de
uma faixa compreendida entre uma frequéncia inicial {Finic(em Hz))) € uma frequéncia final
(Ffin(em Hz)) com o mesmo nimero de pontos que se dispunha no célculo convencional do
espectro original, ou seja, de zero a frequéncia maxima (Fmax), conforme ilustrado na fig.
(IL.5).

A primeira etapa da rotina de zoom € uma convolugio complexa, em frequéncia,
do sinal amostrado com uma exponencial complexa de frequéncia (-Finic). Isto ¢ obtido pela
muiltiplicag@o, no tempo, destes sinais. O resultado desta operagdo € um sinal complexo, cuja
parte real € igual ao sinal amostrado multiplicado por (cos(2nFinic)) e cuja parte imaginaria é

igual ao sinal amostrado multiplicado por (sen{2mFinic)). Esta mulitiplicacdo no tempo



{convolugdo em frequéncia) provoca um deslocamento do espectro para a esquerda, fazendo o
ponto (Finic) do espectro coincidir com o eixo das ordenadas.

Em seguida, executa-se a filtragem passa baixa com frequéncia de corte igual a
(Ffin - Finic). Como o novo sinal no tempo é de natureza complexa, ambas as partes, real e
imaginaria, devem ser filtradas. Pode-se utilizar um dos filtros especiais para decimacgio
existentes na literatura, uma vez que a préxima etapa do processo € uma decimacdo no tempo.

A ultima etapa consiste em uma decimagio no tempo, o que significa re-amostrar
o sinal com uma frequéncia de digitalizagio f,', divisora inteira da frequéncia de
digitalizacdo inicial f, , e maior do que (Finic - Ffin). Isto representa uma re-amostragem de
((f,/f,").N) pontos, onde N € o niimero de pontos amostrados inicialmente.

Apds este procedimento, os sinais real e imaginério passam pela rotina de FFT.

a2
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Fig. .5 - Zoom



11.5 - IMPLEMENTACAO, SIMULACOES E TESTES EXPERIMENTAIS

Este item apresenta a metodologia utilizada para implementagdo do software
desenvolvido, a descricdo de simulagGes numéricas realizadas em uma estrutura simples e
testes experimentais nesta mesma estrutura. As simulagSes numeéricas e o0s testes
experimentais objetivam sobretudo avaliar o sistema desenvolvido, verificando também seu

nivel de precisio.

I1.5.1 - IMPLEMENTACAOQ

O programa desenvolvido contém uma rotina em linguagem "C" [8], relativa a
aquisi¢do dos sinais, e o restante em “FORTRAN”. Cabe ao usuédrio definir o nimero de
canais (maximo de 16) a faixa de frequéncia desejada (que vai determinar a frequéncia de
digitalizag@o) e o nimero de amostras.

A aquisi¢do dos sinais é realizada via DMA (Direct Memory Access), ou seja, as
leituras do conversor A/D sido transferidas para a memdria diretamente, sem a intervengfo do
microprocessador do computador. Este tipo de operagfo torna a aquisigdo mais rdpida do que
as convencionais.

Feita a aquisi¢do da primeira amostra, os dados relativos a todos os canais sdo
entdo passados a rotina que realiza as FFTs [9], com janela do tipo Hanning, e estima as
FRFs. (A janela Hanning € expressa pela eq. (11.22) e sua representacdo grifica encontra-se na
fig. (IL.6)). Inicia-se a aquisi¢cdo da segunda amostra e 0 processo se repete até que o nimero
de amostras definido pelo usudrio se complete. As médias aritméticas das FFTs e FRFs de
cada amostra serao tomadas como as FFTs e FRFs finais. No programa, pode-se optar pelo

tipo de estimador desejado : H1, H2 ou Hv.

1 2mt
x(t)y= 5 1+ cosi} (I1.22)

T )

O nimero de pontos dos espectros calculados € mantido fixo em 256, uma vez que
a amostragem, sem zoom, é feita com 512 pontos. A rotina de zoom dispde de dois tipos de
filtro passa-baixa elipticos de oitava ordem [10], um associado ao zoom de duas vezes (ou
seja, aumenta em duas vezes a resolugdo de uma faixa do espectro), outro com zoom de
quatro vezes (aumenta em quatro vezes a resolucio). No primeiro caso, a re-amostragem se da
de 2 em 2 pontos, sendo portanto realizada a aquisicéio de 1024 pontos por canal. No segundo

caso, a mesma € feita de 4 em 4 pontos, com aquisicio de 2048 pontos por canal.
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Fig. .6 - Representagéo grafica da janela "Hanning"

O primeiro canal refere-se sempre ao sinal da forga de excitagdo, sendo os demais
referentes as respostas da estrutura. Assim, tendo NCAN nimero de canais, obter-se-do
(NCAN-1) fun¢des de transferéncia (FRFs), cada uma relacionando um dos canais de resposta
ao canal da forca. Para o caso de vérios canais de forga de excitagio (multiple input), a parte
de aquisigdo do programa permanece inalterada, enquanto as rotinas de estimagio das FRFs
necessitam de um desenvolvimento mais elaborado, que também estd sendo implementado no
Laboratério de Estruturas [11].

A figura (I1.7) apresenta um fluxograma simplificado do programa.

Concluido o niimero de amostras (NAM), as op¢des de gréifico a ser mostrado na
tela sdo :

1 - Mddulo da FFT de um canal versus Frequéncia

2 - Angulo de Fase da FFT de um canal versus Frequéncia

3 - Médulo da FRF entre um canal de resposta e o de forga versus Frequéncia

4 - Angulo de Fase da FRF entre um canal de resposta e o de forga versus

Frequéncia
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Fig. 1.7 - Fluxograma do programa de aquisi¢do

e processamento de dados desenvolvido.

I1.5.2 - SIMULACOES E TESTES EXPERIMENTAIS

Inicialmente, para verificar a rotina de FFT do sistema implementado, foram
geradas funcdes do tipo harmdnico através de um gerador de fungbes, variando-se a
frequéncia e a amplitude do sinal no tempo. Os espectros obtidos foram usados para
verificac#o inicial da rotina implementada, com resultados satisfatérios.

Para comparaggo de resultados do sistema desenvolvido com resultados analiticos,
realizaram-se simulagdes com uma viga bi-apoiada, cuja esquematizagio € mostrada na fig.
(IL.8). Utilizou-se para tal um programa [12] que realiza a integra¢do das equagdes de
movimento de uma viga bi-apoiada e gera a resposta da estrutura no tempo, sujeita a
determinado tipo de carregamento dindmico. O programa em questio utiliza os dados
geométricos da viga e calcula a resposta no grau de liberdade desejado, integrando as
equagOes diferenciais por meio do método de Runge-Kutta [9]. Além da resposta no tempo,
ele calcula também o espectro da FRF tedrica em um ponto qualquer de medicéo, através das
eqs. (I1.23), possibilitando a comparagdo com os resultados do sistema implementado. Assim,

tanto o sinal de for¢a quanto o de aceleragdo no tempo, calculados pelo programa, foram
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usados como entrada do sistema, ao invés de sinais obtidos pela placa A/D. Este tipo de
simulagdo testa apenas a parte do sistema que calcula FFTs e FRFs.

PONTO DE
EXCITAGAO E
L/5 /MEchAo DE
RESPOSTA
.
| A A
L=1.47m

{ J
I 1

Fig. 11.8 - Esquema da viga bi-apoiada utilizada na
simulagac.

¢, 0, (=B, )1-B.")

Re[IN@)],, = >

o > [0.23
& B+ (2B -
¢, 9,(288,)
Im[IN(w)] = T ’ 11.23b
INOL =& Gop ) 088, (1239
Mod[IN{(w)], = \/ Rez[IN(UJ)]m +Im* [IN(o)],, (I1.23¢)
onde : Re[IN(w)],, € a parte real da FRF do tipo inertincia (aceleragao/forga), referente

ao ponto p de resposta € q de excitagdo, para uma frequéncia de excitagdo o;

IM[IN(®}],, € a parte imagindria da FRF do tipo inertancia (aceleragao/forga),

referente ao ponto p de resposta e q de excitagio, para uma frequéncia de excitagdo ;

Mod[IN(w}],, € o médulo da inertdncia referente ao ponto p de resposta e q de

excitagdo, para uma frequéncia de excitagio ;

¢, € o valor do auto-vetor normalizado do modo r referente ao grau de liberdade

do ponto de resposta (p),
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¢, € o valor do auto-vetor normalizado do modo r referente ao grau de liberdade

do ponto de excitacio (q);

0]
()

ha.r

B, =

amortecida do modo r

,» onde o € a frequéncia de excitagdo e ®,,, € a frequéncia natural néo -

€, éataxa de amortecimento relativa ao modo r

Foram selecionados os cinco primeiros modos para a andlise e o ponto de
excitacio e resposta escolhido estd indicado na fig. (I1.8). Utilizou-se uma excitagio transiente
por meio de impactos. A partir das taxas de amortecimento dos dois primeiros modos, obtidas
experimentalmente, o programa calculou as taxas dos demais modos, admitindo uma
proporcionalidade da matriz de amortecimento em relagio as matrizes de massa ¢ de rigidez, o

que pode ser expresso por meio das eq. (I1L.24) :

g B0 Alo,, (I1.24)
" 20, 2 '
onde :
2(l)na. lo‘)nul
AO: i , é (‘ona _& (Dnn
(0‘):&,2 - O):a.l )( e : 'l)
Al — 2(‘Orm,lo‘)mLZ gz _ gl

((Dia,z -mi.l) Oppy Oz

Foi realizada uma simula¢iio com &, =10% ¢ &, =4%. A fig. (IL9) apresenta
uma comparagao entre o espectro tedrico e o obtido pelo sistema, na faixa de 0 a 250 Hz, da
FRF com o estimador H1, cujo resultado é exatamente igual ao de H2 e ao de Hv. Nao €
possivel distinguir uma curva da outra em cada figura. Como era de se esperar, os trés
estimadores apresentaram resultados exatamente iguais, uma vez que os sinais de entrada e
saida sdo tedricos e, portanto, isentos de ruidos (deve-se recordar que a distingdo entre os trés
estimadores reside somente na presenga de ruidos na entrada e/ou saida). Os resultados
obtidos comprovam a eficdcia das rotinas de FFT e FRF do sistema.

A simulagdo seguinte, com o objetivo de avaliar as diferencas entre os
estimadores, consistiu em introduzir ruidos de diferentes niveis nos sinais de forga e
aceleracdo e estimar as FRFs através de HI e Hv. O estimador H2 foi excluido da simulagio
por exigir que o nimero de pontos de resposta e de excitagio seja igual, 0 que consiste em
uma situagao bastante dificil de ser viabilizada. Esta simulagdo foi feita com excitagdo

randdmica do tipo ruido branco. Foram introduzidos ruidos, de natureza randomica, de 5%,
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FREQUENCIA
(Hz)
Fig. I1.8 - Comparagdo da FRF para o caso
simulado.

10% e 20% nos sinais de entrada (forga) e saida (resposta). O nivel de ruido foi calculado em
relagdo ao valor RMS dos sinais no tempo, ou seja, um ruido de 10% na resposta, por
exemplo, significa que o valor RMS do sinal de ruido (do tipo randémico) representa 10% do
valor RMS do sinal de resposta, limpo. Para avaliar a qualidade dos estimadores em relagéo
aos ruidos, fo1 calculado o erro quadratico, cuja expressio € definida na equacgio (I1.25), entre
o espectro tedrico do sinal sem ruido e o espectro dos sinais com ruidos obtidos pelo sistema

com cada estimador.
{
E= X (e(jo)<'(j0,)) 11.25)
onde : e(joy=H""(ju)- H™(jo)
e’ (jo)=H""(jo)- H™ (jo)
H*®" ¢ a FRF estimada pelo sistema

H™®° é a FRF teérica, sem ruido

0<f < f, €éafaixaonde a FRF foi estimada

* designa o conjugado complexo

23



Os erros quadraticos foram entdo normalizados em relagfio ao erro quadritico de
maior valor. As tabelas II.1 e II.2 apresentam os resultados do erro quadritico de correlagdo

para H1 e Hv, respectivamente, para os diversos casos de ruidos simulados.

Tabela I1.1 - Erro Quadratico - Estimador H1

RUIDO ENTRADA = 0% 5% 10% 20%
RUIDO 5AIDA U

0% 0.000 0.158 0.368 1.000

5% 0.026 0.132 0316 0.947

10% 0.026 0.105 0.316 0.921

20% 0.079 0.132 0.290 0.842

Tabela I1.2 - Erro Quadratico - Estimador Hv

RUIDO ENTRADA = 0% 5% 10% 20%
RUIDO SAIDA

0% 0.000 0.079 0.210 0.684

5% 0.026 0.105 0.263 0.684

10% 0.105 0.158 0.316 0.763

20% 0.263 0.316 0.474 0.921

Uma anélise das tabelas II.1 e I1.2 leva a conclusdo que, como era esperado, o
estimador H1 mostrou-se bastante eficiente para contornar o problema da presenga de ruido na
resposta (saida), conforme mostrado no item I1.3.1, o que pode ser notado pela constatagio da
quase constancia dos valores ao longo das colunas da tabela II.1. A mesma tabela mostra que
o aumento do ruido no sinal de excitagdo (entrada) faz aumentar o erro quadritico, o que
indica que este estimador nao € apropriado para ruidos nos sinais de excitagdo. Por outro lado,
esperava-se que Hv apresentasse uma maior invaridncia de resultados com respeito aos ruidos
nos sinais de excitagdo e resposta. Pela tabela I1.2, nota-se que o erro quadridtico com Hv
variou mais com ruidos na excita¢ido do que com ruidos na resposta. Simulagdes posteriores
devem ser realizadas para que se chegue a uma conclusio mais definitiva quanto a eficiéncia
destes dois estimadores. Deve-se ter em mente que a obtengo do estimador Hv requer um
esfor¢o computacional muito maior do que o exigido para a determinagdo de HI. Portanto,
somente no caso de se constatar que Hv € realmente mais eficiente do que H1, € que deve-se
optar pelo primeiro.

Para testes experimentais, foi utilizada a mesma viga bi-apoiada das simulagdes

tedricas. Esta viga, de ago, tem comprimento de 1.47 m, largura de 7.62 cm e espessura de
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0.79 cm . Inicialmente, obteve-se um espectro que englobasse os dois primeiros modos de
vibragdo e em seguida um espectro mais detalhado em torno de cada um destes modos. Todas
as FRFs foram estimadas através de H1 e a excitacdo foi do tipo ruido branco imposta através
de um excitador eletro-magnético instrumentado com um load-cell na sua extremidade. Tanto
a excitacdo quanto a medi¢do da resposta se deram em um ponto que dista um ter¢o do
comprimento da viga contado a partir do apoio. Para comparagdo dos espectros obtidos pelo
sistema, utilizou-se um analisador de espectros, cujos resultados foram transferidos para o
microcomputador através de um programa desenvolvido no Laboratério de Estruturas [8]. A
fig. (IL.10) ilustra esquematicamente os sistemas de excitacdo e de aquisi¢cdo de dados e a
instrumentacgdo utilizada.

CONDICIONADOR
DE SINAIS
= s
ACELEROMETRO - (IO &
PIEZO-RESISTIVO
KIOWA AS-2GA
AN AN
~}—— LOA|
FIO TENSIONADO LOAD-CELL ARALEADOR
DE ESPECTRO
EXCITADOR
ELETRO-MAGNETICO HP 3582 A
7
ANEUIFIGADOR FUIDO BAANGO
DE POTENCIA

Fig. 11.10 - Sistema de excitagéo e aquisi¢ao utilizado
para testes experimentais.

A fig. (II.11) apresenta uma comparagdo entre os médulos da FRF, na faixa de 0 a
50 Hz, obtidos pelo sistema de aquisi¢do e de processamento de sinais desenvolvido e pelo
analisador de espectros. A fig. (II.12) apresenta 0 mesmo tipo de comparagdo, porém relativo
ao ensaio abrangendo apenas o segundo modo de vibragdo, caso em que foi utilizada a rotina
de zoom do sistema implementado. Percebe-se, pelas figuras (I.11) e (II.12), a semelhanca
entre as curvas obtidas pelo sistema implementado e pelo analisador de espectros. Pequenas
diferencas de amplitude devem-se basicamente ao nimero diferente de pontos (e
consequentemente de incremento de frequéncia) entre os dois sistemas.
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Através das simulagbes numéricas e testes experimentais, pode-se considerar que
as FRFs obtidas com o sistema de aquisigdo e processamento de dados desenvolvido

apresentaram valores satisfatérios se comparados aos teéricos e do analisador de espectros.

0.8

MODULO

(INERT.) )
[{m/s2)N] — — — — Analisador de Espectra

Sistema Desenvolvido

1

0.6

0.4 —

0.2 —

FREQUENCIA {(Hz)
Fig. II1.11 - Comparagio entre os Mddulos da FRF na faixa de 0 a 50 Hz,

abrangendo os dois primeiros modos.

1 - [
MODULO g — Sistema Desenvolvido
(INERT)} A _
[{m/s2)/N] g4 — — — — Analisador de Espectro

0.8

0.6

0.4

0.2

30 3z KX 36
FREQUENCIA (Hz)
Fig. 11.12 - Comparagao entre 0s Mddulos da FRF em torno do segundo modo.
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CAPITULO 111

METODOS DE ESTIMACAO DE PARAMETROS MODAIS

Apds a obtengdo das FRFs, deve-se utilizar algum método de identifica¢do modal
para estimar os pardmetros modais da estrutura.

Sdo indmeros os métodos de estimagdo de pardmetros modais, cada qual com suas
vantagens e deficiéncias. Nio € possivel apontar um método que se destaque em relagido aos
demais. O que se pode dizer € que as caracteristicas do sistema estrutural especifico a ser
analisado, aliadas a experi€ncia do usudrio, vao indicar a conveniéncia ou ndo da aplicagéo de
determinado método.

O presente capitulo procura apresentar conceitos fundamentais relativos &
estimagio modal. Uma vasta referéncia bibliografica € citada e alguns métodos sdo descritos.
Dois destes métodos (“The Least Squares Complex Exponential Method”, no dominio do
tempo e “The Orthogonal Polynomial Method”, no dominio da frequéncia) serdo abordados
com maior profundidade no capitulo seguinte, jA4 que serao utilizados para avaliar oS
resultados do novo método de estimagido modal desenvolvido neste trabalho e apresentado nos
Capitulos Ve VL

.1 - CLASSIFICACAO DOS METODOS DE ESTIMACAO DE PARAMETROS
MODAIS

A andlise modal descreve o comportamento dindmico de um sistema como uma
superposi¢do linear de um certo nimero de modos. O problema de estimagao de pardmetros
modais para estruturas consiste, entdo, em identificar os pardmetros desconhecidos para cada
um destes modos : suas frequéncias naturais, taxas de amortecimento e modos de vibragéo.
Portanto estes métodos sdo desenvolvidos para estruturas com comportamento linear,
invariantes ao longo do tempo.

Através de medidas de excitagdo (entrada) e resposta (saida), sdo estimados os
pardmetros modais, que sdo otimizados por meio de um determinado critério.

Sdo diversos os dngulos pelos quais podem ser classificados os métodos de

estimacdo de pardmetros modais, como apresentado a seguir.
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IM.1.1 - ANALISE NO DOMINIO DO TEMPO x ANALISE NG DOMINIO DA
FREQUENCIA

Este € o principal critério para classificar os métodos de identificagio modal. A
maior parte dos métodos no dominio do tempo trabalha com a Resposta de Impulso ou com a
fungiio de decaimento livre, enquanto os no dominio da frequéncia trabalham com a Funcio
de Resposta em Frequéncia. A primeira é normalmente tratada por IR (Impulse Response, em
inglés) e a segunda por FRF (Frequency Response Function, em inglés), conforme ja
mencionado. Suas expressdes serfo desenvolvidas no item (IL.2), bem como a relagio
existente entre elas. Entretanto, existe um outro grupo de algoritmos de estimacdo modal no
dominio do tempo, baseados em relagdes de médias mdveis e auto-regressivas, que podem
trabalhar diretamente com amostras de excitagdo e resposta, ndo sendo necessdria a obtengdo
da IR.

Quanto a obtengdo da IR, sdo dois os procedimentos possiveis :

- calcula-se a FRF a partir dos sinais no tempo e, em seguida, calcula-se a
transformada de Fourier inversa desta FRF;

- utilizando-se o processo de deconvolugio.

Algumas diferengas basicas sio notadas entre métodos implementados no dominio
do tempo e no dominio da frequéncia. Os métodos no dominio do tempo sdo meihores
condicionados do que os no dominio da frequéncia [13;14]. Por outro lado, somente
implementagdes no dominio da frequéncia sao capazes de levar em conta os efeitos dos
modos fora da faixa medida, ou seja, modos abaixo e acima da regido do espectro sob andlise.
Isto torna-se possivel através da consideragdo de termos residuais de massa e rigidez, como
serd mostrado no item IV.2.4.

II.1.2 - UM GRAU DE LIBERDADE (SDOF) x VARIOS GRAUS DE LIBERDADE
(MDOF)

Em geral, a resposta dinmica de um sistema ¢é obtida fazendo-se a superposicio
de alguns de seus modos. Quando a densidade modal € baixa (ou seja, as frequéncias naturais
sdo bem separadas), tomando-se uma faixa de frequéncia na vizinhanga de uma frequéncia
natural da estrutura, pode-se considerar a resposta da estrutura fung¢@o apenas deste modo de
vibragdo, sendo as contribui¢des de todos os outros modos despreziveis ou constantes. Assim,
a estrutura terd sua resposta modelada como se fosse originada de um sistema de um grau de
liberdade.

Os métodos de estimagdo de parametros modais que fazem uso desta
simplificacdo sdo ditos de um grau de liberdade (SDOF - Single Degree of Freedom). Um

destes métodos, j4 implementado no Laboratério de Estruturas, € o “Circle-Fit” [3]. Sio
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métodos, em geral, bastante ripidos, requerendo pouco tempo computacional e pouca
memoria. Porém, ndo sdo apropriados para estruturas com frequéncias naturais muito
proximas umas das outras e amortecimento elevado. Quanto menor o amortecimento de um
modo, mais concentrada na vizinhanga do pico de ressonincia deste modo estara sua energia,
sendo portanto menor sua influéncia sobre os modos adjacentes.

Ja os métodos de virios graus de liberdade (MDOF - Multi Degree of Freedom)
consideram a contribuigdo de muitos modos, dentro da regido de andlise, na resposta da
estrutura, permitindo desta forma que estruturas com grande densidade modal sejam

analisadas.

[I1.1.3 - ESTIMATIVAS LOCAIS x ESTIMATIVAS GLOBAIS

As estimativas locais analisam apenas uma FRF por vez. Desta forma, podem
gerar resultados diferentes do mesmo pardmetro modal (frequéncia natural e taxa de
amortecimento, que sdo pardmetros modais do tipo global) em cada anlise, formando uma
série de estimativas, que podem posteriormente ser tratadas estatisticamente.

As estimativas globais consideram vérias FRFs, levando em conta o fato de que
um pardmetro meodal € uma invariante da estrutura, independente do local particular de
excitagdo efou resposta a partir do qual se realizou a andlise. Estimativas globais obtém

apenas um valor para cada parametro modal.

IM1.1.4 - MODELO DE IDENTIFICACAO DIRETA x MODELO DE IDENTIFICACAO
MODAL

A partir das equagdes diferenciais de movimento de uma estrutura, sua resposta
dindmica pode ser modelada de duas formas distintas :

- Identificagdo Modal : descreve os sinais de resposta como uma SUperposi¢ao
linear de solugdes caracteristicas para as equagdes diferenciais. Os parimetros modais sdo
estimados ajustando-se uma curva aos pontos de medida através de uma série de solugdes.
Neste caso, o problema de identificagdo modal reduz-se a estimaciio de alguns pardmetros
desconhecidos que constam do j& conhecido modelo teérico desenvolvido.

- Identificacdo Direta : usa as prOprias equacdes diferenciais, ao invés de
considerar um conhecimento prévio sobre a natureza de suas solugdes caracteristicas. Os
pardmetros nestas equagdes diferenciais s3o estimados diretamente das sequéncias de sinais de
entrada/saida. Andlises posteriores destes pardmetros (decomposi¢do de autovalores das
matrizes de massa, amortecimento e rigidez estimadas) resultam nos desejados parimetros

modais, completando o processo de identifica¢io modal.
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Todos os métodos apresentados neste trabalho utilizam-se do modelo de

identificagdo modal.

111.1.5 - MODOS DE VIBRACAO REAIS x MODOS DE VIBRACAQ COMPLEXOS

Sistemas em que a matriz de amortecimento € considerada proporcional s
matrizes de massa e rigidez (C=aM+3K) sdo chamados de proporcionalmente amortecidos.
As formas modais resultantes, neste caso, sdo reais. Todos os pontos de medida, nas suas
frequéncias naturais, estdo em fase ou em oposigéo de fase em relagio aos outros pontos da
estrutura. Esta considerago mostra-se eficiente apenas para estruturas com valores baixos de
amortecimento.

No caso mais geral, o amortecimento € considerado n3o proporcional e,
consequentemente, formas modais complexas sdo identificadas, apontando diferengas de fase

entre 0s pontos de medida da estrutura, mesmo nas suas frequéncias naturais.

I.1.6 - UM PONTO DE EXCITACAQ x VARIOS PONTOS DE EXCITACAO

Este € outro cntério de classificagdo dos métodos. Logicamente, os métodos que
admitem vérios pontos de excitagdo também funcionam no caso de apenas um ponto de
excitagio. A reciproca, entretanto, nfio € verdadeira, havendo métodos que admitem somente
excitagd@o em um ponto da estrutura.

A excitagio multipla apresenta a vantagem de que a resposta da estrutura se
caracteriza por ser melhor distribuida, além de garantir que localmente a estrutura ndo se
danifique, j& que o nivel de for¢a em cada ponto pode ser reduzido sem que isto prejudique a

excitagio de virios modos.

A tabela ITI.1 apresenta um resumo de diversos métodos de estimagdo, mostrando
suas caracteristicas de acordo com os tipos de classificagio apresentados. Alguns destes
métodos estdao descritos sucintamente no item II1.3.

Na tabela IIL.1, quando se diz que um método é MDOF, logicamente ele €
aplicdvel também em torno de apenas um modo de vibragdo (SDOF). A reciproca, entretanto,
ndo € verdadeira. O mesmo pode ser colocado quanto aos métodos globais, que podem
também gerar estimativas locais.

Segundo Juang [15], em 80% dos casos as FRFs sdo computadas antes de utilizar-
se um algoritmo de identificagio de pardmetros modais, apesar de existirem vérios algoritmos

que analisam resposta no tempo de vibragdo livre diretamente. A razdo para este fato é que
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pessoas com pratica em testes modais podem extrair uma gama considerdvel de informagdes
simplesmente observando as FRFs. No mesmo trabalho, Juang apresenta os seguintes dados
estatisticos, aproximados : de todos os algoritmos de estimagio modal existentes,
aproximadamente 40% sdo de vérios graus de liberdade (MDOF) no dominio do tempo,
enquanto que cerca de 30% sdo de varios graus de liberdade no dominio da frequéncia.

A tabela [11.1 deve ser analisada a luz das caracteristicas geralmente apresentadas
pelas estruturas civis. Estas s3o normalmente de baixa densidade modal e fracamente
amortecidas, tornando apliciveis os métodos SDOF. Existem exce¢des, como serd visto

posteriormente.
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Tabela I1I. 1 - Classificacao dos Métodos de Estimag@o de Pardmetros Modais

SINGLE | DOM.DO | MODELO | MODOS
SDOF GLOBAL ou TEMPO DIRETQ REAIS | REFEREN-
METODOS ou ou MULTI ou ou ou CIA BIBLI-
MDOF LOCAL INPUT FREQ. | MODAL | COMPLE- | OGRAFICA
X0S
Meia-Poténcia SDOF LOCAL sl FREQ. MODAL REAIS (3;14]
| Angulo de Fase |  spoF LOCAL sl FREQ. MODAL REAIS (3;14]

Circle-Fit SDOF LOCAL si FREQ. MODAL REAIS [3:16-

(Circulo 17]

Ajustado)

Min. Quadrados | MDOF GLOBAL MI FREQ. MODAL | compLE- | [18-25]
Nao-Linear no X0S
Dom. Freq.

Least Sq. MDOF GLOBAL I TEMPO | MODAL | COMPLE | [26-28]
Complex Exp. X0S
Polyreference MDOF GLOBAL MI TEMPO mopal. | compL. | [28-36]

Ibrahim MDOF GLOBAL M TEMPO mMopAL | comeL. | [37-43]
Identificacio MDOF GLOBAL M TEMPO DIRETA | compLE- | [44-48]
Direta Tempo X038
Identificacio MDOF | GLOBAL MI FREQ. DIRETA | compLe- | {49-53]

Direta Freq. X0S
ISSPA (Id. de MDOF GLOBAL Ml FREQ. DIRETA | COMPLE- [54]
- Parametros de X0S
Sistemas
Estruturais)
ERA MDOF GLOBAL Ml TEMPO | DIRETA | compLe- | [135];[55]
X0S (56]
SFD (Dom. da | MmpoF | GLoBaL st FREQ MODAL | coMPLE- | [57-58]
Fr. Simultineo) X0s
Orthagonal MDOF | GLOBAL Mi FREQ. MODAL | compLe- | [59-66]
Polynomial X0S
Min. Quadrados{ MDOF GLOBAL Ml FREQ. MODAL | COMPLE- [25]
Linear no Dom. X0S
Freq.
Estimacdio de MDOF | GOLBAL MI FREQ. MODAL | COMPL. [67]
Par. Modais
através do
Goal Progr.
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I.2 - INTRODUCAO TEORICA

Este item apresenta o desenvolvimento tedrico das expressdes da FRF e da IR a

partir da equagdo diferencial do movimento. Estas expressdes serdo utilizadas nos diferentes

métodos apresentados posteriormente.

onde :

Para um sistema de um grau de liberdade, a equagdo do movimento € :
mX(t) + cx(t) + Kx(t)=f(t) (IIL.1)

m = massa do sistema

¢ = amortecimento do sistema

k =rigidez do sistema

x(t) = deslocamento do sistema variando no tempo
x (1) = velocidade do sistema variando no tempo

X (t) = aceleragiio do sistema variando no tempo

f(t) = forca de excitagdo aplicada a estrutura

Aplicando-se a transformada de Laplace a eq. (IT1.1), obtém-se :

L{mi + cx + kx} = m(s2X(s) — s x(0) — x(0)) + c(s X(s) — x(0)) + k X(s) =
=(ms® +cs+k)X(s) - msx(0) — mx(0)— ¢ x(0)

L{f (t}=F(s)
Igualando-se as duas expressdes acima, obtém-se :

[ms? + cs + k]X(s) = F(s) + (ms + ¢)x(0) + m (0) (I11.2)

onde x(0) e x(0) sdo, respectivamente, o deslocamento ¢ a velocidade iniciais (t=0).

Se as condig¢des iniciais forem zero, a eq. (I11.2) torna-se :

[ms? +cs + k] X(s) = F(s) (II1.3)

A representacdo da eq. (III.1) no dominio de Laplace (eq. (II1.3)} tem a vantagem

de converter uma equagio diferencial em uma equagio algébrica.

Fazendo-se B(s)=ms’ +cs+k , aeq. (IIL.3) torna-se :

B(s)X(s)=F(s) (II1.4)
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onde F(s)= transformada da forga f(t) no dominio de Laplace

X(s)= transformada da resposta do sistema x(t) no dominio de Laplace

Conhecidos X(s) € F(s), B(s) pode ser calculado. Definindo-se H(s)=1/B(s) :

H(s)=X(s)/F(s) (IT1.5)

A quantidade H(s) € conhecida como fungdo de transferéncia do sistema.

Retornando-se a eq. (II1.3), a funcdo de transferéncia pode ser escrita como :

CX(s) 1/m
HE=Fe =" [c] [k) (I6)
2+ = |s+| —
m m

O termo do denominador é chamado de equagdo caracteristica do sistema, cujas

raizes, que representam os p6los do sistema, sio :

o~ fan V) o)

Para dar continuidade ao desenvolvimento, introduz-se agora o conceito de
amortecimento critico e taxa de amortecimento

Define-se amortecimento critico (¢} como um amortecimento que faz com que a
estrutura, deslocada de sua posi¢do de equilibrio, retorne a ela sem que haja oscilagio. Seu
valor pode ser obtido matematicamente igualando-se o radical da equagdo caracteristica a

Zero, como mostrado a seguir.

) (5]

c, =2mw,,

onde ¢, € o amortecimento critico

®_. ¢ a frequéncia natural ndo-amortecida (em (rad/seg))
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A razfo entre o amortecimento do sistemna & 0 amortecimento critico é chamada de
taxa de amortecimento (&,).

As raizes da equagfo caracteristica (I11.7), também chamadas de pdlos, podem

entdo ser rescritas como :

Ao=(=E £JE) ~Da, (IIL8)

Em fungdo de suas taxas de amortecimento, os sistemas pedem ser classificados
€Omo :

a) - sistema supercritico : £ >1

b) - sistema critico : §, =1

c) - sistema subcritico : & <1

Para a maioria das estruturas reais, a taxa de amortecimento ¢ menor do que 10%,
ficando o problema, entdo, restrito aos casos de amortecimento subcritico. Nestes casos, as
raizes da equagdo caracteristica s3o sempre complexas e conjugadas, podendo ser escritas

como

A, =€ VI o, (I11.92)

ou, numa forma alternativa :

onde 0, =-_ & =fator de amortecimento(em(rad /seg)) (I1.9b)

©, =®_,+1-(§,)* =freq. natural amortecida

Como neste caso A, é sempre o conjugado complexo de A,, a notagdo de A,
passard a ser A,.
A fungdo de transferéncia H(s) (eq. (IT1.6) pode ser escrita como um produto de

raizes em forma fatorada, como :

1/m
(s—A,)Ms—A))

H(s) = (1I1.10)
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. A'l = Gl + .](Da
onde : A= pblo do sistema . :
A =0, -0,

Para discutir o conceito de residuos, faz-se a expansdo em fragcdes parciais da
equagio da fungdo de transferéncia (eq. (II1.10)) :
1/m R, R;

His)= (s—xl)(s-h’,): (s—xl)+(s—l‘;)

(TL11)

Os residuos da fung¢do de transferéncia sdo definidos como sendo as constantes
R, ¢ R|. Podem-se calcular R, e R; multiplicando-se ambos os lados da eq. (IIL.11) por

(s—A,) e tomando seu valor no limite onde s = A, . Desta forma, obtém-se :

R = 1/m

b j2m,)

R::_.l:’m
(2w, )

Em geral, para um sistema de vdrios graus de liberdade, os residuos podem

assumir valores complexos. Porém, como mostrado, para um sistema de um grau de liberdade
eles tém a sua parte real nula.

A fungdo de resposta em frequéncia (FRF) é avaliada ao longo do eixo da
frequéncia (jo). Entdo, a eq. (III.11) com s=jm, torna-se :

*

H(jo)e R
OO 0= 1) e 1)

H(s)

5= jt

*

—_ Rl + R] -—
T (jo- (0, +jw,))  (jo-(c,-jo,)

L]

1QI R]
= +-
J(m_ma)_cl J(m+mn)—dl

(II1.12)

O valor da FRF no ponto da frequéncia natural amortecida (,) do sistema € :

*

: R, R,
H(jo,)=-——+

G, j(zma ) -G (IH : 3)
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O segundo termo do lado direito da eq. (III.13) se aproxima de zero 4 medida que
®, aumenta. Assim, a eq. (I.13) pode ser aproximada, desprezando-se a contribuigdo do

termo conjugado (segundo termo) :

: R,
Hjo,)=-"_

1

Desta forma, na vizinhanga da frequéncia natural, muitos sistemas de um grau de

liberdade sio representados por :

(I.14)

A fungdo de resposta de impulso, ou resposta de impulso (IR) de um sistema de
um grau de liberdade pode ser determinada a partir da eq. (III.11), considerando-se que as

condigdes iniciais sdo zero e que F(s)=1 para um impulso do sistema. Entio :

X(s) X¢s) R .\ R
Fs) 1 (s=X) (s=X)

H(s)= (I 15)

Aplicando-se a transformada de Laplace inversa a eq. (II.15) .

h(t)=L"{H(s)} = R,e™ + R e* = Resposta de Impulso (II1.16)

Para um sistema linear, invariante com o tempo, de vérios (N) graus de liberdade,
as expressoes da Fungdo de Resposta em Frequéncia (FRF) e da resposta de impulso (IR) sao
obtidas através das superposicOes lineares das expressdes dos N graus de liberdade. Sendo
assim, podem-se extrapolar as eq. (II1.15) e (III.16), e as expressdes da FRF e da IR, para um

sistema de N graus de liberdade, sao expressas respectivamente pelas eq. (TI1.17) e (II1.18) :

R,
Hew ()= 2[(0) N um—k‘r)] WL

h,, ()= i(Rm,e’Lr' +R ) (IIL.18)
r=1
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onde : p € o ponto de medigdo da resposta
q € o ponto de aplicagdo da forca

r é o numero do modo (total : N modos)
R, € oresiduo domodor

Cabe destacar que a expressdo do residuo R ¢

6,0y
R = __mrar .
P 2m o,

onde : ¢, €0, sdo as coordenadas do modo r nos pontos p e g, respectivamente

m_ é a massa modal associada ao modor
®, . € a frequéncia natural amortecida do modo r

1.3 - METODOS CLASSICOS DE ESTIMACAO DE PARAMETROS MODAIS

Dentre os métodos de estimagdo de pardmetros modais, serdo aqui apresentados
somente alguns métodos do tipo modelo modal.

Nas estimativas que fazem uso do modelo modal, estabelece-se o modelo
paramétrico em termos dos pardmetros modais, sendo os dados de entrada FRFs (no caso de
métodos no dominio da frequéncia) ou IRs (no caso de métodos no dominio do tempo) . Para
estas fungbes, a relagdo entre os pardmetros modais ¢ as medidas é dada, respectivamente,
pelas eq. (IIL.17) e (IIL.18), obtidas a partir da transformada de Laplace da equagdo do
movimento, como apresentado no item II.2. Repetindo estas equagbes e resumindo as

principais relagbes expressas no item anterior, para facilitar a compreensio do texto :

(jo— l) (jo—A,)

.
H(jo)= Z[ = ]

h, (0= i(Rwe"rt +R} &™)
=i

onde : H  (jw) ¢é afungdo de resposta em frequéncia entre o grau de liberdade

de saida p e o grau de liberdade de entrada g

h, (1) € aresposta no dominio do tempo, no grau de liberdade p, devido a um
impulso unitdrio imposto no grau de liberdade q
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N € o niimero de modos de vibragio que contribuem para a resposta dindmica da
estrutura dentro da faixa do espectro considerada

R € o valor do residuo referente ao modo r

A, € o valor do pélo do modo r

(*) € a designacao do conjugado complexo

O valor do pélo pode ser expresso como :

A, =0, + jo, =&, +jo,1-(§) (TIL19)

onde : w,, ¢ a frequéncia natural amortecida do modo r
o, ¢ o fator de amortecimento do modo r
®,, € a frequéncia natural ndo-amortecida do modo r

E, é a taxa de amortecimento do modo r

O residuo € o produto de trés termos :
R =a06,¢, ([I1.20)

onde : ¢ a coordenada do modo r no ponto p

P, €
¢, € a coordenada do modo r no ponto g
4 é

. € uma constante complexa de escala

A constante de escala € expressa por :

1

ar

onde : m_ ¢ a massa modal do modo r

A seguir, s@o descritos alguns métodos de estimagdo de pardmetros modais.
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I1.3.1 - METODO DO CIRCULO AJUSTADO (“CIRCLE-FIT”) [3;16-17]

Este método, no dominio da frequéncia, foi desenvolvido originalmente para
sistemas fracamente amortecidos, sob a hipétese simplificadora de um grau de liberdade
(SDOF). Possibilita identificar frequéncias naturais, taxas de amortecimento ¢ modos de
vibragdo através de estimativa local, com excitagdo simples (ou seja, apenas um ponto de
excitagdo da estrutura).

A idéia do método € ajustar um circulo no plano complexo, chamado circulo de
Nyquist, aos pontos experimentais de uma FRF em torno de um tnico modo selecionado, ¢
admitir que a contribui¢@o dos demais modos sobre este € constante.

Este método, ao invés de trabalhar com a FRF do tipo receptincia (deslocamento /
for¢a), usa a FRF do tipo mobilidade (velocidade/forga). Designar-se-d, entio, a FRF
mobilidade por H’, para diferencid-la da FRF receptincia (H). A relagdo entre elas é [3;16] :

H =(jo) H

Considerando-se apenas um modo para andlise e que a contribuigdo dos outros
modos seja constante, pode-se escrever, na faixa de frequéncia situada na vizinhanga imediata

deste modo, a expressdo da receptincia :

*

R
par par
Goo) + Goo k) +B,, (IL.22a)

H,, (jo) =

A expressao da mobilidade sera :

R R R’ R’
H, (jo)=jo ———+——" =4 B ==+ —— 4B
w ”{Uw—xJ Go-4) " ) Go-A) " (o-i) "
(IIL.22b)
onde B, e B' _ sdo constantes complexas que representam a contribui¢do dos demais

Y ]

modos sobre 0 modo analisado

Logicamente, quanto mais afastadas estiverem as frequéncias naturais adjacentes
da frequéncia natural do modo em questdo, menores serdo suas influéncias sobre este modo e,
consequentemente, a eq. (I11.22b) representard com mais precisdo a expressdo correta,

formada pelo somatério da contribuigdo de vérios modos.
Omitindo-se os indices p, q € 1, e separando-se o residuo R’ nas suas parcelas

real ¢ imagindria, e utilizando-se a eq. (III.19) (A, =0, +j®, ), além de desprezar-se o termo

conjugado complexo (ver eq. (1I1.13) e (II1.14)}, a eq. (111.22b) torna-se :
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R'_+jJR" '
m-i- B, . (I1.23)

H (jo) =
onde : R, € a parte real do residuo

R';, € a parte imagindria do residuo

Demonstra-se [3] que os pares de pontos - parte real versus parte imagindria da
FRF - representada pela eq. (1I1.23) formam um circulo (circulo de Nyquist), do qual podem
ser obtidos os pardmetros modais que constam desta equagdo.

A frequéncia natural € determinada pela maior taxa de variagdo angular entre dois
pontos experimentais consecutivos (com o mesmo incremento de frequéncia) no plano
complexo. Tendo sido determinada a frequéncia natural (®,), a taxa de amortecimento é
calculada pela eq. (111.24), cuja dedugdo encontra-se descrita na referéncia [3). Nesta equac@o,
®, € um ponto experimental de frequéncia menor do que a frequéncia natural e @, um ponto
experimental de frequéncia maior do que a mesma. A fig. (IIl.1) indica os angulos centrais
9, €0, entre ®, e W, ¢ entre M, e ®, , respectivamente. Para cada dois pontos
experimentals, um acima e outro abaixo da frequéncia natural, calcula-se uma estimativa da
taxa de amortecimento, apos o que, fazendo-se uma média aritmética de todas as estimativas,

tem-se a taxa média de amortecimento.,

_ (mg _w|)
o, (g0, /2)+ tg(d, / 2))

g (I1.24)

O préximo passo € a determinagdo do residuo complexo a partir do didmetro do
circulo de Nyquist (d) e do dngulo de fase (&), como indicado nas expressdes (II1.25) e (II1.26}
(ver fig. (IIL.1)).

L IR +RL) JROHR,,)
- 20 T X,

o = arct Ry (I1.26)
=arc . .
RTB

O modo de vibragdo também pode ser estimado, numa etapa posterior do método.

d (II1.25)

Para isto, porém, € necessirio, como em qualquer outro método, medir experimentalmente
uma outra FRF obtida no “drive point”, ou seja, com o ponto de resposta sendo coincidente
com o ponto de excitagdo. Por fim, pode-se determinar a contribui¢io dos demais modos,
como indicado na fig. (II1.1).

O método do circulo ajustado € rapido e obtém estimativas locais da frequéncia

natural, taxa de amortecimento e modo de vibragio. Sua aplicagdo, entretanto, como ja citado,
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4 Im(FRF)

Fig. .1 - Circulo de
Nyquist.

ndo ¢ aconselhdvel em casos de estruturas com grande amortecimento e modos muito
acoplados. Nestes casos, observa-se que os pontos experimentais representados no plano

complexo nio mais formarao um circulo, impedindo a aplicagio do método com eficiéncia.

II.3.2 - METODOS DE MINIMOS QUADRADOS

Os métodos que estimam pardmetros modais com base em uma minimizagio de
erro, no dominio da frequéncia, sio classificados como MDOF, podendo realizar a estimagio

de forma local ou global.

Diversos métodos se baseiam em uma filosofia geral de ajuste de curva
considerando muitos graus de liberdade. Vdrios destes métodos procuram estimar os
pardmetros modais minimizando uma fungdo-erro, definida como sendo a diferenga entre os
valores experimentais (medidos) da FRF e os valores teéricos da mesma.

Definindo-se H:fo( j®) como o valor tedrico da FRF (eq. (III.17)) e HE:“’( J)

como seu valor experimental (medido), o erro quadritico pode ser escrito da seguinte forma :

By = e (10, ).€5 (j0,) (m27)
f=f,
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onde : e, (Jw) = HE;(P(J'O))* HEO(J'U))
e, (j00) = H" (jo) - Hi '™ (jw)
f, <f <f. € afaixa onde a FRF experimental ¢ determinada

O processo de ajuste de curva deve determinar os valores dos coeficientes
desconhecidos (A,R_,ALR. ,...A, R . A, Ro ) da eq. (II1.17) de forma que o erro

pql? pql? "’ pgiN? pq
quadratico seja minimizado. Para isto, deriva-se a expressao (II1.27) em relacdo a cada
pardmetro desconhecido e iguala-se a zero, obtendo-se como resultado um sistema de

equagdes com tantas equagdes quanto incégnitas.

JE JdE JE
i , T = 3 eeeas s = 28).
A0 AR, O R ) (-25)

O sistema de equagdes obtido & ndo-linear em vdrios dos coeficientes (A,...,A),
ndo podendo ser solucionado diretamente. Neste ponto, os diversos algoritmos existentes
apresentam seus procedimentos individuais, utilizando consideragdes simplificadoras para
reduzir o problema computacional a proporgdes razoaveis.

Nos itens a seguir, algumas destas solugdes sdo apresentadas.

O método desenvolvido neste trabalho, que serd apresentado no Capitulo V,
realiza a minimizagdo do erro quadritico de uma forma iterativa, através do algoritmo de

otimizagao “Goal Programming” [2].

II.3.2.1 - “NON-LINEAR LEAST SQUARES METHOD” [18-25]

Abordando-se o problema de ajuste sob uma forma global, faz-se um somatdrio
do erro quadrético (eq. (II1.27)) em todos os pontos de excitagdo e resposta, obtendo-se um
erro quadrético total

ETTAL = iiEm (I11.29)

p=19=1

onde : No € o ndmero total de pontos de resposta

Ni € o nimero total de pontos de excitagio

Para que se obtenha uma solugdo iterativa, realiza-se uma expansdo em séries de

primeira ordem do modelo modal em torno de uma estimativa inicial.
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Chamando P= P..P....Py=A.R, s Ryuon

a TEQ
H® (j) = wmmm+ZP—£gﬂ}mn (TI1.30)
m=1 m P

Substituindo-se (111 30) em (III 28), obtém-se um sistema de equacdes linear em
AP. A partlr de um valor inicial P para P, uma solugdo iterativa refinada é obtida através de

P. =P +AP.

Os valores iniciais para este processo iterativo podem ser gerados por métodos

menos sofisticados de estimagio de pardmetros modais, como por exemplo por exemplo o
“Circle-Fit”.

II1.3.2.2 - “LINEAR LEAST SQUARES METHOD” [25]

Para tornar o sistema de equagdes a ser solucionado uma fungdo quadritica dos
coeficientes desconhecidos, define-se uma nova fungio-erro.

Inicialmente, escreve-se a eq. (I11.17) em forma de fragdes racionais :

20.60™ oy
HR (jo) =5 =L
iar(jw)m—r D(jw)

r=0

com a; =1 (I11.31)

A vantagem de exprimir a FRF sob a forma de fragdes racionais € que ela é bem
mais simples, e mais facil de ser derivada, do que a eq. (IIL.17).

Rescrevendo-se o erro definido na eq.(111.27), tem-se :

N, (jo)
D (jo)

€ (j0) = HE® (jo) - (I.32)

O novo erro € definido multiplicando-se o erro da eq. (II1.32) por D{jw) [16].

Desta forma, obtém-se :

€2,,(jo) = &, (j®).D(jo) = HE? (j0). D(jo) - N, (jo) (TIL33)

O erro quadratico total € :

f
E2, = Z(ezm( jog).€2. (joo; ) (I11.34)

f=f;
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Como no caso do “Non-linear Least Squares” (item (II1.2.2.1)), pode-se realizar
um ajuste global, sendo feito, neste caso, um somatério do erro quadratico em todos os pontos
de excitagdo e resposta.

Derivando-se a expressdo do erro quadritico total em relagdo a cada incégnita
(a,,b,,...), obtém-se um sistema linear de equagdes. Solucionando-se este sistema, obtém-se
estas incégnitas, a partir das quais sdo calculados os pardmetros modais.

Este método tem a vantagem, em relag@o ao “Non-linear Least Squares”, de ndo
requerer valores iniciais, uma vez que ndo € um método iterativo. Isto faz com que seja um
método bastante rdpido de estimagio de parimetros modais. Entretanto, a modificagdo da
fungiio-erro original torna as estimativas menos precisas. Para corrigir esta imprecisao, foi

criado um novo método, descrito no item seguinte.

I1.3.2.3 - “NEW LINEAR LEAST SQUARES METHOD” [25]

Uma fung¢io-erro modificada ¢ definida, como mostra a eq. (II1.35), de modo que
tenha valor préximo ao da fung¢fio-erro real e, a0 mesmo tempo, o sistemna de equagdes a ser

solucionado seja uma fungdo linear dos coeficientes desconhecidos.

H"(j®).D(j®)- N, (jo)
Dy (j@)

e3, (jo) = (I1.35)

Na eq. (II1.35), D,(j®w) é uma constante que representa o valor inicial de D( jo),
calculado através das frequéncias naturais ¢ taxas de amortecimento estimadas por métodos

mais simples. O erro quadratico, neste caso, é:
F
B3y, = 2(e3,, (0 ) €35 (j, ) (IIL36)

e pode ser minimizado resolvendo-se um sistema linear de equagdes.

I1.3.3 - “ORTHOGONAL POLYNOMIAL METHOD” {58-65]

O Orthogonal Polynomial Method serd descrito minuciosamente no item (IV.2). E
um método no dominio da frequéncia, global, de varios graus de liberdade € que pode ser

aplicado tanto para um quanto para vérios pontos de excitagio.
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A partir da equagdo da FRF escrita em forma de fragdes racionais (como na eq.
(IMI.31)), sdo definidos polindmios de ordem crescente que, sendo feitos ortogonais,
simplificam consideravelmente o sistema de equacdes a ser resolvido. Trata-se de um método

cuja elaboragio matemadtica sofisticada procura facilitar o problema computacional.

I1.3.4 - “IBRAHIM TIME DOMAIN TECHNIQUE” [37-43]

Foi apresentado em 1977 [37] e caracteriza-se por ser um método global no
dominio do tempo, de muitos graus de liberdade, com apenas um ponto de excitagdo.

0O método pode utilizar IR ou decaimento livie como dados de entrada. As
vantagens e desvantagens de cada uma destas duas fungdes j4 foi discutida.

A resposta de vibragdo livre da estrutura em um ponto p de medicéo, devido a
uma forga aplicada no ponto q, no instante de tempo t;, é

X, (1) = 2}( LM gr et ) (IL.37)

onde : . ¢ a coordenada do modo r no ponto p

A, € o pélo do modo r do sistema

Apés um itervalo de tempo Atl, ou seja, no instante t; +Atl, a resposta no

mesmo ponto p € :

N
Xpq (t, + At = D (0, eMheh 1 cHie™an) (I11.38)
=1

As eq. (II1.37) e (111.38) podem ser escritas de outra forma :

2N

Xpg(6) = 2(0,6™) (I1L.39)

r=1

X, (1, + Atl) = Z(q: eMichtt) (IIL.40)

=1

onde r ndo representa mais o nimero do modo, € sim um contador que tem a seguinte
s - *
caracteristica : parar=1,3,5,.2N-1 , ¢ ., =0, € A, =A,

E importante distinguir o intervalo fundamental At=t,, ~t, e o intervalo
auxiliar Atl, cujo valor geralmente é 3At.
A expressdo (I11.39), correspondendo a todos os diferentes pontos de medigdo de

resposta e de tempo, pode ser colocada em forma de matriz :
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[X] NoxNt — (@] NoxZN [A] INxNE (IIL.41)

onde : ) )
Xiq(ty) x,q(tl) e xlq(tN(—l) x!q(tm)
xzq(to) xzq(t]) T qu(tm_l) x,q(tm)
[X]Noth =
X (No-1)q (ty) X (No-i)g (t,y . . X (No-)q (tneet) X (No-1)q (Ca)
L X (No)g (ty) Xvorg (61) x(No]q(tNl—l) X (Noyg (tn)
¢11 ¢11 ¢|2 . q)l(N) ¢I(N)
¢2I ¢21 ¢22 " ¢2(N) ¢)2(N)
(@) Nox2IN
¢(N0—l)1 ¢(No—l)l ¢’(No—1)2 .- ¢'(No—|)N ¢(NU—I)N
| q)(ND]l ¢(No)l ¢(No)2 i ¢(N0)N ¢(N0)N _
[_e?n‘n el][l o el'l[t.\'lfll ellrm ]
el‘lno el;" - ck‘llrm—n erslm
[A]ZNth =
elutn elN[I L elN[tNl—l) elN'm
_erNTn el‘N[l o el‘N‘th—l) el;,im |
onde : No € o niimero total de pontos de medida
Nt € o numero de pontos de medida no tempo
N € o numero de modos considerado
t, =t(t, + kAt)
Procedendo-se analogamente com a eq. (I11.40) :
[X] NoxNt [(1)] Nox2N [A] 2NxNt (III.42)
onde :
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[X] o =

[(AD] Nox2N =

onde :

ser calculada resolvendo-se o sistema de equagdes (II1.43). Para tal, utilizando-se o método

Xyq (to + Atl)
X 5o (to + Atl)

X, (t, + Atl)
Xy (8, + Atl)

X(No—l)q (tﬂ + At]) X(No-—l)q (tl + Atl)

L x(No)q (tO +At1) X(No]q (t] +At1)

i LAt = MAtl Aq41
$e ¢ 0,,e
ry *_RAcl 25410
Gy ¢z by e
At - At Aqdtl
O eno-1yi® Brno 1€ P ro-1)2€
PN * Aatl
| Dnan® D onon® O oy
elllo ehll cll‘m-n el,rm T
eltlto el.lll eJ‘-'lftm-n el'ltm
e?w‘n eluh elNl(Nl-l] ethNl
_eru'u el.ull L el:v'(m-n el'NtN. ]

Eliminando-se a matriz [A] entre as expressdes (I11.41) e (I11.41), obtém-se :

[AIIX] =[]
[A] = [@][@]™

A eq. (111.44) pode ser escrita como :

[A] [@] = @]

Como as matrizes [X] e [5(] foram obtidas experimentalmente, a matriz [A] pode

Xyq Uy + ALY
qu(tm-l + Atl)

X (No-1)q (ty, +AtD X (No-1)q (ty, +Atl)
X (nioyg (L T AL1) |

X Ny (e T ALD)

Ayt . At
q)l(N)e ¢1{N)e
Apdtl + Anatl
¢2(N)e ¢2(N]e’
Anatl * AyAtl
O no-1ynC ¢(No—]}Ne
Ayt * Al
q)(No)Ne ¢(N0)Ne

(I11.43)

(IIL.44)

(I11.45)

dos minimos quadrados, duas solu¢des sio possiveis para [A]

[A]=[Xx][xx]”

[A]=[XX[[xX]
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Xiq (L +ALD)
Xjq (£ + At1)




Uma combinagdo destas duas solugdes, chamada de duplo minimos quadrados,
contém menores erros na identificagdo das taxas de amortecimento, conforme pode ser

demonstrado. Esta solugéo ¢ :
[A]:%([kxt][qu‘+[5<5c][x5c]") (ITL47)

Ap6s o cdlculo de [A], recai-se em um problema de auto-valor, como mostra-se a
seguir.
Comparando-se as matrizes [®] e [(D] , definidas nas eq. (IIL41) e (I1.42),

verifica-se a seguinte relagfio entre suas colunas :
(6,} =¢"*"{0,} (TL.48)

Tomando-se uma coluna da eq. ([11.45) e aplicando-se a relagfio expressa em
(II1.48), obtém-se :

[Al{9,}=e"*"{9,] (111.49)

Apesar de a matriz [A] ser real, o problema de auto-valor expresso pela eq. (111.49)
conduz a auto-vetores e auto-valores complexos, onde 0s primeiros sdo os modos de vibragdo
da estrutura e os segundos contém as informagdes para o célculo das frequéncias naturais e
das taxas de amortecimento. Como os auto-valores do problema expresso pela eq. (II1.49) sdo
complexos e conjugados, o nlimero de pontos de medi¢fio de resposta (No) deve ser igual a
duas vezes o numero de modos (N) a serem identificados. Esta relacio é definida devido a
dimensdo da matriz [A] ser de ordem (No x No) e o nimero de auto-vetores identificados no
problema ser igual a (2N).

Al

Os auto-valores da matriz [A] sdo os valores particulares de ¢**™', onde A', é um

pdlo do sistema, cuja expressio (ver item (I11.2)) é :
Ae=-w,& tjo,, (IIL.50)

o que leva 4 seguinte equagdo para um dado auto-valor :

A Al

e - e-m“.,irm 1+je, ALl (HIS l)

Assim, seja Y, =a_+jb, um auto-valor obtido da solu¢do do problema expresso
pela eq. (IIT.49). Uma outra maneira de se representar este auto-valor, lembrando que ele € um

niimero complexo, € :

¥, =Jal +b? st (I1.52)
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Aplicando-se o logaritmo neperiano as eq. (IIL.51) e (IIL.52), e igualando-se as

duas expressoes, tem-se :

1
—,, £ A+ jo, Atl= —2-1n( al+ bf) +]j arctg(%] (I1.53)

r

de onde se chega a :

oL F = In(a’ + b?)
‘ 2Atl
(I11.54)
o = arctg(b, /a,)
e Atl

I1.3.5 - “LEAST SQUARES COMPLEX EXPONENTIAL” [26-28]

E um método bastante popular, no dominio do tempo, global, de muitos graus de
liberdade e que pode ser empregado em casos de excitagdo miiltipla, caso em que passa a ser
denominado de *“Polyreference”. Sua descri¢io detalhada serd feita no item (IV.1)

Segundo a literatura técnica [68], o método apresenta bons resultados para
estruturas com alta densidade modal. Sva principal deficiéncia aparece em casos de estruturas

com taxas de amortecimento elevadas (acima de 5%).

1114 - COMENTARIOS GERAIS SOBRE A APLICACAO DOS METODOS

Em se tratando de estruturas civis, que, em Sua maioria, se caracterizam por
apresentar modos separados ¢ amortecimento baixo, torna-se vidvel, em geral, a utilizagdo de
métodos de um grau de liberdade (SDOF) para a estimagdo modal. A excegdo verifica-se em
estruturas do tipo cascas, onde a elevada densidade modal requer o uso de métodos de muitos
graus de liberdade (MDOF).

Estimativas globais das frequéncias naturais e taxas de amortecimento tendem a
reduzir erros, como os devidos a presenga de ruidos nas FRFs. Os métodos locais, entretanto,
requerem um mimero menor de equipamentos, COMO Sensores.

Quanto ao nimero de pontos de excitag@o, os casos de “multi-input” excitam com
maior intensidade os modos de frequéncias naturais mais altas. Porém, sua aplicagdo em
estruturas civis mostra-se bastante dificil, sobretudo em ensaios realizados no campo, ficando

sua utilizag@o praticamente restrita a ensaios em laboratério.
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Se por um lado o processamento de sinais no tempo do tipo decaimento demanda
um esforgo menor, sua utilizacdo direta ndo permite a determinagido dos modos de vibragdo
normalizados. Trabalhando-se com IRs ou FRFs (que possibilitam a estimacio dos modos
normalizados), o custo computacional serd maior, o que geralmente é compensado pelo fato
de haver redugfio de erros no processamento dos sinais, gracas as médias de diferentes
amostras que sdo realizadas durante o calculo destas fungdes.

Em casos em que a estrutura apresenta ndo lincaridade acentuada, os métodos de
estimacdo modal no dominio da frequéncia ficam comprometidos, ja que uma das premissas
basicas para o cdlculo da FRF ¢ a linearidade da estrutura, bem como a repetibilidade dos
ensaios. Assim, estes casos deverdo ser analisados por métodos no dominio do tempo,
utilizando a fungdo de decaimento livre.

A grande maioria das estruturas civis apresenta amortecimento que pode ser
considerado proporcional as matrizes de massa e rigidez. Consequentemente, os métodos que
estimam apenas modos reais ndo prejudicam a andlise.

Em casos nos quais os modos de vibragdo sdo bem separados ¢ 0os amortecimentos
nao sao altos, pode-se afirmar que ndo haverd grandes diferengas entre os resultados dos

diversos métodos, desde os mais simples até os mais sofisticados.
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CAPITULO IV

METODOS CLASSICOS DE ESTIMA(;AO DE PARAMETROS
MODAIS UTILIZADOS

Dentre os diversos métodos pesquisados, dois foram escolhidos para maior
aprofundamento, um no dominio do tempo (“Least Squares Complex Exponential Method”) e
um no dominio da Frequéncia (“Orthogonal Polynomial Method™). A escolha foi baseada em
ampla consulta a artigos e teses sobre o assunto, de que se concluin que ambos os métodos
apresentam boa acuricia, mesmo em casos complexos. Como a idéia original era implementar
estes dois métodos, este capitulo contém uma descri¢cido detalhada sobre eles. Posteriormente,
conseguiram-se rotinas, j4 implementadas, de cada um deles. Com isso, decidiu-se por
concentrar esfor¢os no desenvolvimento do novo método e as rotinas prontas foram utilizadas
com algumas mudangas como serd mostrado nos itens IV.1.2 e IV.2.5. De qualquer forma, a
compreensdo do procedimento de cada um dos dois métodos € importante, levando ao
entendimento sobre suas vantagens e limitacdes. No Capitulo VI, ambos sdo usados nas
simulagbes numéricas e experimentais, possibilitando uma comparagfio com os resultados
obtidos através do método desenvolvido, baseado no “Goal Programming”.

Segundo a literatura técnica [14], métodos no dominio do tempo fornecem resultados
mais precisos em casos de faixa ampla do espectro, contendo vérios modos. Entretanto, estes
métodos ndo sdo apropriados quando se deparam com sistemas com amortecimento alto
(acima de 5%). J4 os métodos no dominio da frequéncia estimam os pardmetros modais com
mais precisio em casos de faixa estreita do espectro, sendo também mais eficientes, em
relag@o aos métodos no dominio do tempo, quando a estrutura apresenta amortecimento alto.

Os métodos sao aqui descritos para o caso de apenas um ponto de excitagao da

estrutura (single input).

V.1 - “LEAST SQUARES COMPLEX EXPONENTIAL METHOD” [26-28]

O método de estimagio de parimetros modais denominado “Least Squares Complex

Exponential” é classificado como um método global, no dominio do tempo, de vérios graus de
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iiberdade e de modelo modal, sendo um dos mais populares hoje em dia. Neste trabalho, o
método serd desenvolvido para apenas um ponto de excitagdo. Sua extensdo para o caso de
varios pontos de excitagdo é conhecida como “Polyreference”.

Iniciar-se-4 com a equagdo da funcdo de resposta de impulso e, passo a passo,

desenvolver-se-4 por completo a técnica.

IV.1.1 - EQUACOES GERAIS

Esta técnica estima frequéncias naturais, amortecimentos modais e residuos a partir de
dados de vibragdo livre ou de Resposta de Impulso (TR). O uso do sinal de vibragido livre ndo
permite a obtencdo dos modos de vibragdo normalizados, uma vez que ndo se tem medigéo da
forca aplicada a estrutura, impedindo um ajuste deste tipo de pardmetro modal. Utilizando-se
a IR, este ajuste pode ser realizado.

A Resposta de Impulso pode ser expressa como uma fung@o oscilatéria cuja amplitude

decai devido ao amortecimento do sistema, e sua expressio, deduzida no Capitulo 111, € :

h (=2 (R, " +R pet) av.1)

Outra forma de se expressar a eq. (IV.1) é a seguinte :

h, ()= R, e (IV.1b)

onde r ndo mais representa o nimero do modo de vibragdo e sim um indice contador com a

R* € }“‘r+1 = k‘r

seguinte caracteristica: parar=1,3,5,..2N-1 ; R, =R

Como foram usados dados amostrados, h(t) ndo € uma fun¢do continua, e sim discreta,

0 que modifica aeq. (IV.1b):
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2N
h, (t,)=)R, et (IV.2)

=1
onde :
t, =k At

At = imcremento de tempo

k =valor inteiro

Aoty Ak At k

et = =z' ,onde:z =e**

Por substitui¢ado, a eq. (IV.2) transforma-se em :
2N
h,, (1) = ;szf av.3)

Considere-se agora a equacio diferencial do movimento, para um sistema de um grau

de liberdade, cuja forma é :
mX(t) + cx(t) + kx(t)=1(t) (Iv.4)
A transformada de Laplace desta equag#o, para condi¢Bes iniciais iguais a zero, € :
(ms® + cs + k)X(s)= F(s) (IV.5)
onde X(s) e F(s) s3o, respectivamente, as transformadas de Laplace de x(t) e f(t).
A expressio (ms” + cs + k) € a equagiio caracteristica, cujas raizes sdo os pélos A.

Analogamente, para um sistema de N graus de liberdade, a equacgfo caracteristica seréd

da seguinte forma :
bys™ +b, s+ . +bs+b,=0 (IV.6)

Uma vez que os dados para estimagfo modal sdo amostrados em valores discretos de

tempo, foi desenvolvida uma transformagéio similar & transformada de Laplace para sistemas
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discretos no tempo : a transformada Z , onde z, = ™, que define o dominio Z [15;28]. Pode
ser demonstrado que, no dominio Z, existe um polindmio que tem exatamente as mesmas
raizes que a equag@o caracteristica no dominio de Laplace (eq.(IV.6)). Este polinémio é da

forma :

IN

a2z +a, 2 '+ +az+a,=0 (IvV.7)

ZN

Entao, uma equagdo similar a eq. (IV.5) pode ser escrita no dominio Z, da seguinte

forma :

(a,2°" +a,, 2" '+ . +az+a,)X(z)/F(z) =1 (IV.8)

Dividindo-se ambos os lados da equagio (IV.8) por z*¥, obtém-se :
(agy + 2y 2+ a2z +a,277)X(2) / F(z) = oy (IV.9)

Aplicando-se agora o teorema basico da transformada Z, [Z(f (t — kAt))] = z*F(z)], 2

eq. (IV.9), obtém-se :
a,h(t)+a,, h{t— At)}+.. +ah(t — 2NAt) = §(t - 2NAL) (TV.10)
Restringindo t > 2NAt, a eq. (IV.10) torna-se :
a,h(t)+a,, h(t—At)+.. +a h(t—2NAt) =0 (Iv.11)

Outra forma de representar a eq. (IV.11) é :

2N

>a h(t—(2N—-s)At)=0 (IV.12)
s=0

Aeq. (IV.11) (ou (IV.12)) € a equagdo fundamental em que se baseia 0 método “Least
Squares Complex Exponential”. Sua aplicagdo a diversos trechos dos dados de decaimento
livre ou da fungfo de impulso medidos e aos varios pontos de resposta define o método.

Chamando-se h(t)de h_,, ¢ h(t—kAt) de h rescreve-se a eq. (IV..12) :

n+Q n+k ?
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ah o, =0 (IV.13)

=0

Uma vez que a,, € o coeficiente de maior ordem (ver eq. (IV.8)), prova-se [15] que

pode-se considera-lo como sendo 1, sem perda de generalidade. Assim :

N-1
ZZasl’lnﬁll’\l—s =_hn (W14)

5=0

Adotando-se a representagio de uma h(t) particular por h  (p= ponto de resposta e

g=ponto de excitagio) :

2N-1

Yah =—_h (IV.15)

877 pg.n+2N-3 pq.n
5=0

Para cada resposta p, escreve-se um grupo de equagdes variando n de (X-1) a 0, onde
X é um ndmero grande arbitrdrio, que define o numero total de trechos da fungdo no tempo
que serdo considerados. Lembrando que o método estd sendo desenvolvido para apenas um
ponto de entrada (“single-input”), tem-se g=1. Todas estas equagdes podem ser representadas

como ;

LBl [T T, T, T.] -Ja,, 6, 6. Gl (IV.16)

p INK(NoX) 1x(NaX)

onde : No= nimero de pontos de resposta

LBJ:L&O a4 .. aZN—l—I

Ix2N

hpL{X+2N—l) hpl,(X+2N—2) o hpl,(2N+1) hpl,zN
hpl,(X+2N—2) hpl.(x+2N—3) S hp1,2N hp!.(2N—l)
[T"] - : : :
hpl,()(+]) hpl.x hpq.3 hpq,2
L hpL.X hpl.(X—l) oot hpq.2 hpq.] danxx
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LGpJ:thl,(X—l) Rpx-ny hP'-l hP'-UJlxx

Deve-se notar que a primeira linha da submatriz T, ¢ a por¢do inicial da fungdo de

Resposta de Impulso (ou decaimento livre). A segunda linha é a mesma fungao, deslocada de

um intervalo de tempo At, e assim por diante, como mostra a fig. (IV.1).

ﬂﬂ nﬂnﬂﬂnnnn

.

%ﬂﬂﬂﬁ(\ﬂnn\}%ﬁv -
i

Fig. IV.1 - Representacio Simbdlica da Matriz Tp.
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Com as definigdes abaixo, pode-se simplificar a notagio da eq. (IV.16) :

LB=lay, a, .., a.]

1x2N

[Tl=[T,, T,, ..

No ] 2Nx(NoX)

lcl=lG,, G,, ... G.]

ix(NoX)
Desta forma, a eq. (IV.16) torna-se :
LBl[1]=LG] IV.17)

Naeq. (IV.17), hd 2N incégnitas e o nimero de equagdes € (No)x(X)). Escolhendo X
(que, como ja citado, define o niimero de trechos no tempo considerados) igual a (2N/No),
haverd exatamente o mesmo nimero de equagbes ¢ incégnitas. Consequentemente, existird
uma dnica solugio para os coeficientes das matrizes (LBJ) , uma vez que as matrizes so
consistentes. Porém, ¢ aconselhdvel tomar X maior do que (2N/No), tornando a eq. (IV.17)
um sistema super-determinado. O sistema seria ent3o solucionado pelo método dos minimos
quadrados, apresentando a vantagem de reduzir os erros randdémicos contidos nos dados.

No entanto, a escolha de um X muito grande traz algumas desvantagens.
Primeiramente, sob o ponto de vista computacional ndo ¢ vantajoso ter um valor de X muito
grande. Em segundo, os valores na histéria do tempo diminuem para valores grandes de X, ja
que os dados sdo uma fungdo de decaimento (tanto a fun¢fo de Resposta de Impulso quanto o
decaimento livre). Como resultado, a relagio ruido/sinal aumenta. Finalmente, o erro de
truncamento, devido a FFT inversa, aumenta no final do bloco de dados.

A solucdo de minimos quadrados da eq. (IV.17) pode ser obtida a partir da equagao

normal :

LBJITI[T] =LGJ[T]
(Iv.18)

LBJ(g[TP] [T]) =—ZLG,,J [1,]

Os coeficientes incégnitos podem ser obtidos a partir da eq. (IV.18) através de uma

técnica de solugdo simultinea de equagdes como a eliminagio de Gauss.
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De posse dos valores dos coeficientes de |BJ , calculam-se as raizes da equagio
abaixo, que representa a eq. (IV.7) com o coeficiente a,, igual a um.

IN-1

2™ +a, 2"+ . +a,z+a, =0 (IV.19)

A partir das raizes, sdo calculados os pdlos do sistema. Para o calculo das raizes, que
ocorrem em pares conjugados, utiliza-se um método numérico, como por exemplo o Método
de Muller [9]. Com os pélos, obtém-se as frequéncias naturais e os amortecimentos modais,

como mostrado a seguir.

7 :e;\‘m :e(0,+jm”)m

' (IV.20a)
onde z, € uma raiz (p6lo) daeq. (IV.19)
Tomando-se o logaritmo de ambos os lados da eq. (IV.20a), tem-se :

In(z,) =0, At + j(©, At) (IV.20b)

Aplicando-se a relagao abaixo, lembrando que z, € um niimero complexo :

Zramay

j arctg( )
Z

zle e (IV.21a)

H r,real +Zr.imag =

. _ 2 2
onde : IZrl - \/ Zr,rcal + z‘r.imag

Tomando-se o logaritmo neperiano de ambos os lados da eq. (IV.21a), tem-se :

1
ln(zr)z-iln(z

2 Zr,imz\g

2 )+ jarctg(

r.real

s ) (IV.21b)

r.imag
r.real

Igualando-se (IV.20) a (IV.21), tem-se :
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‘
Zr,imag
arctgl ——
2 Zr.rml

At

ln(z2 +z2 ]

r.real r.imag

IN Z
hpq (tk) = ;qurzr =|-qu] qu2 qu(ZN)J :2 =’-qurJ {Zr}:(?.le)

(1x2N}

(IV.22)

Como temn-se apenas um ponto de excitagdo, novamente escreve-s¢ 1 no lugar de q.

Aplicando-se a eq. (IV.22) aos varios pontos de tempo (ou seja, variando-se k), obtém-se:

hpl,o = hpl(t()) ZI-RplrJ {z, }D

hpl,l = hpl(tl) :I-RplrJ{zr}] (IV23)
by =t =R, ]2,
onde ¢ = inteiro positivo arbitrario

Pode-se tomar para valor de ¢ o nimero total de pontos medidos no tempo.

O sistema de eq. (IV.23) pode ser representado em forma matricial como :

[hpl.O] r|_Zr JO\

h 1
]:l'l = LZIJ ( {RP"}((Q.N)M) (V24

h I_ Jc
1 z
PLES westyxl) Lz 1) e+ x(2N)}
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Na eq. (IV.24), o vetor de residuos {Rplr} € a incOgnita. Resolve-se, entdo, esta

equagdo por uma técnica de solugao simultinea de equagao lineares, gerando estimativas dos

residuos por minimos quadrados.

IV.1.2 - IMPLEMENTACAQ

O livro *Digital Spectral Analysis With Applications”, de Marple [69], apresenta o
programa em FORTRAN que realiza a estimag3o de parimetros através do “Least Squares
Complex Exponential”, também chamado de Método de Prony. Porém , o programa permite a
utilizagdo de apenas uma IR, ou seja, sua estimacio € do tipo local. Para utiliza-lo no caso de
diversas IRs, foi feito um artificio : cada IR foi analisada separadamente e os pardmetros
globais (frequéncias naturais e taxas de amortecimento) foram tomados como a média dos
resultados obtidos para cada IR. Em seguida, o programa era utilizado novamente, para cada
IR, para a obtengfo dos residuos. Na verdade, o procedimento adotado ndo € exatamente
global, pois este calcula frequéncias naturais e taxas de amortecimento como mostrado no
item anterior. Entretanto, a média dos valores de um pardmetro global, valores estes
provenientes da andlise separada de cada uma das diversas fun¢des (IRs) envolvidas, muito se
aproxima de seu valor quando calculado de forma realmente global. Outra pequena
modificagdo no programa foi quanto a saida dos resultados dos pardmetros modais, de forma
que o arquivo de impressdo apresentasse diretamente as frequéncias naturais, taxas de
amortecimento ¢ residuos estimados a partir de IRs resultantes da FFT inversa de FRFs do

tipo inertancia.
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IV.2 - “ORTHOGONAL POLYNOMIAL METHOD” [59-66]

O “Orthogonal Polynomial Method” foi idealizado por Richardson e Formenti, em
1982 [59]. Posteriormente, diversas modificagdes foram propostas para o método. E um
método global, no dominio da frequéncia, de vérios graus de liberdade, podendo ter um ou
mais pontos de excitagdo. Uma limitagdo do método € que, para que apresente eficiéncia nas
estimativas dos parametros modais, deve-se trabalhar com faixas estreitas do espectro de

frequéncia, com poucos modos.

IV.2.1 - FORMULACAQ GERAL DO MODELO

A equagdo que exprime a fungdo de resposta em frequéncia em termos dos parametros

modais € a seguinte (ver Capitulo I} :

_ R, R;qr .
o) = Z[(jﬂ)— ) Go- wj e

A eq. (IV.25) pode ser escrita em forma de fragdes racionais :

2N

2, (@)™ |
H, (jo)="1F . com a, =1 (IV.26)
a'r (jm)ZN—r

=0

Na eq. (IV.26), o numerador é dependente dos pontos de excitagdo e resposta,
enquanto o denominador ndo o é. Isto porque as constantes b, sdo fun¢des dos pardmetros
locais (residuos) e globais (pélos, que contém as informagdes de frequéncias naturais e taxas
de amortecimento), enquanto as constantes a_ dependem apenas dos pardmetros globais
(pdlos). Assim, realizando-se uma andlise global, pode-se escrever a expressdo de uma linha

da matriz de FRF, correspondente a todos 0s pontos de resposta e ao ponto q de excitagio .
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((G0)™ +2,(j0)™ .. 4, (j@)+ 2y LHGO) ] =[B](j0)™ " + B} (j0) ™+ 4B, JI1]

(IV.27)

onde :

l_H(ju))_lq € um vetor-linha de dimensio No (nimero de pontos de resposta)),

contendo as FRF’s entre todos os pontos de resposta € a excitagdo no ponto q.

|_BIJ € um vetor-linha de dimensao No contendo os coeficientes polinomiais do

numerador da eq. (IV.26) para os diferentes pontos de resposta.

De posse das FRF’s medidas do vetor-linha |_H( j(x))Jq , as incOgnitas da eq. (IV.27)

sdo os escalares a_ e os vetores-linha ]_BrJ . A eq. (IV.27) pode ser representada através de

uma formulagio matricial convencional, descrevendo as relagBes lineares entre as incégnitas :
|x I[a]=LY] IV 28)

onde :

[x'l=la .. a, B .. BJ

(i)™ L H(jo) ]|

)< LHO,
—-(jo)*™ (1]

 sm

LY J=~(jo)y™ H(jw) |,
Para encontrar os coeficientes a; e |_B'rJ, o sistema de equacgdes (IV.28), em todos os
pontos de frequéncia medidos jo, , k=1,2,..., Nf , deve ser solucionado. Considerando-se que

o nimero de pontos de frequéncia Nf é maior do que o nimero de incdgnitas, este sistema de

equagdes € super-determinado e, em geral, inconsistente devido a presenga de erros de
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medida. Uma estimativa de minimos quadrados pode ser feita usando uma técnica padrio, ji

que a eq. (IV.28) € expressio de um sistema linear de equagdes nas incégnitas.
Estimados a; e |_B,J os parametros modais da estrutura s3o obtidos através de uma

expansdo em fragdes parciais, como expresso na eq. (IV.26). Para isto, € necessdrio calcular
numericamente as rafzes desta mesma equacgdo. Entretanto, a eq. (IV.28) ¢ muito mal
condicionada e geralmente impossivel, ou muito dificil, de ser resolvida. Para melhorar seu
condicionamento, a eq. (IV.28) é reformulada em termos de polindmios ortogonais, como
mostrado a seguir.

Sejam ¢, (jo) e 8 (jo) representacdes de polindmios de ordem r ;

o .(jo)y=d,(je" +d_ (jo"+.+d,
(IV.29)
B, (jo)=c,(jo)" +c,_,(jo) ' +.. +c,

onde :d; e c; sdo constantes

Define-se entdo um novo sistema de equagdes, cujas incégnitas, a_ e I_B,_], sdo

diferentes das incdgnitas da eq. (IV.28), a_ e LB,J A posterior comparagdo da eq. (IV.28)

com a eq. (IV.30) estabelece uma relagdo entre estes dois grupos de incdgnitas, conforme serd

mostrado com mais clareza no item IV.2.2. Esta modifica¢do no sistema de equagdes visa
facilitar a determinagio das constantes a_ € I_BrJ uma vez que a resolugdo da eq. (IV.28),
como ja dito, € bastante dificil. O problema, como se perceberd mais adiante, serd bastante
simplifi‘cado e, calculados a,_ e |_Br J, determinam-se as incégnitas iniciais a_ e LBrJ

O novo sistema de equagdes torna-se :
[ xl[al=LY] (TV.30)

onde :

LXJzI_al oAy, By BZNJ



0, [HGo)], |

0, H(jo)),

[A] ) _¢2N—1 [I]

L _¢' 0 [I] .

LY )=-8, [ H(w)|

Calculados os novos coeficientes, a_ el_Br_], os pardmetros do modelo

original, a, e LB;J, podem ser determinados. Para obter a_ ¢ LBFJ , 0 grupo de equagdes,
formado pela aplicagdo da eq. (IV.30) em todos os pontos de frequéncia medidos jo, ,
k=1,2,..., Nf , deve ser solucionado. Considerando-se que o nimero de pontos de frequéncia

medidos Nf € maior do que o niimero de coeficientes desconhecidos, este grupo de equagdes €

super-determinado e geralmente, devido a erros de medida, inconsistente. Uma estimativa de
minimos quadrados para a_e |_BrJ , em relagdo a um dominio, definido pelos pontos

medidos j®, , e em relagdo a uma fungdo peso nao-negativa g(jw), pode ser calculada para o
grupo correspondente de equagdes normais [70], como mostrar-se-4 abaixo. Como os
coeficientes desconhecidos sdo reais, o sistema de equagdes pelo qual eles devem ser
solucionados também é real [71].

Fazendo-se a transposta de ambos os lados da eq. (IV.30) e, em seguida, pré-

multiplicando-os pela matriz conjugada de [A], obtém-se :
[Al'[A]'LX] =[A) LY S (IV.31)

A eq. (IV.31) pode ser particionada como :

|:P1| Plz][{a}i|_|i{Dl}:| | V.32
P, Pyl D)) -2
onde :

{a}:Lal...aZNJ[ e {b}=|_B1...B2NJ[
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e para P,P,.P,,P,,,D,,D, o somatério sendo feito em todos os dados de frequéncia

disponiveis s, = j®, ; k=1..Nf.

| Zeo; LG [LHGo) S0, .. Teo, Lo [LHGw) o,
[B)]=Re] : i 3 |
] S0l [ HGo e, . eo.lH(w)[[Hjo) 6, |

{Zg ¢;N-| oy oo Zg ¢;N7| ¢o_]|
[Pn]:Re[ : 2 : J
220, 0o 2E0; 0,

| ZgoilrGo] o . Teon Luio)] o]
[P,1=-Rqg P e : ‘ |
| ZeolHGo)] o0y . TgoluGo)] o, |

Ze 0ilHG0)] 0,0, . TgonLHGo)] o,
[P, ]=-Rd ; 5 : |
| XgoslHGo)] 6 . TeoslHG0)] 8, |

Y05, Lagoy [ LHGe) e, |
{Dl}:_Rel : . |
| Te6; lHGo)[[HGw) 0, |

| e 05, LHG) 0,
{D,}=R¢{ :

. |
| Xk o, LuGo) )0, |
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Obviamente, (P,]=[P,,]'

Para simplificar sensivelmente os cdlculos e aumentar a estabilidade numérica do

método, sejam ¢_ e O, definidos tais que :
NI
qu (jo,) 8,(jo,) 8;(jo, )= Sij
k=1
e (IV.33)

N
gqp(jwk) 0,(jo,) ,(jo,)=3,

Entdo, em outros termos, ¢, e O, sdo dois grupos de polindmios, que sdo ortogonais,
respectivamente, as fungdes peso q,(jo) e q,(jo). Estas fungbes peso possibilitam a
ponderag¢io dos pontos em frequéncia. Por exemplo, pode-se dar um peso maior aos pontos

nas adjacéncias das frequéncias naturais no espectro.

Quando :

q,(jo) € definido como q, (joo, )= g(jo, L H(jo, ) LH(jo )] e

q, (ja)) é definido como q, (jcok )= g(jo)k ) (IV.34)
entao :
P, =1
Pzz =1
D, =0

Um modo eficiente para gerar estes polindmios foi proposto por Forsythe [72].

Assim, a eq. (IV.32) transforma-se em :
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ou
(M- [P, [P, I){a} =[P, D, } (IV.36a)

{b}=(D,}-[P,]'{a} {IV.36b)

Resolvendo-se a eq. (IV.36a), obtém-se os coeficientes a_ da equagdo caracteristica.

Os vetores |_Br _l podem entéo ser calculados de uma maneira direta a partir da eq. (IV.36b).

IV.2.2 - EXEMPLO SIMPLIFICADO

Visando facilitar a compreensio do método descrito acima, serd apresentado agora um
exemplo bastante simples, com as seguintes caracteristicas :

- um ponto de excitagdo(entrada)

- dois pontos de resposta (saida)

- apenas um modo considerado (N=1)

A eq. (IV.25), neste caso, apresenta a seguinte forma, separando-se os residuos em

partes real e imagindria (R e R

_— pqrim > [eSpectivamente) e usando-se a expressdo do

pélo(A =0, +jw_):

H,. (jo)= (Rl]l,m +jRIIl,im) n (Rnl,rc _lell,im) (IV.372)
T o -0, +j0,) " (0-(0,-j,) ‘

(Rzn,re + jRle,im) + (Rzn,re - ijl l.im)

H, (jo)=— ; . . (IV.37b)
YT Go-© e (o-© - jo,)
Em termos de fra¢des racionais (eq. (IV.26)), tém-se :
b, [jo]+Db.
H, (jo)= 1y UOT* D (IV.382)

 [jo] +a[jo]+a,
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onde:

b;m)[j(n]+b'2(21)
[io] +a,[jo]+a,

H, (jw)= (IV.38b)

Escrevendo as eq. (IV.38a e IV.38b) sob forma matricial :

[Li(;)]2+a;[jo)]+a'2]|_H“ H;, :\.b;(ll)ﬁm]+b;(ll) b;(Zl)[jm]+b'2(2l)J (IV.39a)

Com B, :|_b;(|1) bll(Zl)J e B, :I.bz(ll) blz(m).l lem-se :

[li®]? + 2, [jo] +a,]LH,, H, =[B [j1+B,] (IV.39b)
Separando-se os coeficientes incdgnitos em um vetor, como na eq. (IV.28), tem-se :

|x J[a]=LY] (IV 40)

LX'J:LE‘; a, B, B, =|_a'] a, b;(ll) b;(zl) blﬂ(ll) blz(zl)Jlxé

[ [jolH,, [jolH,, |
|l_[_](l)]|_H“ H21~| Hll H,,
Ao R T I O
| —[jwlil,, || O ~[je]
L *[I]zxz J -1 0
0 —1

= “6x2
ly J=l-(je)? H,, -fjeH,,]

1x2

O proximo passo € a definigdo dos polindmios ortogonais (eq. (IV.29)) :
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0o =d,

¢, =d,[jol+d,

8, =¢,

0, =c,[jo] +c,

0, =c,[jo)’ +c,[jo) +c,

(Iv4n

Através do método proposto por Forsythe [72], determinam-se as constantes

d,.d;.cy.c, e c,.

O novo sistema de equagdes {eq. (IV.30)) torna-se :

Lxa]=LY] (IV.42)

onde :

LXJ:I—"‘I a, B, B2-|:|.a| a, b](n) b](zl) bz(n) b2(21)J1x6

—BIHH GIHZI—
{elth.l hz,ﬂl 0H, 8,H,,
[A]ZIBOLhII h2|J|= -4, 0
0,0, | | 0 -6
i ~0o (I, J -6 0
[ 0o -9, |

[_YJ = —GzLH“ H31J:L_92Hll _G2H11 Jlxz

Seguindo o procedimento do método, encontram-se os coeficientes a,,a,,B, e B,
como mostrado em (IV.36a e IV.36b). Obtidos estes coeficientes, os coeficientes

a,,a,,B, e B, sdo calculados desenvolvendo-se 2 eq. (IV.42) e igualando-a & eq. (IV.38).

Assim :

_ &bian +9obaayy (IV.43a)
" af +aB,+6, |

9Dy t 90y (IV.43b)
T a@,+a8,+8, |
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Aplicando-se os valores de ¢, e 0, definidos em (IV.41), obtém-se :

B [bl(ll) Jlje]+[by,,,d, +b2(11)d]
Cz[_](l)] +[c, tac,][jo]+[2¢c,+a,c,]

11

(IV.44a)

[b](ZI)dl][jm] +[byody + bz{zndo]
c,[jol +{c, +a,c Jjol+[2c, +a,c,]

a1~

(IV.44b)

Igualando-se (IV.38) a (IV.44) ,tem-se :

a,=c,(l+a,)
,=¢y(2+a,)

]y - b]“])d

(IvV.45)
an = biand,

a
b
b
bay =do (Biay + o)
baray = do (Byany +bagan)
De posse dos valores de a,,a,,B, e B, , o dltimo passo é o célculo dos parimetros

modais. Para isto, inicialmente desenvolvem-se as eq. (IV.37ae IV.37b) :

_ [2Rlll,re][jm]+ [_ZRm,mG: -2R

1] l.immal ]

: - 46
o) +[-20,1j0]+ [0, + @,)7] (IV-462)

[2R211,1‘e ][J(D] + [_ZRZILreGI - 2R2ll.im(‘0al]
[ol® +[-20,][jo]+[(6,)* + (@, )’]

1

(IV.46b)

Da igualdade entre as eq. (IV.46) e (IV.38), os valores dos pardmetros modais podem

ser explicitados :
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(
a
a{3)
o, = 1/a2 —(a,/2)°

B by
Dige = 5

4 _ albl(ll) - 2bzm)

Niim = >
dJa, —(a, /2)

_ bl(2l)
1"211,n=, - 2

albl(zi) - 2b2(21)

L im =
M 4ya, —(a, 1 2)?

Como no caso abordado foi considerado somente um grau de liberdade (N=1), foi

possivel explicitar os pardmetros modais diretamente, em fung¢do das constantes a e b_. Em

casos onde se consideram mais de um modo no somatério da eq. (IV.25), isto ndo € possivel.
Seja 0 caso em que se considerem dois modos contribuindo para a resposta da
estrutura, ou seja, N=2. A eq. (IV.26) tomard, entdo, para uma FRF genérica, a seguinte

forma :

bl(pq] (J(’))3 + bz(pq)(jw)z + b3(pq) (_](D)+ b4(pq]
(jo)* +a,(jo)’ +a,(jo)* +a,(jw) +a,

H, (jo)= (IV.47)

Lembrando-se que as constantes a e b, jd sdo conhecidas, deve-se agora, por meio
de algum método numérico de obtengdo de raizes complexas, extrair as quatro raizes do
polindmio do denominador (polindmio em (jw)), que sdo os pdlos do sistema. Estas raizes,

logicamente, ocorrem em pares conjugados. De posse dos valores dos pdlos, expande-se a eq.

(IV.47) em fragbes parciais para a estimagio dos residuos.

IV.2.3 - CONSIDERACOES NUMERICAS

Os diversos passos na implementacio deste método sdo : a geragdo dos polindmios
ortogonais, a construgdo das matrizes do sistema das eq. (IV.35) e (IV.36), a solugido deste

sistema de equagdes e, finalmente, o cdlculo dos pardmetros modais.
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Como ndo sdo impostas restricdes na distribui¢io em frequéncia dos dados de FRF
neste processo, podem ser usados dados com incremento de frequéncia constante, varidvel ou
logaritmico.

Os polindmios ortogonais ¢, e 6, precisam ser calculados apenas uma vez,
independentemente do nimero de pontos de resposta. Logicamente, quanto menor for a faixa
de frequéncia considerada na anélise, maior serd a estabilidade da geragio de polinémios.

O desacoplamento da eq. (IV.36) torna reduzido o tempo de cilculo, ja que somente
um grupo de equagdes, de ordem (2N), deve ser solucionado, independendo do nimero de
respostas utilizado.

O método em discussdo apresenta vantagens quanto ao condicionamento € &
estabilidade quando comparado com a aproximagio de polindmios racionais cldssica, a qual
resulta da solucdo das eq. (IV.28) ao invés das eq. (IV.30). A descrigdo da decomposicdo em
termos de polindmios ortogonais para a eq. (IV.35) é bem condicionada. Além disso, a
geracdo da matriz do sistema desta equagdo é bem mais precisa, ndo apenas pelo uso explicito
das propriedades P,, =1, P,, =1, mas também devido 2 estabilidade maior das somas usadas
no célculo de P,,.

Ao resolver-se a eq. (IV.36a), um grupo de coeficientes {a} € obtido, o que expressa a
decomposigdo do lado esquerdo da eq. (IV.27) em polindmios ortogonais. Para obter os
coeficientes originais {a'} da equagfo caracterfstica, um processo de re-cilculo de coeficiente
pode ser usado ([71], capitulo 5). Encontrando-se as raizes deste polinémio, os pardmetros do
sistema global podem ser calculados.

Os parametros locais (formas modais) podem ser calculados a partir de uma expanséo

de fragoes parciais da eq. (IV.27).

IV.2.4 - EFEITOS RESIDUAIS FORA DA BANDA DE ANALISE

As estimativas de pardmetros medais no dominio da frequéncia t€m a grande
vantagem de poder considerar a influéncia de modos localizados fora da faixa do espectro
obtido. Isto € feito levando-se em conta a contribuicio de um certo nimero de modos

localizados fora da faixa de frequéncia em termos de massa residual (m ) e rigidez residual

(k). Com isto, a eq. (IV.25) pode ser rescrita como :
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H Goy= oy R | 1] (IV.48)
P a\Jo-%) (o-%)) k, o’m, '

O termo de rigidez residual descreve a contribuigdo dos modos com frequéncia natural
acima da faixa investigada e o termo de massa residual descreve a contribuicdo dos modos
abaixo desta faixa. Ao se converter a expressdo de fragio parcial da eq. (IV.48) em uma forma
de frac@o racional, complica-se matematicamente o problema, sobretudo devido ao termo de
massa residual. Porém, no caso em que os dados medidos forem de aceleracio, todos os
termos da eq. (IV.48) sdo multiplicados por (-”), convertendo o termo de massa residual em
uma constante e o termo de rigidez residual em um polindmio de segunda ordem. A fragdo

racional correspondente serd, entio :

IN+3
B gy (JO

H, (jo)="""F% (IV.49)
Za'r(jm)zrv—r

r=0

){2N+3)—r

No caso de a contribui¢iio dos modos fora da banda dos valores medidos de FRF ndo
ser desprezivel e as respostas serem aceleragbes, melhores resultados sio obtidos quando a eq.

(IV.49) ¢ usada como ponto de partida, ao invés da eq. (IV.26)

IV.2.5 - UTILIZACAO DO METODO
O programa STAR - Structural Measurement System [73] dispde de diversos métodos

que estimam os pardmetros modais. Entre eles, hd o “Orthogonal Polynomial Method”, que

foi utilizado nas comparagdes que constam deste trabalho.
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CAPITULO V

METODO DESENVOLVIDO : ESTIMACAO DE PARAMETROS
MODAIS ATRAVES DO ALGORITMO DE OTIMIZACAO “GOAL
PROGRAMMING”

V.1 - INTRODUCAO

A técnica de otimizagdo denominada “Goal Programming” [2] vem sendo
aplicada com sucesso na solugao de diferentes problemas. No Programa de Engenharia Civil
da COPPE, ela ja foi utilizada, por exemplo, no projeto de plataformas semi-submersiveis
[74], no projeto de pontes estaiadas [75] e no projeto de sistemas de absor¢do passiva de
vibragdes [76]. Surgiu entdo a idéia de tentar utilizd-la para estimar pardmetros modais, uma
vez que grande parte dos métodos de estimagio modal no dominio da frequéncia € baseada em
minimiza¢do de uma fungio erro.

Esta técnica, idealizada por Ignizio [1], foi implementada inicialmente na COPPE
por Vasconcelos [74]. Ela se baseia em conceito de programagao linear denominado Método
Simplex [77]. Visando obter uma solugio vidvel, sfo otimizados alguns aspectos do
problema, em busca dos objetivos fixados e sujeita as restrigdes impostas.

A estimacao modal através do “Goal Programming” foi idealizada tendo como
objetivo obter resultados mais precisos em casos nos quais os métodos classicos existentes
ndo apresentarn eficiéncia satisfatoria. A divida quanto 2 utilizagdo do “Goal Programming”
na estimagdo modal era em relacdo a convergéncia do processo iterativo de otimizagio € a
importancia dos dados iniciais que ddo partida ao processo. Como serd mostrado
posteriormente, o “Goal Programming” mostrou-se eficiente para a identificagdo modal, ndo
havendo maiores problemas para a sua convergéncia. A influéncia do ponto de partida serd
abordada no Cap. VL

V.2 - TECNICA DE OTIMIZACAO “GOAL PROGRAMMING”

A técnica de programacdo linear “Goal Programming” permite a busca de mdltiplos
objetivos condicionados a restricdes rigidas ou flexiveis, conforme a necessidade do

problema. Devido a flexibilidade da formulagdo, podem-se considerar os compromissos entre
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os objetivos de maneira a satisfazer aproximadamente dois ou mais critérios de projetos
simultaneamente, sendo, no entanto, cada um medido através de sua respectiva importancia.
Para realizar a busca da solugdo ideal, podem ser utilizadas diferentes rotinas
associadas ao algoritmo “Goal Programming”. Neste trabalho, a rotina utilizada é denominada
“Pattern Search” [1], que tem como principal caracteristica o fato de niio necessitar o ciiculo
dos gradientes da funcio a ser otimizada.
A formulagdo convencional da programacgdo ndo linear € baseada na minimizagdo de

uma fungio determinada pelos desvios dos objetivos, a partir das varidveis de projeto,

chamadas aqui de X
f(x xeR" V.1
sujeita a um conjunto de restricdes de desigualdade e igualdade (g e h, respectivamente),

g(x)20, j=12,..J (V.2)

h(x)=0, k=12,..K (V.3)

x <x, £x'; i=12,.,N (V.4)

Nas formulagdes convencionais de programacdo ndo linear, a fungdo objetivo tem que
ser escrita de forma explicita. No entanto, na técnica de otimizacgio “Goal Programming” isto
ndo € necessdrio, sendo, entdo, as restri¢des ¢ objetivos considerados de maneira semelhante e

escritos na seguinte forma:

G2b; Y ax;+d] =b, (V.5)
G<b; Zaux;‘ —d} =b, (V.6)
onde :
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d; ,d; sio, respectivamente, as varisveis de desvios por limites inferiores e superiores,

associadas a cada um dos valores dos b, procurados;

alij a0 os coeficientes de sensibilidade do projeto.
Na formulagdo do “Goal Programming”, associa-se ainda a cada fun¢io objetivo uma
prioridade Pk’ permitindo ao usudrio dispor de uma flexibilidade na busca das metas a serem

alcangadas. Tem-se, entdo, que para “I” metas ou buscas, a fungio objetivo é dada por:
minimize Fd(x)| = 2Pk(d; +df); k=12,..,K vV.7)
i=1

onde as varidveis de projeto (x j)sﬁo indiretamente incluidas na eq. (V.7), uma vez que os

desvios sdo calculados através da diferenca entre os valores prescritos de busca (b;) e os
obtidos no problema.
De uma maneira mais conceitual, pode-se particionar a técnica “Goal Programming”

em alguns passos fundamentais :

A') - Pnmeiro Passo : Identificagdo das Varidveis de Decisdo

As varidveis de decisao sdo aquelas utilizadas para controlar o modelo e sdo chamadas,
por esta razdo, de varidveis de controle. A proposta da otimizagdo € determinar os valores
otimos destas varidveis de modo a atender as restricGes e aos objetivos pré-determinados.

A relagdo entre varidveis constitui a base para o0s passos subsequentes no

desenvolvimento da formulagio do modelo de otimizagio.

B ) - Segundo Passo : Formulagdo dos Objetivos do Problema

Tanto as restricdes como os objetivos sdo tratados da mesma maneira pela técnica,
sendo aqui denominados de “goals”. Os objetivos podem ser determinados a partir das
aspira¢Oes do usudrio, enquanto as restrigdes sdo relacionadas a qualquer tipo de limitagio
(restri¢Oes fisicas, por exemplo).

O *“Goal Programming” opera atribuindo prioridade as restrices ¢ objetivos, ¢ parte da
premissa de que todos s@io possiveis de ser atendidos, seguindo, no entanto, a ordem de suas
prioridades. Chamando-se cada uma das restrigdes de Gn, o indice n representa a prioridade

associada. Quanto menor for n, maior a importancia deste “goal” na andlise. Desta forma, as
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restricdes devem apresentar valores de n menores do que os objetivos, uma vez que, para um
objetivo ter sentido dentro de um problema, é necessério que todas as restrigdes tenham sido

satisfeitas.

C) - Terceiro Passo : Formulagio da Fungdo Alvo (Fungéo Objetivo)

A fungdo alvo (ou fungdo objetivo) € a definicdo matemdtica do problema. Como ji
citado, ela ndo precisa ser escrita de maneira explicita. O usudrio deve formular seu problema
especifico através de uma sub-rotina em FORTRAN, sendo esta acoplada ao programa “Goal

Programming”, que se encarregard de levar adiante a andlise.

Um principio basico desta técnica € a interagdo entre o sistema e o usudrio. Deve-se ter
em mente que o processo de otimizagdo pode nfio levar a uma dnica solugdo, dependendo
fundamentalmente da experiéncia do usudrio em problemas semelhantes. Alguns aspectos que
dependem desta experiéncia s3o a ordem de prioridades, a definigio do ponto de partida do

processo e o incremento inicial de cada varidvel.

V.3 - FORMULACAO DO PROBLEMA PARA O CASO DE ESTIMACAO DE
PARAMETROS MODAIS

Sao varios os métodos, no dominio da frequéncia, que procuram estimar 0s pardmetros
modais por meio da minimizag¢do de uma fung&o erro, conforme mostrado no Capitulo III. Em
geral, sio métodos de muitos graus de liberdade (MDOF) e globais, que utilizam, como
fungio erro a ser minimizada, o erro quadritico. Relembrando a expressio do erro quadritico

(eq.(IIL.27)) :

{
E,, = (e, (j0,).€ (j00) (V3)
f=f;
onde : p : grau de liberdade onde é medida a resposta

q : grau de liberdade onde € imposta a excitagdo

€ (j00) = Hey" (joo) — HL° (joo)
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&1, (jo) = H¥ (jo)— H™™" (jw)

f, <f <f; € afaixa onde a FRF experimental é determinada

HZ" : valor experimental da FRF

H:fo : valor tedrico da FRF

Repetindo-se a eq. (IV.48), que expressa matematicamente a FRF tedrica
(incluindo a contribui¢do dos modos fora da faixa de andlise) :

H i R |, 1__1 v.9)
n(J00) = (_](1) h) Go-X)) k, @m (V.

M

Considerando-se o problema de minimizagao sob um ponto de vista global, faz-se
um somatério do erro quadratico (eq. (V.8)) incluindo todas as FRFs disponiveis, definindo-se

entao um erro quadrético total :

ETOTAL _ iiqu (V.10}

p:] q:]

onde : No € o mimero total de pontos de resposta

Ni € o nimero total de pontos de excitagio

Desta maneira, os passos fundamentais do “Goal Programming” aplicado a

estimagdo modal séo :

A) - Identificagio das Variaveis de Decisdo

As varidveis de decisdo sdo os pardmetros modais : frequéncias naturais, taxas de
amortecimento e residuos (com estes, calculam-se as formas modais). Os termos residuais de
massa e rigidez, que, como mostrado no item (IV.2.4), representam a influéncia de modos fora
da faixa do espectro analisada, também sdo varidveis de decisdo. Para um sistema onde sdo
analisados N modos, com respostas medidas em No graus de liberdade e excitagdo imposta

em Ni graus de liberdade, as varidveis de decis&o séo :
- Varidveis Globais :

- Frequéncias Naturais :N

- Taxas de Amortecimento :N
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- Vanaveis Locais :
- Residuos : N(No Ni)
- Termos Residuais : 2(No Ni)

Total : 2N + (N + 2)(No Ni)

B ) - Restri¢des e Objetivos

As restrigoes do problema sdo :

- Limites inferiores e superiores para as frequéncias naturais : ndo é dificil definir
estes limites, o que pode ser feito através de uma andlise visual das FRFs envolvidas. Outra
possibilidade € tomar valores obtidos por métodos de estimagio modal mais simples,
associando a eles uma incerteza (por exemplo, 5% de seus valores).

- Limites inferiores e superiores das taxas de amortecimento : como no caso das
frequéncias naturais, podem ser utilizados valores de taxas de amortecimento obtidos por
métodos menos sofisticados, associando a eles uma incerteza. Em casos em que nio se dispde
de outros métodos e ndo se tem idéia alguma quanto 4 magnitude das taxas de amortecimento,
pode-se tomar um valor proximo a zero como limite inferior e um valor préximo a um (100%)
como limite superior. Vale lembrar que a experiéncia do usuirio é fator importante na
defini¢do destes limites.

- Residuos e termos residuais : nao foram impostas restrigdes para os residuos e 0s
termos residuais na implementago.

O objetivo do problema é minimizar a fung¢fio alvo, ou seja, a fungdo erro

quadratico.

C ) - Fungio Alvo
A fung@o alvo é a fungdio erro quadrdtico, que expressa o erro quadritico total
entre a(s) FRF(s) experimental(is) e a(s) estimada(s), a cada iteragdo, pelo “Goal

Programming”.

O conceito da estimagdo modal através do “Goal Programming” € o mesmo do
“Non-Linear Least Squares”, descrito no item II1.3.2.1. Existem, entretanto, diferengas nos
procedimentos utilizados pelos dois métodos no que diz respeito a4 maneira de proceder a
minimizacdo da fungdo erro quadrdtico. O “Goal Programming™ permite a imposi¢do de
restrigdes que possibilitam ao usudrio um maior controle sobre o processo. A rotina “Pattern
Search” utilizada no algoritmo faz uso somente da primeira aproximagéo da série de Taylor,
ndo necessitando do gradiente, obtendo um bom desempenho na estimacdo dos pardmetros

modais, como serd mostrado ao longo do Capitulo VI.
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V.4 - IMPLEMENTACAO DO METODO DESENVOLVIDO

As rotinas feitas para serem acopladas ao “Goal Programming”, na linguagem
FORTRAN, sdo : rotina de leitura de dados, de cdlculo do valor do erro quadritico, de
impressdo dos valores atualizados das varidveis de decisdo na tela ¢ de impresséo final dos

resultados em um arquivo.

A ) - Leitura de Dados

O padrdo do arquivo de entrada de dados foi elaborado de uma forma 16gica,
visando facilitar seu entendimento e utilizagfo.

O usuirio define o nimero de FRFs que serdo analisadas, o niimero de modos
existentes na faixa de frequéncia das FRFs, o niimero méaximo de iteragdes do programa e o
nimero méaximo de redugdes dos incrementos iniciais das varidveis de decisdo. O programa
termina quando um destes dois ultimos valores € atingido. Qutro critério de encerramento do
programa, que pode ou ndo ser utilizado, € o de tolerincia : se, para cada varidvel de decisio,
a diferenga entre seus valores calculados em duas iteragdes consecutivas for menor que a
tolerdncia determinada, o programa ¢ encerrado.

Cabe também ao usudrio definir as faixas de frequéncia das FRFs que seriio
consideradas na andlise, chamadas de faixas globais. Assim, ele tem a possibilidade de excluir
do processo de otimizagio alguns trechos que ele julga ndo apropriados (por exemplo, trechos
com excesso de ruido). A experiéncia na utilizagdo do programa faz com que se aconselhe a
utilizar apenas as faixas em torno dos picos de ressondncia para a andlise, uma vez que a
influéncia de ruidos nos trechos distantes destes picos € bem maior. O método apresenta como
vantagem a possibilidade da utilizagio de FRFs experimentais em que o incremento de
frequéncia ndo € constante.

Em seguida, o usudrio define os seguintes valores :

- valor inicial, incremento inicial e limites inferior e superior de cada frequéncia

natural;

- valor inicial, incremento inicial e limites inferior e superior de cada taxa de

amortecimento,

Neste ponto, cabe uma explicagido. Além de definir as faixas globais, que serdo
aquelas levadas em conta na andlise, o usudrio pode definir, para cada modo de cada FRF, um
trecho (chamado trecho local) ao qual pode ser atribuido um peso maior (ou menor) no
processo de minimizacdo do erro quadratico total. Logicamente, cada um destes trechos locais
deve se encontrar dentro de alguma faixa global. Os pontos que estiverem dentro das faixas
globais, porém fora de todos os trechos locais, terdo peso um. Como exemplo da utilidade
destes trechos locais, se em uma FRF o terceiro modo ndo apresenta pico (ou seja, o
acelerdmetro relativo a esta FRF se encontrava localizado em um né da forma modal relativa
ao terceiro modo), define-se um trecho local em torno da terceira frequéncia natural desta FRF

com peso pequeno. Jd nas outras FRFs, onde o pico do terceiro modo se faz presente, sao
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definidos trechos locais em torno deste modo com peso maior. Agindo assim, obter-se-ao
resultados mais precisos para os pardmetros modais desta andlise.

Continua-se agora a descricdo do arquivo de entrada de dados. O usudrio entra
com o nome do arquivo da primeira FRF experimental e, para cada modo, ele estabelece :
limites inferior € superior do trecho local, peso do trecho local, valor inicial do residuo, valor
do incremento inicial do residuo, valor inicial dos termos residuais (de massa e de rigidez) e
incremento inicial dos termos residuais. Repete-se 0 mesmo procedimento até a dltima FRF.

Os arquivos que contém as FRFs experimentais devem estar no padrio Universal
File Format (UFF), compativel com o programa STAR - Structural Measurement Systems
(SMS) [73].

B ) - Calculo do Valor do Erro Quadritico

A rotina de cdlculo da fungdo erro quadrético também calcula alguns pardmetros
estatisticos, como o fator de correlagio, que exprimem, de forma aproximada, a qualidade do
ajuste realizado. Através das informacdes desta rotina, o “Goal Programming” vai
incrementando ou decrementando as varidveis de decisdo para atingir o objetivo de minimizar

a fungdo erro quadratico, sempre limitado pelas restrigoes estabelecidas.

C) - Impressdo dos Resultados

A cada iteragdo, sdo apresentados na tela os valores dos parimetros modais
(varidveis de decisdo), o erro quadrdtico de cada FRF, o erro quadratico total e o fator de
correlagdo entre as FRFs experimentais e estimadas. O usuério pode, entdo, avaliar como esté
se desenvolvendo o processo de otimizagio e, caso ndio o julgue eficiente, parar o programa e
realizar mudangas (por exemplo, nos incrementos das varidveis).

Ao fim do programa, € gerado um arquivo com todas as informagdes do processo
e os resultados finais dos parimetros modais. Foi feito um programa que faz a leitura deste
arquivo de saida ¢ apresenta um grifico onde é mostrada a FRF experimental ¢ a FRF
estimada a partir dos pardmetros modais obtidos pelo “Goal Programming”, o que possibilita
uma avaliagdo visual da qualidade da estimagdo. Um arquivo temporério também ¢ gerado e,

através dele, pode-se acompanhar passo a passo todo o processo de otimizagio.

Quanto aos valores iniciais ¢ incrementos iniciais das varidveis de decisio, pode-
se dizer que, em geral, sua importincia cresce 4 medida que a dificuldade da estimagio é
maior, como se abordara no Capitulo VI.

Em se tratando de um método iterativo, obviamente a estimagio modal através do
“Goal Programming” normalmente é um processo demorado, sobretudo em casos onde se
analisam varias FRI's com vérios modos. A experiéncia do usudrio, entretanto, pode tornar o

processo mais rapido.
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V.5 - IMPLEMENTACAO DE UM SISTEMA SIMPLES DE ESTIMACAO MODAL PARA
FORNECER ESTIMATIVAS INICIAIS AO METODO DESENVOLVIDO

Devido 4 necessidade de estimativas iniciais para dar partida ao processo iterativo
de otimizagdo através do “Goal Programming”, foi desenvolvido um programa simples que
estima parimetros modais pelo método da meia poténcia [3; 14]. O programa apresenta o
grafico do médulo da FRF desejada e o usudrio deve caminhar com o cursor até cada pico de
ressondncia, onde, pressionando uma tecla, obterd valores para os parimetros modais relativos
a este pico. O residuo foi calculado aplicando-se a expressdo da FRF no ponto do pico da
curva, desprezando-se o termo conjugado {cuja participagdo na resposta em tomo da
ressondncia em geral € pequena) e considerando-se apenas um grau de liberdade. Este método
€ passivel de grande imprecisdo, sobretudo em casos de modos acoplados. Todavia, pode

perfeitamente ser utilizado para gerar valores iniciais para ¢ “Goal Programming”.
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CAPITULO VI

AVALIACAO DO METODO DESENVOLVIDO ATRAVES DE
SIMULACOES NUMERICAS E TESTES EXPERIMENTAIS

Foram realizadas algumas simulagdes numéricas e testes experimentais para
avaliar o comportamento do método desenvolvido nas mais diversas situagdes. Seus
resultados foram confrontados com os de outros métodos clissicos, um no dominio da
frequéncia (“Orthogonal Polynomial”) [73] e outro no dominio do tempo (“Least Squares
Complex Exponential™) [69], ambos detalhadamente descritos no Capitulo IV.

V1.1 - SIMULACOES NUMERICAS

O primeiro procedimento para testar a eficiéncia do método de estimagdo de
parametros modais via “Goal Programming” foi a realizagdo de algumas simulagdes com
FRFs geradas teoricamente.

A simulagdo inicial teve por objetivo verificar o comportamento do método em
casos bastante complexos, nos quais a estimagfo dos parimetros modais torna-se uma tarefa
ardua. Basicamente, estas situagdes sdo : estruturas com modos acoplados, estruturas
fortemente amortecidas e sinais experimentais contaminados com alto indice de ruido. Foram
entdo analisados cinco casos, baseados em proposi¢des de Formenti [80], abrangendo

combinagdes das situagdes citadas acima. Os casos $do :

A - Estrutura fracamente amortecida, com modos ligeiramente acoplados.

B - Estruturas fortemente amortecidas, com modos ligeiramente acoplados.

C - Estruturas fracamente amortecidas, com modos altamente acoplados.

D - Estruturas com amortecimento relativamente alto € com modos altamente acoplados.

E - Estruturas com frequéncias naturais coincidentes.

Foram geradas teoricamente FRFs do tipo Inertiancia, sempre com trés modos de
vibragdo, correspondentes aos cinco casos selecionados para andlise. Os valores dos
parAmetros modais de cada caso, conforme a classificagdo acima, estdo listados na tabela
(VL1).

Em geral, as respostas medidas em um teste experimental sdo do tipo aceleragao,
através de transdutores denominados acelerdmetros, €, consequentemente, as FRFs obtidas
sdo do tipo Inertancia, que expressam a razdo entre uma aceleragio e uma forga de excitagio.

A formulagio da maioria dos métodos de estimacdo de pardmetros modais, todavia, é
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TABELA VI.1 - Valores dos pardmetros modais dos casos analisados.

ay(Hz) | ,(Hz) | ey (Ha) | &, (%) | &%) | (E(%) Res, Res, Res;

A |2 a ] o8] 1 ] sed| (bed)| -3e-d)i

B 10. | 12| 40| 8 | 7. | 10. | (-Be-d)j | (-6.e-4)j | (-3.c-4)j

C 20. 1 202 ) 205 07 0.5 0.8 | (-4e-d) | (-1.&-3) | (-1.e-3)

D 20. | 204 | 21. 2. 5. 3. ] (ded) | (-le-3) | (-1.e-3)

E 10, | 100 | 21 | 20 | 4 | 4 | (Bed)j | (6ed)i | (-1.e-B)

desenvolvida a partir da expressdo da FRF do tipo Receptincia, que representa a relagio entre
um deslocamento ¢ uma forca de excitag@o. Para obter uma Receptincia a partir de uma
Inertancia, divide-se esta dltima por (—®*). Este procedimento, porém, pode causar um
problema para a estimagio modal : os picos relativos aos modos de maiores ordens passam a
apresentar amplitudes bastante reduzidas, o que, em alguns casos, pode afetar a acurdcia dos
pardmetros modais estimados. Um procedimento alternativo, visando evitar este problema,
seria o de utilizar diretamente, para a estimacio modal, as FRFs do tipo Inertincia e dividir os
residuos estimados por (—.), sendo €0, a frequéncia natural associada ao respectivo modo de
vibragio. Deve-se ter em mente que este procedimento consiste em uma aproximagio, porém
apresenta, em relagdo ao primeiro, a vantagem de ndo reduzir sensivelmente as amplitudes dos
modos de maiores ordens.

Os dois métodos cldssicos utilizados neste trabalho para comparacio com o
método proposto (“Orthogonal Polynomial” [73] e “Least Squares Complex Exponential”
[69]) sdo desenvolvidos para FRFs do tipo Receptincia. Assim, inicialmente, os dois
procedimentos descritos no pargrafo anterior foram testados, para os casos A, B, C,De E.

Para quantificar o desempenho na identificagio dos pardmetros modais, foi
calculado o erro relativo médio (média dos trés modos) entre os pardmetros modais obtidos
pelos métodos e os tedricos (a expressio do erro relativo médio é apresentada na eq. (V1.1)).
Isto foi feito para cada parimetro modal (frequéncia natural, taxa de amortecimento e

residuo).

ERRO REL. ME DIO< 1 il par. mod al estimado i — par. mod al teérico i|
i=]

.. U100 (%
37 | par. mod al tedrico i | X (%)

(VL)

As tabelas VI.2 e V1.3 apresentam os valores do erro relativo médio para os casos
A, B CD e E, respectivamente em relacio aos resultados do OP e do LSCE, obtidos através

dos dois procedimentos mencionados, que sdo aqui designados por :
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- procedimento (a) : dividir a Inertancia por (—®’) para obter a Recepténcia e, em
seguida, entrar com os dados nos algoritmos (tabelas VI.2a (OP) e VL.3a (LSCE)});

- procedimento (b) : utilizar diretamente os dados de Inertédncia nos algoritmos e
dividir os residuos estimados por (—®}) (tabelas VI.2b (OP) e VL.3b (LSCE)).

TABELAS V1.2 - Erros relativos médios (%) entre os parimetros modais estimados pelo OP e
os reais (tedricos) através dos procedimentos (a) (Tabela V1.2a) e (b) (Tabela VI.2b).

TABELA VI.2a TABELA VL.2b
©y Ey Res Wy &y Res
A 0.00 | 0.00 | 0.00 A 1000|000 ]| 000
B 0.35 | 0.00 | 0.00 B 035 | 000 | 0.78
C 0.00 | 0.00 | 0.00 C Jooo| 000|030
D 0.11 | 1241|3175 D | 007 | 1007 | 27.65
E 012 | 225 | 3.17 E J012| 150 | 229

TABELAS VI3 - Erros relativos médios (%) entre os parimetros modais estimados pelo
LSCE e os reais (tedricos) através dos procedimentos (a) (Tabela VI.3a) e (b) (Tabela V1.3b).

TABELA VI.3a TABELA VIL.3b
Wy & | Res . & | Res
A 0.00 | 0.00 | 0.00 A 0.00 | 0.04 | 0.92
B 0.00 | 0.09 | 0.04 B 0.12 1 0.6% | 1.47
C * * * C ¥ * *
D * * + D * * *
E 0.00 | 0.33 | 0.88 E 007 | 017 | 043

* - O método ndo conseguiu identificar os trés modos existentes.

Os resultados das tabelas mostram que os dois procedimentos resultaram em
pardmetros modais de acurdcias bastante semelhantes, tanto com o OP quanto com o LSCE. A
partir desta conclusdo, resolveu-se adotar o procedimento (b) para os casos apresentados a
seguir. -

Cabe destacar que o GP pode utilizar, como dados de entrada, qualquer tipo de
FRF, bastando modificar de forma adequada a rotina de calculo do erro quadratico. Nos casos

simulados numericamente, a rotina foi adequada para Inertancia.
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Em seguida, foram somados, as FRFs teéricas, sinais aleatérios para simular

dados experimentais contendo ruido. Foram utilizados trés niveis de ruido : 2%, 5% ¢ 10%,

onde a percentagem expressa a razdo entre o valor RMS do espectro do sinal aleatério e o

valor RMS da FRF teérica. Os espectros resultantes foram analisados através do OP, do LSCE

e do GP. As tabelas V1.4, V1.5 e VL6 apresentam, respectivamente, os erros relativos médios

entre os pardmetros modais reais e os estimados com o OP, com o LSCE e com o GP, para os

diversos casos e diferentes niveis de ruido. Notar que as colunas relativas ao nivel de ruido de

0% das tabelas V1.4 e V1.5 sio a repeti¢do das tabelas VI.2b e VI.3b, respectivamente, uma

vez que o procedimento (b) foi utilizado para as estimagGes através do OP ¢ do LSCE.

TABELA V1.4 - Erros relativos médios (%) entre os parimetros modais estimados

pelo OP e os reais (tedricos).

NIVEL 0% 2% 5% 10 %
D’E
RUIDO
CASO Wy & Res Wy Ev Res Wy Eu Res Wy Ee Res
A 000 | 000 | 000 § 000 | 033 | 039 | 000 | 067 | 090 | 003 | 133 | 1.92
B 035 | 000 | 078 033 | 019 | 044 | 027 | 1.76 | 261 | 034 | 737 | 1294
C 000 | 000 | 030 | 000 | 597 [ 1142 )] 003 | 7.27 | 1247 ] 007 | 20.14 | 26.52
D 007 | 1007 [27.65] 091 | 3794|4291 1.01 | 64.61 | 78.87 * * *
E 0.12 1.50 | 226 | 0.21 [ 3525 | 46.58 ] 0.20 | 33.00 | 44.25 | 0.23 | 33.08 | 37.07
* - 0 Método OP ndo conseguin identificar os trés modos
TABELA VL35 - Erros relativos médios (%) entre os pardmetros modais estimados
pelo LSCE e os reais (tedricos).
NIVEL 0% 2% 5% 10 %
D}E
RUIDO
CASO Wy Eq Res Wy & Res Wy L Res Wy & Res
A 000 | 004 | 092 ] 000 | 0.00 | 057 | 0.00 | 0.83 | 056 { 0.00 1.67 1_.22
B 012 | 069 | 147 013 } 043 | 085 1 0.08 | 201 | 532 ] 074 | 250 | 454
C * * * * * * * * * * * *
D * * * * * * * * * * * *
E | 007|017 | 043 ] = * * * * * * * *

* - 0 Método LSCE n#o conseguiu identificar os trés modos
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TABELA VL.6 - Erros relativos médios (%) entre os pardmetros modais estimados
pelo GP e os reais (tedricos).

NIVEL 0% 2 % 5% 10 %
DE
RUIDO

CASO Wy Eq Res ©y & Res Wy & Res W, Ey Res

A 0.00 | 0.00 | 000 § 0.00 | 1.08 | 0.06 | 0.00 | 041 [ 039 | 0.00 | 1.57 | 0.88

B 000 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 033 | 013 ] 0.03 | 0.83 | 042 | 1.05 | 1.69 | 1.08

C 0.00 | 0.00 | 0.08 | 0.00 | 1.14 1.67 ] 0.00 | 256 | 305 | 0.00 | 337 | 5.32

D 0.07 | 132 | 455 ) 023 | 448 | 1437 | 036 | 873 | 2117 ) 0.17 | 433 | 11.03

E 000 | 009 | 049 ] 003 | 6.17 | 1468 | 0.07 | 533 | 13.64] 035 | 19.67 | 3233

Analisando-se, caso a caso, as tabelas VI.4 a VL6, pode-se observar que :

- CASOS A e B : de forma geral, os trés métodos foram eficientes em todos os
diferentes niveis de ruido, tendo sido a performance do GP ligeiramente superior as outras;

- CASO C : o LSCE ndo conseguiu identificar os trés modos, mesmo na situago
sem ruido. Quanto aos outros dois métodos, percebe-se que, na simula¢do sem ruido, ambos
obtiveram excelente acurdcia. Nas situagdes em que foram introduzidos ruidos, o GP
apresentou desempenho superior ao do OP.

- CASO D : também neste caso, o método LSCE n#o foi capaz de identificar os
trés modos existentes. Os resultados do GP apresentaram maior acuricia do que os do OP,
sendo que este ultimo ndo conseguiu identificar os trés modos na situagdo contendo ruido de
10%. Notar que o OP obteve resuitados com acurécia satisfatéria somente para frequéncias
naturais. De maneira geral , o caso D foi o que apresentou o maior grau de dificuldade para a
estimacdo modal.

- CASO E : o LSCE obteve desempenho bastante eficiente na simulagio sem
ruido, nao tendo sido capaz, porém, de identificar todos os modos nas situacdes contendo
ruidos. Novamente, o GP estimou pardmetros com maior acuricia do que o OP, diferenca esta
mais acentuada nas simulagdes contendo ruidos.

Verificou-se que o método LSCE nio obteve &xito na estimagio nos casos C e D,
nos quais a densidade modal € bastante elevada. Em relagdo ao caso B, cujas taxas de
amortecimento excedem 5%, o LSCE obteve estimativas com boa acuricia. Estas
constatacOes de certa forma ndo corresponderam a expectativa, uma vez que a literatura
pesquisada cita que este método apresenta desempenhos piores em casos de estruturas
fortemente amortecidas.

Os resultados apresentados acima dio substincia a conclusdo que o algoritmo
implementado para a estimag@o de par@metros modais através da técnica de otimizagdo

denominada “Goal Programming” tem grande eficicia, tendo seu desempenho sido superior
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aos do “Orthogonal Polynomial” e do “Least Squares Complex Exponential” em todas as
situagdes analisadas.

Em todos os casos de ruidos simulados, considerou-se apenas um trecho de sinal
aleatdrio. Um estudo mais profundo, com um tratamento estatistico mais detalhado, deveria
ser realizado para que ndo houvesse diividas quanto aos resultados obtidos. Entretanto, a
diferenga expressiva entre os valores de erro relativo médio obtidos a partir dos pardmetros
modais estimados com o GP em relagio aqueles obtidos a partir dos pardmetros modais
estimados com o OP e o LSCE levam o autor & conclusdo que os testes simulados sdo
suficientes para comprovar a maior eficiéncia do primeiro em rela¢io aos outros dois.

Uma andlise visual dos desempenhos dos métodos pode ser realizada através de
figuras que comparam as FRFs tedricas e as FRFs estimadas pelos métodos. A figura VL1
apresenta a comparagdo entre a FRF teérica e a FRF estimada pelo OP para o caso C
contaminado com ruido de 10 %. A fig. V1.2 mostra a mesma comparago, porém com a FRF
estimada pelo GP. Como comentado anteriormente, o LSCE nio identificou os trés modos
nesta situagio. Pode-se observar claramente que o GP obteve um melhor ajuste.

A figura VL3 apresenta a comparagio entre a FRF tedrica e a FRF estimada pelo
OP para o caso D sem ruido, enquanto a fig. V1.4 mostra a comparagio, também para o caso
D sem ruido, entre a FRF tedrica ¢ a FRF estimada pelo GP. Também neste caso o LSCE ndo
identificou os trés modos existentes. Visualmente, nota-se que o GP obteve maior eficiéncia.

E interessante notar na figura V1.4 que, apesar de os erros relativos médios de
amortecimento e resfduo do GP terem sido respectivamente de 1.32% e 4.55% (ver tabela
VI.6) para este caso, a curva estimada e a tedrica sdo praticamente coincidentes, o que indica
que este tipo de erro € bastante rigoroso.

Neste ponto, cabe discutir um fator de grande relevincia no método de estimagdo
modal através do “Goal Programming” : o ponto de partida (estimativas iniciais para os
pardmetros modais e respectivos incrementos iniciais). Em todos os casos simulados, os
resultados do OP foram tomados como estimativa inicial para o algoritmo iterativo. Em
relacdo aos casos A e B, 0os menos complexos, a convergéncia foi bastante rdpida (em um
microcomputador com processador 486, o tempo de convergéncia foi da ordem de 50
segundos), enquanto que para os demais casos, sobretudo o D e o E, o mesmo ndo ocorreu
(tempo de convergéncia de 5 a 10 minutos).

E intuitivo pensar que o ponto de partida pode exercer grande influéncia na
preciso dos resultados no GP. Visando estudar esta influéncia, alguns testes foram realizados
e as conclusdes obtidas sdo as seguintes :

- Em casos simples, nos quais, na vizinhanca de cada pico de ressonincia, a
contribuicdo dos demais modos € relativamente pequena, as estimativas iniciais e os
incrementos iniciais, além de ndo exercerem influéncia nos resultados finais, influem muito
pouco no tempo de convergéncia (niimero de iteragdes) do processo.

- Quando hd um grande acoplamento modal, o ponto de partida geralmente &

determinante para a obten¢do de resultados finais precisos. Aconselha-se, nestes casos, que 0s
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Fig. V1.1 - Comparagio entre a FRF teérica e a FRF estimada pelo OP,

para o caso C com 10 % de mido.
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Fig. V1.2 - Comparagio entre a FRF teérica e a FRF estimada pelo GP,

para o caso C com 10 % de ruido.
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incrementos iniciais tenham valores bastante allos em relagdo as respectivas estimativas
iniciais. Agindo-se desta forma, evita-se que o processo de otimizagio fique “preso” a um
minimo local e assim, mesmo que as estimativas iniciais sejam bastante imprecisas, o
algoritmo vai obter &xito na estimacgio modal.

Um exemplo que pode ser citado é o do caso D com ruido de 2%. Os valores da
taxa de amortecimento e do residuo do segundo modo estimados pelo OP foram bastante
imprecisos (taxa de amort. de 0.10% (tedrico=5%) e mddulo do residuo de 6.55e-7 [s/kg]
(tedrico=-1.e-3 [s/kg])). Utilizando-se estes valores como estimativas inicial para o GP com
incrementos iniciais pequenos, o método ndo obteve resultados satisfatérios. O GP apenas
apresenta eficiéncia na estimagdo destes parimetros quando seus incrementos iniciais foram
bastante elevados (0.8% para a taxa de amortecimento e 1.e-4 [s/kg] para o residuo). Os
resultados finais do GP, com estes incrementos, foram : 4.62% para a taxa de amortecimento
(erro percentual de 7.6%) e 8.04e-4 [s/kg] para o médulo do residuo (erro percentual de
19.6%).

O processo de estimagdo de pardmetros modais através do “Goal Programming”,
€m Casos nos quais a estima¢do mostra-se um problema complexo, var depender da
experiéncia e sensibilidade do usuério e, em diversas situagdes, o programa deve ser utilizado
por mais de uma vez, efetuando-se modificagcdes no ponto de partida e nos incrementos ¢
verificando-se se os resultados finais convergem sempre para o mesmo ponto. Com isso,
evita-se 0 risco de a solugao ficar “presa” a um minimo local. Conclui-se, entao, que o ponto
de partida ndo consiste em problema para a estimagao através do GP.

A seguir, foi realizado um teste simples para a verificagdo da importincia de ser
considerada, na estimagdo modal, a influéncia dos modos fora da faixa do espectro que serd
analisada. Para esta andlise, gerou-se uma FRF com dois modos de vibracio e analisou-se a
faixa de espectro somente em torno do segundo pico. A tabela V1.4 apresenta os valores dos

pardmetros modais dos dois modos.

TABELA VI.4 - Pardmetros Modais Gerados

MODO o, (Hz) (%) |Residuo [skgl
| 10.00 3.00 SE4 ]
2 13.00 2.50 -3.E-4 |

Os resultados do “Goal Programming” para os par@metros modais do segundo
modo, considerando-se ¢ ndo a influéncia do primeiro modo sobre o segundo (através do

termo residual de massa) sdo apresentados na tabela V1.5
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TABELA VL5 - Parimetros Modais Estimados p/ o 2° Modo

o, (Hz) E.(%)  |Residuo [s/kg]
Sem 12.97 2.78 -3.29E-4
contribuicio
Com 13.00 2.50 -2.95E-4
contribui¢ao

Os resultados da tabela VI.5 indicam que € importante que os métodos de
estimagdo possam levar em conta a contribuigio dos modos fora da faixa de anilise,
principalmente nos casos de haver frequéncias naturais préximas aos limites do espectro
analisado. De modo geral, os métodos no dominio da frequéncia apresentam esta

possibilidade, 0 mesmo ndo ocorrendo com os métodos no dominio do tempo.
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VL2 - TESTES EXPERIMENTAIS
VI1.2.1 - DESCRICAO DO MODELOQ ENSAIADO

Para a realizagdo de testes experimentais, utilizou-se um modelo reduzido
hidroelastico [4], projetado e construido de acordo com a Teoria da Semelhanca [81], de uma
das plataformas fixas projetadas para o campo de Albacora. O projeto do protétipo desta
plataforma, desenvolvido pela Petrobras, foi feito para atuar em lamina d’4gua de 300 metros.
E uma estrutura metilica tubular, travejada no sentido vertical com médulos em forma de
“X”, e contendo nove travejamentos horizontais (andares) ao longo da altura da torre.

O modelo foi confeccionado no Laboratério de Estruturas do Programa de
Engenharia Civil da COPPE, com tubos de pléstico (poliestireno ¢ ABS), adotando-se uma
escala geométrica de 1/85. Este modelo esta sendo utilizado, em tese de doutorado realizada
no Laborat6rio de Estruturas, para estudo de identificagdo de danos em estruturas a partir da
variagdo de seus pardmetros modais [4], sendo portanto fundamental que os parimetros
estimados tenham boa acuricia. As caracterfsticas gerais do modelo estdo apresentadas na
tabela (V1.6). A fig. (VL.5) mostra a vista frontal e uma segiio transversal tipica do modelo,
com suas principais dimensdes, enquanto a fig. (VL6) apresenta a vista lateral do mesmo.

TABELA VL6 - Caracteristicas Gerais do Modelo.
CARACTERISTICAS DO MODELO

Peso do Convés : 146.5 N
Peso da Jaqueta : 501.0 N

Peso dos Condutores : 11.0N

Altura da Jaqueta : 369.00 cm

Dimensdes da Base : 104.20 cm x 104.20 cm
Dimensdes do Topo : 29.40 cm x 29.40 cm
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VI.2.2 - INSTRUMENTACAO E ENSAIOS REALIZADOS

O ensaio realizado, cujas respostas foram utilizadas para a estimagio modal
através do “Goal Programming” e dos dois métodos cldssicos estudados no Cap. IV, constou
da instrumentacio do modelo com nove acelerdmetros piezo-elétricos, para medigao da
resposta da estrutura, e um load-cell piezo-resistivo, para medi¢do da forga de excitagdo. A
estrutura foi excitada com um sinal randdmico do tipo ruido branco, por meio de um excitador
eletro-magnético colocado na altura do sexto travejamento horizontal. O load-cell foi
colocado na extremidade do excitador e os acelerdmetros foram instalados um em cada andar
da estrutura, como mostrado na fig. (V1.5). Note-se, na mesma figura, que o acelerdmetro 5
esta localizado no ponto de excitag@o da estrutura (driving point).

O esquema de excitacio e de aquisi¢iio de dados, apresentado na fig. (VL.7),
constou de um gerador de mido branco, um amplificador de poténcia, um conjunto de

condicionadores de sinais e um micro-computador com placa A/D. Nos ensaios, a frequéncia
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de digitalizacdo foi de 50 Hz e o nimero de trechos de sinal no tempo utilizados para
obteng¢do das FRFs foi de aproximadamente 20.

Micro-Computador
com placa A/D

L1

Condicionadores
de sinais

Amplificador
de poténcia

Excitador '
Sinal tipo D

ruido branco

Analisador de Espectros
HP 3582A

Fig. V1.7 - Sistema de Excitagao e Aquisigdo de Dados.

VI.2.3 - ANALISE DOS RESULTADOS

Tomou-se, para andlise, a faixa de frequéncia de 0 a 24 Hz, dentro da qual sdo
identificados seis modos de vibragdo : trés modos de flexdo (primeiro, terceiro e quinto modos
do espectro) e trés de torc@o (segundo, quarto e sexto modos do espectro). As FRFs obtidas
foram do tipo inertincia, j4 que as respostas medidas foram aceleragbes. Os pardmetros
modais foram estimados pelo “Goal Programming” e pelos dois métodos estudados no Cap.
IV : 0 “Orthogonal Polynomial”(OP) [73] e o “Least Squares Complex Exponential”(LSCE)
[69]. Assim como nas simulagdes numéricas, optou-se por adotar, nos testes experimentais, o
procedimento (b) (ou seja, utilizar diretamente as FRFs do tipo Inertancia e dividir os residuos
estimados por (—®?)) para os métodos OP e LSCE. Quanto ao GP , a rotina utilizada levou
em consideragdo a expressdo da Inertdncia, da mesma maneira que nas simulacdes numéricas.

Tornou-se entdo possivel uma comparagdo entre os resultados do método
desenvolvido com os de dois métodos cldssicos, sendo um no dominio da frequéncia e outro
no dominio do tempo. O LSCE utiliza como dados Resposta de Impulso (IR), que, como
mostrado no Cap. I, € a transformada inversa de Fourier da FRF. A fig. (V1.8) apresenta a IR
relativa ao acelerdmetro 1. Percebe-se que na parte final da IR aparece um ruido decorrente do
processo de transformada inversa de Fourier da FRF obtida. Este trecho deve ser excluido da
analise para evitar que prejudique a estimagao.
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Fig. VL8 - IR relativa ao acelerdmetro 1.

Os parametros foram identificados de uma forma global, ou seja, todas as nove
FRFs (relativas a nove acelerdmetros ¢ um ponto de excitagdo) foram analisadas
simultaneamente por cada um dos métodos, e o estimador utilizado foi H1. Cabe citar que o
LSCE foi adaptado para possibilitar uma identificacio global, como descrito no Capitulo IV.

A tabela (VI.7) mostra os resultados de frequéncias naturais obtidos através dos

trés métodos.

T T T T
12 14 16

TEMPO (s)

TABELA V1.7 - Resultados de frequéncias naturais obtidos
pelos trés métodos (em Hz)

MODO OP LSCE GOAL PROG.
1 (1° FLEXAO) 2.56 2.56 2.57
2 (1° TORCAO) 6.96 6.96 6.96
3 (2° FLEXAO) 8.51 8.51 8.51
4 (2° TORGAO) 11.21 11.22 11.22
5 (3° FLEXAO) 14.69 14.66 14.67
6 (3° TORCAO) 18.62 18.57 18.57
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Como percebe-se na tabela (VI.7), os resultados de frequéncias naturais foram
bastante semelhantes, para todos os modos, comparando-se os trés métodos. A variagdo
maxmma relativa entre os métodos foi de (.4 %, considerada insignificante.

Os resultados para a taxa de amortecimento sdo mostrados na tabela (VL.8.)

TABELA VL8 - Resultados de taxas de amortecimento obtidos
pelos trés métodos (em %)

MODO OP LSCE GOAL PROG.
] 2.39 2.78 2.68
2 1.21 1.26 1.11
3 1.73 1.78 1.59
4 1.41 1.39 1.26
5 2.32 2.47 242
6 3.14 3.38 3.70

No que diz respeito aos resultados das taxas de amortecimento, houve uma maior
variagdo, entre os métodos. A variagdo maxima relativa entre eles foi da ordem de 17.8 %.
Mesmo assim, a concordincia entre os resultados dos diferentes métodos pode ser considerada
bastante satisfatoria.

A vpartir dos valores dos residuos, das frequéncias naturais e das taxas de
amortecimento estimados por cada método, e sabendo-se que o acelerbmetro 5 localiza-se no
drive point, foram calculados os modos de vibragdo normalizados em relacdo & massa modal
(egs. (IIL.20) e (IM.21)).

Nas figs. (VI.9), apresenta-se uma comparagdo entre as formas modais dos trés
primeiros modos de flex3o obtidos por cada um dos métodos de estimagdo. Como pode-se
observar nestas figuras, houve uma semelhanga satisfatéria entre os resultados dos diferentes
métodos.

O fator de escala modal (MSF- Modal Scale Factor) é uma das maneiras de
comparagdo quantitativa de dois modos de vibragdo. Tragando-se um gréafico onde os pontos
t€m por abcissas as coordenadas de um modo de vibragdo obtido através de determinado
método de estimagdo e por ordenadas as coordenadas do mesmo modo de vibragio obtido por
outro método, o fator de escala modal representa a inclinag@o (coeficiente angular) da reta

melhor ajustada a este conjunto de pontos. A equagio (VI.2) define o MSF.
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trés métodos.

S o), 02.:
MSF (¢l ,02.) = =

1), 0L);

(VL2)

onde : $1 ¢é ai-ésima componente do r-ésimo vetor modal (modo r) obtido por um

determinado método de estimagdo modal

$2 ¢ ai-ésima componente do r-ésimo vetor modal (modo r) obtido por um

outro método de estimagdo modal

No € o numero total de pontos de medicao de resposta

Calcularam-se os fatores de escala modal, para cada modo de vibragio,
relacionando dois a dois os métodos utilizados. A tabela V1.9 apresenta estes valores.
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TABELA V1.9 - Valores do Fator de Escala Modal (MSF)

VALORES DOFATOR DEESCALA  MODAL (MSF)
Modo 1 Modo 2 Modo 3 Modo 4 Modo 5 Modo 6
0.93 0.99 0.97 0.97 1.10 0.94
GP-LSCE 0.95 1.00 0.97 1.02 0.87 0.98
OP-LSCE 1.01 1.00 1.00 1.05 0.80 1.04

Os valores mostrados na tabela (VI.9) sdo bastante proximos de 1, o que indica

uma boa correlagio entre as formas modais dos trés métodos. O valor que mais se distanciou

da unidade foi o relativo ao quinto modo da comparagdo OP-LSCE.

De maneira semelhante ao que foi feito nas simulagdes numéricas, sdo

apresentadas algumas figuras que comparam os mddulos de FRFs experimentais com os

moédulos de FRFs geradas a partir dos parimetros modais estimados por cada método. As figs.

(VL.10) apresentam esta comparagdo para a FRF obtida com o acelerdmetro 4, sendo a fig.
(VIL.10a) relativa aos resultados do OP, a fig. (VL.10b) relativa aos resultados do LSCE e a fig.

(V1.10c) relativa aos resultados do GP.
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Fig. VI.10a - Comparagdo do médulo da FRF relativa ao acel. 4 : valores

experimentais e valores obtidos a partir dos resultados estimados com o OP.
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Fig. VI1.10c¢ - Comparagao do médulo da FRF relativa ao acel. 4 : valores

experimentais ¢ valores obtidos a partir dos resultados estimados com o GP.
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Analisando-se as figuras (VI.10), nota-se que os trés métodos apresentaram
estimagdes semelhantes. Dois fatos merecem destaques : o GP foi o método que obteve mais
precisdo em tomo do quarto modo de vibragdo (segundo modo de tor¢io), que € exatamente
aquele de menor amplitude no espectro; as FRFs estimadas pelos trés métodos apresentaram
um nivel considerdvel de erro na regifo final do espectro (acima de 20 Hz). Este segundo fato
indica que o modo superior, no caso o sétimo modo de vibragdo, que ndo aparece no espectro
e ndo foi levado em conta na anilise, exerce influéncia nesta regifio acima de 20 Hz. Foi entdo
feita uma andlise local, com o GP, na FRF relativa ao acelerdmetro 4. Inicialmente, utilizou-se
0 termo residual de rigidez para representar a influéncia do modo superior. A nova

comparacao aparece na Fig. (VL.11).
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Fig. VI.11 - Comparagdo do mddulo da FRF relativa ao acel. 4 : valores experimentais e
valores obtidos a partir dos resultados estimados com o GP, considerando-se a influéncia dos

modos superiores através do termo residual de rigidez.

Esta nova estimagao identificou pardmetros modais bastante préximos dos obtidos
com a estimagdo que ndo levava em conta o termo residual de rigidez. Comparando-se as figs.
(VL10c) com (VI.11), constata-se que a discrepincia entre as FRFs experimental e estimada
na Fig. (V1.10c) realmente se deu em razdo de haver uma influéncia de modos superiores que
ndo fora considerada.

Em seguida, foi feita mais uma andlise local com a FRF do acelerdmetro 4 através

do GP. Ao invés de utilizar-se o termo residual de rigidez, considerou-se a existéncia de mais
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um modo (o sétimo). A comparacio desta nova estimagfio com a curva experimental €
mostrada na fig. (VI.12).
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Fig. VI.12 - Comparagdo do médulo da FRF relativa ao acel. 4 : valores experimentais e
valores obtidos a partir dos resultados estimados com o GP, considerando-se sete modos na

andlise.

A estimagdo com sete modos mostrou-se ainda mais precisa, na regido final do
espectro, do que aquela que considerava o termo residual de rigidez e, novamente, os
pardmetros modais dos seis primeiros modos praticamente ndo se modificaram. Como
conclusio, pode-se dizer que, para a FRF relativa ao acelerdmetro 4, o termo residual de
rigidez melhorou a qualidade da estimagfo no trecho final do espectro, porém a utilizacio de
mais um modo na andlise (total de sete, ao passo que apenas seis picos aparecem no espectro)
a melhorou ainda mais.

As figs. (VI.13) sdo andlogas as (VI.10), porém relativas 2 FRF obtida com o
acelerdmetro 8. As figuras (VI.13) mostram que, para a FRF relativa ao acelerdbmetro 8, a
estimagio com o LSCE obteve, para os dois dltimos modos do espectro, precisdo
sensivelmente menor do que a dos outros dois métodos. Ao contririo do ocorrido com a FRF
do acelerébmetro 4, a regido final da FRF do acelerbmetro 8 ndo indicou influéncia
significativa de modos superiores. A razfio para esta diferenca entre as FRFs dos dois
acelerbmetros pode ser explicada através de uma andlise do sétimo modo de vibragdo (quarto
modo de tor¢io), que tem uma amplitude bem maior no ponto onde se localiza o acelerdmetro

4 do que no relativo ao acelerbmetro 8,
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Fig. VI.13a - Comparagdo do médulo da FRF relativa ao acel. 8 : valores

experimentais e valores obtidos a partir dos resultados estimados com o OP.
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Fig. VL.13b - Comparagio do médulo da FREF relativa ao acel. 8 : valores

experimentais e valores obtidos a partir dos resultados estimados com o LSCE.
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Fig. VI.13c - Comparagdo do mddulo da FRF relativa ao acel. 8 : valores

experimentais e valores obtidos a partir dos resultados estimados com o GP.

Um problema geralmente presente na estimagdo de parametros modais € a
quantificagdo da eficiéncia de seus resultados. Alguns pardmetros estatisticos foram testados
para correlacionar a curva experimental com a curva estimada, como o fator de correlagio,
porém nenhum deles mostrou-se adequadamente representativo da qualidade da estimag@o. A
comparacio visual pode ser bastante indicativa do ajuste realizado, no entanto trata-se de uma
andlise altamente subjetiva.

O valor do erro quadritico, que € minimizado para estimar os pardmetros modais,
ndo tem um significado qualitativo concreto se analisado isoladamente, sendo dependente,
entre outros fatores, do nimero de pontos analisados e do peso de cada ponto. Para contornar
esta dificuldade, uma vez que se estdo comparando diferentes métodos, optou-se por uma
maneira relativa de avaliar as estimagdes realizadas. Foram calculados os erros quadraticos,
para cada FRF, entre as curvas estimadas por cada método e as curvas experimentais. A tabela
VL10 apresenta as relagdes (Erro quadritico do OP / Erro Quadratico do GP) e (Erro
quadrético do LSCE / Erro Quadritico do GP), respectivamente, para cada FRF e para o
conjunto de todas as FRFs (total). Com este tipo de relagdo, avalia-se a eficiéncia dos
resultados obtidos pelo método proposto comparativamente aos resultados dos dois métodos
classicos utilizados.

A tabela VI.10 comprova que o “Goal Programming” estimou os pardmetros

modais com maior precisfo do que os outros métodos, ja que os valores apresentados nesta
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tabela sdo de modo geral maiores do que 1. Com isso, seu erro quadrético total mostrou-se
significativamente menor do que o dos outros. Analisando-se cada FRF separadamente, o
linico caso em que o erro quadritico do GP foi superior ao de outro método é o da FRF
medida pelo acelerdmetro 5 e, mesmo neste caso, a relagdo calculada é quase unitdria. A
tabela mostra também que, para a FRF obtida com o acelerdmetro 2, as estimagdes realizadas

pelo OP ¢ pelo LSCE apresentaram uma precisfio altamente inferior & realizada por meio do
GP.

TABELA VI.10 - Razio entre Erros Quadriticos.

FRF Erro Quadr. OP | Erro Quadr. LSCE
Erro Quadr. GP Erro Quadr. GP
ACEL. 1 1.05 375
ACEL. 2 17.40 13.13
ACEL. 3 2.56 1.49
ACEL. 4 1.59 1.18
ACEL. 5 0.93 1.07
ACEL. 6 471 5.65
ACEL. 7 2.24 2.35
ACEL. 8 1.81 4.15
ACEL. 9 1.41] 1.40
TOTAL 3.74 3.80
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CAPITULO VII

CONCLUSOES

A utiliza¢do do algoritmo de otimizagdo “Goal Programming” para a estimagao
modal foi idealizada objetivando casos bastante singulares, que via de regra se constituem em
um problema de alto gran de dificuldade para a maioria dos métodos existentes. A
proximidade entre frequéncias naturais e a ocorréncia de taxas de amortecimento elevadas
(maiores do que 5%) sdo fatores que tornam muito grande a influéncia de outros modos de
vibragdo na regido do pico de ressonadncia de um determinado modo. Outra situagc@o que em
geral cria dificuldades para a estimagdo modal € a da presenca de niveis de ruido elevados nas
FRFs medidas. A principio, casos como os acima citados sdo excegdes. Em se tratando de
estruturas civis, sdo ainda menos frequentes, pois estas normalmente apresentam baixos
amortecimentos e frequéncias naturais bem espagadas entre si. Entretanto, em estruturas do
tipo cascas ¢ placas, um grande acoplamento modal pode ser verificado. O uso cada vez mais
frequente de sistemas de absor¢do com taxas de amortecimento elevadas torna ainda mais
significativa a importdncia de métodos que se mostram eficientes nos casos de frequéncias
naturais multiplas ou fortemente acopladas. Quando vérios sistemas de absor¢do sdo usados,
estando eles calibrados em frequéncias naturais coincidentes ou préximas entre si, a FRF da
estrutura apresentara uma densidade modal extremamente elevada em uma faixa estreita do
espectro. Segundo Allemang [1], “o maior uso de materiais altamente amortecidos, materiais
nao homogéneos € metodologia de amortecimento ativo requer a reavaliagdo dos algoritmos
de estimagdo de pardmetros modais. Uma necessidade técnica 6bvia é o desenvolvimento e
avaliacdo de algoritmos de estimacgdo de parimetros modais capazes de identificar sistemas
com alta densidade modal e alto amortecimento.”

A partir das motivagdes citadas, e baseado em experiéncias anteriores bem
sucedidas em relagao ao uso do “Goal Programming™ [74; 75; 76] na COPPE, vislumbrou-se
a possibilidade de utiliza-lo para a estimagdo modal. A fungéo erro quadrético foi definida
como a fun¢do erro a ser minimizada pelo algoritmo, e restrigdes quanto as frequéncias
naturais e taxas de amortecimento foram impostas. Outros pontos que merecem citagdo quanto
a implementagio do novo método sdo a opgdo de levar em conta na estimagdo a influéncia de
modos fora da banda de andlise ¢ também a possibilidade do uso de um incremento de
frequéncia ndo constante.

Realizaram-se entdo simulagdes numéricas procurando-se abranger 0s casos
complexos referidos, que foram analisados por trés métodos : o “Least Squares Complex
Exponential” (no dominio deo tempo, apresentado no Capitulo 1V), o “Orthogonal Polynomial”
(no dominio da frequéncia, também apresentado no Capitulo IV) ¢ 0 método proposto. Nos

casos mais simples, A e B, onde se verifica um ligeiro acoplamento modal, os trés métodos
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apresentaram eficiéncia. Porém, a inclusfo de ruidos as FRFs fez com que as estimagbes
através do “Goal Programming” se mostrassem mais precisas. No caso C, em que o
acoplamento € maior, o GP novamente obteve desempenho superior ao do OP, diferenca essa
que aumentou a medida em que o nivel de ruido cresceu, enquanto o LSCE nio foi capaz de
identificar os tr€s modos nem mesmo na situagdo sem rufdo. Quanto ao caso D, além de
frequéncias naturais préximas, as taxas de amortecimento eram relativamente altas. O
desempenho do GP neste caso pode ser considerado bom, mesmo com elevados niveis de
ruido, o0 mesmo ndo podendo ser dito quanto ao OP, que saiu-se relativamente bem apenas na
situagdo sem ruido, e quanto ao LSCE, gue mais uma vez ndo conseguiu identificar os trés
modos de vibragdo existentes em nenhuma situagdo. Finalmente, no caso E, que apresenta
duas frequéncias naturais coincidentes, os resultados do GP também foram de qualidade
superior aos do OP, ao passo que o LSCE foi capaz de identificar os trés modos somente no
caso sem ruido. Estas simulag¢des comprovam que o método proposto apresentou o que dele se
esperava : boa performance em situagées onde a estimagdo modal € uma tarefa drdua.

Os testes experimentais realizados em um modelo reduzido de uma plataforma
fixa de petréleo tiveram suas respostas analisadas pelos trés métodos citados no pardgrafo
anterior. Com um total de nove pontos de medi¢do de resposta e excitagdo em um tnico
ponto, as FRFs foram analisadas de forma global, e os métodos estimaram parimetros modais
semelhantes entre si, com boa precisdo. A andlise dos erros quadriticos de cada método
demonstrou que o GP obteve maior eficiéncia na estimagio modal.

Um aspecto importante para a estimagio de pardmetros modais através do GP é o
ponto de partida do processo : estimativas iniciais e incrementos iniciais para as varidveis de
decisiio, que sdo os proprios pardmetros modais. Como em todo processo iterativo, pressupde-
se que devem ser tomados diferentes pontos de partida para se verificar se todos levam aos
mesmos resultados finais. Porém, os diversos testes realizados mostram que, em casos nos
quais as frequéncias naturais aparecem bem espagadas no espectro, a influéncia do ponto de
partida tanto nos resultados finais quanto na velocidade de convergéncia ¢ insignificante. Se o
caso € mais complexo (por exemplo, casos do tipo D e E das simulacSes realizadas neste
trabalho), o ponto de partida pode ser determinante para o sucesso da estimagdo e
efetivamente pode ser necessdrio o uso de diferentes pontos de partida para que os resultados
finais sejam considerados confidveis. Nestes casos, mesmo que as estimativas iniciais tenham
valores bastante afastados dos valores relativos a solucéo final, a utilizagdo de incrementos
iniciais altos vai possilbilitar ao método a obtencdo de resultados com boa acuricia. Isto
porque evitar-se-d que o processo iterativo se mantenha “preso” a urn minimo local da fungio
erro. Feitas estas colocagdes, surgem duas importantes conclusoes ;

- o procedimento correto a ser adotado pelo usudrio do GP deve ser o de utilizar
incrementos iniciais bastante altos em relag@o as respectivas estimativas iniciais;

- a experiéncia do autor, adquirida por meio de diversos tipos de testes realizados,
da substancia a conclusdo que o ponto de partida do processo ndo € um problema de maiores

propor¢des para o desempenho do GP.
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Avaliar a qualidade da estimacgio realizada ndo é uma tarefa simples. Em se
gerando FRFs através dos parfimetros estimados e comparando-as visualmente s FRFs
experimentais, pode-se chegar a uma conclusio subjetiva quanto a qualidade da estimagio. Na
tentativa de realizar uma avaliagdo quantitativa sobre a relagao entre FRFs estimadas e
experimentais, alguns parimetros estatisticos foram tentados, porém nenhum deles
demonstrou-se adequadamente representativo do ajuste. O erro quadrédtico por si $0 nao
permite uma quantifica¢do da efici€ncia da estimagao.

No que tange ao sistema de aquisi¢do e processamento de dados implementado,
sua importéncia reside no fato de permitir que se obtenham diversas FRFs simultaneamente,
acelerando de forma significativa os testes modais.

Concretizada a estimag¢do modal, a iltima etapa do processo de identificagﬁo
estrutural € o ajuste do modelo numérico, que consiste na corre¢do das matrizes numéricas de
massa e rigidez através dos resultados experimentais. Vé-se com otimismo a idéia da
utiliza¢do do “Goal Programming” para efetuar tal ajuste. Outra possibilidade vislumbrada € a
de realizar o ajuste do modelo numérico de forma direta, sem passar pela estimagdo modal.
Neste dltimo caso, o “Goal Prograrnming” poderia ser utilizado para minimizar o erro entre as
FRFs obtidas numericamente e experimentalmente ajustando-se os pardmetros geométricos ou

fisicos da estrutura modelada.
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