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Este trabalho tem como objetivo a obtengdo das solugdes fundamentais e a
aplicagio do método dos elementos de contorno a problemas axissimétricos com
linearidade e néo-linearidade fisica do material, envolvendo carregamentos do tipo forgas

de volume.

As forcas de volume generalizadas consideradas no presente trabalho sdo: o peso
proprio, a forga centrifuga devido 4 rotagiio em torno de um eixo fixo e a temperatura no

regime estacionario.

Apresenta-se a dedugiio formal das solugdes fundamentais axissimétricas
correspondentes a anéis de carga unitarios nas diregBes radial, tangencial e axial.
Alternativamente, as solugGes fundamentais axissimétricas sdo obtidas a partir da

formulaggo tridimensional integrando ao redor dos anéis de carga.

As solugbes fundamentais axissimétricas, bem como os Nicleos para a
contribui¢do das forgas de volume generalizadas, sdo apresentadas em fungdo de
integrais elipticas completas de ordem supeﬁor, de forma a obter a generalizagdo das

mesmas. E apresentado também, um estudo para a solugio numérica destas integrais.

Os resultados das aplicagSes numéricas sdo comparados com solugdes analiticas

disponiveis, ou entdo, com resultados obtidos pelo método dos elementos finitos.
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AXISYMMETRIC ELASTOPLASTICITY WITH BODY FORCES
BY THE BOUNDARY ELEMENT METHOD

MIGUEL ANGEL CASTRO CISTERNAS
JUNE, 1995

Thesis Supervisor : José Claudio de Faria Telles

Department : Civil Engineering

This work is concerned with the obtention of the fundamental solutions and the
application of the boundary element method to axisymmetric problems with linear and

inelastic behavior of materials, including the body force loads.

The generalized body forces considered in this work are constant gravitational
load, centrifugal load due to rotation about a fixed axis, and the effect of a steady-state

thermal loading.

A formal procedure to obtain the fundamental solutions corresponding to unit ring
loads in the radial, tangential and axial directions is presented. Alternatively the
fundamental solutions can be obtained from the three-dimensional fundamental solution

by the integration over the load rings.

The fundamental axisymmetric solutions and the Kemels of the body force
contributions are presented in terms of complete elliptic integrals of superior order. A

research to solve these integrals is also presented .

The results of some illustrative examples are compared with the available analytical

solutions or with the results obtained using the finite element method.
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SIMBOLOGIA

Os simbolos utilizados com maior freqii€ncia sfo listados a seguir.

Simbolos Latinos

ij

cpri

cpti

Ke!

i

Raio interno de um corpo
Raio externo de um corpo

Componentes do vetor que contém a contribuigio das forgas de

volume generalizadas

Integral de dominio
Contribuigio das tensdes nos pontos internos devido as forgas de

volume generalizadas
Expressdes auxiliares
Expressdes auxiliares

Componentes de coeficientes que sdo fungSes do ponto de contorno

Matriz que representa os termos livres
Matriz devida a integragdo dos incrementos de deformagao plastica

Matriz da integral dos incrementos de deformagdo plastica

Mobdulo de elasticidade longitudinal ou médulo de Young
Modulo tangente

Integral eliptica completa do primeiro tipo

Integral eliptica completa do segundo tipo

Vetor unitario paralelo & diregdo radial
Vetor unitario paralelo a diregéo tangencial
Vetor unitario paralelo a diregio axial
Deformagio total modificada desviada

Modulo da integral eliptica completa
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-
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Moédulo complementar da integral eliptica completa
Variavel qualquer

Derivadas espaciais de uma varidvel qualquer f

O ponto ¢ associado a uma quantidade incremental ao invés de derivada

em relagdo ao tempo
Modbdulo de elasticidade transversal
Tensor de Galerkin

Forga devida a gravidade
Relativa a matriz de forgas de volume generalizadas

Pardmetro de encruamento ou endurecimento linear ( hardening )
Altura de um sélido

Componentes da matriz dos termos livres
Segundo invariante do tensor desviador de tensdes

Fungio caracteristica do material

Solugdo elastica para deslocamentos e for¢as de superficie

Solugdo elastica para as tensdes

Cossenos diretores da normal externa ao contorno do corpo
Cossenos diretores relativos a rq

Cossenos diretores relativos a zq

Componentes do vetor de forgas de superficie

Componentes dos tensores correspondentes as solugdes fundamentais

Ponto fonte

Pressdo

Nicleo da contribuigio de forgas de volume generalizadas
Nucleo da contribuigio de forgas de volume generalizadas
Ponto campo

Gradiente de temperatura

Distancia entre o ponto fonte e 0 ponto campo

Expressio definida em (I1.63)

Coordenada r do ponto fonte



Coordenada r do ponto campo

Nucleo para tensdes em pontos internos

Temperatura
Solugio Fundamental

Componentes do vetor de forgas de deslocamentos
Energia de distorgdo

Niucleo para tensdes em pontos internos

Vetor formado pelas incognitas nodais

Coordenada cartesiana x

Coordenada cartesiana y

Coordenada cartesiana z

Coordenada z do ponto fonte

Coordeﬁada z do ponto campo

Valor do incremento de carga adotado em relag#o a carga do primeiro
escoamento

Velocidade angular

Simbolos Gregos

ij

Delta de Kronecker

Coeficiente de expansdo térmica linear

Coeficiente de Poisson do material

Massa por unidade de volume do material da estrutura
Densidade de massa constante

Diferencial parcial

Contorno do corpo

Dominio do corpo |

Angulo relativo ao ponto fonte em coordenadas cilindricas

Angulo relativo ao ponto campo em coordenadas cilindricas



0 Diferenga entre o angulo relativo ao ponto campo e o ponto fonte
¢ Angulo

B Incremento do fator de carga do primeiro escoamento

o

Componentes da matriz de tensdes

o, Tensdo equivalente ou efetiva

o  Tensdo equivalente maxima

C, Tensdo de escoamento de um ensaio uniaxial
A, Fator de carga do primeiro escoamento

AAr Multiplicador plastico

Ae?  Incremento de deformagio plastica equivalente ou efetiva

EP Deformagao plastica acumulada

E Deformagao total

E Erro de aproximagéo

£j Tensor de deformagdes especificas de Cauchy ou
Tensor de deformagdo especifica total

e?; Deformagdo plastica acumulada antes do incremento

Eet -Deformagio total equivalente modificada

z Somatoério de uma fungéo

4 Coordenada intrinseca

J Integral de uma fungio

I Moédulo de uma fungio
Tt =3.141592653589793238462643...
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

A analise de tensdes de estruturas axissimétricas, sujeitas a diversos tipos de
carregamentos, pelo método dos elementos de contorno ( MEC ) ¢ de alto grau de
interesse na area de pesquisa, com aproveitamento direto na area industrial. Vasos de
pressio de um reator nuclear, trocadores de calor, turbinas movimentadas a gas
natural, certos tipos de tubulagGes e outros tipos de estruturas podem ser incluidas
nesta categoria de problemas. Deste modo, justifica-se plenamente a pesquisa de
novos métodos e novas solugdes, de forma a obter uma otimizagio das estruturas e

também de maneira a confirmar os resultados obtidos por outros métodos.

Em escala industrial, 0 método de elementos finitos ( MEF ) é largamente
utilizado para a resolugiio dos problemas que a engenharia apresenta no seu dia a dia,
para os quais ndo se encontram disponiveis solugGes analiticas ou tedricas.
Entretanto, certos tipos de analises, tais como problemas com concentragio de
tensdes, sdo realizadas sem saber se os resultados obtidos correspondem & realidade.
As andlises experimentais nem sempre s3o0 possiveis de serem realizadas, devido a seu
alto custo financeiro e, deste modo, os resultados obtidos pelo MEF nem sempre
podem ser confirmados. Sendo assim, 0 MEC apresenta-se como uma alternativa

eficiente para a anilise destes tipos de problemas, entre outros.

O objetivo deste trabalho é obter as solugbes fundamentais generalizadas e
aplicar o MEC a problemas axissimétricos com linearidade e nfo-linearidade fisica do

material, envolvendo carregamentos do tipo forgas de volume.



As forgas de volume generalizadas consideradas no presente trabalho sio: o
peso proprio, as cargas devidas a forga centrifuga e as cargas térmicas oriundas da

temperatura no regime estacionario.

Para a implementagdo das forgas de volume generalizadas, é necessario obter as
solugdes fundamentais da equagdo diferencial que governa o problema em questdo,
sendo esta uma das maiores dificuldades encontradas no MEC. Dependendo do
problema analisado, a manipulagdo destas solugGes fundamentais torna-se bastante
complexa. Entretanto, uma vez obtidas, a sua aplicagdo encoraja a generalizagdo do
MEC.

A representagdo matematica dos problemas ¢ feita pela solu¢do fundamental de
Kelvin tridimensional (3-D), considerando meio elastico infinito em coordenadas
cilindricas. A discretizag@o do contorno € realizada utilizando elementos com variagio

linear.

As forgas de volume generalizadas também s3o discretizadas utilizando
elementos com variagdo linear, pois as integrais de dominio sdo transformadas em
integrais de contorno empregando o fensor de Galerkin correspondente a solugido
fundamental de Kelvin (3-D).

Neste trabalho, as solugdes fundamentais sdo apresentadas em fungdo de
integrais elipticas completas de ordem superior, sendo que, no calculo das tensBes no
interior do corpo é seguido o mesmo procedimento utilizado no calculo dos
deslocamentos e forgas de superficie, mantendo assim as aproximagGes numéricas do

contorno.

Para as contribuigdes devida a elastoplasticidade, é necessario discretizar o
interior do corpo, que € feito com o emprego de células com geometria simples

restritas somente 4 regido de plasticidade do problema.



O nod duplo ¢ utilizado para simular a descontinuidade das forgas de superficie

no contorno e também no caso de mudanga brusca da geometria.

Foram elaborados dois programas em linguagem FORTRAN, sendo um para as
analises elasticas e outro para as analises elastoplasticas. Cabe salientar, que ambos os
programas sdo extensdes dos programas previamente desenvolvidos por TELLES
[18].

O equipamento utilizado para a edigioc e compilagio dos programas foi um

notebook 386, demonstrando a versatilidade do MEC.

A seguir comenta-se sucintamente os principais autores que tem trabalhado

nesta linha de pesquisa com o MEC.

- Elasticidade axissimétrica: em 1975, KERMANIDIS [3] e em 1977 (trabalho
enviado em 1975) CRUSE e outros [2] apresentaram as solugdes fundamentais em
termos de fungdes de Legendre, as quais se relacionam com as integrais elipticas
completas do primeiro e segundo tipo, sendo que estas solugbes fundamentais sio

validas para R+0 (isto €, fora do eixo de simetria “Z”).

- Elasticidade axissimétrica com forgas de volume generalizadas: em 1977,
CRUSE e outros [2] forneceram subsidios para a obtengdo das solugGes fundamentais
e, em 1981, DANSON [14] apresentou as solugdes fundamentais e derivadas em

termos de fun¢des de Legendre, validas somente para R=0.

- Elastoplasticidade axissimétrica: durante alguns anos existiram muitas
controvérsias até se chegar a formulag8o para problemas com nio-linearidade fisica
do material devido a existéncia do “termo livre”, resultante da correta derivagio das
integrais de dominio ( calculadas no sentido de valor principal ), como apresentado
em 1978 por BUI [28). Finalmente, em 1983, TELLES [5] apresentou a formulagio



completa do MEC para problemas de plasticidade axissimétrica, incluindo as solugdes
fundamentais para R=0.
- Elastoplasticidade axissimétrica com forgas de volume generalizadas: € o

objetivo do presente trabalho.

No capitulo II € apresentado um procedimento para a obtengio das solugdes
fundamentais utilizadas neste trabatho. Estas solugbes s3o apresentadas em termos de
integrais elipticas de ordem superior. Cabe salientar que elas foram comparadas com
as solugdes fundamentais apresentadas por CRUSE e outros [2], como mostrado na

referéncia [34].

No capitulo III sdo analisados trés esquemas de integragio para utilizagio em
problemas axissimétricos com o MEC, visto que a solugdo numérica das integrais
elipticas completas do primeiro e segundo tipo que aparecem nas solugBes
fundamentais mais simples ( como no caso de potencial ) foi utilizada com sucesso nas
referéncias [9] e [36]. Entretanto, como ndo se dispde de referéncias para problemas
mais complexos, estes esquemas sd0 analisados neste trabalho e¢ a convergéncia é

verificada na resolug@o de problemas com solugio analitica disponivel.

No capitulo IV sdo apresentados os Nucleos nas diregdes radial, tangencial e
axial para as forgas de volume generalizadas para R#0. Sio apresentados, também, os

Nucleos para R=0.

No capitulo V ¢ apresentada a solugio do problema elastoplastico utilizada

neste trabalho.

O capitulo VI apresenta aplicagdes numéricas de modo a verificar 0s programas
elaborados. Os resultados para os quais nio se encontram disponiveis solugBes
analiticas sfio comparados com os do método de elementos finitos através dos
sistemas COSMOS/M [23] e ANSYS [25].



No capitulo VII s@o apresentadas observagdes e conclusdes obtidas no decorrer
deste trabalho. S3o sugeridos, também, pontos para otimizagfio e extensbes para
futuros trabalhos.
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CAPITULO II
CONCEITOS BASICOS DE TERMOELASTOPLASTICIDADE

IL.1. INTRODUCAO

As forgas externas que atuam num corpo, num instante qualquer, sdo
denominadas forgas de superficie e forgas de volume. As forgas de superficie s3o
aquelas que atuam no contorno de um corpo e sdo avaliadas por unidade de area da
superficie através da qual elas atuam. Como exemplo classico destas forgas de
superficie, encontra-se a pressfo que atua sobre um corpo. As forgas de volume s3o
aquelas que atuam no interior de um corpo e sdo avaliadas por unidade de volume.
Como exemplos classicos destas forgas de volume encontram-se as forgas devido a
gravidade ( peso proprio ) e a forga centrifuga devida a rota¢3o em tomo de um eixo
fixo. As solicitagSes oriundas da temperatura, isto €, as tensdes térmicas, ndo sfo
forgas de volume ou forgas de corpo, mas como no método dos elementos de
contorno ( MEC ) sdo tratadas como tal, portanto serdo aqui chamadas de forgas de

volume generalizadas.

Cabe ressaltar que as forgas de volume generalizadas tém grande importincia na
engenharia estrutural, e por conseguinte, sio objeto de estudo neste trabalho e serio

vistas com detalhes no capitulo IV.

Neste trabalho sera utilizada a notagdo cartesiana indicial para as equagdes que
representam ou governam o problema em questio. Nesta notagdo, os simbolos de
somatorios sdo desnecessarios sempre que um indice aparecer duas vezes em um

termo qualquer.



IL.2. EQUACOES BASIC{&S DA TEORIA
TERMOELASTOPLASTICA

Um corpo sob o efeito da agdo de forgas sofre um deslocamento da sua
configuragdo inicial, surgindo assim uma deformagio que pode ser representada por

g; e é conhecida como o tensor de deformagdes especificas de Cauchy. Em

ij
problemas termoelastoplasticos ¢€; sera definido por seus incrementos de deformagdo

especifica total, que podem ser desmembrados da seguinte forma

=p.f T, P
€ij =€jj t&j tEj (IL.1)

L ] L] L ]
onde g;°, a;jT e g;° sdo as parcelas incrementais das partes eldstica, térmica e

plastica do incremento do tensor de deformagdo especifica total ¢;. Para uma

variavel qualquer f , o ponto sera associado a uma quantidade incremental ao invés

da derivada em relagdo ao tempo.

O tensor de deformagdes especificas de Cauchy € simétrico e numa base

ortonormal, tem-se

1
Eij:E[ui,j’fU,',i+uk,iun,16k|] (IL2)

Na equagio (I1.2) as derivadas espaciais s3o indicadas por uma virgula, ou seja,

of
fi=0" (IL.3)
ox;
Como as deformagdes sdo infinitesimais, isto é, sdo despreziveis em face da
unidade, o produto de dois deles é desprezivel em presen¢a de qualquer um deles.

Tem-se portanto:



Egj = % [lli,;i +tuji ] (IL.4)

Complementando a equagio (I1.4), as equages de compatibilidade devem ser
satisfeitas para garantir a solugo do sistema de equagSes diferenciais parciais, ou seja

11
Eiik T EX,§ — €k, jl —€jLik =0 (I.5)

Deve ser observado que todas as relagdes apresentadas até aqui sdo
independentes das propriedades do material e portanto, pode-se esperar um
comportamento tanto linear como ndo-linear do material. Deste modo, em problemas

termoelastoplasticos,

. 1] .
& o [Ui,j + l.lj,i] (IL.6)

Considerando-se um paralelepipedo infinitesimal ao redor de um ponto qualquer
no interior 2 de um corpo, a equagio de equilibrio estatico de forgas e momentos ¢

representada por:
Gij,j+t.)i=0 [7)

L ] [ ]
onde o € b; representam os incrementos de tensdo e de forga de volume

generalizada, respectivamente.

As relagdes tensdo-deformagdo para o caso tridimensional (3-D) incluindo as

deformagdes plasticas e térmicas, sdo representadas por:

2Gv l1+v hd

. . ZGV . .
i=2G e+ £ B —2Ge; -
CETENEITY oy ST TEVE Ty




onde v € o coeficiente de Poisson do material, §; € o delta de kronecker

(0sei=j e lsei=j), G é o modulo de elasticidade transversal, o é o

>
coeficiente de expans3o térmica linear e T € o incremento de temperatura,

Por outro lado, a condigdo de equilibrio no contorno I' do corpo é satisfeita

por:

Pi = oy ny (IL9)

.
onde p; ¢ o incremento do vetor de forgas de superficie ¢ n; sio os cossenos

diretores da normal externa ao contorno I" do corpo.

Considere-se agora, os incrementos de deformagdes especificas referidas a um

sistema de coordenadas cilindricas (r, 6, z). Tem-se entdo:

e = (IL.10)
Eaaz‘.’—rw%%‘.‘; L
22 aa;z’ (IL12)
Eco = Eor =2l r% “—r" %%—‘.;—' @)
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-« 1l1060, ou, |
o=, = —| ~ 8z, Cle IL.14
B0 "2 T T 00 oz {14)
. . 1 a;Z al.]r

N L Ll IL15
€rz = Egr 5 ar 3z ( )

Para problemas axissimétricos em virtude da simetria da geometria, os

incrementos de deformagio especifica total sdo simplificados para:

o = aa‘.’r’ (IL16)
;99 = %_L (IL17)
€2 = %‘.: - (1118)
o =80 =5 %—“r—" (L19)
;29 = ;ez = ?21— %:170 (IL.20)
ra = far =2 du, | 2u, (L21)

5 or oz
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IL3. SOLUCOES FUNDAMENTAIS PARA
CARREGAMENTO AXISSIMETRICO

Existem duas formas diferentes para a obtengéo das solugdes fundamentais para
carregamento axissimétrico. O ponto de partida de ambas é a solugio fundamental
(3-D) para meio elastico infinito devido a Kelvin em coordenadas cartesianas [1],

ou seja:

1

167 (1-v)Gr (G- 8;+ 51} (11.22)

u‘ij(P,Q) =

onde, r = r (p,q) ¢ a distdncia euclidiana entre o ponto p de aplicagdo da carga
denominado ponto fonte, € um ponto q genérico do dominio chamado ponto campo,

€

r = (riri )% ; no= x(q) - x(p)

or or r;
T, —

T @) oxi(p) T

uij(p,q) representam os deslocamentos na diregio j no ponto g,

correspondendo a uma carga unitaria atuando na diregdo i aplicada no ponto p.

Para diferenciar as duas formas de obter as solu¢des fundamentais, a primeira
dedugdo serd chamada de solucdo do amnel ¢ a segunda dedug3o sera chamada

solu¢do standard. Deste modo:
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- SOLUCAO FUNDAMENTAL DO ANEL:
A equagio (IL.22) deve ser transformada para obter as solugdes fundamentais

axissimétricas nas.dire¢Ses radial (r), tangencial ou torsional (0) e axial (z), como

pode ser visualizado na figura I1.1.

aZ=X;

X

Figura IL.1 - Anéis de carga radial, torsional e axial.

Para tanto, a equagio (I1.22) pode ser apresentada em coordenadas cilindricas

(r, 0, z - figura I1.2) para expressar os-deslocamentos fundamentais.

+ X3

s

2 q | q ( ponto campo)

q €z
€9

=1

€r =leﬁ|= €z
P er

»
—"

p ( ponto fonte )

Zp

Op

v
>
*

Figura I1.2 - Definigdo do sistema de coordenadas cilindricas.
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Escrevendo-se a equagdo (I1.22) em termos de cargas unitérias aplicadas na

dire¢do dos vetores unitarios e,, ep € e, em p, obtém-se os deslocamentos com
referéncia ao sistema de coordenadas cilindricas no ponto q. Desta maneira,

at +\ ~ . ., 4 =
Uij(p,q) corresponde a solugio fundamental devido aos carregamentos unitarios nas

novas dire¢des (1, 0, z) e pode ser obtida como segue:

.

u (,9) = P() v’ (p,@) R(Q) a2)

onde u*(p,q) € a matriz obtida a partir da equagdo (I1.22) em coordenadas

cartesianas, P(p) ¢ utilizada para assegurar que as solugbes fundamentais

correspondam a cargas unitarias nas novas diregdes, ¢ R(q) ¢ a matriz de rotagdo
que permite a obtengdo das componentes de u*(p,q) no sistema rq, 6q, zq. Estas

matrizes podem ser escritas como:

Urr Urg Urz

u(p,q) = |uer uee ue: (11.24)

A A

Uzr Uz8 Uz:z

g(p): gy aﬂy ag, (st)

E‘(p,q) =[u) Uy, ul, (I1.26)

cosBq —senBq O
R(q) = {senBq cosBq O (I1.27)
0 0 1
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OBTENCAO DE P(p):

Seja P o vetor de carga.

Para se obter P,=1 e Py=P,=0, temos:

P, = a, P cosb+a, P send =1
Py =-a,, P senf+a, P, cosd =0 (I1.28)
PZ = afZ PZ =

Como P, =P, =P, =1, tem-se:

a, cosd + a,, senb =1
~a,, senf + a, cosd =0 (I1.29)
a,, =20
S8y, =cosO ; a,, =send ; a,, =0 : -aI_30)
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Para se obter Pg=1 ¢ P,=P,=0, tem-se:

P = ay, P cosb+a,, P send =0

Py =—agy, P, senB + ay, P, cosd =1

PZ - aez PZ :0
g, = —senf ; ag, = cosh ; ag, =0

E para se obter P,=1 e P, =Py =0, tem-se:

P, = a, P cosG+a, P send =0

Py =-a,, P, send +a,, P, cosb =0

Pz = azz Pz =
a,x=0;a,,=0;a, =1

Portanto, a matriz P(p)} fica:

cosbp senfp O
P(p) = |—senOp cosbp O
0 0 1

Como pode ser notado na matriz {(I1.35):

P(p) = R"(p)

Finalmente, a equagdo (II.23) pode ser reescrita da seguinte forma:

*

u (p.q) = R7(p) v*(p,q) R(q)

(IL31)

(I1.32)

(IL33)

(IL34)

(I.35)

(I1.36)

(IL37)
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Cabe observar, que para a geragdo da solugdo fundamental pode-se adotar a
origem do angulo 6 como sendo Oq e para simplificar 8q pode ser adotado igual a

zero. Deste modo:

cosBq -senfq O 1 00
R(q) =|senBq cosBq O0|=|0 1 O|=1 (I1.38)
0 0 1 0 01
Ou seja:
?.” 11.‘9 1::1 cosbp senBp O [u, ul, ul,[[1 O O
Uer Upe Uez | = [—senBp cosBp O|juy, ul, ul, ([0 1 Of (IL39)
Use Uso Uss 0 0 TfJuy, vy ul, [0 01

Deste modo:
[ At I 2]
Urr Urd Urz
A 'S At
Uer Uge Uoz =
A. ﬂ. l‘
Uzr Uzd Uzz

cosbpuy +senbpuy,  cosbpu, +senpuj,  cosOpu,, +sendpu;,
= [—senBpuy, +cosbpuy, —senbpui, +cosbpuy, —senBpu;, +cosbpu,,

* *
Uzx uzy u,,

(IL.40)

A solugio fundamental do anel pode ser obtida da seguinte forma:
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wap(P.Q) = | uap(p.q) 1p dBp ; @,B =1,6, z (IL41)

A qual, deve ser introduzida nas equag¢des integrais ja especializadas para a
formulagio axissimétrica. Notar que a solugdo fundamental da equagdo (IN.41)

corresponde a um anel de cargas com intensidade total 2m rp.

- SOLUCAO FUNDAMENTAL STANDARD:

At
A matriz u(p,q) também pode ser obtida a partir da formulag3o
tridimensional (admitindo que todo o contorno tem simetria axial e
conseqiientemente, o dominio tem geometria axissimétrica) integrando ao redor de

um anel de raio rq num plano Z = zq. Neste caso,

-

OBTENCAO DE u (p,q)

DESLOCAMENTO FUNDAMENTAL NA DIRECAQ RADIAL r: u

ir

Ujr

uj, = uj, cos® + uj, send (I1.42)
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DESLOCAMENTO FUNDAMENTAL NA DIR. TANGENCIAL 0: uj,

v

X3

ujy = —u}, senf + u}, cosd ‘(II.43)

DESLOCAMENTO FUNDAMENTAL NA DIRECAO AXIAL Z: u,
Como x; = z, odeslocamento u}, ndo vara.

Desta forma, para o ponto fonte p, adotando-se 8 = 8q — Op, e por analogia

com as equagdes (11.42) e (I1.43) os deslocamentos s3o definidos como segue:

Wi = uxjcosOp + y; send
U T U SR Uy SR ey 2 (IL44)
uej = —ux; senbp + uy; cosOp

Notar que para Op = 0

Para o ponto campo q, os deslocamentos s#o definidos como segue:

A¥

Uar = Ugx COSBq + u’:,Ly senfq « =10z (IL.46)

A b

L] *
Uad = —Ugx SENOq + Uay €0s0q
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Tendo em vistaque dI' ™D = rq d8q dr(&= )  tem-se:

uap(P.9) = [ uap(p,q) rq dBq (1L.47)

Notar que a solugdo da equagdo (IL.41) fica igual a solugio da equacdo (I1.47),
a menos de rp no lugar de rq. Portanto, tendo em vista que no anel a intensidade
total é 2n rp, pode-se dividir a solugdo da equacdio (I1.41) por este fator e ficar com
uma carga distribuida que nfo € unitaria, mas igual a 1/ (27rp). Isto ndo altera o
sentido fisico e produz uma constante multiplicadora em todos os termos da equagéo

integral que pode ser cancelada. Entdo, para o anel de intensidade unitaria, utilizar:

*

. I "
vep(p.q) = gl_,, uep(p,q) dOp (11.48)

No presente trabalho, sera utilizada a solugiio standard para a obtengdo da

A

matriz u (p,q) . Levando-se em consideragdo que a solu¢io fundamental da equagiio

(IL47) também ¢ introduzida nas equagdes integrais especializadas para a formulagio

axissimétrica, e adotando a origem de 6q como sendo p, a equagio (I1.47) fica:

E ]

* 1 ® " ‘
uap(p.q) = o I uap(p,q) d8 (I1.49)

*

Onde 0 = 6q — Op inclusiveem uap(p,q)

As solugBes fundamentais para a elasticidade axissimétrica serio apresentadas
em fungdo de integrais elipticas completas (isto é, integrais variando de 0 a %). A

resolugio destas integrais sera vista em detalhes no capitulo III. Cabe aqui lembrar,
que as solugSes fundamentais apresentadas na literatura s3o apresentadas em fungdo

de integrais elipticas completas do primeiro e segundo tipo ou em termos de fungdes
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de Legendre, as quais se relacionam com as primeiras. Este altimo procedimento, tem
a vantagem de trabalhar com expressdes mais simples nos calculos das tensdes e
forgas de superficie no contorno. No entanto, tem a desvantagem de n3o poder ser
feita a analise quando o ponto fonte coincide com o eixo de simetria (como exemplo,
um solido de revolugdo). Neste caso, a singularidade ¢ levantada de forma complexa e
em separado ( TELLES [5] ). Por outro lado, a “ generalizagio ” das solugdes
fundamentais apresentada no presente trabalho tem a vantagem de uma simples
anélise para levantar a singularidade, mas tem a desvantagem da complexidade das
equagdes envolvidas e do alto grau das integrais elipticas completas a serem

resolvidas.

De maneira geral, um corpo com geometria axissimétrica pode ser submetido a
solicitagdes quaisquer, ou seja, condigdes de contorno arbitrarias. O problema entdo,
torna-se dependente ndo somente das dire¢3es radial e axial, mas também, da diregio
angular. Desenvolvendo as condigdes de contorno em série de Fourier, a solugio do

problema resulta em uma sequéncia de problemas desacoplados (2-D) angularmente

«pn (P,q), onde n é o nimero de termos

independentes. As solugGes fundamentais u

A‘

da série de Fourier, sio obtidas integrando ua.p(p,q) ao longo do contorno para
cada termo da série de Fourier. No presente trabalho, serdo consideradas somente
condi¢des de contorno axissimétricas, isto €, somente sera considerado o termon =0
do desenvolvimento em série de Fourier. Cabe ressaltar, que as solugdes fundamentais
para problemas de elasticidade axissimétrica com condi¢3es de contorno arbitrarias,
foram apresentadas no trabalho de CISTERNAS ¢ TELLES [34], sendo que, estas

solugGes foram obtidas seguindo a solugdo standard.
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11.3.1. SOLUCAO FUNDAMENTAL AXISSIMETRICA .. (p,q)

Da equagio (I1.49), tem-se:

. 1 ~*
un(p,q)zﬂj_’,‘, ur (p,q) dO (IL.50)

AY

OBTENCAO DE y,(p,q)

Esta solugdo fundamental sera obtida com detalhes e a metodologia empregada

servira como base para a obtengdo das outras solugdes fundamentais.

. a¥

Urr = urx €080q + upy sen6q (I1.51)
Urx = Uxx COSOP + uyy 5en Bp (11.52)
Ury =Uyy COSOP+ uyy SenOp (IL.53)

Levando as equagdes (I1.52) e (I11.53) na equagfo (I1.51), vem:

A¥

urr = (U €0SOP + uyx SenOp) cosBq + (uxy c0sOp + uyysenbp)senfq  (IL.54)

uxx

(3- 4v)
lG‘Jt(l v)G } aL33)

(IL.56)

o Ixly
"= 161r(1 v)G

-
U5
{ IyIx } (I.57)
%

(3-4v) } (IL58)

U= 161:(1 v)G

Uyy= 161:(1 v)G
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Neste trabalho é fundamental trabalhar em coordenadas cilindricas, deste modo:

rx=Trq cosfq — rpcosBp (I1.59)
ry=rqsenfq —rpsenOp (I1.60)
r,=2q~2p (1.61)
014
= rr[l ~ﬂ<2cos25] (I1.62)
2 1%
rr=[(rq +rp)° +(zq - zp) ] (I1.63)
2_4rqrp
fic=—7" (11.64)
T

Logo,

A¥

U = Uxx 0SOp cosOq + uy, senBp cosbq +

+ uyy cosOpsenBq + uyy senBp séneq (11.65)
Nota-se pela comparagio entre as equagdes. (I1.56) € (I1.57) que uyx = uyy

assim,

Y

Urr = Uk COSOP c0sOq + uyy senBp senOq +u,, sen{6p +06q) (11.66)

Introduzindo as egs. (I1.59) e (I1.64) nas eqs. (IL55), (11.56) e (I1.58) e levando os

resultados na eq. (IL.66), simplificando, vem:
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At 1 (3—4V)c05(9q_8p)
U = .
16n(1-v)G =
”[1 - fk*cos’ 5]

[(rq2 +1p’) cos(6q - 0p) - % rqrp— %rBCOSZ(Gq ~ Gp)]
+

rr3[1 — 8 cod? % }% (IL67)

Como 6 = 0q-Op, vem;

*

A 1 (3-4v)cosb

U =
IT[I - ﬂ(2 cOszg]

}/+

+ [(rq2+rp2) cosO—rqrp— r(irpcoﬁe)] .

o2
o]

Deste modo, levando a eq. (I1.68) na eq. (II.50) tem-se;
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s 1 (3-4v)  x cosB
Ur= J—n

do +
220-VG | 0%
[1— fi? coszi]

(rq*+1p?) cos@
S g 4

r n do
3 de - ql;;pj—n 3 +
o o
[l—ﬂczcosz—] |:1—szcosz—:|
2 2
- - cos'0 5748 (I1.69)
T 972
I:l—ﬂczcosz—:l
2
0
Fazendo —2--—-43 =d6=2d¢
plo= 1 = ¢= kid ,
2 (IL.70)
p/O=-1 = ¢=—2
2
Logo, -
o 1 (3-4v) n/ ' cos2¢

d
82(1-WG | 1 o+

0 [1 - fk* cos’ ¢]%

. (rg* +1p?) ];% cos2¢ do - Iqrp v/ dé

3

+
e [1- fic* cos® ¢]% rr’ [1- 82 cos® ¢]%

_ mgrp I% cos’2¢

w [1—ﬂc2cosz¢]%d¢

(IL.71)

Obs.: Notar que pararp=0, y, =0
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IL.3.2. SOLUCAO FUNDAMENTAL AXISSIMETRICA v'o(p.q)

..

OBTENCAO DE u,(p.q)

AF

Urg = Uy €086q — u,, senfq (IL72)
Ury = Uxy €OSOP + uyy SENOp (I1.73)
Upe = Un COSOP + U;rx senOp (11.74)

A¥

U = Uy { cOsBq cosBp —senOq senOp) +

+uyy 56N 0p c030q — Uy, C0sOp senOq (I11.75)

Substituindo as eqs. (I1.55), (I1.56) e (I1.58) na eq. (I1.75) e simplificando, vem:

*

" I qrp rp
sen20 —
U = o (1- v)G{ =

sen® — B=4v) sen 9} (IL76)
r .
I 9
Substituindo na eq. (IL.49) e fazendo 5" ¢, vem:

. 1 rqrp =/ sen4d
Urg =
82 (1-v)G | 217 0 [1 2 cos? ¢]/

2

oy sen2¢ dé - (3-4v) y sen2¢
[l—ﬂ(zcosztb]% T [1- fk2c052¢]}/

d¢ L.77)

3,3

No numerador tem-se fungdes impares e no denominador, fungdes pares. Logo,

as integrais dissipam-se; assim:
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up =0 (I1.78)

Obs.: Notar que as solugBes fundamentais y\s existem para n > 1, parte seno, do

desenvolvimento em série de Fourier.
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1L.3.3. SOLUCAO FUNDAMENTAL AXISSIMETRICA y,(p.q)

*

OBTENCAO DE y,(p,q)

1:,2 =1y, €0sOp+ yy, senBp (IL79)
]
. 1 (rqcosBq —rpcosBp)(zq — zp)
- > 1.80
u 167n(1-v)G 0 A (11.80)
n3[1 - fk? cos? —]
2
. 1 (rqsenOq - rpsenOp)(zq - zp)
= > 11.81
16 (1-v)G , 0% (arsn
rr3[l - fk? cos’ —:|
2
Substituindo as eqs. (I1.80) e (I1.81) na eq. (I1.79) e simplificando, vem:
' (2q-2p) rqcosd - rp
= .82
4 16n(1-v)G : 9 % (1L.82)
rr3[1— fk? cos? —]
| 2
- 6
Substituindo na eq. (11.49) e fazendo ¢ = 5 vem;
s zq-z n cos2 n
T e Rl e L 7 )
T [1- k2 cos? ¢] 2 [1- k2 cos?¢]2

Obs.: Notar que para rp =

0, u,=0
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11.3.4. SOLUCAO FUNDAMENTAL AXISSIMETRICA y} (p,q)

At

OBTENCAO DE 1y (p,q)

nE¥

Uor = Upx €0SBq + ugy senBq (11.84)
Uox = Uyx €OSOP — U SENOP (IL85)
Udy = Uyy COSOP— uy, SENOP (11.86)

Substituindo as eqs. (I1.55), (I1.56) e (I1.58) nas eqs. (IL.85) e (IL.86) e, por sua

vez na eq. (I1.84), simplificando, vem:

~* 1 2 rqrp 1 (3-4v)
T ————— 6-——sen20]—+-—~send 11.87
Ue 671G {[rq sen 5 sen ]r3 - sen ( )

Como foi mostrado na equagao (I1.77):
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I1.3.5. SOLUCAO FUNDAMENTAL AXISSIMETRICA y%(p,q)

¥

OBTENCAO DE yg(p,q)

¥

upe = ugy C0S6q — ug, senbq (11.89)
Ugy = Uyy COSBP — uyy senBp (IL.90)
U6x = Uyx COSOP — s 5ENOP (11.91)

Substituindo as eqs. (I1.55), (I1.56) e (I1.58) nas egs. (IL.90) e (I1.91) ¢, por sua

vez na eq. (I1.89), simplificando, vem:

~* 1 (3-4v)cos® 1 rqrp 1qrp
- 48P TP o009 I.52
uso 16n(1—v)G{ r Al sl (IL92)

Substituindo na eq. (11.49) e fazendo ¢ = %, vem:

- 1 (3-4v) = c0s2¢ d
toe 8ni(1-v)G rr z[l—szcosztb]% u
Jramey  dd fqIp sy cosdd (I1.93)

2r [1—ﬂ(2cosz¢]% 20 [1—ﬂ<2cosz¢]%

Obs.: Notar que pararp=0, yg =0
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I1.3.6. SOLUCAO FUNDAMENTAL AXISSIMETRICA vy, (p,q)

¥

OBTENCAO DE y,,(p.q)

¥

U6z = Uy COSBP — Uy, SenBp (I1.94)
Substituindo as eqs. (I1.80) e (IL.81) na eq. (I1.94) e simplificando, vem:

~ (zq-zp)rq

2= 0 11.95
16n(1-v)G¢® sen (IL93)

Como foi mostrado na equaggo (I1.77).

ue: = 0 (I.96)
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IL3.7. SOLUCAO FUNDAMENTAL AXISSIMETRICA v, (p.q)

[ ]

OBTENCAO DE y,, (p,q)

¥

Uzr = Uz, €050q + ugy senBq (IL97)

Como unx = ux € uy = uy , substituindo as egs. (T1.80) e (I[.81) na eq.

(I1.97), simplificando, vem:

~_ (2q-zp) [rq 1p
g=—a T2 ST P 11.98
Y TR (1-WG | 2 | ({1.98)

Substituindo na eq. (II.49) e fazendo ¢ = % , vem;

« __ (zq—2zp) A do
uzrﬂs‘rltz(l—")(}"'3 rqjoz[l—ﬂczcosz‘i’]%dd) '

- mpf

cos2¢
[1- fk? cos’ ¢]% * )

Obs.: Notar que pararp =0,

o= (zq-zp)rq
T 16n(1- V)G

(11.100)
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IL.3.8. SOLUCAO FUNDAMENTAL AXISSIMETRICA y(p.q)

*

OBTENCAO DE y,(p,q)

AF

Uz6 =Uyy 0589 — ujy senOgq (11.101)

Substituindo as eqs. (I1.80) e (I1.81) na eq. (I1.101) e simplificando, vem:

» __(z-zp)mp
p=—d PP seng 1102
Y Ter(1-v)G P (IL.102)

Como foi mostrado na equagfo (IL.77).

um =0 (IL.103)
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IL3.9. SOLUCAQ FUNDAMENTAL AXISSIMETRICA v, (p.q)

OBTENCAO DE y,(p.q)

a® 1 3-4 ] - :
uu:l&t(l—v)G{ ( r . +( : rBZp) } (109

Fazendo ¢ = % , Vem:

Uz =

. 1 {(3-_4V) % d¢

8x*(1- V)G w7 [l-ﬂczcoszd)]% ¥
. (Z‘l‘fp)z . - (I.105)
T [1- A cos?o]?

Obs.: Notar que para rp =0,

2
Uz = Ton(l—Grr (I_IV)G"[(3~4v)+.(Zq—r—; p) ] (I1.106)
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IL.4. TENSOES FUNDAMENTAIS E FORCAS
DE SUPERFICIE NO CONTORNO PARA
CARREGAMENTO AXISSIMETRICO

IL.4.1. TENSOES FUNDAMENTAIS

As tensdes fundamentais s3o obtidas das relagdes tensdo-deformagdo no sistema

de coordenadas cilindricas (equagdo II.8).

.

I1.4.1.1. TENSAO FUNDAMENTAL ¢,

Da equag@o (I1.8):

2Gv

0:r=2Ga:,+1—_£;

[er:+ea0+eis ] (IL.107)

Substituindo as eqs. (I1.16), (I1.17) e (11.18) na eq. (I1.107) e simplificando, vem:

0':;-'—' 2Gv £+auz+[1—\!)au, (H_IOS)
1-2v{rq 0Ozq v ]oq

Generalizando, tem-se:

oz 2OV | Ui “H(l V)“‘ (I.109)
1-2v| 1q 0zq v J 0q

Onde i =r,8,z indica a diregdo da carga.
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*

11.4.1.2. TENSAO FUNDAMENTAL g,

Da equagio (I1.8):

x  J va L] - * '
coo=2Gego+ [erc+eoo+ers] (I1.110)

1-2v :

Substituindo as eqs. (11.16), (IL.17) e (I1.18) na eq. (I1.110) e simplificando, vem:

o _2Gv By , Ou; [1-V)ue
- + + L3 I.i11
o 1—2v|:8rq dzq [ v )rq] a )
Generalizando, tem-se:
* a :r a : - i'r
Gooi= | Suir "z+(l V)E- (IL112)
1-2v| orq ozq v ]1q

Onde i = 1,0,z indica a diregdo da carga.
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11.4.1.3. TENSAO FUNDAMENTAL G:z

Da equagio (IL8):

2Gv

012=2G 8+~ [ err g0+ £1: (IL113)

Substituindo a eqs. (I1.16), (I1.17} e (I1. 18) na eq. (I1.113) e simplificando, vem:

o= 28 La“r{l“’)a“z (IL114)
d2v|rq orq v Jozq

Generalizando, tem-se:

Ooaim 2V -L£+a""+[l_v)auiz (IL115)
1-2v|rq orq v J 0zq

Onde i = 1,0,z indica a dire¢do da carga.
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I1.4.1.4. TENSAO FUNDAMENTAL g, = g,

Da equagdo (IL8):
o= O, = 2G &1 (IL116)

Substituindo a eq. (IL.19) na eq. (IL.116), vem:

. . Ous us
Gre = Gor = G[ ““—E] (IL117)
orqg 1q
Generalizando, tem-se:
5 ) Oule Ui
or0i = Geri= G -— (I1.118)
orq 1q

Onde i = 1,6,z indica a diregio da carga.



38

IL.4.1.5. TENSAO FUNDAMENTAL Grz:G;r

Da equagio (1L.8):

* - [ ] [
Orz2=Czr™ 2Garz

Substituindo a eq. (IL.21) na eq. (I1.119), vem:

* » al]:‘l
rz = zr=G z
s (o] l:arq

=U;ri= G|:

Onde i =r,0,z indica a dire¢do da carga.

Generalizando, tem-se:

*

E
auiz
Grazi

orq

(IL.119)
dur
Gu I1.120
= ] (I1.120)
4 Our ] (IL121)
0zq
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IL.4.1.6. TENSAO FUNDAMENTAL

ozB = GBZ
Da equagio (IL8):
cz0=00,= 2Geze (I1.122)
Substituindo a eq. (11.20) na eq. (I1.122), vem:
26 =60,= G Ous (I1.123)
026 =Coz= i
6 =0 o2
Generalizando, tem-se:
. * an'B
z0i — zi— G T~ I1.124
Gzoi —=C¢ qu ( )

Onde i = 1,9,z indica a diregio da carga.
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IL.4.2. FORCAS DE SUPERFICIE NO CONTORNO

As forgas de superficie podem ser obtidas através do produto da matriz do

tensor de tensdes e do vetor dos cossenos diretores (equagio 11.9).

IL4.2.1. FORCA DE SUPERFICIE p

Da equagao (I11.9):

P, =GCrr0r G20z (IL.125)

Substituindo as eqs. (I1.108) e (I1.120) na eq. (I1.125), vem:

s | 2Gv|u  Ou (l—v)au: Ou, , du;
_ ur, Ouz e A , 126
Pe {1—2\/ [rq 0zq v Jorq f orq 0Ozq " (126

Generalizando, tem-se:

. Lol (1-v)2u . oui
o ﬁ+a“‘z+(l ")a“" o, +G| 20z, QUi | 127)
-11-2v| rq dzq v J oq orq ozq

Onde i1 = 1,0,z indica a diregdo da carga € n, € n, s30 os cosenos diretores no

ponto campo q.
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I1.4.2.2. FORCA DE SUPERFICIE p;

Da equagao (11.9):
Pg = Gor M +Go M (IL.128)

Substituindo as eqgs. (I1.116) e (II.122) na eq. (I1.128), vem:

. dus ue dup
=G - +G z 11.129
Pe [arq rq] M g " (IL129)

Generalizando, tem-se:

. Oujs Wi Ou;
pie=G[ a‘:q"—‘:—;] n +G azuq" e (IL.130)

Onde i = 1,9,z indica a diregao da carga
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I14.2.3. FORCA DE SUPERFICIE p’

Da equagio (IL.9):

pz:U;rnr+U;znz (IL131)

Substituindo as egs. (I1.120) e (IL. 114) na eq. (I1.131), vem:

p:=G 6‘uz+aur n, + 2Gv u_r.+5u,+(l—v)auz n, (L132)
Lorq 0Ozq 1-2v{rq orq v ] ozq

Generalizando, tem-se:

pr,= G| Quiz, uie | ) 26V l‘i+a““+(l"’)a"” n, (IL133)
orq 0Ozq 1-2v| rq orq v J 0zq

Onde i =r1,0,z indica a direg3o da carga

Obs.: No presente capitulo foi apresentada a metodologia para a obtengio das
solugdes fundamentais para carregamento axissimétrico. Esta metodologia € geral e
aplica-se também na obten¢do dos Nucleos para as forgas de volume generalizadas,

como sera visto no capitulo IV.

Cabe ainda ressaltar que neste trabalho o anel de carga torsional ( u'ge) ndo foi

considerado porque ele ja foi analisado no trabalho de CARRER [6]. No entanto, as
solugBes fundamentais utilizadas nesse trabalho, devidas @ MAYR e NEUREITER
[7], somente consideram o caso de condi¢Oes de contorno axissimétricas. Para o
termo n = 1 do desenvolvimento em série de Fourier, MAYR e outros [4]
apresentaram as solugdes fundamentais em fungfo de integrais elipticas completas do
primeiro e segundo tipo, mas ndo apfesentaram as solugdes fundamentais pararp =0

(ou seja, no eixo de simetria).
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IL5. EQUACOES INTEGRAIS PARA A TERMO-
ELASTOPLASTICIDADE AXISSIMETRICA

Seja @ um dominio fechado com contorno I'. Sendo T’ =T + T, , tem-se
genericamente, valores conhecidos ( ou prescritos ) de deslocamentos em I, e de
forgas de superficie em I',. A equagdo integral utilizada para analisar problemas
termoelastoplasticos pode ser obtida a partir do principio da reciprocidade, baseada
na simetria dos tensores envolvidos. Considerando a formulagdo para deformagdes

iniciais, a equagdo integral pode ser escrita da seguinte forma, como mostrado em [1]:

Ci(p) u;(p) + 27 ! p;(p.9) u;(q) rq dI(q) = 2n£ u;(P,q) fﬂj(q) rqdl'(q) +

+27 [ uj(.0) b,(a) 14 4%) + 27 o () o w(q) rq dOq) +

1+ . .
+272Ga (1 2‘;) fuj;(p.q) T(q) rq dQ(q) (L.134)
- Q
Lj =rnz
op =r0z

u;(p,q) e p;(p,q) sdo as componentes da solugio fundamental. O fator

27rq aparece nas integrais porque a integragdo com relagdo a 0 ja foi efetuada.

Conseqiientemente, I' e Q) correspondem apenas a uma regido Bidimensional (2-D).

C;;(p) € um coeficiente que depende da geometria do contorno no ponto p. Na
resolugdo de problemas (2-D) e (3-D), o cilculo de Cy(p) juntamente com a sua

associada integral no sentido de valor principal de Cauchy, pode ser obtido por

intermédio de deslocamentos de corpo rigido na diregdo radial r. No caso de dominio
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axissimétrico ndo pode ser seguido 0 mesmo caminho. Entretanto, como mostrado em

[17] e [1], o valor de C;(p) pode ser obtido da seguinte forma:

1 4(1—\')(91—9 2)+sen2e1—sen292 sen291-sen 292

C = ———— .
~ 8z (1-v) sen 20 1-sen 29 2 4(1—v)(91—92)—sen291+sen292

(11.135)

onde 0, esta definido na figura IL.3 e 6,=0,— A8, sendo A8 o valor absoluto

do 4ngulo interno no ponto p.

AD jp

I 01

/ r

Figura I1.3 - Definigdo dos angulos para calculo de C;{p).

v

No caso particular de rp = 0, como mostrado por TELLES [5], o valor

assumido pela constante C;(p) ¢:

1 1 0
= 4(1-v) [0 (1-2v) (1-cosB) — ¢os®0 + 1] (I1.136)

onde 8 é o 4ngulo interno entre o eixo Z e a tangente ao contorno I' no ponto
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Os incrementos de tensdo nos pontos internos, onde C;(p) = & , sdo obtidos

pela substituigdo da equagdo (I1.134) nas expressdes (I1.8) e (I1.16) a (I1.21), sendo
que,'as derivadas devem ser tomadas com relagdo as coordenadas do ponto fonte p.

Deste modo, tem-se [5]:

Gap (p) = 27 J uip(Pr9) P (1) 1q dI(q) - 27 I Pope(p.9) i (0) rq (@) +

+27 [ uip(p,a) bi (@) rq dQq) + 2 | 0o (P,0) e (@) 1q dOq) +

1+v

. P
+272Ga (—) J uogp (P, ) T(q) 1q dQ(q) + hg (eva (IL.137)
1-2v 0

k =12

o,By.p =6z

A penultima integral de dominio da equagdo (I1.137) € no sentido de valor

principal de Cauchy. O * termo livre ” } g , € resultante da derivaggo das integrais de

dominio, e o limite para sua obtengio foi discutido na referéncia [5], que fornece:

G P P P

hrr = ——-—4(1—v) 3£r‘.+azz+4V899 (11138)
G

hez = - m €rz (11.139)
G [ oP P oF

hzz = - 4(1—_\1)- 3 €2z + Err + 4V oo (11140)

G [ P oP oP
hoo = ~ 77— 8 €900 +4v Err T €22 (H141)



Para rp =0, tem-se:

2G

hap = =35 01-v)

[(7—5\») ;I;B + (1+5v) ;i, aa,,] (IL142)



CAPITULO III

ESQUEMAS DE INTEGRACAO NUMERICA PARA
INTEGRAIS ELIPTICAS COMPLETAS
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CAPITULO 1

ESQUEMAS DE INTEGRACAO NUMERICA PARA
INTEGRAIS ELIPTICAS COMPLETAS

IIL.1. INTRODUCAO

Serdo analisados trés esquemas de integragio para utilizagio em problemas
axissimétricos com o MEC que serdo separados conforme o métedo de integragdo

numérica a ser utilizado.

O primeiro esquema € a transformago linear das coordenadas circunferenciais,
como apresentado por HORNBECK [8]. O segundo esquema ¢ a transformagéo
parabdlica das coordenadas circunferenciais, proposto por BREBBIA e
DOMINGUEZ [9]. Esses esquemas devem ser utilizados com a quadratura de Gauss.
O terceiro esquema baseia-se no desenvolvimento das integrais elipticas em série

Binomial.

As solugdes fundamentais em estudo sdo singulares quando o ponto fonte p (de
aplicagdo da carga) coincide com o ponto campo q (ponto genérico do dominio).
Como nas quadraturas de Newton-Cotes (Simpson, Trapézios,...) podem surgir
dificuldades se o integrando tiver singularidades na vizinhanga do intervalo de
integragdo, estes métodos de integragio numérica ndo sio recomendados para

utilizagio com o MEC.

Entretanto, como ndo se possuem resultados analiticos disponiveis, os
resultados obtidos serio comparados com o método de integracdo de Simpson (em
um ponto ndo singular) com 1000 pontos de integragdo, € com as integrais elipticas

de ordem superior transformadas em fungio de integrais elipticas completas do
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primeiro e segundo tipo, para as quais, existem algoritmos eficientes e bastante

precisos a disposig¢do, como aqueles apresentados por CODY [10].

Este capitulo é de fundamental importancia, visto que, as solugdes fundamentais
naturalmente recaem na resolugo de integrais elipticas completas. O objetivo € obter
o esquema que considere o menor nimero de pontos utilizados com os diversos
métodos, de forma a obter o menor esforgo computacional compativel com a
necessana precisdo de resultados. Cabe ressaltar, que este estudo foi realizado devido
ac alto grau de complexidade da transformagfio destas integrais em fungdo de
integrais elipticas completas do primeiro e segundo tipo. O esquema escolhido devera
ter precisio suficiente, tanto quando comparado com os métodos de comparagio,
como na implementagio nos programas computacionais, sendo que, estes verificardo

a convergéncia resolvendo problemas de soluges analiticas conhecidas.
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II1.2. PROBLEMA TIiPICO

Serd analisada uma integral eliptica completa de ordem superior, tipica de
problemas axissimétricos no MEC. Como foi visto no capitulo II, todas as solugdes

fundamentais tinham em comum o seu denominador, ou seja,

c_ 4 £
u = —J§? o7 49 (TIL.1)
L [1_&20052‘3)]4

Para efeito de comparagio sera adotado f(¢)=1 e n=35. Estes valores foram
escolhidos de forma que levem a uma integral de alto grau de complexidade para
efetuar a transformagdo em fungdo de integrais elipticas completas do primeiro e
segundo tipo, e ¢ resolvida com o auxilio das tabelas encontradas nas referéncias [11]

e [12], mas com as seguintes consideragdes:

Sejam EK e EE as integrais elipticas completas do primeiro ¢ segundo tipo

respectivamente, como mostrado a seguir:

x do
EK = [/ (I1.2)
’ [l—fk2 senzd)]%

EE = [} [1-icsen’0] 2 do QIL3)
nas quais tk é o moédulo da integral eliptica (equagio I1.64) e
fkl2 = 1-fk2 (111.4)

€ 0 mddulo complementar,
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Por outro lado, comparando as equagdes (I11.1), (IIL.2) e (IIL3), nota-se que
diferem apenas na fungSio trigonométrica que multiplica 0 médulo das integrais

elipticas.

Cabe ressaltar, que todas as publicagbes de integrais elipticas apresentam as
tabelas em fungdo de sen®. Mas como neste trabalho todas as solugdes fundamentais
sdo colocadas em fungdo de cosD, ndo seria possivel ter o auxilio de tais tabelas sem

que fosse feita uma mudanga de argumentos nas fungdes trigonométricas.

Noe entanto, como mostrado na referéncia [13], o desenvolvimento em série das
integrais elipticas completas fornece o mesmo valor numérico se a fungido
trigonométrica que multiplica o0 médulo destas integrais for sen2¢ ou cos?¢ . Deste
modo, n#o é necessario fazer nenhuma mudanca de argumentos para consultar tabelas
de integrais elipticas para utilizagdo nas dedugdes das solugBes fundamentais. Esta
propriedade € muito importante e é geral, isto é, ela é valida para todos os tipos de
problemas axissimétricos { potencial, elasticidade, plasticidade, ... ) no MEC e

possibilitou a realizagio deste trabalho.

Desta forma, o problema tipico a ser analisado fica da seguinte forma:

LAY R (IIL.5)
. rrsJo [1—ﬂtzcosz¢]%

O integrando da equagdo (IIL.5), denominado f para facilitar, é ilustrado na
figura IIL.1, paratk=0,0,1,0,2,0,3 ..., 0,9 ¢ na figura I11.2 para fk = 1,0.
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7,00+
6,00+
5001
4,001
3001
2,00+
1,001

0,00 ¥ * ' ' ' f 1 ¢
0,00 0,25 0,50 0,75 1,00 1,256 1,50 1,75

Figura IIL.1 - Prob. tipico para fk=0,0,1,0,2,03,0,4,0,5,0,6,07,0,8¢0,9.

3E+16 +
2,5E+16 4
2E+16
1,5E+16 1
1E+16 H
5E+15 --\

01+ t i + ;¢

SE+1

Figura II1.2 - Problema tipico para fk=1,0.

As .comparagOes feitas neste capitulo s3o para os casos particulares de

ip=zp=3 e rq=2q=20(k=0,5).
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II1.3. ESQUEMAS DE INTEGRACAO NUMERICA
ASSOCIADOS A QUADRATURA DE GAUSS

Como € conhecida na literatura, a norma p tem grande importéncia nas analises

numéricas aplicadas a engenharia. Deste modo,

VEx =[x ]" (IL6)

As normas mais utilizadas s30 p =1 (soma absoluta dos valores de x), p=2

(raiz quadrada da soma dos quadrados de x) e p = (maximo valor de x).

Neste item serdo analisadas as transformagdes do tipo:
7 (&+1)° ()

A primeira andlise ( amplamente conhecida na literatura ) é a transformagdo

para p =1, isto €, a transformag&o linear das coordenadas circunferenciais.

Na segunda analise, proposta por BREBBIA ¢ DOMINGUEZ [9], ¢ utilizado

p = 2, isto é, a transformagéo parabdlica das coordenadas circunferenciais.

Como o objetivo deste estudo ¢ obter o esquema de integragdo com o menor
namero de pontos de integragdo e precisdo aceitavel, serdo utilizados 6 e 10 pontos

de integragdo para a quadratura de Gauss.
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I11.3.1. TRANSFORMACAO LINEAR DAS COORDENADAS
CIRCUNFERENCIAIS

Da equagdo (II1.7), com p =1, vem:

¢=§(§+1) L -1<E<1 (IIL.8)

Substituindo a equagéo (II1.8) na equagdo (IILS), tem-se:

plb= 0 =E=-1
{p/¢= g =>&=1 (L9)
d¢=§dg (IIL.10)
u = % i d 7 @

[1 - k*cos’ (} (g+ 1))]

Assim:

- Utilizando 6 pontos de Gauss, yug = 0,521 199 446 929 0056 E-6 (IIL.12)

- Utilizando 10 pontos de Gauss, uyg = 0,521 199 749 715 7467 E-6 (IIL.13)
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I11.3.2. TRANSFORMACAO PARABOLICA DAS
COORDENADAS CIRCUNFERENCIAIS

Através desta transformagdo, a precisdo dos resultados tentard ser melhorada,
1

com o aumento da densidade de integragdo nas proximidades dos pontos fontes.

Seja a equagdo (IIL.5) reescrita em fungdo de 6 = 2¢ , ou seja:

u = %L;‘ o1 (I11.14)
[l—szcosz—]
2
Da equagdo (IIL.7), com p =2, vem:
ezg(&,u)’ D —1<E<1 (IIL.15)
p/o = 0 =E=-1
{p/e mo e 1 (I11.16)
do = g( £+1) dg (IIL.17)
. (g+1)
o = l‘? i 7 d¢ (IIL18)

[hm%d&(&ﬂ)zﬂ

Assim:

- Utilizando 6 pontos de Gauss, yg = 0,521 196 306 642 9125 E-6 (IIL.19)

- Utilizando 10 pontos de Gauss, yyg = 0,521 199 753 575 2723 E-6 (II1.20)
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IIl.4. DESENVOLVIMENTO DAS INTEGRAIS ELIPTICAS
COMPLETAS EM SERIE BINOMIAL

- Desenvolvendo em série de Maclaurin a fung3o:
f(x)=(1+x)" (IIL.21)
onde m é um nimero constante arbitrario, obtém-se:

m(m—l) 1, m(m—l)(m—Z)

1+x)" =1+ mx +
(1+x) mETT X 123

O+ (I11.22)

A expressdo (IIL.22) é conhecida como a série Binomial [13]. A equagio (TIL.5)

pode ser reescrita da seguinte forma,

W= i—, 7 [1- costd] 72 db (TL.23)

Desenvolvendo o  integrando numa série Binomial na qual

m= —% e x=—fk’cos’d, vem:
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[1—szcosz¢]—% =1+

+ +
w NV ok Nlw W

T NN o NN

LI S ]
~J
N
N
38
Sl
[\
o

fcos’d+

+
| -

+
o NIV Pl N
e N

+
I
|
|
|
|
;?t—
OO
%
=
+

L2791 1315 1 e o
359 2T
11131517 1 .0 o
P —— +
2 272 2 soa0 K cos ¢
M13151719 1 4
o — — —— +
222 2 2 aos20 k cosd
1113151719 21 1 6 s
o +
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Esta série converge para todos os valores de ¢ e permite a integragio termo a

termo, pois a série € majorante em todo intervalo.

Deste modo, integrando ambos os membros no intervalo de 0 a n/2 e

resolvendo separadamente cada uma das integrais do segundo membro, tem-se:

p—o :

E
[l—szcosz‘i’]% 2

+ E4.fk®+E5. '+ E6.4k "> +E7 .k +

(1+EL&*+E2.f*+E3.1k5+

+ E8.{k'S+E9.fk'8+E10. %) (111.25)



57

Onde:

El1=1,25

E2 = 1,640625

E3 = 2,05078125

E4 = 2,46734619140625
ES = 2,886795043945312
E6 = 3,307785987854004
E7 = 3,729697465896606
E8 = 4,152202237929616
E9 = 4,575111576385972
E10 = 4,998309641494942

Deste modo, avaliando a equagdo (II[.23) para os valores das coordenadas

padronizadas, vem:
w10 = 0,521 196 142 583 416 350 E-6 (I1L.26)

Sera aumentado o numero de termos da série até a convergéncia ser obtida.

Desta forma, tem-se:

w20 = 0,521 199 749 690 359 190 E-6 (I1.27)

w3 = 0,521 199 749 720 323 400 E-6 (II1.28)

W40 = 0,521 199 749 720 323 600 E-6 (I11.29)

uso = 0,521 199 749 720 323 600 E-6 (II1.30)
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onde os valores das constantes utilizadas no calculo dos novos termos sio:

E11 =5,421720168976951
El12 = 5,845292057178275
E13 = 6,268989262506286
E14 = 6,692785730507349
E15=7,116661804721269
E16 =7,540604131371100
E17 =7,964600038411863
E13 = 8,388641244160642
E19=28,812720753041340
E20 =9,236832939281454
E21 =9,660973227309686
E22 =10,08513785764095
E23=10,50932371271186
E24 = 10,93352818549059
E25=11,35774963586586
E26 =11,78198510673216
E27 =12,20623354164535
E28 = 12,63049357227014
E29 = 13,05476401628516
E30 = 13,47904326581215

E31=13,90333156840406
E32 =14,32762757574061
E33 = 14,75193059623430
E34 =15,17623930733475
E35 = 15,60055570774087
E36 = 16,02487637803243
E37=16,44920199432438
E38 = 16,87353217042451
E39=17,29786551332787
E40 =17,72220515337330
E41 = 18,14654706736692
E42 = 18,57089234317695
E43 = 18,99524074853078
E44 = 19,41959135722220
E45 =19,84394815438380
E46 = 20,26830479615406
E47 = 20,69266382595131
E48 = 21,11702509581945
E49 = 21,54138795977045
E50=21,96575383418792

Nota-se assim que os valores obtidos no desenvolvimento em serie Binomial sdo
convergentes, mas com grande esfor¢o computacional e dedugSes analiticas muito

longas.
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IILS. METODO DE SIMPSON

No presente trabalho, sera utilizado o método de Simpson ( ou férmula

parabélica ) com 1000 pontos de integragio.
u' = [0 f(x) dx (IL.31)

Na expressdo (IIL31) o intervalo de x = x, até x = x, ¢ subdividido em n

partes iguais pelos pontos X, Xy, X,,..., X, 5, X, | € X, . Supondo y, = f(xo),

Y1 = f(xl)s Y2 = f(xz),---, ¥Yo2 = f(xn—2)’ Yo = f(xn-—l) € Yo+ f(xn) , VeI

]

2h
u = T{ Yo+ 4y, +2y, +4yy+..+ 2y, , +4y,  +y, } (I11.32)

Xp —Xg

Onde, h =

(I11.33)
n

Deste modo, avaliando a equagdo (II1.23) para os valores das coordenadas
padronizadas, vem:

ulooo = 0,521 199 749 721 430 900 E-6  (IIL34)



IIL6. TRANSFORMACAO DAS INTEGRAIS ELiPTICA'S
COMPLETAS EM FUNCAO DE INTEGRAIS ELIPTICAS
COMPLETAS DO PRIMEIRO E SEGUNDO TIPO

As integrais elipticas completas sfio transformadas em fungio de integrais
elipticas completas do primeiro e segundo tipo, para as quais existem algoritmos
eficientes e bastante precisos a disposi¢do ( polindmios com erro de aproximagio

g < 107" ) como aqueles apresentados por CODY [10] no apéndice A.

A equagdo ( IIL.5 ) é transformada em integrais elipticas completas do primeiro
e segundo tipo utilizando as tabelas apresentadas nas referéncias [11] e [12] na

seguinte forma:

[2(2-1k?) EE(fd) - fid? EK(fKl)] (II1.35)

.41
L —

T 3K

Deste modo, avaliando a equagfio (II1.35) para os valores das coordenadas

padronizadas, vem:

u = 0,521 199 749 721 431 200 E-6 (II1.36)
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IIL.7. COMPARACAO DOS ESQUEMAS DE INTEGRACAO
NUMERICA

Os resultados obtidos com os distintos esquemas apresentados estdo resumidos
na tabela IIL.1. Estes incluem os valores correspondentes as solugdes obtidas com 6 e
10 pontos de integragio com a quadratura de Gauss, o desenvolvimento em série
Binomial, o método de Simpson com 1000 pontos de integragdo e a equagio (IIL.35),

sendo esta Gltima considerada como referéncia.

Na tabela mencionada utiliza-se a seguinte nomenclatura:

LIN6: Transformagdo linear com 6 pontos de Gauss.

LIN10: Transformagio linear com 10 pontos de Gauss.

PARG6: Transformagdo parabolica com 6 pontos de Gauss.

PAR10: Transformagio parabélica com 10 pontos de Gauss.

SER10: Desenvolvimento em série Binomial com 10 termos.

SER20: Desenvolvimento em série Binomial com 20 termos.

SER30: Desenvolvimento em série Binomial com 30 termos.

SER40: Desenvolvimento em série Binomial com 40 termos.

SERS50: Desenvolvimento em série Binomial com 50 termos.

$1000: Método de Simpson com 1000 pontos para o problema tipico.
ELIPTICA I-II: Transformago em integrais elipticas completas do 1° e 2° tipo.
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Tabela II1.1 - Comparagdes para o problema tipico, com fk = 0,5.

"METODO VALOR ERRO RELATIVO

LING 0,5211994469260056 E-6 0,58095 E-4 %
LIN10 0,5211997497157467 E-6 0,10906 E-8 %
PARG 0,5211963066429125 E-6 0,66060 E-3 %
PAR10 0,5211997535752723 E-6 0,73941 E-6 %
SER10 0,5211961425834163 E-6 0,69208 E-3 %
SER20 0,5211997496903592 E-6 0,59616 E-8 %
SER30 0,5211997497203234 E-6 0,21255E-9 %
SER40 0,5211997497203236 E-6 0,21251 E-9 %
SER50 0,5211997497203236 E-6 0,21251 E-9 %
$1000 0,5211997497214309 E-6 0,60944 E-13 %

ELIPTICA I-1I

0,5211997497214312E-6

Como pode ser visto na tabela III.1, os esquemas escolhidos para a verificagio

da convergéncia sdo (excluindo o método de Simpson, como explicado

anteriormente):

D

1)

TransformagZo linear com 10 pontos de integragdo para utilizagio com a
quadratura de Gauss { LIN10 ).

Desenvolvimento em série Binomial com 50 termos ( SERS0 ).

Transformagio em integrais elipticas completas do 1° ¢ 2° tipo

( ELIPTICA I-IT)
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IIL8. VERIFICACAO DA CONVERGENCIA E ESQUEMA
DE INTEGRACAO NUMERICA ADOTADO

A convergéncia foi estudada implementando os trés esquemas escolhidos num
programa de termoelasticidade axissimétrica { a ser apresentado no capitulo IV ) e

comparando os resultados com as solugdes analiticas disponiveis.

Foram analisados dois tipos de problemas. Na primeira anilise, de solugdo
analitica simples ( temperatura constante ), os esquemas I e III deram excelentes
resultados, ja o esquema II ndo convergiu. Na segunda analise, somente o esquema

III, convergiu.

No entanto, foi uma grande surpresa o esquema II n3o ter convergido, visto
que, na tabela ITI.1 foi o esquema de melhor comportamento ( excluindo o método de
Simpson ) em comparagdo com as integrais elipticas completas do 1° e 2° tipo, que
tem precisdo € < 107'*. O “bom ” comportamento do desenvolvimento em série
Binomial foi devido ao valor de fk adotado, isto €, fk = 0,5. Assim, na tabela II1.2 sio

apresentados os valores das integrais para fk = 0,9.

Tabela IT1.2 - Comparagdes para o problema tipico, com fk = 0,9.

METODO VALOR ERRO RELATIVO
LIN10 0,1402039653760534E-4 0,12974 E-4 %
SER10 0,1250226690195242E-4 0,10828 E+2 %
SER20 0,1390791017421573E-4 0,80229 E+0 %
SER30 0,1401333761902580E-4 0,50332 E-1 %
SER40 0,1401998740382290E-4 0,29061 E-2 %
SER50 0,1402037271056836E-4 0,15569 E-3 %

ELIPTICA I-II 0,1402039512299975E-4 = —-—eemeeeee-
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Como pode ser visto na tabela II1.2, a convergéncia das integrais desenvolvidas
em série Binomial € bastante lenta, o que explica a imprecisio anterior, ou seja, seria
necessario um nimero muito grande de termos para conseguir bons resultados. Deste
modo, o esquema sugerido para utilizagiio em problemas axissimétricos com o MEC
(adotado no presente trabalho), € a transformagdo em integrais elipticas completas do
primeiro e segundo tipo, apesar da complexidade em se tratar com este tipo de

integrais.

O apéndice B, apresenta uma tabela com as integrais elipticas completas
utilizadas neste trabalho, escritas em fungdo de integrais elipticas completas do

primeiro e segundo tipo.



CAPITULO 1V

FORCAS DE VOLUME GENERALIZADAS -
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CAPITULO IV
FORCAS DE VOLUME GENERALIZADAS

IV.1. INTRODUCAO

Neste capitulo, serdo analisadas as integrais de dominio que representam as
forgas de volume generalizadas da equagdio (II.134), de forma a ndo diminuir a
eficiéncia computacional do método dos elementos de contorno. Para simplificar a

representagdo das mesmas, define-se B, como sendo:

B, = ZKLJ)U’ij(p,q) b(q) rq dq) +

+ 21 2Ga (11

L) 144,(9) T(0) ra 400 av.y)

Como pode ser observado na equagdo (IV.1), as integrais de dominio nio
incluem termos incognitos, mas a sua discretizagdo representa uma diminui¢io da
eficiéncia computacional do método. Felizmente, nos casos praticos da engenharia
estrutural, as integrais de dominio podem ser transformadas em integrais de contorno
que podem ser calculadas numericamente junto com as outras integrais de superficie
da equacdo (II.134).

Para efetuar a transformag@o das integrais de dominio em integrais de contorno,
emprega-se o tensor de Galerkin correspondente a solugdio fundamental

de Kelvin (3-D), sendo que estas se relacionam pela seguinte expressio [1]:
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. . 1 .
Ui = Gijx — m G,k (Iv.2)

onde para o espago infinito de Kelvin tem-se

. 1
Gij:

.. V3
812G ' O av3)

Este caminho foi adotado por DANSON [14], que por sua vez seguiu o
caminho utilizado por CRUSE, SNOW e WILSON [2]. No presente trabalho o
caminho utilizado também emprega o tensor de Galerkin, mas difere nos seguintes

aspectos:

a) O trabatho de DANSON [14] apresenta as solugdes fundamentais em termos
de fungSes de Legendre que, por sua vez, se relacionam com as integrais elipticas
completas do primeiro e segundo tipo. No presente trabalho, as solugdes
fundamentais sio apresentadas em fungdo de integrais elipticas completas de ordem
superior e somente sdo transformadas em integrais elipticas completas do primeiro e
segundo tipo, depois de terem sido obtidas as tensdes e forgas de superficie no

contorno.

b) O trabalho de DANSON [14] ndo apresenta as solugBes fundamentais para o
ponto fonte no eixo de simetria, isto €, rp = 0. Ja no presente trabalho, as solugdes

fundamentais s3o apresentadas para ambos os casos.
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IV.2. CARGAS TERMICAS ORIUNDAS DA TEMPERATURA

Os problemas térmicos da engenharia estrutural podem ser divididos em duas
etapas: na primeira etapa, realiza-se a analise da distribuigio de temperatura, isto &,
resolve-se o problema de potencial, e na segunda etapa, determinam-se as tensdes que
delas decorrem. Esta segunda etapa € o problema a ser analisado neste capitulo por
meio do MEC.

E possivel resolver este problema através da introdugio de deformagdes iniciais,
como mostrado por BREBBIA, TELLES e WROBEL [1]. Nesse caso, ¢ preciso
integrar sobre o dominio do corpo o que requer a discretizagio do volume em células.
Entretanto, como pretende-se resolver problemas elastoplasticos concomitantemente
com as forgas de volume generalizadas, um caminho independente das deformagdes

iniciais foi seguido.

Para cargas térmicas, a segunda integral do lado direito da equagdo (IV.1) pode

ser apresentada como:

B; = 27 2Ga [1_1%\;_) ;} u;(p,q) T(q) rq d¥q) (v.4)

A substituicdo da equag3o (IV.2) na eq. (IV.4) fornece [1]:

B, = 2n G(i*—")a Gy T 1q 40 (IV.5)
-V/) a :

Onde T € a temperatura em cada ponto.

Levando-se em consideragdo que para um regime estacionario de temperatura

T,j = 0, pode-se escrever:
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B; = 2xn GGJF—V)G. _[{G’ik’kjj T - Gy T.jj} rq dQ (Iv.6)
Q

-V

que € equivalente a

B, = 21 G(i+v)aj aa {Guy T- Gy T,} g a0 av.7n
- 10% « T,
J

Fazendo uso do teorema da divergéncia, a equagio (IV.7) pode ser

transformada na seguinte integral de contorno:

l+v . *
B; = ZRG[E)Q Ij:{lekj n T -Gy, T; nj} rq dI’ (Iv.8)
onde
Gy nj = 8nler [ni -I; Ty nk] ( ver apéndice F) - {IV.9)
e
Gy T;n, = IG £ Ty ny ( ver apéndice F) av.10)

Substituindo as equagdes (IV.9) e (IV.10) na eq. (IV.8) e reescrevendo de

forma conveniente, vem:

B;=2n [P, Trqdl - 22 [Q; T, n, rq dI' (Iv.11)
r r ‘

onde



(1+v) a
>, = m [m —Iiflk l‘lk] (IV.12)
e
_ (1+v)a
Q= 87 (1=v) I (IV.13)

Nas equagles anteriores, T, ny € o fluxo de temperatura e Vl',k ny €a

derivada de r na diregdo normal externa ao contorno, ou scja,

ar(p,q)

- V.14
rknNg an(q) (I )

. or

OBTENCAO DE — :
on
or _ B

a = rknhg=rxnxt I,yNy +r,2n; (IVIS)

onde nx,ny € n, sdo definidos na figura (IV.1)
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X; =2 » z n Dy = COS
« n; = seno
P
r
o X2
q Ry

n, 0q ny = n.cosfq

n -
X, y = n.senfq

nr

Figura IV.1 - Defini¢do de cossenos diretores

or = —r-in, coqu+Hn,sean +2nz (Iv.16)
on r r T
or Nr
— = (rq cosOgq - rp cosBp) — cosBq +
on r
+ (rq sen8q— rp senOp) Ll sen0q + (zq—zp) L (Iv.17)
r _ r

Desenvolvendo e simplificando, vem:

O Nrqne+(29-20) nu=1p nr cosd ) (IV.18)
on r
Chamando:
cpr50 = rq n, +(2zq-2p) n, v.19)
cpr5l = 1p n, (Iv.20)
Obtém-se:
% = 1 {cprso - cprs1 cosé } (v.21)
n r
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IV.2.1. NUCLEOS PARA CARGAS TERMICAS

Os Nucleos para as cargas térmicas oriundas da temperatura sdo obtidos a partir

das equagdes definidas em (11.46).

1v.2.1.1. NUCLEO p,

P = Py cosOp + P, senOp (Iv.22)
Onde P, e P, sdo obtidas a partir da equagZo (IV.12). Tem-se entdo:

(l+v)or. [ Tx ar |

RS S 2 AT PR £ S V.23
P 8n(1-v)r _n r On| a )
P _M [ _El..a_r- (IV.24)

YU 8r(1-v)r _ny r oOn| '

Substituindo as eqs. (IV.23) e (IV.24) na eq. (IV.22), vem:

_(_1+v)_a{nr

P, = ~! (cosBq cosBp + senBq senbp) +
st{l-v) | r

_ r_lz% (ry cosBp + ry senBp) } (IV.25)

Substituindo agora as equagdes (I1.59), (11.60) e (IV.21) na eq. (IV.295),

simplificando, vem:



(1+v)a | n, cos0
P, = m " cos@ — (rqcprS0 + rpcprsi) o
rqeprsl
30 +
. (rpcpr 2 ) . rqcprS1 cos20
r? 2 r’

Utilizando a metodologia apresentada no capitulo II:

(1+v)a |n, cos2¢
472 (1-v) | ™ [l—ﬂ(zcoszd)]%

dp +

r:

(rqcpr50 + rpcpr5l) o« cos2
_ peprsl) ® __ap+

T [1- f? coszti’]72

(rp cpr50 +___rq cprol )
A+
I [1 — g2 coszd)]A

rq cprdl = cos4
L p3 J/, o ydcb
[1 — fk? cosztb] 2

Chamando:
50 +
eprs2 = (rq cpr 3rp cprSI)
rr
( rp cpr50 +_11_(_:L51 J
cprd3 =
o}
cpr5a4 = 4 °p§5 L

(Iv.26)

(Iv.27)

(IV.28)

(Iv.29)

(AV.30)
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Tem-se:

(14+v) « nr cos2¢

T4 (1-v) | [1—ﬂc’cos’d>]_]7’dd> '

— cprs2 [ - ﬂ:‘:f:;gﬂ% dp +

- o I [1- ﬂczdj:oszd)}% !

+oprsa i 0840 @av31)

3
[1 - fk? cosz(b]]2
Notar que para rp = 0, tem-se:

P,=0 (IV.32)
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IV.2.1.2. NUCLEO p,

Py = Py cosOp — P, senOp (IV.33)

Substituindo as eqs. (IV.23) e (IV.24) na eq. (IV.33), desenvolvendo e

simplificando, tem-se:

(1+v)0t { sen®
Ps iy

senO
—— - 50 =2 4
8n(1-v) TPt r’

rqeprS1 sen29 }

V334
s (v34)

Como foi mostrado na equagdo (I11.77), tem-se:

Pe=0 Iv.3s)
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1V.2.1.3. NUCLEO p,

3 (1+v)a r; Or
PZ_Sn(l—v)r nz_?%} av36)

Substituindo as eqs. (IV.21) e (I1.61) e simplificando, vem:

z

g (1+v)0t { n: (zq—zp)cprSO N

~en(1-v) r r’

N (zq—2zp) c§)r51 cos9 } av37)
r
Utilizando a metodologia apresentada no capitulo II:
(i+v)a |n, = dé
A () (w8 T ra aeph
T [1- 2 cos?¢)2
(zq—-2zp) cprso n dd
) 3 : o 2glh
m [1 - fk* cos ¢]
(2q-2p) cprS1 = cos2
, (= I:Z LLELyZ4 : “’2 7 db (IV 38)
[1- 2 cos?¢} 2
Notar que para rp = 0, encontra-se:
B (1+v)a nz (zq—zp)cprSO (IV39)
z 3 -
Sn(l—v) IT T
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IV.2.1.4. NUCLEO Q,

Q, = Q, cosdp + Q, senbp (IV.40)

A partir da equagdo (IV.13), vem:

_ (1+v)cx Ix
Q.= 8r(1-v) (Iv.41)

N {(14v}a r
Q”_m% (IV.42)

Substituindo as eqs. (IV.41) e (IV.42) na eq. (IV.40), desenvolvendo e

simplificando, tem-se:

_ (14+v)a (rqcosd —rp)
Q= 8n(1-v) r (Iv.43)

Utilizando a metodologia apresentada no capitulo II:

(1+v)a ns cos2¢ .
= d
() | g e

Q,

’ do
-~ 44
0 [1- 12 cosz¢]% A

Notar que para rp = 0, tem-se:

Q. =0 (IV 45)
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IV.2.1.5. NUCLEO Q,

Qo = Q, cosbp — Q, senBp (AV.46)

Substituindo as eqs. (IV.41) e (IV.42) na eq. (IV.46), desenvolvendo e
simplificando:;

(1+v)a ; sen®
Sn(l—v) 1 r

Qe = (Iv.47)

Como foi mostrado na equaggo (I1.77):

Q,=0 (IV.48)
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IV.2.1.6. NUCLEO Q,

(1+v)a
Q.= Bn(1-v) I~
Q.- (1+v)a (zq-2p)

8r(1-v) r
Utilizando a metodologia apresentada no capitulo II:

_(1+v)a(zq-2p) % .
Q.= 41.[2(1—\!) i [l—ﬂ(2 0052¢]%

Notar que pararp=0

_ (1+v)a(zq-2p)
- 8n(1-v)rmr

(IV.49)

(IV.50)

Av.s1)

(IV.52)
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IV.2.2. NUCLEOS DE CARGAS TERMICAS PARA
TENSOES EM PONTOS INTERNOS

A parcela térmica das tensdes nos pontos internos s3o obtidas por manipulagio
da derivada da equagdo (IV.11) em relagdo as coordenadas do ponto fonte p. Como
foi visto na equagdo (II.8), deve ser acrescentado o termo que considera o efeito das

deformagbes térmicas. Deste modo tem-se [1]:

B;=2n[8;Trq dI' - 27 f Vi Tx nx rq dl ~ 2G(}1+v
r r

onde Sy e Vy sdo obtidos a partir da Lei de Hooke.

1V.2.2.1. NUCLEO s,

oP JdP
§, =28 I B % 1oy (IV.54)
1-2v p dzp orp
, . .  OP,
Para a obtengdo da equagdo (IV.54) é necessario obter —— e —— . Estas
dzp orp

duas expressdes serdo obtidas em fungio de integrais elipticas completas de ordem

superior, de forma a permitir a obten¢do das mesmas para rp = 0. Deste modo:



20

R
o e
+ cprgo [} cos20 cos”d v 55)

[1- fic? cos ¢]7

Todas as expressdes ( isto é, cprl, ...) ndo apresentadas aqui, encontram-se no

apéndice C.

? = cprl { — cpr74 n_ j(;% cos2¢ 7 d$ +
p [1- &2 cos?6]
n  cos2¢ cos’d _ "2 c0s2¢
+ cpr7in, joz [1 o c052¢]% dd — cpr76 |52 [1 _ c052¢]% d +
- opr77 [ : coszj) coi:i 57 46 + cpr78 % : 2d¢ o] ¥
1-1k?cos 1-fk* cos
+ cpr79 j:/ cos’¢ % dp + cpr80 Jo cos¥t % dé +
[1- &2 cos?$|” [1- 52 cosz‘b] ?
+ cpr8l .[o% cos4¢ cos’¢ (IV.56)

d¢
[1- &2 coszfi’]/

Notar que para rp = 0, tem-se:
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P, (1+v)o {cpr50+2(zq~zp)nz _ 3.cprs0 (zq-2zp)

ozp Sn(l—v) e o } (IV.57)

oP, (1+v)a | rqn, 3 cpr50 rq2 (2cpr50 +1q n,)
IT IIr Ir

orp  8m(1-v) s . 3 } (IV.58)

Para complementar a equagdo (IV.54) € necessario obter

p
im — = 2 (indeterminagio) (IV.59)
p>0 P 0

Para obter o limite, a regra de I'Hopital fornece:

) P, oP,
lim — =1lim — (IvV.60)
m>0 TP po O1p

Ou seja, no limite de rp tendendo para zero, a contribuigdo numérica

P, &P,
de — = .

p O

Utilizando a identidade apresentada acima tem-se para rp—0:

26 [aP,  oP,
= _ IV.61
Ste 1—2v{6rp v 6zp} ( )
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1V.2.2.2. NUCLEO g,

0P, 0P,
S;z =G +
orp  dzp
Para a obtengfo da equagZo (IV.62) é necessario obter
feito a seguir:
aP x !
Ei = cprl { — n, cpr74 j0/2 do 7 +
P [1- 2 cos?]

COSz‘b

(IV.62)

oP, 0P, )
-—— e —,o0queé
orp dzp 1

d¢

+ n, cpr7s j;% w7 dd + cpr90 j;%
2

[1- &2 cos?4)

cos’ ¢

+
[1- 52 cos2¢]%

cos2¢

- ¢pr9l j;% dd + cpr92 j;r/l

[1 - k? cos2¢]%

cos2$ cos’d

dé
[1- a2 cosi‘b];/

+ cpr93 j;yl
2

[1 - fk? cosz¢]%

d +

(IV.63)
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oP n
a—r = ¢prl < n, cpr94 j0/2 cos2¢ 7 dd +
P [1 - fk? cosz¢] 2
fr 2 n
+ I ¢pros j0/2 cos2¢ cos ¢3 d¢ — cpro6 J0/2 cos2¢ % do +
I [1_ﬂ(2 cos%]l [l—ﬂ(z c0s2¢]2
n 2 x,
— cpr52 cpr49 j0/2 cos2¢ cos”¢ Dy dd + cpr99 J0/2 do % +
[1 - fk? coszd)] 2 [1 - fk? cosz¢] 2
A cos’d A cos4d
+ cprS3 cpr49 j2 o dd + cpr97 ;2 7 d¢ +
[1 - fk? coszd)] 2 [1 - fk? cosz¢] 2
2 .
+ cprsa cprd9 [ <0849 cos d’y dé (IV.64)
[1- k2 cos?¢]” |
Notar que para rp = 0, tem-se:
oP
=0 (IV.65)
orp
oP
- =0 (IV.66)
dzp

neste caso, S, = 0



1V.2.2.3. NUCLEO s,,

Szz =

2G { P, oP,
+ v

1-2v|

s (1) 2 } (Iv.67)
rp orp _

Ozp

Para a obtengo da equagdo (IV.67) devem ser utilizadas as equagBes (IV.55) e
(IV.56). Para rp = 0 devem ser utilizadas as equag¢Ses (IV.57), (IV.58) e a identidade
P, 8P,

p  Orp
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1V.2,2.4. NUCLEO s,

oP P P
ZG{ r oy 0 } (IV.68)

v
orp dzp tp

Para a obtengdo da equagio (1V.68) devem ser utilizadas as equagdes (IV.55) e
(IV.56).

P oP
Para rp = 0, utilizando a identidade —~ =~ a—’ , vem:
p Ip

See

26 { oP, oF, } (IV.69)

= — + v
1-2v | Orp Ozp

Nota-se que a equagio (IV.69) ¢ igual a equagio (IV.61). Deste modo, de

forma a obter uma economia no esforgo computacional, pode ser utilizada a seguinte

identidade valida quando rp—0:

Ses = Sir (Iv.70)



1V.2.2.5. NUCLEO v,,

0 7}
Vi = 26 1,9, 0 (1-v) % (Iv.71)
1-2v Ip dzp orp
0 0
Para a obtengdo da equagéo (IV.71) € necessario obter Q. e o8 .
Ozp orp
3} x
Q. = cprl { cpr82 Io/2 do 7 +
Ozp [1 - fk? cosztb] 2
2
+ cprs3 [ cos”¢ 7 db aIv.72)
[1- fk? cos?¢] 2
? ] |
Q = ¢prl < — rq cpr74 j()/l cos2¢ 7 do +
orp 1-fk? cosz¢] 2
2 T,
+ 1q cpr75 ‘[:A c0s29 cos"¢ = db — cpr84 jo/z do 7
[1- 2 cos?¢]? [1- &2 cos?]”
2 x
— ¢pr77 j;/2 cos2¢ cos ¢5 dp + cpr78 jo/z do 7 +
[1 - fk? cos2¢] 2 [1 - fk? cos2¢] .
x 2
— 1p cpr75 j0/2 cos” ¢ do (Iv.73)

(1- fk? c052¢]%

Notar que pararp=0



87

orp  8x(1-v)
Para complementar a equagdo (IV.71) é necessério obter
lim & 20 (indeterminagio)

po0 TP 0

Aplicando a regra de ’'Hépital:

aQ,
orp

-~

&ﬁd
p

Utilizando a identidade (IV.77) tem-se, para rp—0:

N 2G {BQ, ‘v an}

1-2v | orp dzp

(IV.74)

(Iv.75)

(IV.76)

(Iv.77)

(IV.78)
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Iv.2.2.6. NUCLEO v,

0 %,
V=G Q. + Q (IvV.79)
orp dzp
%, %,
Para a obtengdo da equagdo (IV.79) é necessario obter & e —Q—’
orp  0Ozp
0 x
% = cprl (zq—zp) < — cpr74 j0/2 dé 7 +
P [1- f? cos?6)?

n cos’$
+ cpr7s {2 [1 T ¢]% do (Iv.80)

0 %
Q. = ¢prl { rq cpro4 jo/2 cos2¢ 7 dp +
Ozp [1 ~ K2 cosz¢] 2
) 2 1,4
+§ cpros Jo/z cos2¢ cos2 ¢3 db - rp oprod foA d¢ 7 +
[1- fk? cos?6]? [1- &2 cos?6]?
2
- pros L;% cos ¢ % d (IV.81)
r [1—fk2 cosz¢] 2
Notar que pararp =0
°Q, =0 (Iv.82)
orp
N _y (IV.83)

ozp
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1V.2.2.7. NUCLEO v,,

. 2G Q, 2Q, 4y 99,
_1—2v{v5+v6rp + (1-v) azp} (Iv.34)

Para a obtengdo da equagio (IV.84) devem ser utilizadas as equagdes (IV.72) e
(IV.73). Para rp = 0 devem ser utilizadas as equages (IV.74), (IV.75) e a identidade
Q. _ 99,

p O




1V.2.2.8. NUCLEO v,,

dQ 8
Vee = 2G v Qr + v Qz + (1 - V) Qr (IVBS)
1-2v orp Ozp p

Para a obtengdo da equagio (IV.85) devem ser utilizadas as equagdes (IV.72) e

0
(IV.73). Para rp = 0, utilizando a identidade Q ~ Q , vem:
rp O
0 %, 0
Voo = 2G v Q. + v Q. +(1-v) Q (IV.86)
1-2v orp dzp orp
Simplificando a equagdo (IV.86), vem:
2G | 0Q, 0Q,
= + IvV.87
Vee 1—2v{ orp Y ozp } ( )

Nota-se que a equagdo (IV.87) ¢ igual a equagdo (IV.78). Deste modo, quando
p—0: '

VQG = Vrr (IVSS)
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1V.3. CARGAS DEVIDO A GRAVIDADE

Quando uma estrutura € sujeita somente ao carregamento do seu peso proprio,

a forga de volume da equagdo (IV.1) é definida como:

bi(q) = p g; (IV.89)

onde p ¢ a densidade de massa, admitida constante e g; ¢ a forga devido 4

gravidade, também constante.

Deste modo, substituindo as eqs. (IV.89) e (IV.2) na primeira integral de

volume do lado direito da eq. (IV.1), vem:

. 1 .
B, =2 "k — ——— Gk b b 1qdQ V.90
i R‘J;{ijk 2(1—V) le,kj} ;g ( )
A qual ¢ equivalente a
B-=2nja— G’i-k—-l—(}*ik. b. rq dQ (Iv.91)
‘ o ox, | ¥ 2(1-v) T[T

Fazendo uso do teorema da divergéncia, a equagdo (IV.91) pode ser

transformada na seguinte integral de contorno:

1
~2(1-v)

Gk, } n, rqdl (IV.92)

A equagio (IV.92) pode ser reescrita como:



92

B; = 2n [P rq dT’ (IV.93)
r

onde:

= y ! : 94
P,=b;{ Gj« - 201=v) Gi,j 1 N (IV.94)
P = 5 d 856 (IV.95)
.= n g o— m—— ) C 8 . .
PTG <O T TepG(1-v) < 000k
Po=— Jpimry-——— b r.n (IV.96)
P nG | KR T o (hoy) KPR '

Observe-se que r yx ny € a derivada de r na diregdo normal externa ao

contorno.



93

IV.3.1. NUCLEOS PARA CARGAS GRAVITACIONAIS

Nucleos para cargas devidas a gravidade sdo obtidos a partir das equagdes
definidas em (I1.44).

IV.3.1.1. NUCLEO p,

P; =Py cosOp + Py senBp (IvV.97)

Py e P, sdo obtidos a partir da equagio (IV.96). Assim, tem-se:

381G on  2(1-v T
1 or 1 rx Iy I
=— {p, L [ p, P Ty, V.99
Py = 376 {by dn  2(1-v) [b r by.r b2 )ny} ( )

Como somente atua a forga de volume devido ao peso préprio:

bx=by=0 (IV.100)
Deste modo:
b: 1 Iz
= - — IV.101
Px 8nG {2(1—\/) r n"} ( )

b, i Iz
- Tz 102
Py 8nG {2(1—v) T n’} (Iv.102)
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Substituindo as eqs. (IV.101) e (IV.102) na eq. (IV.97) e simplificando, vem:

b, (zq-2zp) cosd

Pe = 87G 2(1-v) Ty
Chamando:
t]l =
P 8rG
€
1
cpt2 = -
T

A equagfo (IV.103) pode ser escrita como:

cosO
P: = —b, cptl cpt2 (zq-zp) n,—

Utilizando a metodologia apresentada no capitulo II:

P, = ;

_ 2 b, cptl cpt2 ( Zq—Zp) Dy J‘% c0s2¢ dé
I [1 — fk 2 coszd)]%

Notar que pararp =20

Il
o

P:

(IV.103)

(IV.104)

(IV.105)

(IV.106)

(IV.107)

(1V.108)
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IV.3.1.2. NUCLEO p,

Pg =Py cosBp — P senBp (IV.109)

Substituindo as eqs. (IV.101) e (IV.102) na eq. (IV.109), desenvolvendo ¢

simplificando:

send

Pe = — b, cptl cpt2 (zq—zp) n, (IV.110)

Como foi mostrado na equagio (I1.77)
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1V.3.1.3. NUCLEO p,

| or 1 S Ty Tz
= i— — —F—— | by—+by—2L+b,— Iv.112
P 8nG {b on  2(1-v) (b r by r b r )nz}( )
Como by = by = O, vem:
b: or 1 Iz
= - = — IV.113
Pz 8nG {6n 2(1-v) r nz} ( )

Substituindo a equago (IV.21) na eq. (IV.113) e simplificando vem:

cpr50

P.= b,cptl { - cpril EQ-SE - cpt2 nzﬁ} (IV.114)
r r

Utilizando a metodologia apresentada no capitulo II:

_ 2b,optl |[cpr50—cpt2(zq-zp)n,) n dé N
z = : 0
_ cprsl ;/2 cos2¢ (IV.115)

do
1T [l_ﬂ(z c0s2¢]}{
Notar que pararp =0

P, = cptl b {cpfSO —cpt2 (zq~zp) nz} (IV.116)
)
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IV.3.2.NUCLEOS DE CARGAS DEVIDO A GRAVIDADE
PARA TENSOES EM PONTOS INTERNOS

As tensBes nos pontos internos sdo obtidas derivando a equagdo (IV.93) em

relagdo ao ponto fonte p. Deste modo, tem-se:

By = 2% [§; rq dT {av.117)
r

Onde S;(i,j =1,0,2) sdo obtidas a partir da Lei de Hooke.

1V.3.2.1. NUCLEO g,

26 [ P, 0P, oP
_ Pr z 4 (1- r 118
. OP, oP,
Para a obtengdio da equagfio (IV.118) é necessario obter —— e .
zp orp
dP, 2cptl b .
: 2 0 cpt40 jo/2 do 7 +
Ozp [1 - fk? cos%] :

cos2¢
[1- 2 cos2¢]%

ki3 2 ®
+cpt3 cpr95 ,fo/z cos ¢ -7 d¢ —cpr51 cpro4 joA dé +
/

[1- k2 cos®d]

2
- PSL ros [ _cos26 cos ¢y d (IV.119)
w [1- fk? cos¢]”

Todas as expressdes ( isto é, cpt3, ... ) ndo apresentadas aqui encontram-se no

apéndice D
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cos2¢
[1- %2 cos2¢]%

= - -12; cptl cpt2 b, (ZQ“ZP) n .y —cpr7d IO%

dé+

2
. cptd 7 cos2¢ cos’d

5 3 av.120)
T [l-ﬂc2 coszdi]/2
Notar que pararp=0
oP, b, cptl cpt40 Iv.121
= C] C B
o2 2 cptl cp ( )
oP, rq '
= —cptl cpt2 b, - 122
oo ptl cpt2 b, (zq zp)nr21T3 (Iv.122)

P
Para complementar a equagdo (IV.118) para rp—0 € necessirio obter — .
P
. - e P, 0P
Como foi visto em IV.2.2.1 utiliza-se a identidade — =~ .
p  Orp

T

Neste caso:

26 [8P, &P, |
= + IV.123
Ste 1—2v{6rp v azp} ' ( )
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1V.3.2.2. NUCLEO g,

opP oP '
Siz=G{z=+ — (IV.124)
drp Ozp
0P, OP
Para a obtengdo da equagio (IV.124) é necessario obter — e 3 .
zp
oP %
L= —?'-cptl bz { —cpt3 (rp+2rq) 0/4 do ey
ozp T« It [l—fk2 cos2¢] ?

vopt3 cptd (4 <08 5740 - cptS 74— cos20 b
[l—ﬂ-c2 cosztb] 2 [1—fk2 coszd)] 2

_ cpr5l cpt4 Jg/ cos2¢ cos’¢ do (IV.125)
T r- a2 cosz‘b]/

oPp ,
a_r. = — -2-'- Cptl Cpt2 b n, cpr82 JOA 0082¢ y d¢+
p n [l-ﬂ(20052¢] :
-_— n 2
. (zq-2p) cpros J0/2 cos29 cos” ¢ do (Iv.126)
IT

[1- a2 cos2¢]%

Notar que para rp = 0, tem-se:

% _o (av.127)
orp ’

OP, =0 V.128
om (Iv.128)

neste caso, S,, = 0
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1V.3.2.3. NUCLEO g,,

' oP oP
S,, = 26 {vP‘ v— + (1-v) } (IV.129)
p orp Ozp

Para a obtengao da equagio (IV.129) devem ser utilizadas as equages (IV.119)
e (IV.120). Para rp = 0 devem ser utilizadas as equagdes (IV.121), (IV.122) € a

) . . OP,
identidade — =~ .
p  Orp
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1V.3.2.4. NUCLEO s,

2G [ &P,  oP
See =

P
v +v—=2 4 (1-v) —+ (IV.130)
1-2v orp dzp 1p

Para a obtengHo da equagio (IV.130) devem ser utilizadas as equagSes (IV.119)

P oP
e (IV.120). Para rp = O utilizando a identidade — ~ —=  vem:
p O
Jp oP oP
Sop = =3 Ly P gy 9B IV.131)
1-2v arp Jzp orp
Simplificando a eq. (IV.131), vem:
oP oP
Sop = 23 {0, O (IV.132)
1-2v | 8rp Ozp

Nota-se que a equagdo (IV.132) € igual a equagio (IV.123). Deste modo, se
p=0:

SBB = Srr . (IV133)
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IV.4. CARGAS DEVIDO A FORCA CENTRIFUGA

A distribui¢io de tensGes em estruturas giratorias é de grande importincia na
engenharia estrutural. Se o eixo de rotagic passa pela origem do sistema de
coordenadas, o problema € equivalente a uma forga de volume do tipo:

b; = gj xi (IV.134)

8;; pode ser representado na forma indicial como mostrado por [1]:

8; = p(aijWka"Win) (IV.135)

onde p é a massa por unidade de volume do material da estrutura e w; ¢ a

velocidade angular do mesmo.

Substituindo as eqs. (IV.134) e (IV.2) na primeira integral de volume do lado
direito da eq. (IV.1), vem:

. 1 .
B;=12n J{ Gik,om — T—) Gim,mk }gjk xj rq dQ (IV.136)

9] l1-v

A qual € equivalente a

0 . .
B..:2 . —_— . ik.m - i -+
; ngjkg{ax (x,G.k, ) Gik.j

0 . .
- 2(11——v) [6xm (XjGim,k) = Gij,k] } rq dQ (IV.137)
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Fazendo uso do teorema da divergéncia, a equagio (IV.137) pode ser

transformada na seguinte integral de contorno:

* ]- * |
B, =2rg, I[{Xj[Gik,m-mGim.k] Nm +

- 201-v) Gix l'lj} rq dI' (Iv.138)
A equagio (IV.138) pode ser reescrita como:
B; = 2n l{pi'rq dr (IV.139)
Onde

L ] ]- *
P, = g x;{ Gikom — m Gimk 0y +

(1-2v)

— Bk ‘m Gix n; (IV.140)

Utilizando a eq. (IV.3), a equagio (IV.140) pode ser reescrita da seguinte

forma:
1
P = m{gi_j Xj Lm My +
1
~ 2(1-v) ‘[f-k Bjw x; 1 + (1-2v)r g;,-n,-]} (IV.141)

No caso de rotagdo em torno de um eixo fixo, tem-se:
wy=wy=0e wy=w (Iv.142)
Deste modo:

Ba = By = P W2 (IV.143)
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IV.4.1. NUCLEOS PARA CARGAS DEVIDO

A FORCA CENTRIFUGA

Nucleos para cargas devido a forga centrifuga sdo obtidos a partir das equagGes

definidas em (I1.44).

IV.4.1.1. NUCLEO p,

P; = Py cosBp + Py senbp (IV.144)

Py € P, sdo obtidos a partir da equaggo (IV.141). Assim, tem-se:

P, = 1 ( + + ) or __ 1 .
* T gnG | o Xx T B Xy T8 X2/ 2(1-v)
) [r,kgjka- n, +(1-2v)r (g“ N+ g Nyt g8, nz)]} (IV.145)

Substituindo a eq. (IV.143) na eq. (IV.145) e simplificando:

1 2 or
P, = — 8q — +
* SnG{pw 146055 on
1 \ |
__-—2(1—\') [r,kgjk X;j n,coseq+(1—2v)r pwin, coqu] } (IV.14§)

mas,
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Tk gjk Xj= ( Tx8ex T Iy Bxy tr, gxz) Xx t

+ (r,x Byx ¥ Ty By, +1, gyz) Xy +(r’K Bux t Ty 8,y tT, gu) x, (IV.147)

T BjkXj = TxByxXx + Iy Byy Xy (IV.148)
onde
xx = Iq cosfq (IV.149)
xy = Iq senfq (IV.150)

Substituindo as eqs (IV.148), (IV.149) e¢ (IV.150) na eq. (IV.146) e

simplificando, vem:

[% 1q cos20q n, +

2
pw or 1
P, = H COSG _— = ———
x SnG{ 1908 Bn ~ 2(1=y)

+ rq senBq cosdq n, + (1-2v) r cosBq n,] } (Iv.151)
r .

P, ¢ dado por:

P = L or
y T 326G 157 XY Gn

- —_“2(11—\') [l',kgjk)(j n, + (1-2v) r 8k nk] } (Iv.152)

Desenvolvendo e simplificando, vem:
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2
_ PW or 1 r
Py - 3G {l’q Seneq a - 2(}_—\)_) [_r}' rq Seneq Coseq n, +
+ _r;! rq sen?0q n, + (1-2v) r senBq n, ]} (v.153)

Substituindo as eqs. (IV.151) e (IV.153) na eq. (IV.144) e simplificando, vem:

P,

2
_ pw’cptl {cptS p— cosf .
2n T r

(IV.154)

— cptlOr cosO + cpt8 c0s26 }

r

Utilizando a metodologia apresentada no capitulo II:

+

_ 2pw2cptl | cptd j(;% dd

P
T ™ [1 - fk? coszd’]%

L opto 7 cos2¢ 7746 — cptio rd [1- &2 cos%]% cos2¢ dp +
I [1- k2 cos?¢]”2

cpt8 =/ cos4 ¢ -
ek 18 cos'e] g, (IV.155)

Todas as expressdes ( isto é, cpt8, ... ) ndo apresentadas aqui, encontram-se no

apéndice E.

Notar que pararp =0

il
o

P: (IV.156)
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1V.4.1.2. NUCLEO p,

Po =Py cosOp — P, senOp (aVv.157)

Substituindo as egs. (IV.151) e (IV.153) na eq. (IV.157), desenvolvendo e

simplificando, vem:

2
p, - p w’ cptl {rq eprs0 sen  rq eprs1 sen20 N
P r 2 r
- L (1-2v) r sen® + rq? ﬂg—Msen%) (IV.158)
2(1-v) r 2

Como foi mostrado na equagdo (I1.77):

Py =0 (IV.159)
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1V.4.1.3. NUCLEO p,

P—_..]L_ .ir__l_
: = 372G |24 % Bn

e [ragpxn + (1-2v) ¢ g, n | } (IV.160)

Substituindo as eqs.(IV.148), (IV.149) e (IV.150), na eq. (IV.160) ¢

simplificando vem:

2 2
P, = —cptlcpt2 p, p2w {i - 1q 1P cose} (Iv.161)
T r r

Utilizando a metodologia apresentada no capitulo II:

P, = _ 2 cptl cpt2 n p w2 lept6 I;:/2 dd . N
T [1- fk? cos?¢]?
~ opt7 [ 0820 7 db (IV.162)
[1 - fk? cosz‘i’] g :

Notar que pararp =0

P, = — cptl cpt2 cpt6 p w2 p, (IV.163)



109

1V.4.2. NUCLEOS DE CARGAS DEVIDO
A FORCA CENTRIFUGA PARA
TENSOES EM PONTOS INTERNOS

As tenses nos pontos internos sdo obtidas derivando a equagdio (IV.139) em

relagdo ao ponto fonte p. Deste modo, tem-se:

Bj= 2n [§; rq dT (IV.164)
F
onde S;{i,j =1,0,z) sdo obtidas a partir da Lei de Hooke.

1V.4.2.1. NUCLEO s,

20{ P, P,
+ v

T—ov ‘} (IV.165)

S = p dzp orp

x « , . op, P
Para a obteng3o da equagdo (IV.165) € necessario obter —— ¢

dzp = Orp

r

d¢
[1 - fk % cos? ¢]%

0P, _ 2cptl cpt2

n, p w2 cpr94 { rq? j;/2
dzp

+

cos2d
[1 - fk? cosztb]%

x 2 x
+rq2ﬂ(2J0/2 cos” ¢ 3 dd)—rqrij/Z dd +

[1 - fk? cosz¢]

c0s2$ cos’ db

_ 2 (%
1q 1p fk* [{2 [l—ﬂczcoszd)]%

(IV.166)
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oP %
e _ 2pw2cptl —opt26 .[o/z do v N
omp T [1_ fi 2 cos2¢] 2
n 2 n
+ cpt8 cprs [J cos?¢ ¢ — cpt9 opr74 [ 020 o+
2

[1 - fk? COS2¢] [1 - fk? cosztb]%

cos2¢ cos2¢

[1 — fk2 cosz¢]%'

+ cpt9 cpr7s j(;‘/Z d¢ +

(rp+rq)

i cpt10 j% [1- &2 cosztb]% cos2¢ do+

z 2(rp+ . )
+.cpﬂonfk_{i_M] b _cos2b costd_ .

P m’ ’ [l-szcoszd’]%

_ A cos4 ¢
cpt26 [ ARPESERT do +

dd (IV.167)

N cpt8 fk? ( 1 2(rp+rq)) n, _cos4d cos?¢
T T | ¥ 3
[1- a2 cosz¢]A

m 2 {rp rr?

Notar que pararp =0

oP

z

dzp

- cptl cpt2 n, p w2 cpro4 rq2 (IV.168)

oP 2
A A (—4 cpt26 + cpt9 cpr75 + 2 cptl0 ﬂ) (IV.169)
crp 4 m

P
Para complementar a equagdo (IV.165) é necessario obter — . Como foi visto
p

P

s

~ — . Neste caso, para rp—0:

em IV.2.2.1, utiliza-se a identidade —
rp  Orp

2G [ aP, OP
SI’I {

= z V.170
1-2v | Orp Ty 0z } ¢ )
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1V.4.2.2. NUCLEO s,,

opP JpP
S, = G{ + ’} (IV.171)
orp Ozp
i , , 0P, 0P,
Para a obtengdo da equagdo (IV.171) é necessario obter —= e .
orp Ozp
oP x
- z _ _ 2 cptl cpt2 0, p W2 4 —cprTd 1 L}A dé p N
P [1- &2 cos?$]?
2
+cpt75 rq? j;/I cos”¢ 77 d¢ — cpr84 rq j;t/2 c0s2¢ 7 do +
[1- &2 cos?9)"2 [1- &2 cos?¢)"2
2
— opr7S rq 1p [2 cos20 cos ¢y dé - (IV.172)
[1 — fk? cosz¢] 2
oP 2 x
3 r _ 2pw?optl cpt8 cprod jo/l do 7 +
p [l—szcoszib] 2
2 1:
+opt8 ficZeprod i — 90 oy cpao A 02 4y,
2

1= 5 cos'd) 1 " cos’e]

x 2 2
- fk“ cos

d¢ +

+ (za-z) qu_:p) cpt10 j:/ﬁ [1- > cos2¢]% cos2¢ dé+

+ cptl0 (za-2p) &2 |7 082 cosid)}/ do +
” [1- f? cos?$)”?

+ cpt8 cpro4 [2 7 c:S4¢2¢]% do +
—fk* cos
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cos4d cos? ¢

+ cpt8 fk? cpr94 j;y?

dé (IV.173)
3
[1- &2 cos%]A '
Notar que para 1p = 0, tem-se:
% -0 174
o (Iv.174)
oP, -
=0 (IV.175)
Ozp

neste caso, S, = 0
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IV.4.2.3. NUCLEOQ s,,

Szz =

oP oP
2SN VD L S N I e (IV.176)
1-2v p orp Ozp

Para a obtengfo da equagdo (IV.176) devem ser utilizadas as equagdes (IV.166)
e (IV.167). Para rp = 0 devem ser utilizadas as equag¢Bes (IV.168), (IV.169) ¢ a
oP,

identidade — =~ .
m O
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1V.4.2.4. NUCLEO s,,

2G dP, oP
See = {

P
+ z2 + {1-v) = V.177
1-2v véBrp V‘r‘ﬁzp ( v)rp} a )

Para a obtencdo da equagdo (IV.177) devem ser utilizadas as equagdes (TV.166)

P oP
e (TV.167). Para rp = 0 utilizando a identidade — ~ —X  vem:
tp  Orp
2G oP oP oP
= -~ + z 1-v) —- 178
See 1—2v{ a1 vazp +(1-v) arp} (IV.178)
Simplificando a equaggo (IV.178), vem:
2G | 0P, JP,
= — + 179
Seo 1—2v{6rp vEs‘zp} Av.179)

Nota-se que a equagio (IV.179) ¢ igual a equagio (IV.170). Deste modo, de
forma a obter uma economia no esforgo computacional, pode ser utilizada a seguinte

identidade se rp = 0:

See = Sir (IV.180)
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CAPITULO V
SOLUCAO DO PROBLEMA ELASTOPLASTICO
V.1. INTRODUCAO

Sdo reconhecidos trés comportamentos basicos para os diversos materiais na
teona das estruturas: o comportamento elastico, o plastico € o viscoso, sendo este
ultimo responsavel pelas deformag@es varidveis com o tempo. Neste trabalho,
considera-se a teoria classica da plasticidade, isto €, as deformagdes plasticas sdo
independentes do tempo de permanéncia do carregamento, e estio fundamentalmente

relacionadas ao conceito de deformagdes permanentes no descarregamento.

Em um ensaio a tragdo de um certo material, pode-se obter o diagrama tensio-

deformagdo como apresentado na figura V.1.

G S
A B
C. < .
p' ~ »
L le I
1 1 1
y €
4 .

Figura V.1 - Diagrama tensio-deformacdo de material elastoplastico perfeito.
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Se o material for carregado no trecho OA, apds a remogdo do carregamento é
seguido o caminho inverso, de modo que, toda a deformagio € recuperada.
Carregando o material até o ponto B e descarregando, ¢ seguido o caminho BC, de

tal modo que somente a parcela ¢ é recuperada.

Além do material elastoplastico perfeito, existem outros tipos de materiais,
como por exemplo, o material elastoplastico com encruamento cujo diagrama tensdo-

deformag@o esta apresentado na figura V.2.

G 1
s B
)
GA . A _____ E_ T,// E
1’ 1
s !
E .7 :
P e ' i
O £ C £ D €
* I 1,
1 |
2 1,
¥ 3

Figura V.2 - Diagrama tensdo-deformagdo de material elastoplastico

com encruamento.

Os materiais chamados encrudveis podem ser entendidos como materiais em
que a tensio de escoamento G, n3o € constante, mas crescente, com um certo
parimetro H', chamado pardmetro de encruamento ou endurecimento ( hardening ).

Da figura V.2 tem-se ( endurecimento linear ):
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Er = = — (V.1)
CA Co Oa
P e 2 Py~ 2
STETE Y TETE
Explicitando o, , vem:
E
Go = Ca + E‘E g? (V.2)

Naeq. (V.2) o, ¢ atensdo de escoamento e varia a medida que o escoamento

prossegue, E; € ainclinagdo relativa ao comportamento elastoplastico, e:

H = ' (V.3)
Deste modo, substituindo a equagdo (V.3) na equagio (V.2), tem-se;

Seja agora o diagrama tensdo-deformagado como apresentado na figura V.3.

c,
(ESCOAMENTO ) B F (INSTABILIDADE)
A o
: o G (RUPTURA)
A
! /l ]
A ; )
0 ‘C E D -
c

Figura V.3 - Diagrama tensio-deformag¢3o convencional.
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Carregando o material até o trecho OA do diagrama da figura V.3 por unidade
de volume, o trabalho necessirio é dado pela area QAE. Ao se efetuar o
descarregamento, o mesmo trabalho € restituido pela estrutura, nio havendo

dissipagdo de energia no processo.

Carregando agora até um nivel de tensSes como o do ponto B da figura V.3 por
unidade de volume, o trabalho necessario € dado pela area OABD. Ao se efetuar o
descarregamento, o correspondente trabalho restituido é dado pela area BCD,

dissipando-se no processo a energia dada pela area OABC.

Deste modo, o aparecimento de deformages plasticas relaciona-se i dissipagdo

de energia.
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V.2. CRITERIO DE PLASTIFICACAO

Uma fungdo caracteristica do material é a fungio de escoamento, definida

como:
F(oij,k) =0 -0, =0 (V.5)
Se F <0 ndo ha deformagdes plasticas.
Se F=0 as deformagdes plasticas tem inicio.

Se F > 0 ¢é impossivel ¢ o estado de tensSes ndo pode ser suportado pelo

material.

O pardmetro k, ¢ fungfo do trabalho plastico realizado por unidade de volume

(work hardening).

Quando a fungdo de escoamento ndo inclui 0 pardmetro k, tem-se plasticidade

perfeita.

Quando a fungdo de escoamento inclu o parimetro k, tem-se plasticidade com

encruamento.

‘A fungio de plastificago, define o critéric de plastificagio caracteristico de
cada material em cada temperatura, que permite dizer se ele estid ou ndo sofrendo
deformages plasticas. Portanto, ndo deve depender do referencial adotado. Deste
modo, a fungdo de plastificagdo pode ser colocada como dependendo apenas das
tensdes principais, ou dos invariantes do tensor das tensdes, ou outras grandezas

ligadas a esses invariantes.
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No presente trabalho, o critério de plastificagdo utilizado € o critério de
escoamento de Von Mises, também conhecido como a teoria da energia de distorgio,
que admite que o escoamento comega quando a energia de distor¢o € igual a energia
de distorgdo no escoamento a tragdo simples, para um dado nivel de carregamento.
Assim, tem-se [16]:

1 1
Ua=504% =75

2 J2 (V.6)

onde Uy ¢ a energia de distorgdo ¢ J, € o segundo invariante do tensor desviador

de tensbes, que pode ser escrito em fun¢io das componentes das tensdes o;; , ou
seja:

1 2 2 2 ;2 s
I, = g [(Grr _699) + (096 _Gzz) + (czz -Urr) +6 ( G +0gy, +O,, ) (V7)

No presente trabalho, tem-se:

[(Grr - 000)2 + (GGG _022)2 + (sz _0.”)2 +6 0,r22 ] (VS)

N |
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V3. I-MPLEMENT-ACAO NUMERICA
DAS EQUACOES INTEGRAIS

A discretizagio ( das integrais ) de contorno I" das equagdes (I1.134) e (I1.137),
¢ realizada através de elementos de contorno. As integrais de dominio que contém as
forgas de volume também sdo discretizadas através de elementos de contorno, pois
sdo transformadas em integrais de superficie por meio do tensor de Galerkin. As
integrais de volume que contém as deformagdes plésticas, requerem a discretizagﬁo
do interior do corpo, o que é feito com células de geometria simples para integragio e
sdo apresentadas com detalhes nas referéncias [18], [1] e [6]. Neste trabalho, sdo
utilizadas fungdes de interpolagdo linear para deslocamentos, forgas de superficie ¢

para as deformagdes plasticas dentro de cada célula.
As equagdes (I1.134) e (I1.137) fornecem as seguintes formas matriciais:

. ] * P
Hu=Gp+b+Ds¢ (V.9)

*

. \ , s P
—H'u+b'+(D +C)s (V.10)

tQ .
e = IS

:(}I

nos quais D representa a integral dos incrementos de deformagdo plastica, C ¢ a
matriz que representa os termos livres, D ¢ devida & integracdio dos incrementos de
deformagdo plasticae b e b’ sdo os vetores que contém a contribui¢io das forgas

de volume generalizadas, que por serem conhecidas, contribuem apenas para o termo

independente do sistema de equagdes.

Cabe salientar, que as matrizes H,G e b ,bemcomo H,G e b, sfo as

mesmas utilizadas na analise elastica.
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De maneira a se obter uma economia no esfor¢o computacional, na resolugio

de problemas termoelastoplasticos, as equagdes (V.9) e (V.10) podem ser
reordenadas da seguinte forma:

. . . P
Ax=f+b+De (V.11)
. » [ ] [ ] ‘-P
6=-Ax+f+b+D ¢ (V.12)

onde D'=D +C, o vetor x ¢é formado pelas incognitas nodais, e as

contribuigdes dos deslocamentos e forgas de superficie conhecidos estdo incluidos nos

vetores f e .

Pré multiplicando a equagdo (V.11) por A-1 , tem-se:

: = _15; + m (V.13)
onde

K=a"D (V.14)
e

m= A ErAT D (V19)

Substituindo a equagio (V.13) na equagdo (V.12), tem-se:
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c:, = B E + ,3 (V.16)
onde

B=D'- AK v.17)
¢

ws

Na eqﬁaqio (V.13), r.n representa a solugdo elastica para deslocamentos e

forgas de superficie, e na equagio (V.16), ;1 representa a solugdo elastica para as

tensdes correspondentes,

A equagio (V.16), relaciona os incrementos de tens3o com os incrementos de

deformagfo plastica e a solugdo elastica n . A utilizacdio das relagdes constitutivas

elastoplasticas mais a equagio (V.16), ¢ suficiente para a resolugio do problema nio

linear através da aplicagdo de técnicas incrementais-iterativas que serio vistas a

seguir.
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V.4. METODO INCREMENTAL-ITERATIVO PARA
RESOLUCAO DO PROBLEMA ELASTOPLASTICO

Se uma estrutura sofre um pequeno carregamento, o acréscimo de deformagio

plastica pode ser representado por Aef, e a deformagdo especifica total acumulada,

pode ser representada como:

— gt P P
Ej = €5 TE; + Aeij (V.19)

onde a parcela de deformagdo elastica ja esta incluida em afi e sf} representa a

deformagdo plastica acumulada antes do incremento.

E conveniente estabelecer as equagBes envolvendo somente deformagdes da

seguinte forma [1}:
€ =¢e;—€f =ej+Aef = _(Uij - O Bij) + Aef (V.20)

A expressdo (V.20):pode ser escrita sob a forma desviatéria como ( notar que

Agp, =0 )

. Sj p_ . By .
€5 = 2G + Agj = €y — 3 €k : (V.21)

Utilizando as equagdes de Prandtl-Reuss descritas em [16] e [1], tem-se:

¢, = [1+ : GIAA.) Ac? (V.22)
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onde AA ¢ um fator de proporcionalidade sempre positivo o qual pode variar a cada

acréscimo de carga, chamado de multiplicador plastico definido como:

Ah = = —° (V.23)

Na equagio (V.23) A g’ ¢é o incremento de deformagdo plastica equivalente ou

efetiva, e g, € a tensdo equivalente ou efetiva, e podem ser escritas como [18]:

€

Aef = J% Ael; Ael, (V.24)

o, =43]; (V.25)

Substituindo a equagdo (V.8) na equagio (V.25), tem-se:

6, = ‘j -;— [(orr _036)2 + (GBB _022)2 + (Gzz _Grr)z +6 c).rzz ] (V26)

A equagio (V.22) pode ser reescrita como:

Eet 1
=1+ 27
Ag? 2G AML (V.27
onde €, € a deformagdo total equivalente modificada:
2 ..
€t — 4] T € € (v.28)

3
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Substituindo a eq. (V.23) na eq. (V.22), obtém-se:

Ael = —* ¢} (V.29)

Como descrito com detalhes nas referéncias [1] e [18], tem-se:

0

AgP = 3Ge, 0o

= V.30
€ 3G+ H' ( )

onde os valores de o, ¢ H' sdo conhecidos antes do incremento de carga.

O método incremental-iterativo utilizado neste trabalho é o método das

sucessivas aproximagdes elasticas que € descrito nas referéncias [16], [18] e [1].

As eqﬁagées (V.13) e (V.16) podem ser escritas da seguinte forma:

K(e"+Aa")+ m (V.31)

]
]

(V.32)

1 Q
I
o]

—

tm
h-
+
>

rm
=

———
-
=]

onde ¢P ¢ a deformagdo plastica acumulada até o ultimo acréscimo de carga, sem

incluit Ag? |, que sera determinada iterativamente.

O processo incremental comega reduzindo a tensio equivalente maxima o max

com um fator de carga definido como:

o = —2 (V.33)
oﬂ'lﬂx

-]
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Em outras palavras, o processo comega no ultimo nivel de carga no qual o

material ainda se encontra no limite elastico.
Novos valores do fator de carga s3o obtidos por:
Ai = Ao + B | (V.34)

onde B =2A wew & o incremento de carga adotado em relagdo & carga do

primeiro escoamento.

As equagdes (V.31) e (V.32) podem ser reescritas como:

x=K(s"+AepJ+7\.im (V.35)

qQ
il

B(ap+Aa") + A;n (V.36)

Para um dado valor de );, os incrementos de deformagdo plastica sdo

determinados iterativamente para os nds do contorno e pontos internos selecionados,

cComo S¢ se€gue:

(a) Calculo das tensbes ( equagdo (V.36))
(b) Calculo de:

e'ij ( equagdo (V.20))

€ ( equagdo (V.28))

Ag? >0  (equagdo (V.30))
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(c) Verificagdo da convergéncia, isto €, comparar o valor calculado de AgP como

valor anterior

(d) Calculo do novo valor estimado para Agf (equagio (V.29))

(¢) Continuar com o préximo nd do contorno ou ponto interno e recomegar a partir

de (b) até todos os nds do contorno e pontos internos terem sido considerados
(f) A partir de (a) comegar uma nova iteragio

Uma vez obtida a convergéncia ( dentro de uma tolerdncia prescrita ) para

todos os nés do contorno e pontos internos selecionados, AgP? ¢ adicionado a gP .

O valor obtido ¢ utilizado como valor inicial e o processo descrito tem inicio para um

novo fator de carga.

Deve ser ressaltado que somente a equagdo (V.36) ¢ utilizada ao longo de todo
0 processo incremental-iterativo, € que a equagio (V.35) somente ¢ utilizada apds a
obtengdo da convergéncia para determinar as incognitas do contorno. Notar que as

matrizes K ¢ B € os vetores m € n, sdo gerados apenas no inicio do processo e

ndo se alteram, o que representa uma grande economia de esforgo computacional,
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CAPITULO VI

APLICACOES NUMERICAS

Neste capitulo, serio apresentadas aplicagdes numéricas para problemas
axissimétricos com forgas de volume para a elasticidade linear e para problemas com
ndo-linearidade fisica do material. Para simular a descontinuidade da for¢a de
superficie no contorno ou mudanga brusca na geometria, € utilizado o conceito de né
duplo [1]. Os resultados numéricos sdo comparados com as sblucﬁes analiticas

disponiveis.

Para as aplicagdes que ndo possuem solugdes analiticas, os resultados
numéricos sdo comparados com o método de elementos finitos, utilizando o sistema
COSMOS/M versdo 1.70 e o sistema ANSYS versdo 5.0 A,

O programa implementado para a analise linear, utiliza uma integra¢do seletiva
(6, 8 e 10 pontos de integragdo) para utilizagdo com a quadratura de Gauss. Os

célculos dos elementos da diagonal principal da matriz G, sdo realizados separando as

integrais elipticas em duas partes: uma bem comportada obtida com integragido

standard, e outra que ¢ calculada utilizando peso logaritmo ( 4 pontos de integragfo ).

O calculo dos valores principais de Cauchy através de integragdo por partes
finitas, foi efetuado com 6 pontos de Kutt [1] no contorno e também na integragio

das células em coordenadas cilindricas locais.

As subrotinas utilizadas para a obten¢do das forgas de volume generalizadas

utilizam 10 pontos de integracdo de Gauss.

O programa implementado para a analise néo-linear, também utiliza integragdo
seletiva dos elementos, mas com 2, 4 e 6 pO;‘ltOS de Gauss, de forma a obter uma
economia no esforgo computacional, visto que, neste tipo de andlise, € necessario
discretizar o dominio em células triangulares, que também s3o avaliadas utilizando

integragdo seletiva com 2, 4 e 6 pontos ( na diregio angular ).
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VL1. ELASTICIDADE AXISSIMETRICA LINEAR

VL1.1. APLICACAO 1

A primeira aplicagdo consiste em analisar o alongamento de uma barra
prismatica por agdo de seu proprio peso. Esta aplicacdo é um problema classico da

teoria da elasticidade linear, onde as forgas de volume sdo relevantes.

O modelo de elementos de contorno, bem como a geometria, sio apresentados

na figura VL1

Z &
NO DUPLO
= .y
5
¢4
hi 6é o3 {7
. NO DUPLO
.2 /
- : & 1

v
H

Figura V1.1 - Barra prismatica sujeita a agdo de seu proprio peso.

Os dados de propriedades do material, geometria e coordenadas dos pontos

para comparagio, sdo:
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E=10*N/m* 'PONTO r(m) z(m)
v=03 1 0,25 0,00
pg =1 N/m’ 2 0,25 0,50
h=2m 3 0,25 1,00
a=0,5m 4 0,25 1,50
5 0,25 2,00
6 0,00 1,00
7 0,50 1,00

A solugdo analitica deste problema encontra-se na referéncia [19] e é mostrada

a seguir:
vpg

= ———2I VI.1

u E (VL1)

= PE .2 p2) 4+ YPE \Y )

Uzz ZE(Z ) 2E r _ ( . )

Ozz = PEZ (VI3)

G =6z =0 (VI4)

Para poder comparar os resultados com a solugdo analitica, é necessario

prescrever o deslocamento em z na face superior, como sendo:

v
Uzz — % 2 (VIS)

A discretizagdo do modelo de elementos de contorno € feita considerando trés

€asos.

Modelo a: 12 elementos de discretizagio uniforme (comprimento igual a 0,25 m).
Modelo b: 24 elementos de discretizagio uniforme (comprimento igual a 0,125 m).

Modelo ¢: 60 elementos de discretizagdo uniforme (comprimento igual a 0,05 m).
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A tabela V1.1, apresenta os resultados para deslocamentos em m e tensdes em
Pa paraos pontos 1, 2, 3, 4, 5, 6 e 7 da figura VI.1. Nota-se que o modelo com 12

elementos apresenta resultados bastante satisfatérios em relagio a solugio analitica.

Tabela VI.1 - Comparagio de resultados para deslocamentos e tensGes.

Ponto / Método Urr (X 10'6) Uiz (x 10‘6) G2z
1/MECI12 0 -197,92 0
1/MEC24 0 -198,78 0
1/MEC60 0 -199,35 0

1/ ANALITICA 0 -199,06 0
2 /MECI12 -3,73 -185,00 0,4982
2/ MEC24 -3,75 -186,00 0,4995
2 /MEC60 -3,75 -187,00 - 0,4999

2/ ANALITICA -3,75 -186,56 0,5000
3 /MECI12 -7,46 -148,00 ‘0,9948
3/MEC24 -7,49 -149,00 0,9986
3 /MEC60 -7,50 -149,00 0,9998

3/ ANALITICA -1,50 -149,06 1,0000
4 /MEC12 -11,20 -85,90 1,4911
4 /MEC24 -11,20 -86,40 1,4977
4/ MEC60 -11,20 -86,50 1,4996

4/ ANALITICA -11,25 -86,56 1,5000
5 /MEC12 -15,00 0 1,9827
5/MEC24 -15,00 G 1,9976
5/ MEC60 -15,00 0 1,9996

5/ ANALITICA -15,00 0 . 2,0000
6 /MECI12 0 -149,00 0,9948
6 / MEC24 0 -150,00 0,9986
6 / MEC60 0 -150,00 0,9998

6 / ANALITICA 0 -150,00 1,0000
7/MEC12 -14,90 -145,00 0,9948 .
7/MEC24 -15,00 -146,00 0,9986
7/ MEC60 -15,00 -146,00 0,9998

7/ ANALITICA -15,00 -146,25 1,0000
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VL1.2. APLICACAOQO 2

Esta aplicagio consiste na analise de um disco sélido girando com velocidade

angular w, como mostrado na figura V1.2

2b

Figura V1.2 - Disco solido sujeito a forga centrifuga.

Os dados de geometria e propriedades do material, s3o:

E =2,06 x 10° N/mm’
v=0_3

p=17,85x 10° N s/mm’
h=20 mm

b= 100 mm

w = 2200 rad/s

O modelo de elementos de contorno é mostrado na figura V1.3,
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Z1
NO DUPLO
)
10 mm :
e
L2 + \D.
—— e e e e e = ——— — » r
5 mm /)>
f—
10 mm
| i 100 mm
L J
" "

Figura V1.3 - Modelo de elementos de contorno.

A solugZo analitica em estado plano de tensdo para este problema encontra-se

na referéncias [19] e [20] e € mostrada a seguir:

Urr

_ pw2(1-v2) r (3+vb2 —r2) (VL6)

8E l1+v
or = 2= (3+v) (b2 1) (VL)
oas = —— (3+V) [bz - %}Vl) (VL8)
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A discretizagdo do modelo de elementos de contorno € feita considerando dois

Casos.

Modelo a: 11 elementos de discretizagdo uniforme {comprimento igual a 10 mm).

Modelo b: 22 elementos de discretizagio uniforme (comprimento igual a S mm).
A tabela VI.2 apresenta os resultados para deslocamentos em mm e tensGes em

N/mm?2 para os pontos 1, 2, 3 e 4 da figura VL3. Nota-se que o modelo com 11

elementos apresenta resultados bastante satisfatérios em relago a solugio analitica.

Tabela VI.2 - Comparagio de resultados para deslocamentos e tensdes.

Ponto / Método Urr (X 10'3) Crr G o0
1/MECI11 0 156,44 156,44
1/MEC22 0 156,91 156,91

1/ ANALITICA 0 156,73 156,73
2 / MECI11 2,66 156,05 156,22
2/ MEC22 2,66 156,52 156,68

2 / ANALITICA 2,66 156,33 156,50
3 /MEC11 5,30 154,89 155,54
3 /MEC22 5,31 155,34 156,01

3/ ANALITICA 5,30 155,16 155,82
4 {MEC11 32,26 0 66,27
4 { MEC22 32,35 0 66,51

4/ ANALITICA 32,28 0 66,49



136

VI.1.3. APLICACAO 3

Esta aplicagio consiste na analise de um cilindro solido confinado sujeito a uma
temperatura constante. O modelo de elementos de contorno, bem como a geometria,

sdo apresentados na figura VI1.4.

NO DUPLO

ya

v

. S \D
1 2 3 /b

r

Figura V1.4 - Modelo de elementos de contorno.

Os dados de propriedades do material, geometria e coordenadas dos pontos

para comparagdo, s2o:

E =2,06 x 10° N/mm? PONTO r(mm) z(mm)
v=0,3 1 0 0
a=12x10°°C" 50

2
h=20 mm 3 100
a =100 mm 4 0
5 50

W O O
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A temperatura adotada € constante e igual a 60 °C. Deste modo,

_ot
n

= 0. A solugdo analitica deste problema ¢ mostrada a seguir:

urr = (1+v)arT (VLY)
O = Copg = 0 (VIIO)
6,; = —EaT (VL11)

Sendo a temperatura constante, o resultado esperado para 0 MEC ¢ a solugio
analitica a menos de erros de integragdo. Deste modo, a discretizagdo do modelo de
elementos de contorno ¢é feita considerando somente um modelo com 11 elementos de
discretizagio uniforme. Cabe salientar, que esta aplicagdo ¢ apresentada de forma a

comparar os resultados parar = 0.

A tabela V1.3 apresenta os resultados para deslocamentos em mm e tensdes

em N/mm2 para os pontos 1, 2, 3, 4 e 5 da figura VL4,

Tabela VI.3 - Comparag@o de resultados para deslocamentos e tensdes.

Ponto / Método Urr ( X 10_3) O zz
1/MECI11 0 -148,28
1/ ANALITICA 0 -148,32
2 /MEC11 46,80 -148,13
2/ ANALITICA 46,80 -148,32
3 /MECI1 93,52 -148,37
3 / ANALITICA 93,60 -148,32
4 /MECI1 0 -148,35
4/ ANALITICA 0 -148,32
5/ MEC11 46,80 -148,13

5 / ANALITICA 46,80 -148,32
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VL.1.4. APLICACAO 4

Esta aplicagio consiste na analise de um cilindro longo com orificio circular
concéntrico, sendo a o raio do onficio, ¢ b o raio externo do cilindro. Nesta
aplicagio, considera-se um fluxo estacionario de calor. O modelo de elementos de

contorno, bem como .a geometria, sio apresentados na figura V1.5,

Z &
NO DUPLO 0T _ 4 NO DUPLO
on
177777777777777777
[ONONINANONOESN
h o 4 o
—= 100 °C i 0 °C
’ )
1T 2 T 3 /b ”
a r
L J
[+ " b
L N
I¢ "

Figura VL5 - Modelo de elementos de contorno.

Os dados de propriedades do material, geometria ¢ coordenadas dos pontos

para comparagao, sao.

E = 2,06 x 10° N/mm’® PONTO r{mm) z(mm)
v=03 1 100 0
a=1,2x10°°C" 2 150 0
a =100 mm 3 200 0
b =200 mm 4 150 5

h=20 mm
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A distribuigdo de temperatura no regime estacionario foi apresentada por
CHAPMAN [21] como:

T=T +(T.-T,) 1n(1) ib) (VL12)

onde T, € a temperatura na superficie externa e T; € a temperatura na superficie

interna do cilindro.

Nesta aplicagdo, considera-se a temperatura na superficie externa do cilindro
como sendo igual a zero. Deste modo, a equagdo (VI.12) pode ser reescrita da

seguinte forma:
T, b
o)

A temperatura na superficie interna serd considerada igual a 100 °C. A

visualizagdo da distribuigio de temperatura é mostrada na figura VL6.

T

100

50

0 50 100 150 200
Figura VL6 - Fluxo estacionario de calor (Tem °C e r emmm ),

A solugdo analitica deste problema para estado plano, de tensido pode ser

encontrada em [19], [20] e [22] e € mostrada a seguir:
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i 2(1-v) m(g) (b2 - a2)

a2 b2 In E)

T

aT(1+v) || B2m@)i-v)-ai-2y) ln{g) +1n(b) r+ V

- a (VL14)

(b2-a2) r

Our = 2(:311 (b] [— h{%)— (b:‘faz) (1 -'—:;-) 1{2)] (VL15)

Goo = 2(:31(2) {1 - ln(%)fﬁ(l-l—?—j) ln(g)] (VL16)

A discretizagio do modelo de elementos de contorno é feita considerando dois -

Casos;

Modelo a: 12 elementos de discretizagdo uniforme.

Medelo b: 24 elementos de discretizagdo uniforme.

O problema de potencial pode ser resolvido utilizando um programa de
computador para problemas axissimétricos considerando a solugio de Laplace ou,
como foi feito neste caso, analiticamente, pois € conhecida a distribuigio de

temperatura. Deste modo, tem-se:

| 0
T = 100 ln(—z—@) Loq= - 100 1 n, (VL17)
In2 r

Assim:
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- Superficieinterna: T = 100 ; q = —
: in2

- Superficicexterna: T =0 ; q = -

- Superficie inferior : T 100 ln[—zﬂq) ; q=0
In2 r

- Superficie superior: T = 100 ln(zﬂ) ; =0
In2 r

A tabela V1.4 apresenta os resultados para deslocamentos em mm e tensGes em

N/mm2 para os pontos 1, 2, 3 e 4 da figura VLS,

Tabela V1.4 - Comparagio de resultados para deslocamentos e tensdes.

Ponto / Método Urr Grr Coe
1/MECI12 0,059 0 -218,90
1 /ME(;24 0,060 ¢ -216,81
1/ ANALITICA 0,060 0 -216,12
2 IMEC12 0,116 -27,08 16,67
2 /MEQ24 0,117 -27.41 17,61
2/ ANALITICA 0,117 -27,51 17,96
3/MECI12 0,120 0 136,07
3 IMEQZ4 0,121 0 136,76
3/ ANALITICA - 0,121 0 137,02
4 /MEC12 0,116 -27,08 16,68
4 [ MEC24 0,117 -27.40 17,61

4 / ANALITICA 0,117 -27,51 17,96
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VI.L5. APLICACAO 5

Esta aplicagdo consiste na analise de uma esfera oca sujeita a um gradiente de

temperatura estacionario, sendo a o raio interno, € b o raio externo da esfera,

O modelo de elementos de contorno, bem como a geometria, sdo apresentados

na figura VL.7.

z DISCRETIZACAO COM ELEMENTOS LINEARES
————»
-t I
2 3 4 5
le
I y

Figura V1.7 - Modelo e geometria da esfera oca.

'Os dados de propriedades do material, geometria e coordenadas dos pontos

para comparagao, sao:
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E = 2,06 x 10° N/mm? PONTO r(mm) z (mm)
v=0,3 1 100 0
a=12x10"°C"! 2 125 0
a =100 mm 3 150 0
b =200 mm 4 175 0

5 200 0

A distribuigio de temperatura, no estado estacionario é dada por [19]:

T = %(%-1) (VL18)

onde T, ¢ a temperatura na superficie interna da esfera. A temperatura na superficie

interna sera considerada igual a 100 °C e, na superficie externa, igual a 0 °C. A

visualiza¢3o da distribuigdo de temperatura é mostrada na figura VI.8.

T
100
50 +
r
0 t I f = i
0 S0 100 150 200

Figura VI.8 - Fluxo estacionario de calor (T em °C e r em mm ).

A solugio analitica deste problema pode ser encontrada em [19] e [20] e é

mostrada a seguir:
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Urr =

aT(1+v) a |:P-(r2—a2)+££:r—sl]+

(1-v)r2 {b-a) |2 3
2aT(1-2v) a by .oy, (82-D7)
Yo (ooa)(bioa) [5(" ma) iy }‘ +
aT(1+v) at by .y (a2-b3) 7 1
* (1-v) (b-a)(b3-a3) [E(b -t )+T] 7 (VL19)
_ aET,  ab 2t _(b2+ab+a2) az b2
Gre = (1-v) (b3-a3) |:( b) r ¥ r3 ] (V120
aET, ab (b2+ab+a2) az bz
oo = oy (g | (0 ]

A discretizagdo do modelo de elementos de contorno € feita considerando trés

Casos:

Modelo a: 12 elementos de discretizagio uniforme.
Modelo b: 24 elementos de discretizag@o uniforme.

Modelo ¢: 48 elementos de discretizagdo uniforme.

O problema de potencial pode ser resolvido utilizando um programa de
computador para problemas axissimétricos considerando a solugdo de Laplace ou,
como foi feito neste caso, analiticamente, pois € conhecida a distribuigdio de

temperatura. Deste modo, tem-se:

200 ) " q 20000 r (VI22)

T = 100 (—-——l
r
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Assim;
-Raiointemo: T =100 ; q = 2
-Raioexterno: T=0 ; g =-0,5

A tabela VL5, apresenta os resultados para deslocamentos em mm e tensdes em

N/mm?2 para os pontos 1, 2, 3, 4 e 5 da figura VL7.

Tabela VLS - Comparagdo de resultados para deslocamentos e tensdes.

Ponto / Método Uer (x 10‘3) Grr T oo
1/MEC12 34,7 -4,27 -250,89
1/MEC24 34,4 -1,08 -251,80

.1/MEC48 34,3 -0,27 -252,08

1/ ANALITICA 343 0 -252,24

- 2/MEC12 64,7 -63,15 -86,57
2/ MEC24 64,8 -57.61 -83,98
2 /MECA48 64,8 -56,19 -83,34

2/ ANALITICA 64,8 -55,70 . -83,14
3/MEC12 73,8 -53,63 4,14

3 /MEC24 74,3 -49,87 6,65
3 /MEC48 74,4 -48,91 - 7,28

3/ ANALITICA 74,4 -48,58 7,47
4 /MECI12 73,3 -29,04 60,20
4 //MEC24 73,9 -26,53 62,48
4 MEC48 74,1 -25,83 63,06

4/ ANALITICA 74,1 -25,59 63,25
5/MEC12 - 679 1,70 99,94
5 /MEC24 68,4 0,43 100,66
5 /MEC48 68,5 0,11 100,84

5/ ANALITICA 68,6 0 100,90

Nas figuras 9 e 10 sdo apresentadas as tensdes na diregdo do raio da esfera.



Tensdo rr

107

146

raio da esfera

-40 1

50+

60 1

0 25 50 75

Figura V1.9 - g, (N/mm2) x raio da esfera (mm ) .

Tensdo 00

150 1

100+
50+

-200
-250

-300

raio da esfera

] 25 50 75 100 125 /150 175 200

ANALITICA

Figura VI1.10 - g4, (N/mm2) x raio da esfera (mm ) .
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VIL.1.6. APLICACAO 6

Esta aplicagdo consiste na analise de um disco confinado com orificio circular
concéntrico, sendo a o raio do orificio, € b o raio externo do disco. Nesta
aplicagdo, considera-se um fluxo estacionario de calor atuando simultaneamente com
uma velocidade angular w. Como ndo se encontra disponivel a solugdo analitica deste
problema, os resultados para as tensdes serdo comparados com os obtidos pelo

método dos elementos finitos através do sistema COSMOS/M [23].

O modelo de elementos de contorno, bem como a geometria, sdo apresentados

na figura VL11.

Z,
NO DUPLO or =0 NO DUPLO
) w _ on
h
2 100 °C 0 °C
: \J)
1T T TTTTTTT 3 ”
a 2%
J J

Figura VI.11 - Modelo de elementos de contorno.

Os dados de geometria e propriedades do material s3o:
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E =30x 10°% psi
Cv=03
o=10x10%°C’!

a=1,0in
b=2,0in
h=0,201in

p = 0,02 Ib. sec¥in’
w = 25 rad/sec

Ponto 2 nas coordenadas r=1,2875in e z=0,0125 in.

A distribuigdo de temperatura no estado estacionario foi apresentada por

CHAPMAN [21] para a temperatura na superficie externa igual a zero, como sendo:

a

T; b
T=——In|— (V1.23)
‘ (b ) r
In
onde T, € a temperatura na superficie interna do disco considerada igual a 100 °C.

A discretizagdo do modelo de elementos de contorno € feita considerando 24
elementos uniformes, e a discretizagio do MEF é feita com elementos de 4 nos,

seguindo o modelo apresentado no manual de verificagdes do mesmo.

0 probiema de potencial pode ser resolvido utilizando um programa de
computador para problemas axissimétricos considerando a equagido de Laplace [36]
ou, como foi feito neste caso, analiticamente, pois é conhecida a distribuigdo de

temperatura. Deste modo, tem-se:

T = @ ]n(@) AR qg=- _1-.(—).0_ ..1.. n (V124)
In2 r r
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Assim;

- Superficie interna: T = 100 ; q = 1
In2

- Superficieexterna: T = 0

It

- Superficie inferior ; T 100 ln(@) ;, =20
In2 r

- Superficie superior : T = 100 ln(-z——qp-) ;. q=0
In2 r

A tabela V1.6, apresenta os resultados para tensGes em psi para os pontos 1, 2
e 3 da figura VL11.

Tabela V1.6 - Comparagdo de resultados para tensdes.

ponto / Método Grr G2z G o6
1/MEC 0 -3779,28 +2599,48
1/ COSMOS/M -31,10 -3785,07 -2585,75
Difer. entre - 0,15 % 0,53 %
métodos
2/MEC -345,64 -2211,15 -687,32
2/ COSMOS/M -346,07 -2214,90 -676,50
Difer. entre 0,12 % 0,15 % 1,57 %
métodos
3/MEC 0 502,77 1673,17
3/COSMOS/M -39,73 487,69 1665,35
Difer. entre --- 3,00 % 0,47 %
métodos

Obs.: Os resultados obtidos pelo MEF através do sistema COSMOS/M nos
pontos 1 e 3 ndo tem a precisio do MEC, pois sdo obtidos através de extrapolagdo

dos pontos de integragdo no interior dos elementos.
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VI.1.7. APLICACAOQO 7

Esta aplicagdo consiste na analise de um disco confinado com orificio circular
concéntrico, sendo a o raio do orificio € b o raio externo do disco. Nesta aplicagéo,
considera-se um fluxo estacionario de calor atuando simultaneamente com uma
velocidade angular w e uma carga de pressio p. Como ndo se encontra disponivel a
solugdo analitica deste problema, os resultados para as tensdes serdo comparados com

os obtidos pelo método dos elementos finitos, através do sistema COSMOS/M [23].

O modelo de elementos de contorno, bem como a geometria, s3o apresentados

na figura V1.12.

Z
W NO DUPLO oT =0 NO DUPLO
} on
h 100 °C 0 °C
2 P ¢ \J
T T T TS 3 ’
a /1> r
J 1 b

—

-

Figura V1.12 - Modelo de elementos de contorno.

Os dados de geometria e propriedades do material sdo:
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E =30x 10° psi
v=073
a=1,0x10°C’

a=10imn
b=2,0in
h=0,20in

p = 0,02 Ib. sec¥in*
w = 25 rad/sec
p = 100,0 psi

Ponto 2 nas coordenadas r = 1,2875 in e z=0,0125 in.

A distribuigdo de temperatura no estado estacionario foi apresentada por

CHAPMAN [21], para a temperatura na superficie externa igual a zero, como sendo:

0 f2) T
0

onde T; é a temperatura na superficie interna do disco e sera considerada igual a

100 °C.

A discretizagdo do modelo de elementos de contorno e do MEF sio iguais a da

aplicagdo VI.1.6.

A tabela V1.7 apresenta os resultados para tensdes em psi para os pontos 1, 2
¢ 3 da figura V1.12.
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Tabela V1.7 - Comparagdo de resultados para e tensdes.

ponto / Método Ger Ozz Goo
1/MEC -100.00 -3758,97 -2432,23
1/COSMOSM -127.,83 -3763,71 -2417,84
Difer. entre 27,83 % 0,13 % 0,59 %
métodos
2 /MEC -392,82 -2191,51 -573,23
2/ COSMOS/M -393,87 -2194,87 -562,65
Difer. entre 0,27 % 0,15 % 1,85 %
métodos
3 /MEC 0 522,81 1740,01
3/ COSMOS/M -41,46 506,92 1731,20
Difer. entre -—- 3,04 % 0,51 %
métodos

Obs.: Os resultados obtidos pelo MEF através do sistema COSMOS/M nos
pontos 1 e 3 ndo tem a precisdo do MEC, pois sdo obtidos através de extrapolagio

dos pontos de integragio no interior dos elementos.
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VL.2. PROBLEMAS AXISSIMETRICOS COM
NAO-LINEARIDADE FiSICA DO MATERIAL

VI.2.1. APLICACAO 1

A primeira aplicagio de nio-linearidade fisica do material, consiste em analisar

um disco solido girando com velocidade angular w.

Esta analise sera realizada em duas etapas: a primeira consiste em comparar as
tensdes de primeiro escoamento do disco solido apresentado na figura VL.13 com a
r;oluge'io teodrica, apresentada por HOFFMAN e SACHS [24]. Na segunda etapa, os
resultados da anélise elastoplastica serio comparados com os fornecidos pelo sistema

ANSYS versdo 5.0 A, pois ndo ha solugio tedrica.

2b

Figura VI.13 - Disco sélido sujeito a forga centrifuga.

Os dados de geometria e propriedades do material sio:
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E = 2,06 x 10° N/mm>

v=0,3

p=1785x% 10" N s%mm*
h=20 mm

b= 100 mm

w = 3300 rad/s

o = 240 N/mm?

E; = 515 N/mm’

O diagrama tensdo-deformagio para o material utilizado pode ser visualizado na

figura V1.14.

Ge 28,

240 1

200+
1601
120+

80 1

401

0 * ' .

0 1,17E-03 5,83E-03 1,17E-02

Figura VI.14 - Diagrama tensio-deformagio para o material utilizado.

A discretizagdo do modelo de elementos de contorno é mostrada na figura
VI15. A se¢do mendional foi melhor discretizada na diregio r, devido ao
comportamento deste tipo de estrutura ( isto €, o disco comega a plastificar na parte

interna do sélido ).
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NO DUPLO

N

Figura VI.15 - Modelo de elementos de contorno.

ETAPA 1: Comparagio do MEC com a solugdo tedrica para o primeiro

escoamento, considerando o critério de escoamento de Von Mises.

Soelugio teodrica [24]:

Grr = O (1—-]}—2) (V1.26)
1+3v ) r2

= 1- — 27

Goo 00( (3+v) bl) (V1.27)

As tabelas VI.8 e VL9, apresentam os resultados para as tensdes o,, e Gy

em N/mm2 nos pontos sobre o eixo r, respectivamente, bem como, os erros relativos

em relag3o a solugdo tedrica.



Tabela VI8 - Comparagio de resultados para o,, ( N/mm2 )
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r(mm) o,, (MEC) o,, (TEORICO) ERRORELATIVO
0 239,58 240,00 0,18 %
20 230,00 230,40 0,17 %
40 201,25 201,60 0,17 %
60 153,35 153,60 0,16 %
80 86,30 86,40 0,12%
100 0 0

Tabela V1.9 - Comparagio de resultados para 6y, ( N/mm2 )

r(mm) oo (MEC) g (TEORICO) ERRORELATIVO
0 239,58 240,00 0,18 %
20 234,06 234,47 0,17 %
40 217,51 217,89 0,17 %
60 189,93 190,25 0,17 %
80 151,32 151,56 0,16 %
100 101,79 101,82 0,03 %

O ponto de primeiro escoamento ocorre na interse¢do dos eixos de rotagio e

simetria. O fator de carga que levou ao primeiro escoamento foi:

A, = 0,6797545

(V1.28)
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ETAPA 2: Comparagio da solugio elastoplistica obtida pelo MEC com o
método de elementos finitos através do programa ANSYS versdo 5.0 A [25].

A velocidade angular que provoca a plastificagdo total do disco, foi apresentada

em [24] como sendo:

3o,
p

w, = % (VI29)

ou seja:

1 3 x 240
W, o= = 3028,53 radfs 30
100 \J 7,85 x 10-9 . / (VI30)

Deste modo, como foi adotada uma velocidade angular de 3300 rad/s, a

comparagfo entre os dois métodos sera realizada com o disco totalmente plastificado.

Na solu¢do do problema elastoplastico através do MEC, o fator de carga do
primeiro escoamento € incrementado de um valor w constante e arbitrado. Como o
programa ANSYS adota outra forma de resolver o programa elastoplastico, ¢ ndo
sendo objeto de estudo, a comparagio entre métodos serd realizada adotando o

incremento do fator de carga no MEC como sendo w= 5% e w = 25%.

A figura VI.16, apresenta as comparag3es de resultados para a tensfo de Von
Mises em fungdo do raio, para 0 MEC com w = 5% e w = 25%, o método de

elementos finitos através do programa ANSYS e a solug3o elastica.
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ANSYS

— e = MEC(W=25%)
Ge WO e MEC (w=5%)
—Solugdo eldatica

it i o i R ———..

240 |
200 4

0 10 20 30 4 50 60 70 80 90 100

Figura VI.16 - Tensio de Von Mises ( N/mm2 ) x raio ( mm ).

A figura V1.17 apresenta os resultados para 0 MEC e o programa ANSYS com

aumento de visualizagio.

ANSYS
—-—-MEC(Ww=25%)
------ MEC (w=5%)

Y 10 20 30 4 50 60 70 8 8 100

Figura V1.17 - Tensdo de Von Mises x raio ( aumento de visualizagdo ).
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A visualizagdo da tensfo de Von Mises mostra a convergéncia dos dois
métodos. Para tentar melhorar o comportamento do programa ANSYS, o modelo de
elementos finitos foi refinado, mas a oscilag8o observada para o raio em torno de 10

mm continuou aparecendo no inicio da zona de plastificagdo.

Cabe ressaltar que a convergéncia do programa ANSYS para ¢ modelo refinado
foi bastante “cara ”do ponto de vista computacional, talvez devido ao baixo valor de
endurecimento linear adotado neste problema, visto que, a primeira analise realizada
foi para material idealmente plastico ( endurecimento linear igual a zero ) e a

convergéncia com o programa ANSYS nio foi obtida.

Nesta aplicagdo, foram necessarios onze e trés incrementos de carga
paraw =5% e w=25%, respectivamente, para restabelecer o campo de

deslocamento imposto inicialmente.
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V1.2.2. APLICACAOQO 2

A segunda aplicagdo de nio-linearidade fisica do material, consiste em analisar
uma esfera oca de raio intemo a, e raio externo b, sujeita a um fluxo estacionario de

calor. Sendo T, a temperatura na superficie interna e fazendo a temperatura na

superficie externa igual a zero, a temperatura num ponto qualquer a distincia r do

centro é [19]:
T,a{b
T = —(m—l) (V1.31)
b-alr

O modelo utilizado, bem como a geometria, sdo apresentados na figura VI.18.

Z 4

@ --
a 1 2 3 4 5

e )

Figura V1.18 - Modelo e geometria da esfera oca.
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Os dados de propriedades do material, geometria e coordenadas dos pontos

para comparagio sdo:

E = 2,06 x 10° N/mm’ PONTO r(mm) ' z{(mm)
v=0,3 1 100 0
a=12x10%°C? 2 125 0

a =100 mm 3 150 0

b =200 mm 4 175 0

Oo = 240 N/mm?

Et =515 N/mm?

A temperatura na superficie interna da esfera sera considerada igual a 400 °C e

na superficie externa igual a 0 °C.

Observando a aplicagdo VIL1.5, foi adotada uma discretizagio com 24
elementos lineares e 96 células internas para o MEC, visto que, o modelo com 12
elementos lineares ndo apresentou resultados satisfatérios em comparagio com a

solugfo analitica.

O problema de potencial é resolvido analiticamente, pois é conhecida a

distribui¢do de temperatura. Deste modo, tem-se:

80000
200 ) , (V1.32)

T = 400 (——1 q=- n
r r2

Assim;
-Raiointerno: T = 400 ; q = 8

-Raioexterno: T=0 ; q=-2
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Nesta aplicagdio existem duas zonas de plastificag8o devido ao gradiente de
temperatura, sendo que, a primeira zona a se plastificar é a superficie interna e a
segunda, € a superficic externa da esfera. A medida que a temperatura vai
aumentando, a segunda zona plastica nio se encontra com a primeira, mas a zona
pléstica recomega em um novo raio. A figura V.19 mostra os pontos de plastificagio

final devido ao fluxo de calor adotado.

O - PONTO DE PLASTIFICACAO

TS 4

Figura V1.19 - Pontos de plastificagio na esfera oca.

O problema da esfera sujeita a um gradiente de temperatura é um problema de

alto grau de complexidade, tanto para o MEC como para qualquer método numérico.

A figura V1.20 apresenta as comparagdes de resultados para a tensio de Von

Mises em fungéo do raio, para 0 MEC com w = 5% e w = 25%, o método de
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elementos finitos ( discretizagio similar ao MEC, com elementos de 8 nés ) através do

programa ANSYS e a solugio elastica.

------ MEC (w=51%)
Ge — -« MEC (W=25%)

1200 - ANSYS

———ELASTICA

1000 +

800 +

600 |

400

200 +

r
0 ;
0 25 50 75 200

Figura VI.20 - Tenso de Von Mises { N/mm?2 ) x raio (mm ).

A figura VI.21 apresenta os resultados para 0 MEC e o programa ANSYS na

primeira zona de plastificagdo.

------ MEC (w=5%)
G —-=-MEC(Ww=25%)
€ ANSYS
280 +
2& ’-‘-_-—'—--\.
— T e,
240 “~
20
200 -
180
160 +
140 ———————————— — T

75 80 8 90 95 100 105 110 145 120 125

Figura V1.21 - Tens3o de Von Mises x raio na primeira zona de plastifica¢3o.
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O fator de carga que levou ao primeiro escoamento foi de:

A, = 0,238282 (V1.33)

Nesta aplicagfio, foram necessérios sessenta e cinco e quatorze incrementos de
carga para w = 5% e w = 25%, respectivamente, para restabelecer o campo de

deslocamento imposto inicialmente.
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V1.2.3. APLICACAO 3

A terceira aplicagdo de ndo-linearidade fisica do material, é a analise de um
cilindro sélido longo, no qual é realizado um “corte ” em forma de cone sujeito a um

fluxo estacionario de calor.

O objetivo desta analise, € a pesquisa das zonas de plastificagio e a verificagio
do programa, quando comparado com o sistema computacional ANSYS versdo 5.0
A, visto que, nio se encontra disponivel a solugdo tedrica para este problema. O
modelo de elementos de contorno, bem como a geometria, s3o apresentados na figura
V1.22.

11,55 ]
11,55 ]
11,55 ]
11,55
11,55

NO DUPLO

NO DUPLO

v

Figura V1.22 - Modelo e geometria do cilindro com corte conico.
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A distribuigio de temperatura no estado estacionario é:
T =2z (V1.34)
onde z € a altura do cilindro.

A discretizagdo do modelo de elementos de contorno, ¢ feita considerando 15

elementos lineares e 75 células triangulares.

O problema de potencial é resolvido analiticamente, visto que, € conhecida a
distribuigdo de temperatura. Notar que este problema tem somente simetria
axissimétrica.

Desta forma, tem-se:

oT
on

-2n (VL35)

|
Il
Mal
I

Assim:

- Superficie inferior; q = -2

- Superficie lateral: q = 0

- Superficie conica: q = 2 sen60 = 1,73205
Os dados de propriedg,des do material s3o:

E =2,06 x 10° N/mm’
v=0,3
a=12x107°C"

G = 240 N/mm®

E; = 515 N/mm’
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A figura VI.23 mostra os pontos de plastificagio devido ao fluxo de calor
adotado.

O - PONTO DE PLASTIFICACAQ

A 4
—

Figura V1.23 - Pontos de plastificagio.

A tabela VI.10 apresenta os resultados para a tensdo de Von Mises em N/mm?
em relagdo & distancia radial, para z = 123,10 mm ( zona de plastificagdo para pontos

no interior do cilindro ).

Tabela VI.10 - Comparag3o de resultados para o, em z= 123,10 mm.

r(mm) MECw=5%) MEC(w=25%) ANSYS Diferenga entre

Meétodos
0 240,06 240,06 239,25 70,34 %
20 240,11 240,11 237,85 0,94 %
40 240,60 240,61 235,65 . 2,06%

60 243,00 242,99 23811 2,01 %
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A visualizagio grifica dos resultados da tabela (VI.10), incluindo a solugio

elastica s3o mostrados na figura VI1.24.

------ MEC (w=5%)
G. z=123,10 mm e — MEC(w=25%)
' ANSYS
m__ _Sdum eﬁsﬁca
400
200 +
200 +
100 +
0 t { r
0 20 40 80

Figura V1.24 - Tensdo de Von Mises { N/mm?2 ) x raio, na zona z = 123,10 mm.

A figura V1.25 amplia o grafico de resultados para o MEC e o MEF através do

- programa ANSYS.
e dAm AR e e MEC (w=5%)
O z2+123,10 mm — —— MEC(w=25%)
’ ANSYS

260

250 +

p 211 J s —————

20 1

210 4

200 t T

0 20 40 60

Figura VI.25 - Tensdo de Von Mises x raio ( aumento de visualizagio ).
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As figuras VI.26 e VI.28 apresentam comparagdes de resultados para a tensio
de Von Mises em fungdc do raio, para 0 MEC com w = 5% ¢ w = 25%, o MEF
através do programa ANSYS e a solugfo elastica para a superficie inferior (z=0)e
ao longo da superficie cOnica, respectivamente. As figuras VI.27 e VI.29 apresentam
a comparagdo de resultados para 0 MEC e o MEF ( ANSYS ).

SUPERFICIE INFERIOR

Oe
600 - o eeeea MEC (w=5%)
— = —=MEC(w=25%)
500 + ANSYS
Solugado eldstica
400 -
300 +
2m__
100 +
0 } : 4 T
0 20 40 &0 80 100

Figura VI.26 - Tensio de Von Mises ( N/mm2 ) x raio ( mm ), na sup. inferior.

o e MEC (w=5%)
SUPERFICIE INFERIOR o — MEC(W=25%)

ANSYS

Oe

245 +

240 —--—w_m{

Figura V1.27 - Tens8o de Von Mises x raio ( aumento de visualizagio ).
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------ MEC (w=5 %5
SUPERFICIE CONICA — — — MEC(W=25%)
Ge ' ANSYS
800 Solugdo efstica
w) ]
400 -
200 4 TS T—— ———
o] } 1 I
0 20 40 60 80 100

Figura V1.28 - Tensdo de Von Mises ( N/mm2 ) x raio ( mm ), na sup. cOnica.

. S e MEC (w=5%)
G SUPERFICIE CONICA — — — MEC (w=25%)
¢ ANSYS

280 1

zm _— _—— __--$~_'—-—— —— ——— —— — ———

200 +

160 —t } } + i r

0 20 40 60 80 100

Figura V1.29 - Tensdo de Von Mises x raio ( aumento de visualizag3o )

O fator de carga que levou ao primeiro escoamento ( ponto mais alto do

cilindro ) foi de:

A, = 0,3325447 (VL36)
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Nesta aplicagdo foram necessarios quarenta e dois e dez incrementos de carga
para w = 5% e w = 25%, respectivamente, para restabelecer o campo de

deslocamento imposto inicialmente,



CAPITULO VII

CONCLUSOES
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CAPITULO VII
CONCLUSOES

As solucdes fundamentais obtidas no presente trabalho, sio apresentadas em
fungdo de integrais elipticas completas de ordem superior. Esta representagio,
permite a obtengo das solugdes fundamentais para problemas onde o ponto fonte
coincide com o eixo de simetria ( isto €, quando rp = 0 ), visto que, quando as
solugcdes fundamentais sfio apresentadas em termos de fungdes de Legendre ( [2] e
[3]1), a fungdo y torna-se singular. A apresentagdo das solugdes fundamentais em
fung@o de integrais elipticas completas de ordem superior, permite também a extensdo
da analise para considerar um carregamento arbitrario ( isto €, condigdes de contorno
ndo axissimétricas ). Essa analise pode ser realizada desenvolvendo as solugdes
fundamentais em série de FOURIER { [34] e [36] ), sendo que, a implementagdo
ficara facilitada pelo fato de serem acrescentadas somente as fungdes

sen(n6) ou cos(nB) nas solugdes fundamentais apresentadas no capitulo IL.

Para a obtengdo das componentes da solugdo fundamental no eixo de rotagio,

foi necessario estudar a indeterminagio através da regra de I'Hopital’
u . . -

(no calculo de — ). Desta analise, concluiu-se que: para rp = 0, a contribuigdo
r

das tensdes nas diregdes radial e tangencial € idéntica, isto €, g,, = Gee , O que

proporciona uma economia no esforgo computacional.

Da analise dos esquemas de integragdo numérica para resolver as integrais
elipticas completas de ordem superior, foi concluido que apesar da complexidade
existente em transformar estas integrais em fungéo de integrais elipticas completas do
primeiro e segundo tipo ( para a utilizagio dos algoritmos apreseritados por

CODY [10] ), esta acaba sendo a opgdo mais indicada para se obter a precisio
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desejada com um esforgo computacional aceitivel. Principalmente nas analises de
problemas axissimétricos com for¢as de volume pelo método dos elementos de
contorno. Todas as integrais elipticas de ordem superior utilizadas neste trabatho,

encontram-se tabeladas no apéndice B.

As solugdes fundamentais para as for¢as de volume generalizadas obtidas neste
trabalho, foram comparadas separadamente com o trabalho de DANSON [14]. Houve
coincidéncia de resultados para as solugSes de cargas térmicas oriundas da
temperatura. Para’ as solugdes fundamentais devido ao peso proprio, s6 houve
coincidéncia de resultados para a diregdo z, e para as solugdes fundamentais devido a
forga centrifuga, sé houve coincidéncia de resultados na diregfio r. Cabe observar, que
como todas as solugBes fundamentais para as for¢as de volume generalizadas sio
obtidas seguindo a mesma metodologia, a possibilidade de erro fica bastante reduzida,
e as aplicagdes numéricas quando comparadas com as solugdes analiticas, confirmam

que as solugdes fundamentais foram obtidas de forma correta.

Para a otimizagdo dos programas elaborados neste trabalho, sugere-se utilizar o
processo apresentado por TELLES [40], que consiste numa transforma¢do auto-
adaptativa de coordenadas. Essa transformagfo automaticamente produz uma

concentragdo dos pontos de integragio de Gauss em torno da singularidade.

A resolugdo do problema elastoplastico, foi realizada utilizando a formulagio
para deformagdes iniciais em conjunto com o critério de escoamento de Von Mises,
previamente desenvolvido por TELLES [18]. Nesta formulagio, a solugio do
problema ¢ obtida através de uma relagiio matricial envolvendo as tensdes, a solugiio

elastica e as deformagdes plasticas.

Sugere-se implementar a formulag3o tipo tensdes iniciais, seguindo a linha de
pesquisa de TELLES [18].



174

Neste trabalho, as rotinas utilizadas sdo procedimentos explicitos ( nimero
elevado de iteragdes requeridos para a obtengBo da convergéncia ). Sugere-se a
implementagic de procedimentos implicitos, como os apresentados por
CARRER[41].

As aplicagbes numéricas mostraram a boa convergéncia do método quando
comparadas com as solugdes analiticas disponiveis, tais como, a solugio teorica da
aplicagio VI.2.1.

A comparagdo do MEC ( versdo linear ) com o MEF, através do sistema
COSMOS/M, demonstrou o bom comportamento do mesmo, como mostrado nas
aplicagdes V1.1.6 e VI.1.7 no ponto onde existe concentragdo de tensdes ( disco
confinado ).

O MEC quando aplicado a problemas de tensBes térmicas oriundas da
temperatura, foi analisado para incrementos de fatores de carga do primeiro
escoamento iguais a 5 % e 25 %, tendo sido obtidos resultados semelhantes para

ambos 0s casos.

A comparagdo do MEC ( versdo n3o-linear ) com o MEF, através do sistema
ANSYS, mostrou uma diferenga percentual entre métodos dentro das “tolerancias ”

da engenharia estrutural.

Sugere-se a continuagdo deste trabalho no sentido de incluir carregamentos
transientes. Uma grande aplicagio seria a otimizagio das formas de bocais
( diminuigdo das tensdes térmicas ) de trocadores de calor, visto que, as analises com
modelos tridimensionais sdo demoradas e com custo financeiro elevado, em relagio a
economia de tempo e esforgo computacional que os modelos axissimétricos

proporcionam.
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No MEC, a simples preparagio dos dados de entrada e a simplicidade na
implementagio de modificagSes nos modelos utilizados, normalmente s3o citados na
comparagdo com o MEF, mas devido a grande eficiéncia dos editores graficos
implementados nos sistemas de elementos finitos, esta vantagem deixa de ter muita
importincia. Entretanto, a grande vantagem que o MEC proporciona, é o menor
numero de elementos utilizados ( conseqlientemente menor esfor¢o computacional )
para alcancar a precisio desejada em comparagio com o nimero de elementos
utilizados pelo MEF. Cabe ressaltar, que esta dificuldade encontrada pelo MEF, pode
levar a impossibilidade da resolugio de alguns problemas e ou grande esforgo

computacional.

Deste modo, o MEC deixa de ser uma alternativa, mas talvez a Unica alternativa
disponivel. Assim, os resultados obtidos no presente trabalho incentivam a
continuagdo das pesquisas no sentido de tornar 0 método dos elementos de contorno

um instrumento habitual na anilise de problemas que a engenharia apresenta.
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APENDICE A

INTEGRAIS ELIPTICAS COMPLETAS
DO PRIMEIRO E SEGUNDO TIPO [10]

a) Integral Eliptica Completa do Primeiro Tipo EK(fkl)

EK(fkl) = SA + SB.in[L'z]
fkl

onde:

(A1)

10 . 10 .
SA=3 A;fkl? e SB=Y B; ki3

i=0

Ap=1,3862943611198906188 E00
A, =9,6573590280856255384 E-2
A, =3,0885146271305189866 E-2
A; = 1,4938013532687165242 E-2
A, =8,7898018745550646778 E-3
As = 6,1796274460533176084 E-3
As = 6,8479092826245051197 E-3
A;=9,8489293221768937682 E-3
As = 8,0030039806499853708 E-3

Ay =2,2966348983969586869 E-3

Ajo = 1,3930878570066467279E-4

i=0

Bo=0,5 |

B, = 1,2499999999990808051 E-1
B, = 7,0312499739038352054 E-2
B; = 4,8828041906862397978 E-2
B, =3,7377739758623604144 E-2
Bs = 3,0124849012898930266 E-2
Bs =2,3931913323110790077 E-2
B; = 1,5530941631977203877 E-2
Bs = 5,9739042991554291551 E-3
B = 9,2155463496324984638 E-4
B1o = 2,9700280966555612066E-5
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b) Integral Eliptica Comfrleta do Segunde Tipo EE(fkl)

1
EE{fkl) = SC + SD.In| —
(1) [ﬂdz]

onde:

(A.2)

. 10 . 10 .
SC=1+ X C;ki? e SD= 3 D; k™
i=0 i=0

C, = 4,4314718056088952648 E-1
C,=5,6805194567559156648 E-2
C3=2,1831811676130481568 E-2
Cs=1,1569595745295402175 E-2
Cs =7,5950934225594322802 E-3
Cs = 7,8204040609595541727 E-3
C,=1,0770635039866455473 E-2
Cs = 8,6384421736040744302 E-3
Cy = 2,4685033304607227339 E-3
Cio = 1,4946621757181326771E-4

D, =2,4999999999990177208 E-1
D;=9,3749999721203140658 E-2
Ds; =5,8593661255531491732 E-3
D4 =4,2717890547383095644 E-2
Ds = 3,3478943665761626232 E-2
D¢ =2,6145014700313878932 E-2
D7 = 1,6804023346363384981 E-2
D; =6,4321465864383017666 E-3
Dy = 9,8983328462253847867 E4
Do =3,1859195655501571800E-5
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APENDICE B

TABELA DE INTEGRAIS ELiPTICAS COMPLETAS

:2 % r = EK
[1- k2 co¢ ]2

1% [1- &2 cow¢]? db = EE

. do EE

4 -

’ [l—fk2 cos?tb]% fil?

e SETE RS
[1-1k2coed]2 3 & '

% cos2¢ ldd):Elz_[(p__ﬂ(z)EK—ZEE]
[1- k2 cow ]2

e G BT i (G

+ (16 - 16 k2 + 3 fk¢) EK |

®B.1)

(B.2)

(8.3)

B.4)

(B.5)

(B.6)
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. 4 1
¥ cos dp = (812 -16) fkiz EK +
[l—ﬂc2 cos’d)]% fics £l [
+ (16 fki2 + fk¢ ) EE ] (B.7)
%o 02 gp- 1 [_2amEK+(2-%2)EE] (B8)
" [1- &2 co9]2 o o ]
J& cos2$ [ 1 fice coslcb]% d¢=$[2ﬂ<12 EK-(2-1k?)EE] (B.9)
n/ cos? 2¢ _ EE 1 B
: [1- k2 co ¢ ]2 ®=Tha 21kt filz [(862 ~16) i EK +
+ (16 fki2 + fk*) EE | (B.10)

FCOS20C090 4y -—1;- (4-fk2) EK - (4+£2) EE] (B.11)
[1-1k2 co ]2 3k

(;Vz cos2¢ cos? ¢ 1

3 4 = o

[(—4+1k2) fki2 EK +( 4 - 3fk2) EE]
[1-fk2 cog ]2

(B.12)
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j:/2 cos2d cos? ¢ _dp = 2 EK _(4—ﬂ<2)EE N

[1- k2 co2 ]2 e Bt A2
(2-k2)
* 3 e s [2(2-1k2) EE-fil? EK] (B.13)
5/ CO2 ¢ | 1
e 7 = o [EE - fkiz EK ] (B.14)
[1-1k2 cosd]2
% cog ¢ ,d¢=—ﬂj‘§d2+3ﬂ(21ﬂd4[2(2—ﬂ<z)1~:E+
[1-1k2 co¢]2 ' ,
- fki2 EK ] (B.15)
jfp —Sosdecoge g é [cptl8 EE + cpt19 EK] (B.16)

[1- k2 cos?d)]%

:/2 cos4¢ cos ¢ 3 dp = —8cpr48 fkiz(fk2 - 3) EK - cpr48 cprd6 EE +
[1-1k2 con¢]2

cprd7
3 fki4

+

[2(2-fk2) EE-fk12 EK]  (B.17)
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APENDICE C

CARGAS TERMICAS ORIUNDAS DA TEMPERATURA

cprl =

cpr3 =

cprl0

cprll

cpri4

cprlé

cprdb

cprd7

(1+v)a

(zq-2zp)

3

47{2(1—\«')

nZ

1
w2

1

(1-2v)

24 k% + k4 + 8

ﬂ(6

p3

+ cpr9

(€1

(C.2)

(C.3)

(C.4)

(C.5)

(C.6)

()

(C.8)

(C.9)
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1

P = R’

2 (zq-2p)
cpr49 =3 fk T—“

cpr74 = _____(rp+3rq)

IT

cpr75

2 2

-

cpr76 = L} [2 cpr51 — 3 epr52 ( rprq)rr]
o

2
epr77 = 3 £k cprs2 i_2(rp-|;rq)
-2 p m

1
cpri8 = —;[(cpr50+%ﬁ)— 3 cprd3 rr(rp-i-rq)]
m

2
cpr79 = 3 fk* cprs3 {i_Z(rptrq):I
2 p T

3 _
cpr80 = 4 |:“_f3_ cprs1 (Srp+rq):|
2 54 r

2 2
cprg] = 3K cprs4 P_ (rp%;rq)
2 p I

(C.10)

(C.11)

(C.12)

(C.13)

(C.14)

(C.15)

(C.16)

(C.17)

(C.18)

(C.19)
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L+Mﬁ]

cpr82 = {— -

(2q-2p)°
_,__3— ﬂ(2

cpr83 =
r

cpr84 = [l _ M]

m r

2 —
cpr85 = fk_(zq?‘—zp) n,

by
2
cpr86 = [CWSO +{ Zf,l_Zp) n. _3( ZQ‘ZPS) CprsoJ
Ir I
2

Cpr87 = (Zq_zp)s C]JI'SO 3 ka

2
cpr8s = [‘CPFSI + 3(2q-2p) cprSl]

cpr89 =

cpr90 = 3(2q-2p) Cpiso(fPHQ)
ing

3 —_

p r

2
cpro1 = 35K cprs0(zq-zp) [1 2(rp+2rq)]
IT

(C.20)

(C.21)

(C.22)

(C.23)

(C.24)

(C.25)

(C.26)

(C.27)

(C.28)

(C.29)
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. 3cprsl
cpr92=(zq_—zp)|:%— 2l rﬁfp”q)] (C.30)

3fk?cprsi(zq-zp) [ 1 2(rp+r

cpro3 = ikt p) [——M (C31)

I LY m

(zq-2p)

cpr94 = -~—rr§~—- (C.32)
fic* (zq—zp

cpr9s = 2 ) (C.33)

-rqn, 3 (z - cprs2

cpro6 = :Sn + 4 :rpz) P (C34)
31q(zq-2zp) cprSl

cpr97 = P (C.35)
3(zq—~z )

Cpl'98 = —n‘s_p (C36)

. . 3cprd3 (zq-—
cprog = — rpl; + 2P (zq ) (C37)

IT IT
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APENDICE D

EXPRESSOES AUXILIARES PARA NUCLEOS DE
CARGAS DEVIDO AO PESO PROPRIO

0—cpt2 (zg-
ept3 = CPrSO—cpt (zg-2p) n, ®.1)
T
2
+
cptd = i [i_z(fp_zl’q):l (D.2)
2 |rp I
51
N P .
IT IT

-1
Ez(cpt—Z) + cpt3 cpr94 (D.49)
I

cpt40 =
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APENDICE E

EXPRESSOES AUXILIARES PARA NUCLEOS DE
CARGAS DEVIDO A FORCA CENTRIFUGA

cpté = 4 (E.1)
m
cpt7 = M (EZ)
rr
cpt8 = LB, _ FAcPr3l E3)
=20y T T 2 '
rq’
cpt9 = rq cpr50-————n 4
p 1P 0-o oy ™ (E.4)
(1—2v)
cptld = ————n 5
1Y 2('1—\)) T (E )
8 2 8
cptld = ﬂ-l-cﬂ—tgcpr&)( 2—fk2)— 3 cptlO rr cpr9 ik12+—crricpt17 (E.6)

cptls = —23&cpr9+% ept10 rr cprd (2- i ?) + P2 cpris (E.7)
T T

4
pri6 = (-4+282) (E.8)

P17 = — (16-16 K 2+3 & *) (€9




cptl8

cptl9

cpt20

cpt2l

cpt22

cpt23

cpt24

cpt25

cpt26

cpt27

cpt28

cpt29

cpt30
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— cptl6 + {16 cpr9 cpr9 + cprl4)
— cpt17 +(cpr9 cpro (8 k2-16))

- %I— n, + cpt9 cpr94

cpt8 cpr94

cpt8 fk? cpr94 cprio
cpt20 cpr$

cpt9 fk 2 cpr94 cpr$ cprio

—-——( oa: IR ) cptl0

rq cpt10 + cpt8 cpr74
2rr

e [LM}

p T

cpt8 cpr7S cprl0

cpt9 cpr74 cprS

(E.10)

E.11)

(E.12)

(E.13)

(E.14)

(E.15)

(E.16)

(E.17)

(E.18)

(E.19)

(E-20)

(E.21)

(E.22)



cpt3l

cpt32

cpt33

cpt34

cpt35

cpt36

cpt37

cpt38

cpt9 cpr75 cpr9 cprld

(rp+1q)

3rr

cptl0 cpt27

cpt26 cptl6

cpt26 cptl7

cpt8 cpt28 cptl8

cpt8 cpt28 cptl9

cpt32 cptl0 cpr9
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(E.23)

(E.24)

(E.25)

(E.26)

(E27)

(E.28)

(E.29)

(E.30)
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APENDICE F

EXPRESSOES AUXILIARES PARA A OBTENCAO DA
CONTRIBUICAQO DAS CARGAS TERMICAS

Ghom =0 f06k) o (0Gi)) _ afacy) _
RN T ol ox; | om| ox; U ol ow )™

ox;\ o \82G V) )™ T 8rG ax;

1 Orx 1 [Sik-r,i [',k]
= ng = ng ,

8nG Ox; 8nG r
Portanto
. 1
Gy 1y = SnGr [ni —riTy nk] (F.1)
c
Gk T,jnj = K:T’j nj = a—Xk(Bijij) T,jnj = a—x_’*T.k ng =
J}
0 1 ol T 1 or T
= 2|~ TG = =7 Tkng,
ox;\87G 1) MR T grG oy F
Ficando
. 1
Gux Tjn; = S G r; Tyny (F.2)



