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RESUMO DA TESE APRESENTADA A COPPE/UFRJ COMO PARTE DOS REQUISI-
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(D.Sc.).

PROPAGAGAO DE TRINCAS EM JUNTAS TUBULARES
DE PLATAFORMAS MARITIMAS

Francisco Mourdo Farias

Setembro de 1987

Orientador: Prof. Nelson Francisco Favilla Ebecken

Programa: Engenharia Civil

Este trabalho apresenta algumas aplicagdes do Método
dos Elementos Finitos na Mecdanica da Fratura, e em particular
no estudo da propagacdo de trincas em juntas tubulares de pla-
taformas marftimas.

Sdo discutidos os métodos numépicos para a simulacgdo
da Mec3nica da Fratura, como Elementos de Contorno e E&Elementos
Finitos. E dada atencgdo especial a um tipo de elementos isopara
métricos, chamados de quarto-ponto.

S3o analisados dois dos tipos mais comuns de juntas de
plataformas maritimas, uma K e outra T.

A junta K, com trinca passante, foi discretizada por
elementos planos de casca e a junta T, com trinca nao passante,
porielementos isoparamétricos sélidos. 0s resultados computacio

nais foram comparados com dados experimentais.
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PROPAGATION OF CRACKS IN TUBULAR JOINTS
OF OFFSHORE PLATFORMS

Francisco Mourdo Farias

September of 1987

Chairman: Nelson Francisco Favilla Ebecken

Department: Civil Engineering

This work presents some applications of the Finite
Element Method in Fracture Mechanics, in particular in the
study of crack propagation in tubular joints of offshore
platforms.

The numerical methods for simulation of Fracture
Mechanics, as Boundary Elements and Finite Elements, are
discussed. Special attention is given to a particular type of
isoparametric elements, called quarter-point,

Two of the most common types of joints in offshore
structures are analysed, a K- and a T-joint. The K-joint,with a
through-the-thickness crack, was discretized by plane shell
elements, and the T-joint, with a superficial crack, by solid
isoparametric elements. The computational and experimental

results are compared.
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CAPITULO I

INTRODUCAO

I.1. Estruturas Maritimas

A descoberta e produgdo comercial de petréleo em dguas
profundas deu origem a um dos mais fascinantes desafios da Enge
nharia nos Ultimos tempos. Tanto no projeto, como na fabricacdo
e montagem, indmeros problemas tiveram que ser resolvidos e no-
vos conceitos estruturais faoram propostos.

As primeiras estruturas construidas para a exploracgio
maritima de petrdleo foram simples estacas cravadas no solo ma-
rinho com uma plataforma de trabalho, ligadas a terra firme por
uma ponte. Por volta de 1950 [21], foi construida no Golfo do
México a primeira estrutura que pOde ser considerada realmente
como uma plataforma maritima. Hoje, jd se constrdem estruturas
para profundidades da ordem de 400 metros [25] e se projetam es
truturas para profundidades superiores a 1.000 metros [28].

A quase totalidade das estruturas fixas para a produ-
¢do de petrdleo sdo do tipo trelica. Estas estruturas consistem
basicamente de tré&s partes (ver figura 1.1): estacas, jaqueta e
conveses. Nos conveses ficam os alojamentos e equipamentos in-
dustriais. A jaqueta é a estrutura treligada que deve absorver
0s carregamentos dos conveses e as cargas ambientais.As estacas
transferem os esforgos da jaqueta para o solo marinho.

A grande popularidade das jaquetas entre as companhias
de petrdleo decorre de razdes econfmicas. Entretanto, estrutu-

ras de concreto foram e continuam sendo usadas com sucesso. Uma
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FIG. I.1 — PLATAFORMA MARITIMA
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caracteristica especial das estruturas de concreto &€ que elas
sdo estruturas de gravidade, que ndo usam estacas mas o prdprio
peso para se manterem fixas, e podem armazenar uma grande quan-
tidade de petrdleo em tanques submarinos. Isto pode ser um cri-
tério decisiveo na escolha do tipo de estrutura se a exportacio
de petréleo € problemdtica.

A medida que se caminha para dguas mais profundas, os
periodos naturais das jaquetas aumentam. Para evitar problemas
de ressonancia devido ao mar, é preciso fazer mais rigidas as
estruturas, de modo que o periodo fundamental da estrutura fi-
que abaixo da faixa de perfodos de maior energia das ondas (ver
figura 1.2). Como esta faixa de maior energia das ondas fica si
tuada entre 5 e 15 segundos, procura-se nos projetos obter-se

sempre periodos fundamentais inferiores a 3 segundos.

ENERGIA DAS ONDAS

T - =
5 (] 16 20 25 FERIOBO (SEG)

H-‘ PLATAFORMA ATUAIS i——, NOVOS CONCEITOS

FIG. 1.2 - ENERGIA DAS ONDAS

A maior rigidez das jaquetas convené{gﬁais-é ébt{agﬁ
usando-se pec¢as de maiores dimensdes e espessuras. Isto se tra-
duz em maiores custos nas estruturas. Estudos mostram gque ¢ cus
to varia com a terceira ou quarta poténcia [28] da profundidade,
de_modo que a partir de 300 metros de profundidade os custos

tendem a se tornar astrondmicos. Entretanto, estudos recentes
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mostram gue jagquetas convencionais sdo técnica e economicamente
vidveis para profundidades da ordem de 500m desde que os esfor-
¢os ambientais sejam suaves [35].

Para maiores profundidades, as solugdes propostas para
evitar a ressondncia sdo as estruturas complacentes (”comp]iant
structures"). Estas estruturas té&m o periodo fundamental acima
da faixa de maior energia das ondas, com perfodos da ordem de
30s ou mais. Neste caso, a inércia da estrutura é um fator im-
portante no seu comportamento. Hd sempre a possibilidade de um
perfodo natural de ordem superior ficar na faixa de maior ener-
gia das ondas, e isto ﬁrecisa ser investigado. Como exemplo des
te tipo de estruturas, pode ser citada a torre atirantada ("quyed
tower") da Exxon, instalada no golfo do México em 1983 em uma

l1dmina ddgua de 300m [28].
'1.2. Fadiga

As estruturas maritimas estao sujeitas a carregamentos
varidveis devido aos ventos, ondas, correntes e cargas operacio
nais, além do peso préprio eo empuxo. E necessdrio portanto que
o calculista considere o efeito de fadiga nas juntas tubulares,
que sdo os locais criticos da estrutura devido a descontinuida-
des geométricas ou defeitos de fabricagdo.

A maneira usual de projetar a fadiga uma junta tubular
é através das curvas S-N dadas pelas normas de projeto, como
a APT RP 2A [3]. Como em qualquer situagdo similar, parte-se da
curva com a faixa de tensfes S ("stress range" - diferenga en-

tre as tensdes mdxima e minima) e determina-se o nimero de ci-

clos N que a junta poderd suportar. Se este nimero de ciclos,
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ou equiva]enteﬁente, o tempo até a ruptura for superior a vida
especificada para a estrutura, as dimensdes da junta poderdo
ser acejtas. Caso contrdrio, a junta deverd ser redimensionada.

Na prdtica, a estrutura é submetida a ondas de diferen
tes periodos e alturas e incidindo em diferentes diregles. As-
sim, é necessario considerar o efeito cumu}htivo de todos 0s
carregamentos. Isto é feito na prdtica usual por meio da lei de
Miner, que diz que o dano de fadiga de cada carregamento pode
ser considerado independentemente dos butros.

As curvas de fadiga usadas em projeto de estruturas
soldadas podem ser de dois tipos. No primeiro, a faixa de ten-
sdes ja 6 expressa em termos da tensdo nominal. No segundo, co-
mo é o caso da curva X do API, deve-se multiplicar a tensdo no-
minal pelo fator de concentracdo de tensdes (FCT), antes de se
determinar o valor do ndmero de ciclos. Como o nimero de ciclios
é proporcional a uma poténcia de 3 ou mais da faixa de tensdes,
pode-se concluir que pequenas variagBes no cdlculo do FCT pode
levar a grandes variag¢fes no cdlculo do nidmero de ciclos.

Para o projeto de estruturas, os FCT's sao calculados
através de férmulas semiempiricas, como as de KUANG [23]. Tais
férmulas foram deduzidas a partir de resultados obtidos através
de aﬂﬂisescﬁ'jﬁﬁaStnm elementos finitos e ddo os valores dos
FCT's em funcdo da geometria da junta e dos carregamentos. Para
se usar as curvas S-N, calculam-se as tensdes axial (oa) e de
flexdo no plano (ofp) e fora do plano (off) e 05s. respectivos

FCT's. Determina-se entdo a tensdo equivalente o por

c =0, . FCTa + Ofp FCTfp * Orp - FCTff, {I.1)
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sendo esta a tensdo usada para o cdlculo de N. Pode-se argumen
tar com razao que este método de cdlculo & muito conservador,
mas deve-se considerar que o método alternativo, isto &, o cdl-
culo de cada FCT através de elementos finitos é proibitivo na
atualidade. Tal procedimento de cdlculo é detalhado por MENICONI
& ALENCAR [29].

I.3. Inspecdo e Reandlise Estrutural

Durante sua vida dtil, as juntas tubulares s3o subme-
tidas a inspegfes periddicas para verificacdo de sua integrida-
de. Se, por acaso, € encontrada uma trinca em uma junta, o en-
genheiro deverd recalcular a estrutura, sendo possivel trés al-
ternativas bdsicas.

Primeiro, é possivel que a ruptura do membro ou membros
trincados ndo provogque tensdes acima da admissivel no resto da
estrutura. Trata-se neste caso de Qm problema localizado que
nio pde em risco a estrutura como um todo. Normalmente, a ati-
tude tomada é o simples acompanhamento da trinca.

Em segundo Tugar, ¢é possivel que a ruptura do- " membro
ou membros provoque sobrecarga em outros membros ou juntas onde
seja mais facil o reparo ou o reforgo. Por exemplo, a ruptura
de uma junta abaixo do nivel do mar pode sobrecérregar outra
que fique acima da linha ddgua. Assim, a solucgdo mais prédtica
serd reforgar a junta critica na parte aérea, que serd a solu-
¢do mais rdpida e mais econdmica.

Finalmente, poderd ser determinado pela reandlise da
estrutura que a ruptura da junta trincada poderé comprometer to

da a plataforma. Neste caso, torna-se imperioso saber em guanto



tempo a trinca atingird o tamanho critico de modo que o reparo
possa ser feito em tempo hdbil. Este é o interesse bdsico do
presente trabalho.

A taxa de crescimento de uma trinca {da/dN) pode ser
estimada através da Mecdnica da Fratura, que serd discutida no
capftulo II. Existem leis experimentais, como a de PARIS, que
fornecem o valor de da/dN em fun¢cdo do fator de intensidade
de tensdes (K). O valor de K, por sua vez, pode ser determinado
a partir das tensdes gue agem na pega trincada. Assim, calcula-
das as tensdes através do Método dos Elementos Finitos ou outro
método qualquer, a determinagdo da velocidade de crescimento da
trinca é imediata.

A determinacdo de K poderd ser feita através da Mecani
ca da Fratura Linear Eldstica. Usando-se a Mecdnica da Fratura
Elastopldastica, poderd ser obtido o valor da abertura da ponta
da trinca CTOD {"crack tip opening displacement"). Comparando o
valor calculado com o CTOD critico, pode-se determinar se a
trinca jd atingiu o valor critico ou ndo.

Para se efetuar a andlise de uma junta trincada, deve-
se partir da andlise global da estrutura. Seja como exemplo a
estrutura simples da figura [.3, onde se deseja analisar a jun-
ta limitada pelos nds A, B e C.

A matriz de rigidez e o0s vatores carregamentos devem
ser condensados nos pontos A, B e C, suficientemente distantes
para ndo introduzir perturbagfes artificiais na malha de elemen
tos finitos da junta. E importante observar gue por este proces
so leva-se em conta um fato essencial, que é a perda de rigidez
da junta devido ao crescimento da trinca. Tal fato é importante

em uma estrutura muito hiperestdtica como uma jaqueta, parque
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ocorre uma redistribuig¢doc de tensdes que tende a aliviar os es-

forgos na junta e assim reduzir a taxa de crescimento da trinca.

[ |
] :
: 1]

FIG. T.3 - MODELOS DE JAQUETA E JUNTA P

Para a discretiza¢do da malha da junta, € possivel uti
Jizar diferentes graus de sofisticac¢do. Para o estudo de trin-
cas passantes, pode-se usar elementos planos ou cilindricos., Pa-
ra o estudo de trincas ndo passantes ou quando se deseja estu-
dar o efeito do corddoc de solda, € preciso utilizar elementos
sélidos.

De qualquer maneira, a geracdo da malha é uma tarefa
muito trabalhosa, sendo necessédria a utilizagdo de programas
que fagam a geragdo da malha de modo automdtico ou semi-dutomd-
tico. ALENCAR & FERRANTE [1] descrevem um programa para geracdo
automdtica de malhas de juntas tubulares usando elementos tri-
angulares planos, gue foi usado para estudar a junta K neste tra
balho. Devido a quantidade enorme de dados, é praticamente im-
possivel a geracdo manual da matha. Para a utilizagdo prdtica

-

de andlises, & obrigatdria a utilizacdo de programas de geragdo



automdtica de malhas.

A dificuldade na geragdo da malha levanta naturalmente
uma questdo sobre a utilidade de andlise de trincas. Ou seja,
quando hd@ urgéncia na determinagdo da criticidade de um defei-
to, a andlise computacignal poderd levar um tempo excessive, de
modo que se seja obrigado a tomar medidas para o reforgo da jun
ta antes da obtengdo do resultado. Agui hd dois pontos a consi-
derar.

Em primeiro lugar, a execugdo de um reparo ou reforgo
é uma tarefa longa, que pode atingir meses. Para se efetuar 0
reparo é preciso o projeto, a mobilizacdc de mergulhadores, equi
pamentos, barcos, contratos comerciais e finalmente, é preciso
que o mar esteja suficientemente calmo para permitir a execu¢ao
dos trabalhos.

Em segundo lugar, é essencial que haja programas ade-
quados, para uma geragdo rdpida e efetiva de malhas de elemen-
tos finitos para juntas tubulares. Se este for o caso, a utili-
zacdo dos métodos descritos neste trabalho poderdo ter aplica-

¢do corrente na Engenharia.

[.4. Apresentagdo do Trabalho

Neste trabalho, serd feita uma abordagem computacional
do problema de trincas em juntas tubulares através do Método
dos Elementos Finitos e da Mecdnica da Fratura.

No Capftulo II, serd feita uma apresentagado resumida
da Mecanica da Fratura, com &nfase nos conceitos mais importan-
tes para o tema da tese. A Mecdnica da Fratura pode ser subdi-

vidida em Linear El4stica (MFLE) e Elastopldstica (MFEP}. A MFLE
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pode ser aplicada em materiais frdgeis e a MFEP em materiais did
teis.

0 pardmetro mais importante da MFLE é o fator de inten
sidade de tensdes (K). Com este fator pode-se determinar o ta-
manho critico de trincas em materiais frdgeis. Nas estruturas
usuais, o comportamento dos materiais é quase sempre ddtil, de
modo que a importdncia prdtica do fater de intensificacgao de
tensdes decorre de uma lei experimental descoberta por PARIS,
segundo a qual a taxa de propagagdo da trinca é controlada pelo
fator de intensidade de tensfes.

Em pecas diteis, o pardmetro que determina o tamanho
critico de trincas € a abertura da ponta da trinca (CTOD). 0
CTOD tem uma grande vantagem de ordem prdtica pois pode ser fa-
cilmente medido com aparelhagem simples de laboratdrio.

No Capitulo III serdo discutidos os métodos numéricos
aplicdveis ao cdlculo do fator de intensificacao de tensdes e
do COD. Enfase especial serd dada aos elementos isoparamétri-
cos quadrdticos. Serdo discutidos brevemente o0s elementos de
contornos. Resultados computacionais serdo comparados com a li-
teratura.

No Capftulo IV serdo discutidos com detalhes as chama-
dos elementos quarto-ponto, que sdo um tipo especial de elemen-
tos. isoparamétricos, com vistas a aplicagdo em casos planos e
sGlidos. Tais elementos desempenham um importante papel na Mecad
nica da Fratura.

No Capitulo V serd discutida a propagagdo de uma trin-
ca passante em uma junta K. Na discretizacdo desta junta, foram
usados elementos lineares triangulares planos. 0s resultados sdo

comparados com os dades experimentais publicados pela DNV. Pos-



1

sfveis causas das divergé&ncias sdo discutidas.,

No Capitulo VI é feita uma andlise similar de uma jun-
ta T com uma trinca ndo passante. Foi usada uma malha com ele-
mentos isoparamétricos sdlidos quadféticos. A geragdo da malha
foi feita de uma forma semiautomdtica e se mostrou extremamente
trabalhosa. Por isso foram feitas poucas andlises, Ehtretanto,
foi possivel analisar além do crescimento de trinca, o tamanho
critico de trinca. 0s resultados tedricos foram comparados com
dados experimentais ainda ndo publicados pela DNV,

Finalmente, no capitulo VII é feita uma breve discus-
sdo sobre os resultados obtidos, sobre o desenvolvimento poste-
rior do trabalho e a possibilidade de aplicag¢do na prética da
Engenharia.

E para concluir este capitulo, serd feita uma breve re
sdo da bibliografia sobre a aplicag¢do do Método dos Elementos Fi

nitos e de Elementos de Contorno na Mecdnica da Fratura.

1.5. Revisdo Bibliogréifica

As primeiras tentativas de aplicagdo do Método dos Ele
mentos Finitos a Mecdnica da Fratura empregavam elementos poli-
nomiais usuais. Como na ponta da trinca as tensdes eldsticas
tendem ao infinito, as malhas nesses Jlocais eram extremamente
refinadas. Os fatores de - dintensidade -~ de tensdes eram calcula
dos a partir dos campos de deslocamentos e tensdes. Devido a po
bre performance dos elementos usados na representagdo dos cam-
pos singulares na ponta da trinca, os resultados obtidos deixa-
vam muito a desejar [9]. Um progresso significative foi obtido

guando se passou a utilizar métodos de energia, como a taxa de
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varjacdo da energia potencial da peca em funcdo do comprimento
da trinca, para a obtenc¢do do fator de Jintensidade - de ten-
sdes. Neste método, calcula-se a energia potencial da peg¢a para
duas posigdes levemente distintas de tamanho de trinca. Embora
em cada solugdo o erro cometido no cdlculo da energia potencial
sejarconsiderével, quando se faz a diferencga, os.erros tendem a
se cancelar e a estimativa do fator de intensidade : de ten-
sdes é razodvel.

A necessidade de duas solugdes leva naturalmente a
idéia da subestrutura, em que se divide a pega em duas subre-
gides, sendo uma pequena com poucos elementos em volta da trin-
ca e a outra que englobaria a quase totaTidade da pega. Em 1975,
HELLEN [13] introduziu uma alternativa ao método de subestrutu-
ra com o que chamou de método do crescimento virtual de trinca,
em que é necessdria apenas uma solugdo do problema, conforme se
rd mostrado no capftulo II. Mais importante, no mesmo trabalho
HELLEN Intreduziu um novo principio para a determinacgdo da dire
¢do do crescimento de trinca, e que corresponde a diregédo de
maior liberacdo de energia potencial.

Uma das primeiras tentativas de representar o campo
singular de tensdes e deslocamentos foi devida a BYSKOV'[10].
Para isso, acrescentou aos termos polinomiais da fungdo de in-
terpolacdo, alguns termos com singularidades adequadas.

Outra linha de ataque foi a utilizagdo de elementos h1
bridos, proposta por PIAN, TONG & LUK [37] em 1971.

Também o método dos elementos de contorno foi proposto
para o estudo da Mecdnica de Fratura [7,11,44]. Este método
apresenta uma grande vantagem porque tem uma singularidade na

solugdo fundamental, e se presta portanto a descrever 0S Campos
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de tensdes e deslocamentos. A aplicacdo direta dos elementos de
contorno pode levar amau condicionamento nas integracgdes huméri
cas ao se fazer a discretizagdo da trinca, Este problema pode
ser evitado nos casos de simetria ou com uma abertura artificial
da trinca. Mas a solucgdo adotada foi a criagdo de solugdes fun-
damentais que jd incorporam o efeito da trinca. No Capitulo III
a aplicacdo de elementos de contorno serd feita com mais " deta-
Thes.

Em 1975, HENSHELL & SHAW [16] e em 1976 BARSOUM [4]
propuseram, independentemente, um novo enfoque para elementos
isoparamétricos quadrdticos. Eles mostraram que com um posicio-
namento adequado dos nds intermedidrios é possivel representar
as singularidades requeridas para as tensdes da ordem de rh% na
MFLE, sendo r a distdncia & ponta da trinca. BARSOUM [4] mostrou
ainda que estes elementos poderiam também representar as singu-
laridades da MFEP, também com um posicionamento adequado dos
nés. Tais elementos, chamados quarto-ponto ("quarter-point
elements") tém os seus nés intermedidrios deslocados da posicgdo
central para a quarta parte do comprimento do lado, conforme
serd discutido nos Capitulos III1 e IV, BARSOUM [5] estendeu a
idéia para o estudo de trincas passantes em placas & cascas.

Em 1977, HIBBIT [16] provou gque elementos isoparamétri
cos de ordem superior podem simular ndo sé singularidades de ten
sbes do tipo r'% como também do tipo r'M/(M+1), sendo M o coefi
ciente de encruamento, embora as vezes de forma aproximada, Com
isso, elementos isoparamétricos podem ser usados para estudar
o comportamento de materiais com diferentes coeficientes de en-
cruamento.

-

F interessante ressaltar que o conceito de elementos
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guarto-ponto também pode ser usado com Elementos de Contorno.
Outro ponto a notar existem formulagdes para evitar distorcdes
do campo de tensfes devido ao deslocamento do nd intermedidrio
de sua posigdo central [31].

Em 1978, LYNN & INGRAFFEA [26] introduziram o conceito
de elementos de transigdo, a serem usados entre os elementos
guarto-ponto e os elementos regqgulares do resto da malha.

Também em 1978, PU, HUSSAIN & LORENSEN [38] formularam
0 elementoc quarto-ponto cidbico.

Em 1981, HUSSAIN, COFFIN & ZALESKI [18] e em 1983,
MANU {27], estenderam o conceito para elementos quarto-ponto so
Tidos.

A forma ideal do elemento quarto-ponto foi estudada
por PEANO & PASINI [36] em 1982, por HUSSAIN, COFFIN & ZALESKI [18]
em 1981 e MANU [27] em 1983.

A popularidade dos elementos quarto-ponto deve-se a0
fato de serem eles elementos isoparamétricos comuns, gozando de
todas as suas propriedades de convergéncia, como completidade e
compatibilidade. Com isso, as modificagdes introduzidas nos sis
temas computacionais comuns no mercado sdo minimas, como feito
por ALVES [2] no sistema DINAC.

Entretanto, se a literatura sobre os métodos numéricos
em Mecdnica da Fratura € abundante, ¢ mesmo nao ocorre com 0s
dados publicados sobre ensaios mecdnicos em juntas tubulares. Um
dos primeiros trabalhos publicados foi o de MOE & GIBSTEIN [30]
em 1980 sobre fadiga em uma junta K, cujos resultados sdo usa-
dos aqui. Para o estudo da junta T, fui obrigado a usar resulta
dos ainda ndo publicados de ensaios realizados pela DET NORSKE

VERITAS. S6 recentemente tém sido publicados resultados experi-
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mentais com maior frequéncia [24,32]. Os dados experimentais sio
essenciais para a validagdo dos modelos computacionais e a di-
fusdo da Mecidnica da Fratura como mais uma ferramenta da Enge-

nharia Estrutural.
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CAPITULO II

MECANICA DA FRATURA

IT.1. Introdugdo

Com a utilizagdo generalizada do ago e do ferro fundi-
do como materiais bdsicos de construgdo a partir do século pas-
sado, ocorreu uma série de rupturas catastréficas em estruturas
e equipamentos. Em muitos casos, as rupturas aconteceram com pe
ga§ sujeitas a tensbes flutuantes e a causa foi identificada co
mo sendo a fadiga. Entretanto, em muitas outras ocasides, as pe
¢as fraturadas estavam sujeitas a esforgos estdticos ou quase
estdticos, com tensdes nominais ou médias bem abaixo do Tlimite
de resisténcia do material.

Uma sequéncia de fraturas particularmente séria ocor-
reu com navios fabricados nos Estados Unidos durante a Segunda
Guerra Mundial. Estes navios foram construidos de chapas solda-
das por operadores muitas vezes inexperientes. De um total de
5.000 navios construidos, pelo menos 200 sofreram fraturas con-
sideradas como sérias e 16 partiram-se completamente em dois [42].
Foi constatado que as fraturas se iniciavam em regides de gran-
de concentragdo de tensdes, como nas soldas.

0 estudo desses problemas levou a criagde da Mecdnica
da Fratura nos 20 anos posteriores a Segunda Guerra Mundial, a
partir da Metalurgia, da Elasticidade, da Plasticidade e de es-
tudos pioneiros de GRIFFITHS e de WESTERGAARD:[9]. Hoje, a Mecd-
nica da Fratura € um ramo da Engenharia em pleno desenvolvimen-

to, sendo aplicada na constru¢do de estruturas, vasos de pres-
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sdo, avides, instalacdes nucleares, etc., Como as modernas técni-
cas computacionais possibilitam o cdlculo preciso das tensﬁés e
as estruturas se tornam cada vez mais esbeltas e sujeitas a
maiores esforgos, a Mecdanica da Fratura fica com uma drea de
aplicagdo cada vez mais ampla. O presente trabalho, por exemplo,
procura a utilizagdo conjunta do Método dos Elementos Finitos e
da Mecdnica da Fratura em um problema que se torna dia a dia
mais critico para a inddstria do petrdleo.

Para o presente trabalho, a Mecdnica da Fratura pode
ser dividida em linear eldstica (MFLE) e elastopldstica (MFEP).
A drea de aplicacdo de cada teoria depende basicamente da razdo
entre a tensdaoc nominal atuante (o) que provoca a rﬁptura e a
tensdo de escoamento (oe). Em materiais extremamente diteis, on
de a tensdo nominal atinge a valores muitos prdximos ac éescoa-
mento, torna-se vélida a teoria do Estado Limite da Plasticida-
de. Em materiais frdgeis, pode-se aplicar a MFLE. Os casos in-
termedidrios sdo o campo de aplicagdo da MFEP. Como uma indica-
¢do prdtica, sem maior rigor, a tabela II.l delimita o campo de
aplica¢do de cada teoria a partir da razao o/oe em que ocorre a

fratura.

0/0, Teoria
0 a 0,45 MFLE
0,45 a 0,90 MFEP
0,90 a 1 Estado Limite

Tabela II.1 - Aplicagdo das teorias de fratura
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I1.2. Teoria de GRIFFITHS

A abordagem moderna da Mec@nica da Fratura foi inicia-
da por GRIFFITHS em 1920, de acordo com BROEK [9]. GRIFFITHS
tentou explicar a discrepdncia entre as tensfes de ruptura medi
da e tedrica dos materiais, jd que de acordo com a Metalurgia a
tensdo de ruptura (Or) deveria ser da ordem de E/10 [22], onde
E é o médulo de elasticidade, enquanto os valores praticos sédo
da ordem de E/1000, Assim, para o aco carbono comum, . deveria
valer cerca de 210.000kg/cm?® enguanto os valores medidos atin-
gem valores tdo baixos como 4.000kg/cm?.

GRIFFITHS postulou que a discrepancia ocorria devido a
pequenas trincas internas que provocavam altas concentrag¢des de
tensdes e que levavam os materijais a ruptura mesmo que a tensdo
nominal estivesse bem abaixo do limite tedrico de resisténcia.
Para comprovar sua teoria, GRIFFITHS testou barras de vidro co-
mum e de um vidro especialmente fabricado para minimizar a for-
macdoc de defeitos. 0 vidro comum apresentbu baixa tensao de
ruptura mas o vidro especial apresentou resisténcia da ordem de
grandeza do valor tedrico.

GRIFFITHS procurou ainda estabelecer um critério de
propagacdo de trincas sob carga estdtica. Para isso, considerou
uma chapa de espessura unitdria submetida a uma tensdoc de tra-
¢io o, com uma trinca central de comprimento 2a e os bordos tra
cionados engastados (ver figura II.1).

Quanto maior for a trinca; maior serd a tensado média
na secdo resistente. Assim, deve haver um comprimentominimo aci-
ma do qual a trinca poderd se propagar bruscamente. GRIFFITHS

procurou determinar este comprimento critico usando critérios de



-19-

energia, a partir da energia de deformagdo da chapa (U) e da

energia necessdria para criar as superficies da trinca (W).

VOIII DI PII I
S
. .__:I 24a ,
IS
_FIG I[_.!- CHAPA COM TRINCA

Como os bordos da chapa sdo engastados, a energia po-
tencial do sistema é jgual a energia de deformagdo. Se a trinca
sofre um acréscimo 2da, a chapa se torna mais flexivel e a ener
gia de deformagdo diminui. GRIFFITHS determinou, a partir de re
sultados obtidos por INGLIS sobre uma chapa com uma trinca elfiti-
ca, que o decréscimo da energia de deformacgdo U devido a frinca

era dado por

m og%a? (IT.1)

] —

A energia necessdria para a criagdo da trinca W é dada

por

W = 4ya (17.2)

onde vy é a densidade de energia superficial do material. (0 fa
tor 4 provém do fato de a trinca ter 2 faces de comprimento?2a.)

GRIFFITHS postulou que a trinca poderia se propagar
quando a energia de deformagdo liberada por um acréscimo 2da

fosse igual ou maior gque a energia necessdria para criar as no-
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vas superficies da trinca, ou seja,

dl AW
d(2a) 2 d(z2a) (11.3)

0 comprimento critico de trinca a. pode entdo ser de-

terminado por

2vE | (11.4)

Assim, se a <« a., 2 trinca ndo se propagariar e se
a >a.a trinca poderia se propagar. A energia em excesso U-W
se transforma em energia cinética de vibrag¢do e energia sonora.
A equacgdo (II.4) permite ainda uma outra interpretacdo.
Considerando o tamanho de trinca como fixo, pode-se aumentar a

tensdo até um valor critico 0!

o = —1 (I1.5)

De modo geral, pode-se definir o valor critico do pro-

duto a/a, ou, por convenidncia, oy/wa:

(G/E‘Z)C = /2Ev (11.6)
0 produto oyma desempenha um papel fundamental na Me-
canica da Fratura, e serd encontrado muitas vezes nas secgfes se

guintes.
Serd definido agqui a taxa de liberagdo de energia po-

tencial G, que para o caso da placa da figura II.1 é dado por
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Assim, o critério de GRIFFITHS (II.3) pode ser escrito

COmo

aW _
sz (I1.8)

0 critério de GRIFFITHS descreve de modo aceitdvel o
comportamento de materiais frdgeis como o vidro. No caso de ma-
teriais didteis, observé—se uma regido plastificada razoavelmen-
te grande na ponta da trinca, de modo gque a energia necessdria
para o crescimento da trinca deve incorporar um termo adicional
para esta plastificacdo. Assim, de acordo com KNOTT [22], IRWIN
e OROWAN propuseram que pafa materiais didteis a equagdo (II.4)

fosse moditicada para

a. = —z (v + yp) (I1.9)

onde yp é a densidade de energia para plastificar a regido da
ponta da trinca. Experimentalmente, verificou-se que yv/yp € da
ordem de 10'3, de modo que a equagdo (II1.9) pode ser escrita
para metais ddteis como

a_ = 25 v (11.10)

o
Dentro de certos limites, a equagdo (II.10) pode ser
considerada como vdlida. Infelizmente, em pegas complexas ¢é di-

ficil avaliar yp, que depende da geometria da pega e da trinca,
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além do carregamento e do material. Deve-se notar aindé que
(I1.3) e, conseqientemente, (II.4) e (II1.10), representam crité
rios de fratura necessdrios mas ndo suficientes. Em outras pala
vras, a trinca pode atingir o tamanho critico mas ndo se propa-
gar.

GRIFFITHS estabeleceu o seu critério é partir da ener-
gia global da pega, sem se preocupar com 0 estado de tensdes na
ponta da trinca. Isto serd feito nas prdximas seg¢bes, apds a

apresentagdo dos modos bdsicos de fratura.

I1.3. Modos de fratura

A fratura de uma peca pode ocorrer de trés modos bdsi-
cos, conforme mostrado na figura II.Z2.

No modo I, chamado modo de abertura, a trinca se pro-
paga a partir de tensdes perpendiculares a seu plano. Tecnica-
mente, é o mais importante, e foi o modo considerado por GRIFFITHS.

No modo II,lchamado modo de deslisamento, a trinca se
propaga por tensdes paralelas a seu plano e a diregdo de propa-
gagao.

No modo II, chamado de rasgamento, a trinca se
propaga por tensdes paralelas a seu plano mas perpendiculares a
direcdo de propagagdo.

Em pecas reais, é muito comum que a propagac¢do da trin
ca ocorra através de combinacdo dos tré&s modos bdsicos. Como
exemplo, a trinca da chapa da figura II.3 pode ocorrer por uma

combina¢do dos modos I e II.
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{a)

MODO 1 ABERTURA

e

pea
e

(b)

MODO 1TII[- DESLIZAMENTO

=

(c)

MODO I - RASGAMENTO

Fl6. II.2 - MODOS DE FRATURA
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No caso de uma pega de geometria complexa como. uma Jjun
ta tubular, a propagagdo de trincas se dd através de uma combi-
nagdo dos trés modos.

Analisando-se as figuras [1.2-a e -b, nota-se que o0s
deslocamentos ocorrem apenas no planc da chapa, ou seja, u'e v
sdo independentes da coordenada z e w € nulo. Assim, no caso
dos modos I e Il pode-se usar a Teoria da Elasticidade Plana.

No caso da figura II.2-c, 05 deslocamentos u e v 530
nulos e w depende apenas das coordenadas x e y. Assim, no modo

III € possivel simplificar o problema.

IT.4. Elasticidade plana

Para o estudo dos modos I e II, pode-se partir das

equagdes de equilibrio da Elasticidade Plana [34].

dox , 39xy _ | (I1.11)
ax ay
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3oxy 30y _
3x tay -0

—n
p—
—

L12)

onde, como usualmente, ox e gy sdo as tensdes normais nas dire-
‘¢Bes x e y, respectivamente, e oxy é a tensdo de cisalhamento.

Pela lei de HOOKE, no estado plano de tensdes,

Eex = ogx - voy (I1.13)
Eey = oy - vox (I11.14}
2UEXY = OXY (I1.15)

onde v é o coeficiente de POISSON e yu é o médulo de elastici-
dade transversal. Por definigdo, as deformagdes €x, €y e exXy

sdo dadas por

[eF]
=

€X=8—X' (11.16)

ey =g__; (I1.17)
_ 3du R

2eEXy = Ty oy (11.18)

onde u e v sdo os deslocamentos nas diregfes x e y, respecti

vamente.

As deformagdes devem satisfazer a equagdo de compatibi
lidade:

d2ex d%ey d2exy _
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As equacdes de equilfibrio (II.12) e (I1I.13) sdo iden-
ticamente satisfeitas quando as tensdes sdo expressas em termos

da funcdo de AIRY &(x,y):

o, = 378 (11.20)
2@ .
o, =g—x, (11.21)
2
o
ny='aax3y (11.22)

Exprimindo-se as deformagdes especificas em termos de
funcdo de AIRY através da lei de HOOKE, equagdes (II.14)a(II.16),

e usando-se a equacgdo de compatibilidade (II.20), chega-se a

VEvze = 0 (II1.23)

2 32 11.24
= +
v 377 (17.24)

A equagdo (11.23) foi obtida considerando-se o estado
plano de tensdes, Entretanto, pode-se mostrar de uma forma in-
teiramente andloga que ela também é vdlida para o estado plano

de deformacdes. Formalmente, € necessdrio apenas fazer as subs-

tituigdes
E
E I1.25
- ( )
v > T¥G (11.26)



_27-

para se passar das solugdes do estado plano de tensdes para o
estado plano de deformagdes. Deste modo, os problemas da elasti
cidade plana podem ser resolvidos gquando se encontram funcgdes
biharménicas que satisfagam as condigdes de contorno apropria-
das.

Deve-se notar que embora os estados planos de deforma-
cdo e tensdo serem bastante similares do ponto de vista matema-
tico, o0 mesmo ndo ocorre do ponto de vista fisico. Assim, um
material pode se comportar de ddtil quando submetido a estado

plano de tensdo e de maneira frdgil se submetido a estado plano

de deformagbes. Isto serd--discutido-mais adiante. Também-tempe- -

raturas baixas podem fragilizar materiais.

Conhecida a fungdo @, as tensdes podem-ser calculadas
por (I1.20) a (I1.22). E necessdrio agora exprimir os desloca-
mentos e as deformacgdes em termos de .

Por (II.16), (II1.13), (I1.20) e (II.21), encontra-se

29 2¢
T T T (11.27)

Somando e subtraindo 9829¢/03x2 ao segundo membro, obtém-se
= V20 - (14+V)gr (I1.28)

De modo andlogo, obtém-se a partir (II.17),

D 920
EB—; = V20 - (H“)W (11.29)

Seguindo o raciocinio de MUSKHELISHIVILI [34], seja

P, = V2¢ (I1.30)

1
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-

Como & é biharmdnica, PI & harmdnica:

Seja P2 a funcdo harmdnica conjugada de P]. Entdo P]

e P2 satisfazem as condicgdes de CAUCHY-RIEMANN:

L
X oy (11.32)
3P ap

S Y

ot (11.33)

Integrando (I1.28) e (I1.29), obtém-se, usando (1I1.30),

a»
L=d

|

By = SV2edx - (1+v)32 + F1(y) (11.34)

=¥
>

o

Ev = f veady - (1+v)22 « f2(x) (11.35)

w
<

Para determinar as fungdes f1(y) e f2(x), deve-se calcu

lar oxy. Assim, usando {II.30),

- aP ) 2 '
o - ' l _ a“d 1
Egy = ?W dX (]+V)axay + f] (y) (11.36)
&P 2
aV _ b a°® 1
E-rx‘ —f—xdy - (1+\))W+ 2 (X) (11.37)

Al _ 32@ '

ETy" - P2 - (-|+\))3xay + f-[ (y) (11.38)
dy = P 2

ET ? - (-I+\J)-aa—x-aq)—y+ le(X) (II 39)
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onde f1'(y) e f2'(x) sdo as derivadas de fl(y) e f2(x} em rela-
¢io a-y e x, respectivamente. Logo, somando as duas dGltimas equa

cbes, obtém-se

au av,y _ ) |
E(57+ ﬁ) = _2(1+v) %37 + f1'(y) + f2'(x) (I1.40)
como
E = 2u(l+y) | (I1.41)

tem-se, a partir de (I11.18) e (II.15),

2(1+v) oxy = -2(1+v) 22 + F11(y) + f2' (x) (11.42)
9Xay

Usando-se (II1.22}, obtém-se finalmente

F1'(y) + f2'(x) = 0O (11.43)

Assim fl(y) e f2(x) sdo fungdes lineares de y e de X,
respectivamente, e representam movimentos de corpo rigido.

Portanto, dada a funcdo de tensdes @, pode-se determi-
nar os deslocamentos u e v a partir de (I1.34) e (II.35), res-
pectivamente, a menos de movimenio de corpo rigido.

Foi demonstrado por MUSKHELISHIVILI [34] que a fungdo
de AIRY ® pode ser expressa de forma conveniente em termo de

duas fungdes harmdnicas 9 (z) e x(z).

®(z) = Refzoly) + x(z)} ' (11.44)
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onde..;z '€ a varidvel complexa
r =X + 1y, (11.45)

Re representa a parte real da varidvel complexa, Im a parte ima
gindria e a barra superior () representa o complexo conjugado.

Por exemplo,

As fungdes ¢ (z) e x(z) sdo chamadas fungles de GOURSAT,
que, de acordo com MUSKHELISHVILI {34], foi o primeiro a dedu-
zir a equacgdo (II1.44).

MUSKHELISHIVILI demonstrou ainda que as tensdes e 0s

deslocamentos podem ser obtidos através das relagdes

ox + oy = 2[p'(z) + ¢'(2)] (I1.47)
gy - ox + 2ioxy = 2[Ze"(Z) + x"(C}] (I1.48)
2u(u+iv) = 2ip{z) - Te' (L) - x{(T) (11.49)

onde ¥ é definido por
- 3.V
= Try {(11.50)

para o estado plano de tensdes. Usando a substituigdo (11.26),

para o estado plano de deformagdes n serd definido por
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% = 3 - 4v (IT.57)
0 apdstrofe (') significa derivagdo em relacdo a ¢. Por exemplo,
o' () = — (11.52)
Usando as fungdes harmdnicas apropriadas ¢ (&) e v(z),
g possivel determinar os campos de deslocamentos e tensfes para
os modos de fratura I e II. Isto foi feito pela primeira vez
por WESTERGAARD em 1939, de acordo com KNOTT [23].

11.5. Modo I

Seja a chapa infinita da figura I1.4, carregada no mo-

do 1.

t 444
T
1A
Vb

FIG. II. 4 = CHAPA COM MODOi
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As condigdes de contorno sdo

[ A
>
| A
fa b}
b
I
o

cy = 0 em -a

oxy = 0 em -a

[ A
>
| A
Y]
e
o
o

oy = o em r s e
gx = ¢ em r +

oxy = 0 em ro o

Nota-se que uma condigdo mais realista no lugar

(I1.56) seria ox = 0 quando r + e« , mas isto ndo altera a

gularidade da ponta da trinca, pois nesta regido as

eldsticas crescem indefinidamente. Note ainda quer € medido

ponta da trinca e nao da origem das coordenadas.

A fungdo de AIRY que satisfaz a estas condigdes

da por [21]
o(r) = Re{ffo*(r)dzdg - iy fox{r) dg}

sendo

M

Usando as equag¢des (I1.20) a (II.22), obtém-se

920 . e
oX = gyE = Re{d*(g) + iye*'(r)}
928 . e
oy = gyxz = Ref{ox(g) - iye*'(z)}

2
oxy = - 22 = _y Re{o*' ()}

axay

é

.53)
.54)
.55)
.56)
57)

de

sin

tensdes

da

.58)
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Substituindose os valores de @&*(g) e o*'(z) a partir

de (II1.43), obtém-se finalmente:

2
ogx = Re {‘(ﬁga% t iy ((Cz(_jaz)_% - (Caﬁgé)afz) }(11.63)

2

gy = RE{"(C—CzHE??)‘ - 1Y ((Cchaa)% - (Cac_jga)a/z) P-(I1.64)
2

oxXy = _yRe{(ngaa)% _ (Cz?ga)wz } (I1.65)

E facil verificar que estas equagfes satisfazem as con
digdes de contorno (I11.53) a (II1.57). Seja, por exemplo, a con-
dicdo (II.56). Observando-se {II.63), nota-se que quando [ » =,
o0 primeiro termo entre as chaves tende a o e 0os dois Gltimos
tendem a zero. Assim, ox » g, como exigido. Seja ainda a condi-
cdo (II.54). Neste caso, como y = 0, a varidvel ¢ se torna real,
isto é, -a < ¢ = x < a. Entdo, os dois termos entre as chaves
sdo imagindrios puros e gxy = 0, como exigido. As demais condi
¢Bes podem ser verificadas de maneira andloga.

De modo andlogo, os deslocamentos podem ser obtidos a
partir (I1.34) e de (I1.35), a menos dos movimentos de corpo ri

gido:

o(1-v) Re(z2-a2)% - g(1+v)yImiz (£2-a2) 5} (11.66)

Eu
1 _1
Ev = 20Im{z?-a?}?® - o(1+v}yRe{r(r2-a2) ?*} (IT.67)

No Apéndice A, sdo dados mais detalhes sobre a dedugdo

das equacdes (II1.60) a (I1.67}).
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IT.6. Modo II

Serd considerada agora a chapa infinita da figura I1.5

carregada no modo II.

> > > —>
FIG,ITL5 — CHAPA COM MODO IT

As condigdes de contorno sdo:

oy =0 em -a < x< a, y»=20 {11.68)
oxy = 0 em -a< x<a, y=0 (11.69)
ox =0 em r > o (I1.70)
oy =0 em r -+ o (I1.71)
oxXy = T em r -+ ‘o (11.72)
A funcdo de AIRY agora é dada por [21]

o(z) = Re{-yfo*(z)dc} (11.73) -

onde agofa
o%x(r) = TS (11.74)

£*-a%)z
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As tensdes sdo dadas por:

ox = %;3 = 2 Im {8%(c)} + y Re{o*'(z)} (11.75)
oy = g:z = -y Re{d*'(g)} (I1.76)
oxy = - gg;% = Re{2*(z)} - yIm{e'{z)} (11.77)

Usando (I1.56), obtém-se finalmente

ox = 2T gy 1+ yRE{ rrs T ) 11.78)
fzamg 1T Yooyt ~ (@27 P (11.
2
U_y = —yRe{.(-ng_aa)%‘ (;2_'[';:2)3!‘2 } (1179)
T T = 122
oxy = Re{m} - ylm{(ca_aa)% - (Eg_ag)ajz} (1180)

Da mesma maneira que foi feita para o modo I, pode-se
mostrar facilmente gue estas equagdes satisfazem as condigdes
de contorno (I1.50) a (II1.54).

De modo andlogo, os deslocamentos podem ser obtidos a
partir de (I1.34) e (II.35), a menos de movimentos de corpo ri-

gido:

Eu ZTIm{(ca-az)%} + (1+v)1yRe{c(§2-a2)_%} (I1.81)

Ev = —(1-v)wRe{(z2-22)%} - (1+v)yrIn{z(c?-a2) "%} (11.82)

No Ap&ndice A, sdo mostrados mais detalhes da dedugdo

das equacdes (I1.75) a (11.82).



IT.7. Modo 111

Serd considerado agora o bloco da figura II.6 submeti

da a carregamento do modo III.

\\.1— _.—_._._.—-“
i .
|
w\\
U
dig.
o\
& ¢
x

Fi6.II. 6 — CHAPA COM MODO TII

0 problema € agora tridimensional mas sua solugdo tam-
bém pode ser obtida através de uma fungdo potencial. Para esta-
belecer as condicdes de contorno, deve-se notar que as faces da
trinca devem estar livres de carregamento. No infinito, a dnica

condicdo de contorno ndo nula €
oyz = q em r & e (11.83)

Serd suposto agora que o dnico deslocamento ndo nulo €
w, que por sua vez é fungdo apenas de x e de y. As dnicas .ten-
sfes nulas serao oxz e oyz. Assim, as equagbes de equilfbrio da

Teoria da Elasticidade se reduzem a [34]
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90XZ ooyz _ |
T 5y - 0 (11

Como w ndo depende de z, tem-se

A
OXz = Vg (I
agyz = %% (I1

Substituindo-se (I1.85) e (I11.86) em (II1.84) obtém-se

vZw =0 v (I

considerando [2]

obtém-se de (II1.85) e (11.86),

oXZ Im{d' ()} (I1

Re{d'(z)} (I1.

oyz

e, através de (I1.88) e (I1.89), pode-se escrever finalmente

.84)

.85)

.86)

.87)

.88)

.89}

.90}

91)
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CXZ = Im{—(?(_:l—gz—)—{} (11.92)
oyz = Re{ﬁzf‘—gzﬁ} (11.93)

Quande ¢ + ® , 1 > o e 0 termo entre as chaves de
(11.92) e (II.93) tende ao nimero real g. Portanto, oxz - O e

oyz - ¢, conforme exigido pelas condi¢des de contorne no infini

to.

Nas faces da trinca, y =0 e ¢ se torna a varidvel
real x, - a < g = x < a, Assim, o termo entre .as chaves de
(17.92) e (I1.93) resulta em um imagindrio puro, .e portanto

gyz = 0 conforme requerido. Como além disso oyy e oxy sdo iden
ticamente nulos, todas as condigdes de contorno sdo satisfeijtas.
0 Gnico deslocamento ndo nulo w pode ser escrito a

partir de (II1.88} e (11.89):
1
w = %xm(ga-az)a (I11.94)

As funcdes de AIRY ®(z) para os trés modos foram apre-
sentadas aqui sem maiores explicagfes. Entretanto, € possivel
deduzir pelo menos suas caracteristicas bdsicas a partir | das
condigdes de contorno nas faces da trinca e no infinito [41].As-
sim, conforme serd mostrado no Capitulo III, € possivel se de-

duzir como as tensfes se comportam na ponta da trinca.
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11.8. .Fator de Intensidade de Tensges

Havendo encontrado as ténsﬁes para os trés modos de
fratura, serd examinado agora como estas tensdes se comportam
em uma regido prdxima & ponta da trinca. Isto possibilitard a
introdugdo de um conceito fundamental da Mecanica da Fratura, o
fator de intensidade de tensfes (FIT},

Serd considerado inicialmente o modo I. De acordo com

a equagdo (II.64),

_ or . o} or®
ox = Re{—(?_—aa—)—%- + 1y ((Ca_aa)% - (Cz_az)sfz)} (11.95)

Serdo introduzidas as varidveis r e © ({ver figura II1.7)

Y T < \

. ./
ZG.___%'

Fle.IL 7~ DEFINIGAO DE VARIAVEIS

T
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Considerando uma regjdo bem préxima a ponta da trinca,

r << a (I1.96)

pode-se em primeira aproximagdo fazer

£® - a%® = (¢ + a)(z - a) (11.97)
£? - a® = 2arel® (11.98)
cza (I1.99)
y = rsen@ (171.100)

(esta Gdltima expressdo é exata}. Substituindo-se estas expres-
sdes em (II1.95) e considerando que r & suficientemente peque-
no, obtém-se a equagdo aproximada para a tensdo ox na vizinhan-

ca da trinca:

ov'a
/v

e 30

ox = cos % {1 - sen 5 sen 77) (I1.101)

De modo andlogo obtém-se

0 30

oy = -+ cos = (1 + sen 3 sen “5-) (I1.102)
T 2 2 2

OXy = 9:% cos % sen % cos %? (I1.103)
Jor

Nestas tré&s dltimas equagbes, o produto o a aparece

para quantificar as tensdes, ou em outras palavras, para indi-
car a severidade da trinca. E claro que o mesmo campo de ten-
sdes pode ser obtido para carregamentos e trincas diferentes,

desde que o produto o/a se mantenha constante. Por isso, serd
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definido o fator de intensidade de tensdes KI cCOmo

KI = gv/ma (I1.104)

onde o indice I indica o modo de fratura e o fater ¥7 & colo-
cado por conveniéncia. Deve-se notar que o produto g/ma jé foi
encontrado quando se discutiu a teoria de GRIFFITHS (ver equa-
¢do (I[.6). Deve-se notar que o FIT & dimensional, com unidades

_3/2, por exemplo, ndo devendo ser confundido com o fator

de Nmm
de concentragdo de tensdes (FCT}, que é adimensional.
Usando KI, as equagbdes (II.101) a (I1.103) podem ser

escritas como

K
ox = _1_ cos & (1 - sen 9 sen EQ) (I1.105)
P p ?Z
J2ur
K1 0 o 30
Oy = ——= ¢0S » (1 + sen 5 sen 77) (IT.106)
Y2mr
K o o 30
OXy = —— C0S % Sen % C0S 5 (11.107})
2Tr

Pode-se mostrar ainda que os deslocamentos podem ser

dados por

-~

_ L Sy 0 » ©
u = TR Cos 3 (n - 1 + 2 sen 2) (1I1.708)
Sy TE sen 2 (w + 1 - 2 cosz 2 (I1.109)
V721 7n 7 \* 2 :

onde n» foi definido pelas equagBes (II.50) e (II.51) para esta

dos planos de tensdes e de deformagdes, respectivamente.
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Para o modo II, as relagdes sdo

K
I1 8] e 30
ox = —— sen % (-2 - cos COS )
Jzmr 2 z7 7
K11 o o 30
Oy = ——— Sen = CO0S 5 COS
vemr
Ky 0 0 30
oxy = ——— cos » (1 - sen » sen =)
Y2t
u =El£ ifsen 9 (¥ + 1 + 2 cos? 9)
2u’ 2n ? ) 2
v =EllV/T? cos . (-% + 1 + 2 sen? 9
2ut 2nm ? 2
é definido por
KII = 1¢yTa

Para o modo [II, obtém-se

-K
JS2Tr
K
oyz = EEE cos %
Y2r
2K
_ III r 3]
W o= g /'?F sen =

onde KIII é definido por

Kppp = avna

Observando-se as equagdes (II.104) a (I1I.119),

(11.110})

(I11.111)

(I1.112)

(I1.113)

(I1.114)

(I1.115)

(I1.1176)

(IL.117)

(I1.118)

(I1.119)

chega-
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se a uma conclusdo fundamental sobre a MFLE: na ponta da trinca,
as tensdes sdo proporcionais a r'% e os deslocamentos a r%. F

claro que nos materiais reais as tensdes devem ficar limitadas

e haverd necessariamente uma regido plastificada na ponta da trin

ca.

As equacgBes (I1.104) a (I1.119) foram obtidas conside-
rando-se chapas infinitas sujeitas a carregamentos | uniformes,
Entretanto, guando se computam as tensfes e deslocamentos em
chapas de dimensdes finitas e carregamentos arbitrdries, chega-
se a equagdes similares a menos de um fator multiplicativo. Pa-
ra gue as equacdes continuem vadlidas, é costumé apsorver-se
este fator multiplicativo na definicdo das FIT. Assim, por

exemplo, KI: & definido no caso geral por

K = Yo/ma (11.120)
onde ¢ define o carregamento, a define a dimensdo da trinca e
Y depende tanto da geometria como do carregamento. Para um exem
plo mais especifico, seja a chapa da figura II.8, sujeita a uma

tensdo uniforme o.

A4 A a4s
he—— L. -

: <
) 4 L <H

ivHvi v v v

FIG.IL. 8 ~ CHAPA COM TRINCA
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Computando-se ¢ valor de KI através de métodos numéri-

cos a serem estudados mais adiante, obtém-se
Ky = 1,12 o/ma (I1.121)
Portanto, neste caso,
¥o=,02 (11.122)

F importante notar gque no caso da figura I1.8, a é de-
finido como o comprimento total da trinca, ac passo que nas fTi-
guras II.4 a II.6, o comprimento total da trinca era definido
como 2a. 7

Havendo obtido o.va1or de K; por (I1.121), as tensdes
e deslocamentos na ponta da trinca da fig. II.8 podem ser obti-
das usando as equagdes (II.105) a (II.109).

A fim de facilitar a aplicagdo da Mecdnica da Fratura,
existemnﬁﬂuaim gue fornecem os valores dos FIT para as situa-
cdes mais usuais, como, por exemplo, o de ROOKE & CARTWRIGHT [43].
F importante alertar que alguns autores definem KI = YUVEZ in-
cluindo v/7 no fator Y.

Deve-se notar que como estd sendo usada a teoria da
Elasticidade Linear, o principio de superposigdo é valido. As-
sim, se uma chapa é submetida a dois carregamentos simultaneos,
a tensdo na ponta da trinca serd a soma das tensdes devido a
cada carregamento, e portanto o FIT total serd a soma dos FIT
de cada carregamento.

A equacdo (II.6) sugere outra aplicagdo importante do

FIT. De acordo com esta eguagdo, a condigcdo necessdria para Q
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crescimento da trinca da chapa da fig. II.1 pode ser escrita
como

KIc = 2Fy (11.123)
onde o indice ¢ significa critico. Em outras palavras, se 0

carregamento da chapa for tal que KI < KIc’ a trinca nao pode-
rd se propagar, mas se KI > IKC a trinca poderd se propagar. Is
to sugere que se pode adotar KIC como um pardmetro do material,
a semelhanga do Timite de escoamento e do médulo de elasticida-
de. Assim, quanto maior for o KIC de um material, maior serad
sua resisténcia a fratura frdgil. Na prdtica, a importdncia de
KIC ndo é tdo grande porque as estruturas sao propositalmente
construidas com materiais diteis, capazes de grandes deforma-
¢des antes da ruptura, tornando assim invdlidas as equagBes da
MFLE. Isto porém ndo evita que o FIT seja um dos principais, se
ndo o principal, conceito da Mecé@nica da Fratura.

Outra aplicacdo importante do FIT, e que & fundamental

no presente estudo, é no cdlculo de propagacdo de trincas, con-

forme serd visto adiante.

I1.9. Trinca elfipticaemsdlido infinito

Até agora, os problemas considerados dependiam apenas
das varidveis x e y, mesmo o modo III. A solugdo do problema
tridimensional € naturalmente muito mais dificil.

Serd apresentada aqui a solugédo para uma trinca elfti-
ca em um sdlido infinito, solicitado por uma tensdo uniforme

perpendicular ao plano da trinca (figura II.9).
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FIG. II. 9 — TRINCA ELI{PTICA

De acordo com BROEK [9], a solugdo foi encontrada por
IRWIN a partir de uma sclugdo de SNEDDON para uma trinca circu-

lar:

K. = a/ra (sen2p + %; cos? B)]/4 (I1.124)

onde ¢O é uma integral elfptica de segunda ordem dada por

2_.2 1
¢ = IO“/E (1 - &5 sen®a)® da (11.125)
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a e ¢ sdo os semieixos da elipse, sendo a < c,
Assim, o FIT varia ao longo do perimetro da elipse.

A integral &, deve ser calculada por métodos numéricos.

0
Com um erro da ordem de 1%, pode-se tomar [9]

1 2_pa2 3 S ~2_2 2
0, =5 (1 - 7 =5 - g7 (=5-) ) (I1.126)

No caso particular em que a trinca é circular, a = ¢ e

a integral elitica vale n/2. Assim,

_ 2 =
Ky -;o./na (11.127)

Conhecido K pode-se determinar as tensfes e desloca-

ID
mentos na ponta da trinca usando as equagdes (II.105} a (II.109).
E necessdrio, porém, introduzir os eixos auxiliares x' {(ao lon-
go de um raio vetor da elipse) e y' (paralelo ao eixo z} e refe
rir tensdes e deslocamentos em relagdo a esses eixos auxiliares,

De importdncia particular em aplicagdes prdticas é a
trinca semi-eliptica, em que o eixo maior fica sobre uma super-
ficie livre. Esta ftrinca é representativa de trincas superfi-

ciais em soldas. 0 valor de K; pode ser obtido de (I1.124)

aplicando-se um fator de correcdo (BROEK [9]).

IT.10. Taxa de liberagdo de energia

Serd discutido agora outro conceito fundamental da Me-
cdanica da Fratura, a taxa de liberagdo de energia G, e sua rela
cdo com os FIT's. Este conceito jd foi apresentado na secdo I1.2

e para o caso particular da figura II.1, G pode ser dado por
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(ver equagdes (II.7) e (II.1)
6 = ¢ mota (I11.128)

Como K, = o/ma, chega-se a

-~
pa—
1]

EG (I1.129)

A equagdo acima foi deduzida para o caso particular da
figura II.7, mas pode ser demonstrada para o caso geral. Para

os modos II e III, acha-se

KII = EG (I1.130)
2 - E )
KIII = TIUG (11.131)

No caso de uma chapa submetida aos trés modos de ruptu

ra, tem-se (ver Apé&ndice B)

(I1.132)

As equagdes (I1.129}) a (I1.132) sdo validas para o es
tado plano de tensdes. Para o estado plano de deformagdes, usam-
se as substituigfes (I11.25) e (I11.26). Assim, por exemplo, a

(11.132) se transforma em

R 2 14y, 2
G = (K2 + K2_) + E KIII (11.7133)
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E possivel definir G também como

- aP
G = - 55 (11.134)
onde P é a energia potencial do sistema. A equagdo (II.134) se-

rd demonstrada usando a notag¢do usual do Método doss Elementos Fi

nitos. Por definigdo
P=suku-u' F (11.135)

onde u é o vetor dos deslocamentos nodais, K a matriz de rigi-
dez, F o vator das cargas nodais e o superindice T significa
transposto. Se a trinca sofre um acréscimo virtual Aa, entdo P

sofre um acréscimo AP:

P+ AP =4 (u+ Au) (K + &K)(u + du) - (u+ Bu) (F + AF)
{11.7136})
Considerando que
K u = F (I1.137)
e desenvolvendo (I1.136), chega-se a

De modo andlogo, a energia de deformagdo U pode ser es

crita como
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U=2u Ku (11.139)
de modo que, se a trinca sofre um acréscimo Sa, U sofre um
acréscimo AU:

_ 1 T

U+ au = §-(u + Au) (K + AK)(u + Au) {11.140)
Como

(K + AK) u = F + AF (I1.141)

obtém-se, desenvolvendo (II.141),

] TBK TBF
e su utu o (11.142)
Como G = 8U/3a, comparando-se (II1.138} com (I11.142) obtém-se

(I1.134).

Até aqui, considerou-se que as pegas trincadas tinham
a espessura unitdaria. Como estd sendo considerada a teoria 1i-
near, é claro que para a mesma configura¢doc de tensdes, a ener-
gia liberada serd proporcional 3 espessura (B) da pega. Para
manter vdlidas as equag¢des (I1.129) é (I1.131), G serd redefi-

nido como

_ 1 3u
G = T ha (11.143)

e a equagdo (I1.108) passard a

Qa2
B

(11.144)

| —
(=3
Q)

g = -
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Deve notar que BAa representa o aumento de drea AA da

trinca. Assim, & possivel escrever (II.143) e (II1.144) como

g :g—ﬁ (11.145)
_ap
6= - 28 (11.146)

A vantagem das definigbes (I1.145) e (II.146) € que po
dem ser aplicadas em qualquer trinca, mesmo nas de formato ir-

regular. Assim, estas dGltimas definig¢gdes sdo mais convenientes.

IT.11. Integral J

Qutro conceito fundamental da Mecanica da Fratura é a
integral J, introduzida por RICE [40] em 1968. Por definigdo (ver
figura I1.10)

Y I—’
' X

FIG. IL 10~ INTEGRAL
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1 eu;
1= '[P_(U*dy -t —oldT) (11.147)

X

onde U* é a densidade de energia de deformagdo, ti € o vetor de
tragdo e u, € o vetor deslocamento. Na equagdo (I1.147) g no
restante desta sec¢do, serd usada a convengac do somatdrio, onde
indices repetidos indicam somatdério para os indices variando
de 1 a 2. Observe gque a curva T comega em uma face da trinca e
termina na face oposta.

Pode-se mostrar que a integral J € independente do ca-

minho. Para isto, seja a curva fechada da figura II.177.

FIG.IL Il= |INDEPENDENCIA DO CAMINHO DA INTEGRAL J
Seja
1 U
* = __ * - —_—
J B labed (U*dy ti M dr) (I11.148)

De acordo com a teoria da elasticidade,

ty = Gijnj (I1.149)
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logo,

U .
a* = & fb L (umdy - o njoo- dT) (11.150)
anc

Aplicando o teorema da divergéncia, obtém-se

J* = % jA (B - 2 (01j531)) dxdy (11.151)

A derivada da densidade de energia de deformagdo pode

ser escrita como

BU*  3U*  3€ij

3% " 5237 3x (11.152)
_ . .0eij '
- gi328Td (11.153)
ou - du
o oaad 1] 1 J
= 0ilzx (zlaxg * =¥ )} (11.154)
as
C oigel (oo (I11.155)
Iox3 \IN ‘

Observe que na passagem de (II.152) para (II1.153) foi
assumido apenas a exist&ncia de um potencial de tensbes, & nido
necessariamente um comportamento linear do material. A passagem
de (II1.154) para (II1.155) foi possivel devido a simetria do ten
sor de tensdes oijJ.

Por outro Tlado,

3 ELAR i D j
gij(cijTﬁT) = =5 -3 T 91 T%3 (=) (I1.156)
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Mas, de acordo com a teorja de Elasticidade,

00+ +
ij .
5%3 - O (11.157)
Portanto,
: U, g u
o | _ .. 0 i
X3 (013757) = o13§§3-( ax) (I1.158)

Substituindo (I1.155) e (I11.158) em (II.151), obtém-se

J* = 0 (IT1.159)

Portanto, a integral sobre a curva fechada abcd € nu-
la. Nas faces da trinca, curvas bc e da, tem-se dy = 0. Consi-
derando-se uma trinca ndo pressurizada, tem-se, ainda, nas mes-
mas faces, ti = 0. Assim, a integral J* pode ser calculada a0
longo das curvas ab e cd. Como J* = 0, as integrais ao Tongo
de cada curva devem ter o mesmo valor. Logo, a integral J € in

dependente do caminho.

Pode-se mostrar ainda que {(ver [41]} e Apé&ndice C)

1-¢ (11.160)

Assim, a integral J pode ser relacionada aos fatores
de intensidade de tensdo através das equacgdes (II1.129)a (II.132).
Também & possivel definir um novo pardmetro do material, Jc’
que é o valor critico da integral J. Assim, por exemplo, uma

trinca pode se propagar se J > JC. Na verdade, como a integral
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J & vdlida para materiais eldsticos ndo lineares, a importéncia
de JC é maior que a de KIC em aplicacgfes praticas.

Para aceitar esta Gltima afirmagdo, deve-se notar que
em nenhum ponto da demonstracdo da independ&ncia do caminho da
integral J foi exigido um comportamento eldstico do material.
Assim, a integral J pode ser aplicada a casos elastopldsticosem
que ndo haja descarregamento.

Com a integral J € possivel demonstrar gque na MFLE as

1
tensbes devem ser proporcionais a r *

Considere para isso, uma
curva que coincida com a borda da trinca. Neste caso, sendo a
trinca ndo pressurizada, t; = 0 e a equacdo (II.147) pode ser

escrita como (ver figura II.12)

F16.I[. 12 — INTEGRAL J NA BORDA DA TRINCA

_ 1 (m
J =3 [T ux rsenede (11.167)

1. Co

Ora, como J & um ndmero finito, U* deve ser da ordem de ro
mo as tensdes s3do proporcionais as deformagdes, ambos devem ser

1
da ordem de r =.
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Aproveitando a linha de raciocinio, pode-se descobrir
facilmente como se comportam tensdes e deformagdes na ponta da
trinca em materiais elastopldsticos. Seja M o coeficiente de en
curtamento. Entdo,

M

oij 11 ey (I1.162)

onde :: significa proporcional a. Seja

€y 1T (I1.163)
Entdo

cij 1z vy (11.164)

Sendo J um nidmero finito, tem-se, através de (II.161},

rarMar A rO (11.165)
uma vez que U* == UijEij. Logo, iqualando expoentes,

a + Mo+ 1 =0 (I1.166)

o = _M%_ (I1.167)

Portanto,

e, 22 po /(M1 (II.168)

1]
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G.. I3 r'M/(M+1)

i (I1.169)

Como primeiro caso particular, seja M=1 {(material 11i-

_1
near eldstico). Entdo, Eij e Oij sdo da ordem de r %, como es-
perado. Como segundo caso particular, seja M=0 (material elas-

topldstico perfeito). Entdo,

€j5 2% T (I1.170)
.. 0

Og5 T T (IT.171)

e possivel definir ainda uma série de integrais tipo

J. Como exemplo, seja [8]

J =lj Urdx - 1. -9 g (11.172)
2 B JT i 3y )
também independente do caminho. Observe a similaridade entre
J, e J (equacgdo (II.147)).
0 cdlculo numérico de J nao oferece dificuldades. Um

esquema eficiente é mostrado por OWEN & FAWKES [35].

0 conceito de integral J pode ser estendido para casos
tridimensionais. Neste caso, a integral J se transforma em wuma
integral de superffcie. MURAKAMI & SATO [33] apresentaram um es
quema numérico para o cdlculo da integral J a partir de resulta

dos obtidos pelo método dos elementos finitos.
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I1.12. Métodos de cdlculo das FIT's

Os FIT's podem ser determinados através de métodos ted
ricos ou experimentais. Nos métodos tedricos, os FIT podem ser
obtidos diretamente, como o valor de KI da chapa da figura I1.4
estudada na sec¢do II.5, ou através de grandezas intermedidrias.
Por exemplo, se o0s deslocamentos da mesma chapa forem conheci-
dos por um método qualquer, o valor de KI poderia ser obtido
usando a equacdo (II.108) Nos métodos experimentais os FIT's po
dem ser obtidos através de grandezas intermedidrias, como as
tensdes encontradas com métodos fotoeldsticos.

A seguir, serdo apresentados alguns dos métodos mais
usados no cdlculo dos FIT's. Serd suposto aqu que as grandezas
intermedidrias de interesse ja sdo conhecidas. Alguns autores pro
pdem melhorar as aproximagdes através de um procedimento de nor

matizagdo, discutido no Apéndice D.

11.12.1. Métodos diretos

2

E possivel encontrar o valor de um FIT diretamente atra-
vés de métodos analiticos ou numéricos. Como exemplos de métodos
analiticos, podem ser citadas as solugdes de WESTERGAARD. Como
exemplo de método numérico, podem-se citar formulagdes do Méto-
do dos Elementos Finitos em que os vaiores dos FIT's sejam in-
cdgnitas do problema, de modo que resolvido o sistema de equa-

g0es tem-se imediatamente os FIT's procurados.
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[1.12.2 - Deslocamentos

No caso de uma chapa sujeita aos tré&s modos de carrega
mento, os deslocamentos podem ser obtidos usando-se as equacdes

(I1.108), (IL.109), (I1.113), (I11.114) e (II.118):

1 /% 9, 0 er@(s .0
;q'— 557 70 (KIcoszan 1+2sen3= ) + K 2(u+1+2cos-?)) (I1.173})
v ?1—,/%— (K seng(i1-2c0s23) + KIIcos%(-ﬁ+1+2sen2%)) (11.174)
2 /v 0
E‘/z_ [[sens (11.175)

Para o caso particular de ©=m, que corresponde as fa-
ces da trinca guando descarregada, as equagdes se simplificam e
se obtém facilmente (usando (II1.50), a partir de (II1.174), {I1.173)

e (IT.175), respectivamente,

_ E b
K1 = 2y Ve (11.176)
Koo = mret Iy (11.177)
11 2(1-v2) ¥ 2r :
R S (11.178)
111 ~ 2(T+a) ¥ 2r ¥ -

Estas trés (ltimas equagfes sdo desacopladas e bem mais
prdticas de utilizar. E claro que os deslocamentos u, v e w de-
vem ser medidos em um sistema de coordenadas adequado, como 0
mostrado na figura II.6.

As equacgBes (II.,176) a (I1I.178) sdo vdlidas para o es~

tado plano de tensBes. Para o caso do estado plano de deforma-
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cles, basta fazer as substituigdes (I11.25) e (I1.26).

11.12.3 - Tensdes

Usando-se as equagdes (II1.105), (I1.106), (11.107),
(11.110), (I1.111), (I1.112), (I1.116) e (II.117), €  possivel
expressar os FIT's em funcdo do campo de tensdes. Alids, este
€ 0 processo mais intuitivo de cdlculo, uma vez que os FIT's
sdo definidos como produtos em qgue a tensdo é um dos termos.

Entretanto, o cdalculo dos FIT's através dos deslocamen
tos €& preferivel quase sempre. 0 Método dos Elementos Finitos
modelo deslocamentos fornece melhores aproximacfes para os des-
locamentos que para as tens@es. Mesmo o Método dos Elementos de
Contorno apresenta essa caracteristica quando se trata do cdlcu
1o das tensfes no contorno da pega. Assim, com-estes dois Méto-
dos, é preferivel a utilizagdo das equacbes (II.176) a (11.178).

As tensdes podem ser medidas usando extensémetros elé-
tricos ou fotoelasticidade. 0s extensdmetros sé podem ser usa-
dos em chapas finas mas os métodos fotoeldsticos té&m sido usa-
dos no estudo de pegas complexas com muito sucesso, 'prestando-
se assim a comprovar a validade de resultados numéricos.

Seja, por exemplo, o caso de uma chapa sujeita ao mo-

do I de carregamento. Usando-se '©=w/2, obtém-se de (II.107),

K? 16y Oiy (I1.179)

Assim, medindo-se r e Oxy obtém-se imediatamente KI. Se a chapa
estiver submetida aos modos I e II, obtém-se de (I1.107) e

(I1.112) usando ©=7/2,
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(KI + 'KII)2 = 8ﬂr10;y] (I1.180)

e usando =0,
Xy

K?I = 2nr,o2 2 (I1.181}

A solugdo do sistema (I1.180) e (II.181) fornece os valores pro

curados de KI g KII'
[I.12.4. Integral J
Conforme mostram as equacdes (II.160) e (I1.129), pode-

se calcular K; através da equagdo J, no caso de uma chapa carrg

gada no modo I:

Ki =+ EJ (11.182)

Se a chapa estiver carregada no modo II, pode-se calculafr KII

através de (I1.130) e (II1.160):

K11 =/ EJ (11.183)
Se a chapa estiver carregada simultaneamente nos dois modos,

obtém-se através de (I1.132) e (I1.160),

K2 + K%I = EJ (I11.184)
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E necessdria entdo a obtencdo de uma relagdo adicional entre KI
e KII' Isto pode ser conseguido através de outras integrais do
tipo J, como a integral J, dada pela equacdo (II1.172). Pode-se

mostrar que [14]

- 2
KiKip = - Treey T BV (11.185)

A solugdo do sistema (I1.184) e (II.185) fornece os va

lores procurados de KI e KII'

[1.12.5, Taxa de Liberacdo de Energia

0 método da taxa de liberacgdo de energia &€ de particu-
lar import8ncia para o presente trabalho. No casc geral, este
método ndo permite gque se calcule cada FIT em separado, como
mostra a equacdo (II.132}, mas em compensacdo possibilita a de-
fingdo de um FIT efetivo, conforme serd discutido nas duas se-
¢des seguintes.

A equacdo (II.743) sugere um método imediato para 0
cdlculo de G. Inicialmente, seria calculada a energia de defor-
macdo U(a) para uma trinca de comprimento a e em seguida a ener
gia de deformagdo U{atAa) para umaitrinca de comprimento a+Aa.

Entdo G poderia ser estimado por

1 U{a+Aa)-U(a)
B Aa

G = (I1.186)
Para malhas com grande ndmero de elementos, o trabalho
computacional pode ser reduzido pata praticamente a metade com

a utilizacdo de subestruturas (ver figura II.13). A peca pode ser
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dividida em duas subregides, por exemplo A e B, sendo A uma pe-
quena regido em volta da ponta da trinca € B o restante da ma-
Tha. Em seguida, efetua-se a condensagdo de B sobre o contorng
de A. Este esquema é muito efetivo, especialmente guando € ne-

cessario repetir o cdlculo para diversos comprimentos de trinca.

=

Flc. IE. 13 ~ UT-ILIZAGI\O DE SUBSTRUTURA

Um esquema alternativo foi proposto por HELLEN [13] em
1975. 0 chamado método do crescimento virtual de trincas € ba-
seado nas equacgfes (I1.138) e (I11.142}). Para o cdlculo de 3U/3a
(ou 3P/8a), bastam os deslocamentos u(a) e a matriz de rigidez
K(a) referentes a trinca de comprimento a, € a matriz de rigi-
dez K(a+Aa) referente a trinca de comprimento a+dAa. Admitindo-
se que o vetor carregamento F n&o depende de a, isto &, que a

trinca ndo é pressurizada, entdoc G pode ser estimado por

_ 1T 1 T K(a+hAa)-K(a)
G = - g T U i3 u (11.187)
Como os udnicos elementos que apresentam variacgdo da

matriz de rigidez sdo aqueles afetados pelo crescimento de trin
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ca, a equacgdo (II.187) precisa ser aplicada apenas sobre estes

elementos. Naturalmente, também s serdo necessdrios os desloca
mentos nodais destes elementos. HELLEN alega que o método do
crescimento virtual de trinca € extremamente efetivo com progra
mas que usam o método frontal de so]ugéo,&uma vez que a solugado
do sistema de equac¢fes pode ser interrompida apds a obtencdo dos

deslocamentos nodajs de interesse. Naturalmente, para maior efi
ciéncia, a numeracdo destes nés seria a de maior valor. Contudo,
nao se acredita que a eficiéncia do método do crescimento vir-

tual de trincas seja significativamente maijs eficiente que a

tecnica de subestruturas.

[T.12.6. Flexibilidade

0 método da flexibilidade é um casc particuiar mas im-
portante do método de liberagdo de energia de deformagdo. Pode
ser aplicado no caso de pecas devidamente apoiadas e sujeitas a

uma Unica forga F (ver figura II.14).

e

FIG. I 14 — METODO DA FLEXIBILIDADE
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A energia de deformacdo U pode ser escrita como

U =szF2 (11.7188)

onde f 6 o coeficiente de flexibilidade. Se F se mantém constan

te gquando a trinca sofre um acréscimo Aa,

al _ Tp,af
e, portanto,
_ 1 r.3f
G = ?FF =3 (I1.190)

Note a similaridade com (II1.187).
Come o deslocamento u é relacionado com F pela equagdo

(u e F tém a mesma diregdo)

u = fF (11.197)

entdo

af _

ar
o

(I1.192)

1
a F

(= %]
ol

Substituindo em (II.140), obtém-se

_ 1 -3u
G = ?§F§E (I1.193)
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0 método da flexibilidade oferece duas alternativas pa
ra o cdlculo de G. A primeira usando a equagdo (II.190), quando
se pode exprimir ou calcular o coeficiente de flexibilidade f
em funcdo do comprimento de trinca a. A segunda wusando a equa-
¢do (I11.193), quande se pode calcular o deslocamento u em fun-
¢do do comprimento de trinca a. Esta segqunda alternativa foi
usada no capitulo V para o cdlculo de G em uma junta K com uma

trinca possante,

IT.12.7. Outros métodos

Além dos métodos discutidos aqui, existem muitos outros.
Pode-se citar, por exemplo, o método da variacdo da frequéncia
natural, proposto por PYE & ADAMS [39]. A idéia bdsica dométodo
é simples: uma pega trincada tem uma perda de rigidez e portan-
" to uma redugdo na frequéncia naturat. Portanto, medindo-se a rg
ducdo da frequéncia e usando-se equagdes apropriadas, pode-se

encontrar o valor do FIT procurado.

IT.13. Combinagdo de Modos

Quando se estuda uma chapa sujeita ao modo I de carre-
gamento, o critério de fratura frdgil € simplesmente KI = KIc‘
Se a chapa estiver carregada no modo.II, 0 critério seréKIIﬂ%IC.
Mas quando a chapa estd submetida simultaneamente aos dois mo-
dos, € necessdrio combinar KI e KII de modo a se obter um FIT
equivalente, ou efetivo, Kef‘ Este é€ um problema similar ao da

Teoria de Plasticidade quando se quer saber de que maneiras as

tensdes devem ser combinadas para se determinar o infcio da plas
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tificacdo. Isso deu origem a diversos critérios, como os de von
Mises e Tresca, € apenas a evidéncia experimental pode decidir
se o0 critério pode ser aceitdvel ou ndo, e em que situagdes.
Uma exigéncia comum a tais critérios € que no caso unidimensio-
nal a plastificagdo deve ocorrer quando a tensdo atingir o 1imi
te de escoamento.

No caso da chapa carregada nos modos I e II, foi pro-

posto um Kef de acordo com a equacdo [9]

KI 2 KII 2
Kef - (K )+ | ) (II.194)
Ic I:IIc
0 critério se reduz a K; = KIc’ se KII =0, e KII - KIIc’ 5€

KI = 0. Neste caso, Kef é adimensional.

Neste trabalho, a preocupac¢do major € com 0 estdbe]eci
mento de um SIF efetivo para a propagagdo de trincas em pegas
sujeitas a modos combinados. Agui, surge um problema adicional,
pois € necessério determinar a diregdo de propagagao da trinca,
e ndo apenas o acréscimo de comprimento. Como serd visto na pré
xima secdo, o comportamento da trinca é determinado por Kef.ng
te trabalho, serd usado um critéric sugerido por HELLEN [13],

baseado na equacdo (II1.129):

2 _ =
Kef EG (IT.195})
Este definicdo é coerente com 0S casos em que 2apanas um dos

modos de carregamento é diferente de zero ou quando tem uma cia
ra predomindncia sobre os outros dois. No caso geral, a equagao
(I1.195) precisa de maior comprovacdo experimental. HELLEN afir

ma ter conseguido bons resultados no caso de uma chapa carregada
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nos modos I e II. Assim,‘o critério (I1.195) serd aceito sem
maiores discussdes, mas deve-se notar que ndo haveria maijores
dificuldades com a adogdo de ouftros critérios.

Para a determina¢do da direcdo de propagac¢doc da trinca
existem pelo menos trés critérios. O primeiro supbe que a dire-
cdo de propagacgdo & a mesma da mdxima tensdo normal de fragdo;
o segundo sugere que a diregdo serd a da menor densidade de
energia de deformagdo; finalmente, o terceiro postula que a di-
recdo serd a mesma da major taxa de liberagdo de energia poten-
cial, isto &, do mdximo G. Este dltimo & devido a HELLEN [13] e
os dois primeiros, de acordo com JAYATILAKA [20], devidos a SIH.

Em uma andlise inicial, os dois primeiros critérios
podem parecer mais realistas, uma vez que estdo diretamente re-
1acionados com as tensdes na ponta da trinca, enquanto o tercei
ro estd relacionado com a energia global da pega. Entretanto,
deve ser notado que a MFLE indica tensdes infinitamente grandes
na ponta da trinca, enquanto 0 que ocorre na realidade & uma
plastificagdo localizada em uma regido pequena, mas finita, em
torno da ponta da trinca, e que é nessa régiéo gque ocorre a
maior porte da energia liberada. Assim, em principio, os trés
critérios parecem igualmente plausiveis e naturalmente sé a ex-
periéncia poderd indicar o mais apropriado.

Para exemplificar, os trés critérios serdo aplicados
na determinacio da chapa da figura II.15, carregada no modo I.
Sabe-se da experﬁéncia e da simetria que a trinca cresce na di-

recdao 0=0.
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b
% |

Fop
22

FIG.IL|5 ~ CHAPA CARREGADA NO MODO I

De acordo com o critério da mdxima tensio normal de
tragdo, a diregdo de propaga¢do da trinca serd a mesma de mdxi-
mo o,. .Como
e

— 2 2 -
Tg sen®@ o, + coOs 0 oy 25en@ cose Oyy> (I1.196)

tem-se, usando (II.105) a (1I1.107),

K
gy = I cos% (1+sen%(c052® sen%g- sen20 coség) (11.197)

yamr

Na figura II.16-a € apresentado gy €m fungcdo de ©., De
vido a simetria, apenas os valores positivos de © sdo conside-
rados. Pode-se notar que 0g é maximo para ©=0.

Seja agora o critério da menor densidade de energia de
deformagdo U*. Como estd sendo considerada a teoria linear elds

tica, U* pode ser expresso por
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\ g . Nemr |

N

0,5 4
~
[ 1 1 [ ! | -~
| 50 © (graus)
{a) Mdxima Tensdo Normal
u* 2mrE
I - K©
0,5 4
T T T | T T >
50 © (graus)

(b ) _Minima Densidade De Energia De Deformagdo

O,5 =

~,
50 © (graus)
(¢} _Mdxima Libera¢do De Energia Potencial

Fig.IL 16 — Direcdo De Propagag¢do De Trinca
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U* = o (02+02-2v0, 0 +2(1+v) o2 ) (I1.198)

Usando-se (II.705) a (II.707), obtém-se

Us = (2(1-v)(1+cos@)+(1+v)senza) (I1.199)

Na figura I1.16-b &€ apresentado o grdfico de U*. Nota-
se que U* é minime para ©=0.

Finalmente, serd considerado o critério do mdximo G.
Neste caso, & impossivel expressar de forma analitica a fungdo
G{@), sendo necessdrio usar métodos numéricos ou aproximados.
Aqui serd usada uma aproximacgdo sugerida por SIH & BARTHELEMY [45]
(ver figura I11.17). Para calcular G(®), parte-se de uma trinca
de dimensdo caracteristica a e em segufda dd-se um aumento vir-
tual Aa<<a em uyma direcdo arbitrédria ©. Sabe-se que neste caso
a trinca real se comporta aproximadamente cémo a trinca A5

mostrada na figura.

Aa
aef

B 8

FI6 . IL.17 — TRINCA EFETIVA
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Entédo,

a;f = (a+Aacos®)? + (Aaseno)? (I1.200)

CosB = Ei%§525§ (11.2071)
ef

A trinca Aar estd submetida aos modos I e II, simulta-

neamente, sendo

KI = o/ﬂaef cCos2B (11.202)
KII =o¢naef CosR senB (11.203)

Usando (I1.132), chega-se a

6lo) = %cznaef'cosag - (11.204)

A figura II.16;c apresenta o grdfico de G(6). Nota-se
que G(9) é mdximo para 6=0.:

Assim, o0s trés critérios indicam corretamente a dire-
¢do de propagagdo da trinca.

Uma anédlise dos tré&s gréficos da figura I1.16 mostra
gue 0s picos em ©=0 sdo extremamente abatidos, de modo que a
direcdo exata de propagag¢do da trinca pode ser determinada por
pequenas heterogeneidades do material. Isso talvez ajude a ex-
plicar porque as trinﬁas sempre se propaguem em zigue-zague,
mesmo quando manté&m uma direcgdo média constante.

Para finalizar a segdo, um dltimo comentario sobre o
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exemplo apresentado. Ele pode parecer excessivamente trivial
mas deve ser notado que se em vez do modo I tivesse sido consi-
derado o modo II, os critérios iriam indicar que a diregao de

propagacdo seria ©#0, o que estd de acordo com a experiéncia.

IT.14. Fadiga

Uma das mais importantes aplica¢gdes de Mec@nica da Fra
tura € o estudo de trincas provenientes de fadiga do material.
Pode-se supor que, como os FIT's determinam o campo de tensdes
na ponta da trinca, também determinardo a taxa de crescimento

da trinca,

O
v

fd - f(k (I1.205)

=

onde da/dN € o aumento do comprimento da trinca por ciclo de
carregamento, isto &€, a taxa de propagagdo de trinca, e a fun-
cdo f é determinada experimentalmente. A expressdo de f pode
ser bastante compliexa. Mesmo no caso em gue 0 carregamento é do
modo I apenas, a fungdo f pode depender de vdrios fatores, tais
como 0s valores mdximo e minimo de KI, do ciclo de carga e ou-
tros. Uma das leis mais simples foi formulada inicialmente por

PARIS em 1961, de acordo com BROEK [9]:

d
93 - c(ak,) , (11.206)

onde C e m sdo constantes do material e
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AKy = KI,max - KI,min (11.207)
Uma generalizacdo imediata de (I1.206) é

da _ m )

aN - C(AKef) . (I1.2087%

onde AKef € a variagdo de Kef durante o ciclo de carga. Quando
0 valor minimc de Kef é negativo e se considera que a parte com
pressiva do ciclo de carga ndo provoca danos, devido, por exem-
plo, ao fechamento da trinca, a equacgdo (I1.208) pode ser escri
ta
of max) (I1.209)

A lei de PARIS (I1.206) bem como (I11.208) e (I1.209)
apresentam uma deficiéncia adicional, que é a de ndo prever um
limite de resisténcia a fadiga apresentado por alguns materiais,
ou seja, as trincas ndo se propagam quando as tensBes se mantém
abaixo de um valor critico. Apesar disso, a lei de PARIS & mui-
usada na prdtica e serd adotada neste trabalho,

As constantes C e m devem ser obtidas a partir de re-
sultados experimentais. A DET NORSKE VERITAS [12] recomenda pa-

ra soldas no ar o0s valores médios
C=1,7(10713) (11.210)

m = 3,0 (I1.217)
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e para um intervalo de confianga de 95%,
C = 4,6(10""3) | (11.212)

e 0 mesmo valor m = 3. 0 PD 6493 da BRITISH STANDARDS INSTITUTION

[8] recomenda para estruturas de aco, na regido da solda,
¢ = 3(10713) (11.213)
m = 3 (I11.274)

como limite superior dos pontos experimentais. (Nas equagdes
(11.210) a (I1.214), as unidades de a e de K devem ser mm e

N.mm_?’/2

, respectivamente.) Nota-se aqui que hd uma necessidade
de mais dados experimentais para se determinar com precisdo a

taxa de propagacdo de trinca.

I1T.15. Limitagdes da MFLE

Anteriormente, ndo foram considerados os efeitos nédo
lineares na redistribuigdo das tensdes na ponta da trinca. A
extensdo dos efeitos ndo lineares € que ird determinar até que
ponto a MFLE poderd ser aceita como vdlida, e a partir dai deve
rd ser aplicada a MFEP.

Serd determinada agora a extensdo da regiado plastica
0o Seja novamente a chapa da figura II.1, carregada no modo I.
Dé acordo com (II.106), para ©=0 (ver figura II.18-a)
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-~
—

G = (11.215)

ATY
(b) \
i
ie T
\
~
p : T
re re de ’r
Fle.IT.18 = PLASTIFICAGAO NA PONTA DA TRINCA
Observa-se que se Uy = 04 onde T € a tensdo de es-
coamento do material, r = L onde
Kz '
R (I11.216)
e 2
ZNUe

Entdo, se r < Fa» 2S tensdes excedem o limite de escoamento,
e assim em primeira aproximagdo a extensdo da regido pldstica
e pode ser calculada por (II.216).

F fdcil ver que de acordo com a figura Il.18-a, a re-

sultante das tensdes seria igual a r (estd sendo considerada

eYe
uma chapa de expessura unitdria). Na verdade, a resultante (F)

é igual a

-
g "
= i ) 7
= J‘O o dyi (11.217)
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e usando (II.215) e (I1.217),
F=2¢ 0 (I1.218)

Assim, & necessdrio em uma segunda aproximag¢do, esten-

-

der a regido pldstica para uma dimensao de’
d. = 2r (11.219)

Este aumento da regido pldstica é necessdrio para compensar a
drea hachurada da figura I1I.18-a. De acordo com esta segunda
aproximagdo, a distribuigdo de;ﬁy estd mostrada na figura II.15-b.

Comparando-se os grdficos da figura II.18, nota-se que
a plastificagdo faz com gque as tensdes @y se comportassem como
se a trinca tivesse um comprimento efetivo a+re. Assim, pode-

se definir uma corregdo para KI’

KI = g/m{a+r_) (I1.220)

e

ou, usando (II.216)
KI = gy/m(a + 7537) (11.221)
Resolvendo-se esta equagdo para KI’ vem
Ky = Y.ov/ma (I1.222)

onde o fator de corregdo Y é dado por
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y =/ —2 (11.223)

2-(U/Ge)a

0 fator de correcdo Y estd mostrado na figura II.19.

Como esperado, para 0<<0,, YZ1.

/\Y
1,5
E -
0,5 1
~
1 l i I 1 I 1 1 1 ] -~
0,5 | (T/Fy
Fig. IL19- Corregdo Pldstica Para Kg )
A figura mostra que para o/o, = 0,45, Y = 1,05, ou

Y
seja, a correcdo plastica de KI g€ inferior a 10%. Assim, & cos-

tume adotar que a MFLE & aceitdvel quando as tensdes nominais
(isto é, as tensdes na pega caso ndo houvesse a trinca) sdo in-
feriores a 45% do limite de escoamento. Como nas pegas sujeitas
a fadiga esta condigdo é normalmente obedecida, pode-se wusar a
MFLE para o estudo de propagagab de trincas.

Resultado seme1hante.é obtido a partir de (11.216). Fa

zendo KI = g/ma e considerando ¢ = O,450y, vem

—= = 0,10 (11.224)
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e a extensdo pléstica e também fica limitada a 10% do compri-

mento da trinca.
11.16. MFEP

Analisou-se até aqui a extensdo da zona pldstica ape-
nas ao longo do eixo da trinca. Para a determina¢do da forma da
regido pldstica, &€ necessario calcular a tensdo efetiva (Uef)
em um ponto arbitrdrio do planc através de um critério de plas-
tificacdo adequado. Por exemplo, usando-se o critério de von

Mises [35],

oke = %((o o) (o -0 )2+ (o

(=9, (0~ 0))*+(0,70,)%+6(0} 403 03, ) (11.225)

Xy ¥z ~ZX
Considerando-se o modo I, com estado plano de tensdes,

g, =0 (I1.226)

encontra-se, usando-se (II.105) a (II.107),

K§ 3

2 —

Cef = Trr (? sen2g + 1+cos@). (I11.227)
Fazendo-se o, ¢ = 04, obtém-se o raio pldstico re(@)

(sem levar em conta a redistribuigdo de tensdes devido a plasti

ficacdo)
r (&) = BTrg? (2+2cos0+3sen?9) (I1.228)

Considerando-se, agora, o estado plano de deformagdes
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obtém-se, agora

v (o) = %E (3sen2e+2(1-2v)?(1+cose) ) (I1.230)

O0s rajos pldsticos para tensdo plana (I11.228) e defor-
macado plana (I1.230) estdo mostrados na figura I1I1.20. A dife-
rencga entre as regifes pldsticas é muito importante na explica-
¢do do comportamento de chapas de diferentes espessuras. Em cha
pas finas, o0 material pode se deformar sem restrigdes e sofrer
grandes deformagfes pldsticas antes da ruptura. Em chapas gros-
sas, a deformacdo no centro da chapa € restringida pelo material
adjacente, e o material no centro da chapa tende a se comportar
como estando sob um estado plano de deformacgdo, tornando a pecga
mais sujeita a uma fratura frdgil. Isto explica porque o0os agos
estruturais de grande espessura sdo fabricados com majores exi-

géncias em suas propriedades quimicas e mecdanicas.

TENSAD PLANA

DEFORMAGAO PLANA

FIG. I. 20 - ZONAS PLASTICAS DO MODO I




-81-

Para o modo II, no caso de tensdo plana encontra-se,
usando-se (II.110) a (I1I1.112) em (I[.225),

2

11

re(@) = g?ﬁ;g (14 - 2c0s@ - 95en29) (11.23])

e, no caso de deformagdo plana,

K2
re(e) = g?%}g (14-2cos0 - 9sen?0-8v(1-v}(1-cosB)) (11.232})
A figura II.21 mostra os rajos pldsticos (II.231) e

(11.232). Observa-se novamente que a regido pldstica € maior no

caso de deformégéo plana.

TENSAQ
PLANA

Zoaronmpio

PLANA

FIG. 0. 2] - ZONAS PLASTICAS DO MODO I

Para o modo II, as duas zonas pldsticas sdo jdé&nticas.

Aplicando (I1.116) e (II.117) em (II.225), obtém-se
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K11
re(@) = ZirE (11.233)

Neste caso, 0 raio pldstico € constante (verfigura I11.22)

TENSED E DEFORMAGAC
PLANAS

FIG. I1.22 - ZONAS PLASTICAS DO MODOIL

Na deducdo das equagbes dos raios pldsticos (II.228) a
(I1.233), ndo foi levada em consideragdo a redistribuigado das
tensdes devido a plastificagdo. Assim, estas equagbes podem ser
consideradas apenas como uma primeira aproximagdo. Para a deter
minac3o da zona pldstica & necessdrio empregar processos numéri

cos, como o que serd visto no capfitulo IV.

IT1.17. COD

Serd estudado nesta secdo o pardmetro mais importante
da MFEP, que é a abertura de trinca COD ("crack opening
displacement"). Iniciando com uma chapa carregada no modo I,

tem-se de acorde com a equacdo (II.109), para ©=m,

K

L |

VKE:(¢+1) (11.234)

m

A
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Por definicdo,
COD = 2v

Para estado plano de tensdes, considerando que r = a-x

(ver figura I11.4)
COD = E%Z.o/aa—ax (11.235)

0 valor do COD para x=a é chamado abertura da ponta
da trinca CTOD {("crack tip opening displacement"). Assim, de
acordo com a MFLE, o CTOD é nulo. Entretanto, devido a plastifi
cacdo da ponta da trinca, isto ndo é verdade. 0 valor do CTOD
pode ser estimado usando-se o comprimento efetivo da trinca em
vez do comprimento real, isto €, substitu{ndo em (I1.235) a por
a+r {ver secgdo II.15):

CTOD = ﬂ%g o/ {a+r_)2-a2 (11.236)

e assim, em uma primeira aproximacgéo,

_ Ao
CTOD = = 2are (11.237)

Usando-se (I1.216), obtém-se

(11.238)

CTOD = o (11.239)
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As equagdes (I1.238) e (I1.239) mostram que na MFLE, o
valor critico CTODC pode ser tomado como um pardmetro do mate-
rial tdc vdalido como o KIC ou a integral JC. Na verdade,oCTODC
pode ser usado também na MFEP para a caracterizagdo de materiais
diteis, sendo portanto de maior importancia prdatica do que 0

K Assim, para se determinar se uma pega trincada corre risco

Ice
de fraturar, deve-se calcular ou medir o CTOD; se for menor que
CTODC; ndo hd risco; em caso contrdrio, a bega poderda fraturar.
Vale para o CTOD a mesma observagdo feita acerca do efeito da
espessura sobre o KIc‘ Assim, quanto maior a espessura da pega,
maior € o valor exigido do CTODC.

De acordo com KNOTT [22], BARENBLATT estabeleceu uma

melhor aproximagdo para o CTO0D:

CTOD = —F— 2n sec T9 (I1.240)
Quando o/oe < 0,45, a diferenca entre (II1.238) e (II.240) é
inferior a 10%.

Também é possivel determinar o COD para o modo II.Usan

do-se (II.113), pode-se mostrar que, em uma primeira aproximagdo,

CToD = (11.247)

onde agora Coc é a tensdo de escoamento ao cisalhamento.

Para o modo III, deduz-se uma expressdo simijlar

111 . (11.242)
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-

Quando a peg¢a € submetida simultaneamente a mais de um
modo de carregamento, surge o problema da determinacdo do coD
efetivo. Neste trabalho, serd assumido sem maiores discussdes
que o COD efetivo é a distdncia entre dois pontos das faces da

trinca que antes do carregamente tinham as mesmas coordenadas.
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CAPITULO ITII

MODELOS DE SIMULAGAO DA MECANICA DA FRATURA

IT1I.1. Introdugdo

Neste capitulo serdo discutidos alguns métodos usados
na MFLE para o cdlculo dos FIT's ou de outras grandezas de inte
resse. Serdo citados os métodos analfticos e discutidos os méto
dos semi-analfiticos, diferencas finitas, elementos de contorno
e elementos ffnitos. Este d1timo, por swua importdncia particu-
lar para o presente trabaiho, serd visto com maiores detalhes

no Capitulo IV.

I171.2. Métodos Analiticos

0s métodos analiticos podem ser aplicados com sucesso
em muitos casos de interesse, como nas solugdes de WESTERBAARD.
Entretanto, quando a geometria da pe¢a trincada ou o carregamen-
to s3o complexos, torna-se necessdria uma outra abordagem. No
caso de juntas tubulares, por exemplo, o uso de métodos numéri-

cos € obrigatdrio.

I11.3. Métodos Semi-analiticos

Os métodos semi-analiticos sdao métodos simples e efi-
cientes que podem ser empregados em muitos casos de geometria
complicada. Aqui serd discutido um método que pode ser aplicado

com sucesso em chapas submetidas aos modos I e II de carregamen
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to. Este método também & importante porque se chega novamente
as singularidades dos campos de tensBes e deslocamentos obtidos
por WESTERGAARD (ver equagdes (II.105) a (II.115).

Seja a chapa da figura III.1, sujeita aos carregamen-

tos e apoios indicados.

FIG. Il.1 - CHAPA COM TRINCA

0 método é uma aplicacdo da fungdo de AIRY &(r) (II.44).

As funcdes de GOURSAT ¢(z) e x(z) sdo polindmios do tipo [35]
Angkn (I11.7)

Bn;*”+1 (111.2)

1
~18 1078

=
11
L]

onde 0s Ay sdo reais e as constantes An e Br1 sdo complexos do tipo

A = a

LA toiag, ~ (I11.3)

o
[}

b

" a1t iboo (I11.4)
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As condﬁgﬁes de contorno nas faces da trinca sédo
6. =0 em @ = %7 (III1.5)
=0 em © = #7 (II1.6)
Somando-se as equagdes (II.47} e (II1.48) obtém-se

o, * T,y = et (g) + o' (T) * Ee"(g) + x" (1) (111.7)

Considerando que

c = reie (I11.8)

e aplicando (III.1) e (III.2) em (III.7), obtém-se

oo

. B an-1 je(an-1) -ig{an-1)
ay + foyy ~ z ApT (Ane + Ane ;
n=0

~+ A (an-T) e10(An-3) Bn(xn+1)eie(kn'])

(I11.9)

Aplicando as condig¢des de contorno (III.5) e (III.6)em

(II1.9), obtém-se para © = 7,.

Ahxh + ;ﬂ\ﬂ(coszqmn + isenznxn) + Bn(xn+1) =0 (III.10)
e para 9 = -m,
Anhn + An(COSZFAn - isenEWAn) + Bn(An+1) =0 (IT1.11)
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Subtraindo (III.10) de (III.11), fica

sen 2ﬂln =0 (I11.12)
e, portanto,

-] -
Ap = N, n o= 0,1,2,... (III.13)

nA_ + (-1)" A + (5 n+1) B_ =0 (I11.74)

Usando-se (III.3) e (III.4) e separando-se as partes

real e imagindria, obtém-se de (III.14)

n
by = - Ei%é%ll— 2 (111.15)
n

Substituindo (III.15) e (I11.16) em (II1.9), tem-se

rn/2-1eie(n/2—1)

o
o, + 1ny = E: (2Re{(an.l +1an2)-% ok
n=1
‘ ' . v=i - i 2-2
+ (an] + 1an2) Te 19 %—(%—T)rn/z 2e1@(n/ ) 4
. n ‘n _n/2-1_16(n/2-1)
+ (bn] +1bn2)(?+1) vl e ) (II1.17)

Separando-se as partes real e imagindria, vem



_ nn/2-1 d-n-2{ 1)” n-2 n-2 -6
o, E r (an1( R— COS—%—0 + —5— COS—— ) -
n=1
4-n+2(-1)" -2 ? -
- anz( n 2( 1) senn2 c + n2 sen”26@)) (I11.18)

Xy
n=1
n
- anz(ﬂi— cosﬂéé-e— n-2(21) cosné2 a) (I11.19}
Para determinar Ty subtrai-se (I11.48) de {(I11.47} e
obtém-se
g, - 1oxy = 2Re{o'(T)} - To"(r) - x"(zg) (II1.20)
e assim,
nn/2-1 4+n+2(-1)" n-2.  n-2 __.n-6
Ox ~ Z Al (¢ 7 €OS™5=8 - =5~ COS5~0.-
n=1
Ca (A2 n-2 g n-2 ey, (111.21)
n2 2 2 2 2 )

Para a determina¢do dos deslocamentos, usa-se um pro-

cedimento similar partindo-se de (I11.49):

®  n/2 n
Ty i 2ytn+2(-1)" . n. n n-4 _
n=1
2ptn-2(-1)" n n n-4 .
- an2( > seny@ -  sen —7—6)) (I111.22)

2 n/2 n
_ r 2n-n-2(-1) n n n-4
v o= z 7 (an]( > Senz 0 + = sen—jr-e) +
n=1

2n—n+2(-])n n n n-4
+a ol 5 cos0 + 5 cos—ir—e)) (I11.23)
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Observando-se (III.18) a (III.23), nota-se que para

[

n=1, as tensdes t&m uma singularidade do tipo r * e os desloca-
mentos do tipo r%, conforme jd havia sido obtido nas solugdes
de WESTERGAARD.

Ainda para n=1, apds usar algumas identidades trigonoc-
métricas do tipo soma de senos de arcos, € possivel escrever

(I11.18) da seguinte maneira:

a

a
o, = :%% cos?(]+sen% sen%g) - :%% cos% cos%?-sen%
r r
(I11.24)

Comparando-se (III.24) com (II1.106) e (II.111), chega-

se a

K

a-]-l =—_— (111.25)
VY2x
K

ay, I (111.26)
V2T -

Assim, resolvendo-se (III1.25) e (II1.26) obtém-se KI e
KII' Os coeficientes a,y e an2, por sua vez, podem ser obtidos
através do método da colocacdo [2], ou seja, aplicando-se valo-
res conhecidos de tensBes e deslocamentos ao longo do contorno.

-

111.4. Diferengas Finitas

0 método das diferengas finitas é muito usado no esfu—
do da propagac3o dindmica de trincas para a integragdo da varid
~vel tempo. Entretanto, no caso de propaga¢do de trincas de fadi
ga ou do cdlculo dos FIT's, que € o objetivo do presente traba-

Tho, o método das diferengas finitas ndo apresenta maior inte-
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resse, pois os métodos dos elementos finitos ou elementos de

contorno sdo mais eficientes.

I1I1.5. Elementos de contorno

0 método dos elementos de contorno tem sido empregado
com sucesso na Mecanica da Fratura, uma vez que a singularidade
da solucdo fundamental torna ¢ método adequado para problemas
com elevados gradientes de tenstes. Comparado aos elementos fi-
nitos, os elementos de contorno tém uma grande vantagem que é
a necessidade da discretizagdo apenas do contorno, eliminando
assim uma dimensd&o do problema. Entretanto, as matrizes dos ele
mentos de contorno sdo cheias e nao simétricas, enquanto no mé-
todo dos elementos finitos as matrizes sdo bandeadas e simétri-
cas.

A aplicacgdo direta do método dos elementos de contorno
em pegas trincadas apresenta uma séria dificuldade devido a in-
tegragdo numérica nas duas faces da trinca, o que provoca mau
condicionamento nas matrizes. Assim, € necessdrio usar alguma
estratégia para fugir ao problema.

A primeira seria modelar as faces da trinca como sendo
afastadas de uma pequena disténcia (ver figura III.2). Isto
equivale a substituir a trinca por um entalhe com um raio de
curvatura finito, introduzindo um erro contra a seguranca.

De acordo com RUDOLPHI [49], SNYDER & CRUSE sugeriram
um meio de contornar a dificuldade através da adogdo de uma sO-
Tugdo fundamental que jd engloba a geometria da trinca e as sin
gularidades da ponta da trinca. Entretanto, de acordo com

BLANDFORD, INGRAFFEA & LIGETT [7], nem sempre € possivel encon-
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trar uma solugdo fundamental com essa propriedade.

o

In

o
o
Ll

FIG. II.2 - MODELO DE TRINCA

Em problemas simétricos e onde a trinca faz parte
eixo de simetria, a discretizagcdo de apenas metade da pecga

modo natural de evitar o problema da integragdo. Assim, no

da figura III.3 € necessdrio discretizar apenas o contorno

parte hachurada.

 FIG.IL3 — SIMETRIA

do
€ um
Caso

da

No caso de pecas ndo simétricas, BLANDFORD, INGRAFFEA

& LIGETT sugerem a utilizagdo de subregides (ver figura III.4}).

Assim, embora se crie um contorno artificial nas interfaces das

subregides, os problemas de integragdo ficam evitados.



-94-

FIG. Ill. 4 - SUBREGIAD

Como exemplo, serdo calculados os valores de KI/KO pa-
ra a placa da figura IIl.5a, sendo K, = o/ma um fator de refe-
réncia, usando elementos de contorno constantes. Foi discretiza
da apenas a metade da placa através de 95 elementos. Os resulta

dos estdo mostrados na figura III1.5b. A solugdo exata foi obti-

da de ROOKE & CARTWRIGHT [43].

\ KI/KO

™~

1
7

Z

—d <
- b—

22"

(a)

~,
-
0,5 a/b

Fig. .5 -~ K; Para Chapa Com Trinca Na Borde
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A figura mostra que para a/b < 0,4, o erro cometido é
inferior a 10%. A partir a/b = 0,4 o erro cresce consideravel-
mente. Isto pode ser explicado pelo fato de a chapa sofrer um
grande movimento de corpo rigido guando a trinca cresce, e oS
elementos decontorne constantes ndo sdo adeguados para represen
tar rotag¢des, introduzindo deformag¢gdes artificiais na solugdo.
Isto pode ser reforgado quando se considera a chapa da figura
II1.6a. Neste caso, as rotagdes sdo bastante limitadas, e como
pode ser visto pela figura III.6b, o erro € sempre inferior a
104 (a solucgdo foi obtida com 95 elementos constantes discreti-
zando um quarto da chapa). A solugdo exata foi novamente obtida

de ROOKE & CARTWRIGHT.

/\KI/KO
—f2afe [
2b 27
+
. . + ‘
\I/\L\l/\l/ | + = \'Exuto
{a)
T 1 | 3 | i | >
015 Cl/b

Fig. .6~ Ky Para Chapa Com Trinca No Centro




-96-

IT1.6. Elementos Finitos

Para a andlise de pegas com altos gradientes de ten-
sfes através de elementos finitos, & necessdrio utilizar malhas
refinadas para se obter resultados precisos. No caso de pegas
trincadas, as tensdes eldsticas tendem ao infinito na ponta da
trinca e assim os elementos finitos convencionais se mostram ine
ficientes para descrever o campo de tensdes. 0 problema pode ser
resolvido de duas maneiras. A primeira seria através do desen-
volvimento de e]eméntos especiais em cuja formulagdo Ja estdo
embutidos os gradientes de tensfes adequados. A segunda seria
através do cdlculo dos FIT por algum método, por exemplo, 0%
elementos finitos.conVencionais, e o cdlculo das tensdes e dos
deslocamentos através das equacdes (II.105) a (II.119).

Os primeiros elementos finitos especiais para andlise
de trincas foram desenvolvidos em 1970 por BYSKOV [10]. Eram
elementos triangulares em gque a trinca partia de um vértice. Em
1971, PIAN, TONG & LUK [37] publicaram resultados para um ele-
mento hibrido retangular de 8 nés. A partir dai inldmeras outras
formulagdes foram pubiicadas. A seguir serd esbogada a formula-
cdo de um elemento devido a FAWKES [35].

A energia potencial P de um elemento pode ser escrita

como

1 T ] T—
p = Jvc DodV JS 8 TdS (111.27)

sendo D a matriz de flexibilidade, § o vetor deslocamento e T o
vetor das forgas prescritas no contorno do elemento. Usando-se

as equacdes (III.18), (III.19) e (III.21) pode-se escrever
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g = Pa (111.28)
onde a € o vetor dos coeficientes a1 & 3 ,. Do mesmo modo,
(I11.22) e (I11.23}) podem ser escritas

8§ = Aa (I11.29)

Substituindo (III.28) e (II11.29) em (II11.37), obtém-se

2

p =] jv a'p'DPady - JS alaTTds (111.

Calculando-se a variagao do funcional P em relacgdo

vetor a, encontra-se
dp = JV da'P'DPady - js da'ATdS (111

Os deslocamentos nodais u podem ser relacionados

pardmetros a usando-se {II11.29)

u = Aa (ITI.

onde A & uma matriz constante. Supondo-se que A tenha uma

triz inversa, (III.43) pode ser escrita

dP = du [ AT JVPTDPdV) Ru - AT J;ETTdS 1 (111
.

onde A" é a transporta da inversa de A.

30)

ao

.31)

ao0s

32)

ma-

.33)
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Como as variagdes du sdo arbitrdrias, obtém-se fazendo dP=0,

Ku = F (II11.34)
sendo

K = K‘T(J'V PTpPdV) A~ (111.35)

F="" ([, A'Tds) (111.36)

Considerando-se o elemento retangular de 8 nds da figu
ra III1.7, o numero de deslocamento nodais € 16, e por isso Q

vetor dos parametros incdgnitos a fica limitado a 16 componen-

tes.

7 6 5
Y
e
8 ) e [ T3
X
q
1 2 3

FIG. .7 - ELEMENTO COM TRINCA

Uma restricdo adicional vem do fato de as equagdes
(111.22) e (I11.23) ndo admitirem movimentos de corpo rigido.
Isto pode ser contornado reescrevendo {Iil.29) da seguinte for-

ma
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oy 1.0 |
§ = [A2x13 - } <A g (I11.37)

onde b], b2 e b3 sao constantes. Deste modo o0s coeficientes a4
a a;3 se referem aos deslocamentos dos modos I e [II, e os coe-
ficientes b] a b3 se referem a desiocamentos de corpo rigido.
FAWKES considerou ainda que o0s coeficientes 2; a a; se referem
ao ﬁodo I, e os coeficientes ag a a;5; se referem ao modo II.Des

te modo, usando (II1.25) e (I11.26},

K1
ay = —= (I11.38)
/7T
K
ag = _ il (I11.39)
Vem

Assim, uma vantagem desta formulacdoc é o cdlculo dire-
to dos FIT.

A dimensdo da trinca é especificada quando no cdlculo
de K e F,‘equagﬁes (I11.35) e (II1.36), uma vez dque A, A e Psdo
%Jﬁgﬁes de r e ©@. FAWKES inicialmente computou as integrais de
(111.47) e (III.48) usando a guadratura gaussiana de ordem ele-

vada. Entretanto, ele verificou posteriormente que se obtinham
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melhores resultados ao se subdividir o elemento em 8 subregides
e realizar a integragdo em cada subregidc usando quadratura gaus-

siana 3x3 (ver figura III.8).

FIG. 1l.8 - INTEGRAGAO NUMERICA

Py

De acordo com FAWKES, o desempenho do elemento é exce-
lente. Como exemplo, ele considerou uma chapa carregada no modo
I, como a mostrada na figura III.7, sendo quadrada e com uma
trinca igual a metade de um lado. O valor calculado de E(I/KO
(sendo Kg = © ma) foi de 2,93 enquanto o valor .exato € de 2,82,
dando assim um erro de 4%. Deve-se notar que foi necessdrio ape
nas 1 élemento para resolver o problema. |

Na utilizacdo do elemento de FAWKES, deve-se observar
que, conforme mostrado na figura III.7, a trinca é paralela ao
eixo x. Assim, no caso geral & necessario aplicar notagdes na
matriz K da equagdo (III.35) e no vetor F de (III.36}.

Uma éxigéncia do elemento de FAWKES, comum a muitos

elementos especiais, € ¢ uso de elementos de . acoplamento
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("matching elements") quando usado em conjunto com uma malha de
elementos isoparamétricos quadrdticos. Isto é necessdrio- para
preservar o equilfbrio entre os elementos vizinhos. Se o elemen
to da ffgura IT1.6 for submetido a uma tensdo uniforme no Tado
1-2-3, as forgas nodais nos pontos 1, 2 e 3 apresentam a rela-
cdo 1:2:1€ enquanto em um elemento isoparamétrico quadrdtico a
relagdo é 1:4:1. A formulacdo do elemento de acoplamento é bas-
tante simples. Seja, por exemplo, o elemento de acomplamento B

da figura III.9.

7 [ 5
i — s
1 z 3
YJ‘
13
9 !
X ¥
1z 11 w
I

FIG.lli. 9 -~ ELEMENTO DE ACOPLAMENTO
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As fungBes de interpolagdo N9 a N]3 sdo as fungles pa-
drdes dos elementos isoparamétricos quadrdticos. Entretanto, as

fungdes de interpolagido N] a N3 do elemento de acoplamento sdo

dadas por
Ny (Em) = - gEn(1em) (1 - () (111.40)
N, (E,0) = an(140) (1 - E;|) (111.47)
Na(E,n) = %En(1+n)(1 + T%T) (I11.42)
onde
£ - 2% (111.43)
n = %% (111.44)

Maiores detalhes sobre este elemento podem ser encon-
trados no livro de OWEN & FAWKES [35], gue contém inclusive a
listagem de um programa Fortran sobre o elemento.

Seguindo a linha de formulagdo apresentada, € possivel
construir uma série de elementos especiais. Entretanto, HENSHELL
& SHAW [16] em 1975 e BARSOUM [4] em 1976 descobriram indepen-
dentemente que elementos isoparamétricos quadrdticos podem apre
sentar as singularidades requeridas pela MFLE simplesmente com
um posicionamento adeguado dos ndés intermedidrios. Estendendo a
idéia, HIBBIT [17] mostrou em 1977 que elementos 150paramétr1—
cos de ordem superior podem representar ndo s6 as singularida-

des da MFLE (equagdes (II.105) a (II.119)) como também as singu
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laridades da MFEP (equacgdes (I11.168) a (II.171)) desde que o0s
nés intermedidrios sejam posicionados de uma maneira adequada.
Tais elementos foram chamados por BARSOUM de.e1ementos quarto-
ponto {"quarter-point elements"). Neste capitulo, serd apresen
tada a idéia bdsica sobre os elementos quarto-ponto e no capfi-
tulo IV serd feito um estudo mais detalhado.

Seja o elemento isoparamétrico quadrdtico unidimensio-

nal da figura III.10.

1 2 2
X,= 0 Xg= P X, =L
§=—1 ? =0 § = +1

FIG. II.10 - ELEMENTO QUADRATICO UNIDIMENSIONAL

Sem perda de generalidade, pode-se tomar Xy = 0. As fun

cdes de interpolagao N1(g), Nz(z) e N3(E) S&0

T gy ] .

N, (8) = 5(1-8)~(1-£7) (111.45)
N, (E) = 5(1+E) - 5(1-5%) (111.45)
Ny(g) = 1-g&° (111.47)

X(E) = N (E)x; *+ Ny(E)x, + N3(:)x3 (111.48)
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Usando-se os valores da figura III.15 e substituindo

(I11.45) a (II11.47) em (II1.48), obtém-se

x(€) = % (1+€)2 + (1-82)p | (IT1.

Fazendo-se

p = al (111.
a equacdo (III.61) pode ser escrita

X(E) = (45 + a) + (- a)E28 (111.

Se, como usualmente, faz-se

o = % (III.
a equagcdo {III.51) fornece

x (&) =%(E+1)R (111.
e assim a coordenada x € interpolada linearmente por £.

Entretanto, se

a =% (111,

a equagdo (III.5%) fornece

x(E) =’%(1+E)2 (I11

49)

50)

51}

52)

53)

54)

.55)
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Resolvendo-se (II1.55) em relacdo a £ e considerando

que £ > -1, obtém-se
= -1+ 2/% (111.56)

0s deslocamentos u podem ser interpolados de modo si-

milar a {(II1.48):

W(E) = Ny (E)ug + Ny(E)u, + N3(E)ug (111.57)

Usando-se (111.45) a (II1.47) em (II1.69), obtém-se

W(€) = (F(1-8) = 3(1-£2)uy + (F(1+E) - z(1-£7)u, +

+ (1-8%)ug (I11.58)
A deformagdo €y € dada por
e, = du | | (111.59)

Pela regra da cadeia,

dg (I111.60)

Usando-se (III.58) e (III.56) em (I11.72), obtém-se

. v (Ligyu, - 28u,)— (111.61)
£ (( 'Z'H';)U] (2 Us UB)-/EX—

Assim, colocando-se o ndé intermedidrio a uma distancia
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da origem igual a um guarto do comprimento do elemento (donde o

nome elemento quarto-ponto), obtém-se uma singularidade na de-

1
formagdo do tipo r 2?. Considerando-se a teoria linear eldstica,

1
a tensdo também serd proporcional a r *.
Seja agora o elemento isoparamétrico cubico wunidimen-

sional da figura III.11.

— O o—

%, =0 X3= P X"

‘ghl Cg e-liy3 g - /3 E =41

FIG. ]]I.. 11 — ELEMENTO CUBICO _ UNIDIMENSIONAL

Sem perda de generalidade pode-se considerar novamente

Xy = 0. As fungbes de interpola¢do podem ser escritas como
Ny (E) = e(-T+E+9£2-92°) (111.62)
N, {(£) =-%g(-1-g+952+953) | (I11.63)
Ny (8) = Te(1-38-£2+36°) (111.64)
Ng(E) = T5(1+38-£2-3¢°) (111.65)
Como

x(g) = N](g)x] + NZ(E)x2 + N3(E)x3 + N4(£)x4 (I11.66)
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al (III1.67)

BL (111:68)

(ver figura III.11), obtém-se

1

K(E) = 7g(-1-E+9£24952 )0 + [41-3E-£2435% )k +

+ (143-£2-36°)B2 (I11.69)

Se, como € ysual, faz-se
_ 1
o= (I11.70)
B =% (111.71)
obtém-se
x(g) = %(Ejﬂ)ﬂ. (111.72)
e assim a coordenada x é interpolada 1inearmente por £.
Se, entretanto, tomar-se
_ 1
@ =3 : (II1.73)
B = % (I11.74)
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a equacdo (III.69) fica

x(g) = %(1+E)2 (I11.75)

ou seja, obtém-se novamente (III.55) e seguindo um raciocinio
idéntico pode-se mostrar que se obtém a singularidade de tensdo
1
B

e deformagdo do tipo r ® requerida pela MFLE.

Em uma terceira hipdtese, seja

A

& = 57 (I11.76)
_ 8
B = 57 (111.77)

Agora, a equacdo (III.69) fica

x(g) = %(1+£}3 (111.78)
loga
1/3
g = -1+ 2(}) (I11.79)
e assim,
-1/3 -2/3
%% - %2 X (II1.80)
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Logo, ao se computar a deformagdo usando-se (IIl.59) e
(111.60) obtém-se
-3 4y -23

_ 2
e, = 3t T - X (II1.871)

Observando agora a equagdo (II.168), nota-se gque para
M = 0,5, a deformacdo apresenta uma singularidade do tipo r"2/§
ou seja, a mesma da equagdo (III.81). Assim, com o elemento iso
paramétrico cibico pode-se descrever ndo sé o comportamento de
materiais Tineares eldsticos (M=1) como também o comportamento
de materiais elastopldsticos com coeficiente de encruamento
M=0,5.

HIBBIT [17] mostrou que elementos isoparamétricos de
ordem superior poderiam descrever o comportamento de materiais
plastopldsticos com encruamento, ainda que as vezes de forma
aproximada. Para isso, ele considerou um elemento com n+1 nés,
n > 2, e supds que os nds intermedidrios eram posicionados de

tal maneira que a interpolagdo da coordenada x pudesse ser es-

crita como

x(g) = A(T+E)" (111.82)
onde A & uma constante. (Note que {II1.55) e (III.78) sdo casos
particulares de (II1.94) para n=2 e n=3, respectivamente). Re-

solvendo-se (II11.82) para , obtém-se

£= -1+ (x/A)1/" (111.83)
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e assim

(1-n)/n

dg _ 1 ,-1/n
i nA X (I11.84)
Assim, ao se computar a deformacdao, verifica-se gque

ela apresenta uma singularidade do tipo r(]—n)/n. Logo, quando

se deseja representar o comportamento de um material com coefi-
ciente de encruamento M cuja singularidade é do tipo r']/(M+])
{ver equacdo (II.168), o grau do polinBmio do elemento deve ser
escolhido de forma que

__-l;]n - '—Ml1 | (111.85)

Resolvendo-se (I11.85), encontra-se

n o= Ml (I11.86)

0 grafico da equacgdo (II1.98) encontra-se na figura
I11.12.

Como o grau do polindmio n deve ser sempre inteiro,

nem sempre € possivel encontrar um n que represente exatamente
o comportamento do material. Por exemplo, se M = 0,3, o valor
correspondente de n seria 3,50. Assim, o valor adotado de n po-
deria ser de n=3 ou n=4, ou seja, o elemento deveria ter 4 ou 5

nés.

A figura mostra ainda que gquando M =+ 0, n =+ =, Assim,
para um material elastopldstico perfeito em que M = O, 0 grau

do polinfmio deveria ser muito grande para se obter uma aproxi-
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magde razodvel. Na verdade, ao se estudar o caso bidimensional,
serd visto que existe uma outra maneira de simular o comporta-
mento de materiais elastoplasticos perfeitos, com elementos iso
paramétricos quadrdticos, novamente através de um posicionamen-
to adequado dos nds. Assim, conclui-se que os elementos isopara

métricos sdo extremamente poderosos para a solucgdo de problemas

eldsticos e pldsticos da Mecdnica da Fratura.

T ]
0,5 I

zV

Fig. I[.12 - Grau n_Do Polindmio

III.7. Elementos de Transigao

Em 1978, LYNN & INGRAFFEA [25] introduziram o conceito
de elementos de transig¢do para serem usados entre os elementos
guarto-ponto e o0s elementos da malha regular. Deve-se notar que

aqui, ao contrério dos elementos de acoplamento obrigatdérios pa
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ra os elementos especiais, a utilizacdo dos elementos de transi
cdo € vantajosa mas opcional. Além disso, a semelhanga dos ele-
mentos quarto-ponto, os elementos de transigdo sdo elementos
isoparamétricos comuns, apenas com o0s nds intermedidrios coloca
dos em posicdo adequada.

Para a introdugdo do conceito de elementos de transi-

cdo, seja a figura III.T13.

ELEMENTO ELEMENTO DE

QUARTO -PONTO——=| TRANSIGAC *—{

1 3 2

12 — O—

o
[+.]

Xq=-PL X5 X1=0 X3=of L Xz2=L

%=1 S':o §:n

p——f L ‘-—‘

PL - L

FIG. TL. 13 - ELEMENTO DE__TRANSICAD

0 elemento da ponta da trinca (de nds 4, 5 e 1) €& um
elemento quarto-ponto, que apresenta uma singularidade de defor
magdo do tipo r'% no ponto Xg - LYNN & INGRAFFEA consideraram a
possibilidade do elemento vizinho (nds 1, 2 e 3) também apresen
tar a singularidade em Xg Este elemento foi chamado elemento
de transicdo, e reqular, poié a singularidade ocorre fora do
elemento. A singularidade é obtida colocando o ponto X3= al de

tal maneira que

(111.87)
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Considerando sem perda de genéra]idade x1=0, a coorde

nada x & interpoiada por

x = ((1H) = (1-£2))x, + (1-£2)x, (111.88)

™| —r

Fazendo (ver figura III.]B)

X, = 2 (I11.89)
Xy = ol (111.90)
vem
x = p(E+E2)R + (1-82)ad (I11.91)
Resolvendo esta equagdo para &, vem
g = TTi%&TE'O'R +//22-8 a2 +82x+160222-16a2x) (111.92)
e assim
%% ) (1-;a)m . (111.93)

Y L2-8al?+8Lx+160222-T60dx

Para obedecer a condigdo (III.87) em x=x4=—62, deve-se ter
22-8af2-8BR2+160222+16a8422 = 0. (II1,94)

Resolvendo esta equagdo para &, chega-se a

0 = F(1-28427/B(176) ) (111.95)
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0 grdfico da equagdo (III.95) estd mostrado na figura
[11.14. Observa-se que para B=0, o=1/4 e o elemento de transi-
¢80 se transforma no prdprio elemento quarto-ponto. Além disso,
quando B cresce, a=1/2 e o elemento de transigido se transfor
ma no. elemento com 0 né intermedidrio na posigcdo central. Na
prétifa, verificou-se que a precisdao obtida cbm apenas uma cama
da de elementos de transicdo é praticamente a meéma que com
duas ou mais camadas, pois o aumento do ndmero de camadas equi-
vale a aumentar B. Logo, 0 uso de uma camada de elementos de
transigdo em torno dos elementos quarto-ponto da ponta da trin-

ca € suficiente para uma boa precisdo.

A\

Fig. Il .14~ Ng Intermedidrio Do Elemento De TransigGo

No capitulo IV serdo mostrados exemplos de utilizagdo

de elementos de transigdo.
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I11.8. Conclusédo

Entre os modelos de simulagdo da Mec@nica da Fratura
aqui apresentados, os elementos finitos quarto-ponto sdo sem dd
vida os mais versdteis, pois podem simular o comportamento de
materiais eldsticos e elastoplésticos. No caso especifico do
presente trabalho, onde se estudam trincas em juntas tubulares,
0s elementos finitos quarto-ponto.se impdem pela sua‘eficiéncia
e simplicidade. Deve-se notar que neste caso o campo de tensdes
é verdadeiramente tridimensional, pbis em uma junta tubular
existem reforgos (corddes de solda, por exemplo} que tém uma in

fluéncia decisiva sobre as tensdes.



-116-

CAPITULO IV

ELEMENTOS QUARTO-PONTO

IV.1. Introdugdo

Os elementos guarto-ponto sdo extremamente simples e
eficientes na simulagdo da Mecdnica da Fratura Tinear eldstica
ou e?astap]éética. Neste capitulo, serd apresentada a formula-
¢do destes elementos para os casos plano e tridimensional, sen-
do possivel estender o conceito para o estudo de trincas passan
tes em placas e cascas [5]. Serd discutido ainda o fato, sur-
preendente a primeira vista, de os elementos trinagulares terem
um desempenho superior aos quadrilaterais, apesar do numero in-
ferior de nds. Também serdo apresentados alguns exemplos de uti
lizagdo dos elementos quarto—pontd.

Tais elementos, por serem isoparamétricos, gozam das
propriedades da convergéncia monotdnica, como completidade e
compatibilidade [6]. Sendo completos, os elementos tanto podem
representar movimentos de corpo rigidos sem desenvolver = ten-
sges ficticias como estados de tensdes constantes. Sendo compa-
tiveis, os deslocamentos sdo continuos dentro e através dos con
tornos dos elementos. Tais propriedades garantem que a solugdo
serd tanto melhor quanto mais refinada a malha. Também sio im-
portantes no estudo de tensdes térmicas, pois campos de tempera
tura uniformes n3o introduzem tensdes ficticias nos elementos.
Tais propriedades ndo sd3o automdticas no caso de elementos hi-

bridos ou especiais, conforme visto na secdo II11.6.
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IV.2. Elementos Quarto-Ponto Triangulares Quadrdticos

Nesta secdo serd apresentada a formulagcdo do elemento
quarto-ponto plano quadrdtico. Este elemento tem uma ampla apli
cacdo na andlise de fratura de materiais eldsticos e elasto-
pldsticos perfeitos. Sua formulacdo € devida éPENSHH_& SHAW [16]
e a BARSOUM [4].

Seja o elemento triangular da figura IV.1, mapeado no

plano ;-n como um quadrado (=1 < & < 1, =1 < mn < 7).

AN
\ Y
/\ X= const. _ % = const.
/ 5 | T 5] . 5
1 ©=const.
6 r » P h 4, |
7,8 ) © < s 8 | 4 S
e T % %’
2 ‘_\L
\\\w X
Py o 3 | ‘ ?
T =

Fig. IV.1— Elemento Quarfo-Ponto Quadrdtico

De acordo com a figura IV.1,
X1 = X7 = Xg = 0, Yy =¥y T ¥g = 0 (IV.1)

3 . h
= Xg TF Yy =Yg <7 (Iv.2)
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= 2, _y3 = ys = h (IV.3)

(1V.4)

I
Yo
(s

I~

1
[ ]

x4

As fungdes de interpolagdo Ni(g,h), i = 1,8 podem ser

escritas como

[ (M) () = (1-6)(amny) = (1) (1) ont +

| —

N.(E,n) =

+-%(1-Ea)(1+nn1)(1~€$)n$ +-%(1-n2}(1+551)(1-n$)€$

(IV.5)
onde Ei n; = t]1 para os nds dos vértices e 0O para os nés in-
termedidrios.

As coordenadas sdo interpoladas como
o

X = z N, (8.0 ) x; (IV.6)
i=1
8

yo= ) Mgy, (1v.7)

=
—_—

-

onde Xia Y; sdo as coordenadas dos nés.

Substituindo (IV.5} em (IV.6) e (IV.7), fica

x = 0-£9) (o) + | (040 (=0)- (k) (1-n)=(1n2) (143 | +
+2(1-n2)(14E) + %[(HE)(Hn)-(]-EE)(1+n)—(1-na)(1+a)} +
+ £(1-£2) (14n) (1v.8)
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y=-§-£)(=n) = §{040) 0-m-(-8) (1-n)- (=) ()] +
w3 [ I am)-(1-8) (em)-(=) (140) [+ §01-€2) (1) |
(1v.9)
Desenvolvendo (IV.8) e (IV.Q), obtém-se
x = F(1+E)* (1v.10)
y = an(1+g)? - (1v.11)
Para as coordenadas polaresr e, tem-se
T (I1v.12)
r2 = 1g(1+8) (22 +h7ne) (1v.13)
6 = tg”! y (IvV.14)
o = tg~! I (1V.15)

De acordo com {(IV.10}), se x = constante, & = constan
te e de acordo com {IV.15) se @ = constante, n = constante.
Além disso, de acordo com (IV.13),

14€ = 2‘/F]/4 (IV.16)

(22+h&n?)
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0 jacobiano J da transformacgdo {(IV.10}) e (IV.11) € de-

finido por

ox 3y
3E 3E
J = (IV.17)
ox Ay
an an |

Entdo,

Jd = (IV.18)

det J =D8£(1+g)3 (1V.19)

A inversa de J serd

2 ___ 47
: 2(1+E) (T+g) %
J = (IV.20)
0 4
L h{T+E)® |

0s deslocamentos u e v sdo interpolados de modo andlo-

go a (IV.6) e (IV.7):

No (g, n}u; (1v,21)

<<
n

N (gan)vs (IV.22)

n[~"]0e —IT [~

.
i
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ponde u, & v s&0 0s deslocamentos nodais. As derivadas parciais

de u e v em relacdo a & e n podem ser escritas

onde,

de

8. 8
aN. N,
au i gu _ 1
$- ) e oL e (1¥.23)
i=1 =1
8 8
aN. aN.
av _ 1 au _ i
L e wm T L (1v.24)

—_
—
—_—

acordo com (IV.5),

o = 4lEs () + 28 (1emn,) - £ 01-n%) | g2n -

- E(1mny ) (1-E3)n3" + %ﬁi(17n?)(1-n§)£$ | (Iv.25)

BNi

+ 303 (1-62) (1€ - n(1+£€;) (1-nf)E3 (1v.26)

n%_;

Substituindo (IV.25) e (IV.26) em (IV.23), obtém-se

3u
12

= [%u1(-2+3n-n3) tuy(l-n) + %u3(n+na) +%u4(1-n2) +
* ugln=n?) + ug(1m) + qu;(-2-31n%) + gugl-14n7) | +

© (19) |y (1n) + upl=Tom) + grg(1en) + ug(1m) +

+ ugl-1-n) + gy (1om) | (1v.27)
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3= [ Juy(-Te2n) + guy(ezn) - 2ugn |+

A%

+ (148 | u;(3-20)-uyrgug(142n)-ugnequg (<1+2n) +

+ “6’%“7('3+2n)+u8” } +

-r_wé—f

= |_ -l ] _ ] - E : bt
PR [ -y gyt g3 g Y gl (1V-28)

As derivadas dv/9E e 9v/8n sdo calculadas da mesma ma-

neira, trocando os deslocamentos uj pelos correspondentes Vi

-

E importante verificar que o primeiro termo de (IV.28)

fica identicamente nulo se sdo impostas as restrigdes

também &

das de u

Uy = Uy = U g (IV.29)
Vi = v, = Vg (IV.30)
Ao longo de um raio vetor @ = constante, a coordenada n

constante. Assim, usando (IV.27) e (IV.28), as deriva-

e v em relacdo a £ e n podem ser escritas como

.%% = ag + a(l+g) (IV.31)
BU = by by (14E) + by(1+E2) (1v.32)
%% = ¢y + cq(1+E) (1V.33)
%% = dg + dy(1+E) + d,(1+E2) (Iv.34)
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onde ags a7, bo, b], b2, Cy» C1> dO’ d] e d2 sd dependem dos des-
Tocamentos nodais e de n, sendo portanto constantes ao longo de
um raio vetor © = constante. As restrigdes (IV.29) e (IV.30)
implicam em bO = d0 = 0.

Para calcular as deformagdes, é necessdrio conhecer as

derivadas de u e v em relagdo a x e y. Como

( Bu ) (3u
ax 3t
. =1 ‘
4 > =4d < {(Iv.35)
8u au
\ 3y J \ dn

encontra-se, usando .(IV.20) e (IV.31) e (IV.32)}),

5, 2ap-47b, 4mby, 2a,-4nb,

Tx = TR(FE " R(TREEY T W (1v.36)

Ao longo de um raio vetor, n = constante. Assim, usan

do (IV.16), pode-se escrever

+ + A

Q>
=
N

.bl
_FO_ : (IV.37)

>

bé e A] sdo independentes de r e além disso by & pro-

onde A 0

0,
porcional a bo.

De modo andlogo, encontra-se

B bll
du . 0 L 70, p (IV.38)
ay r 1
r
c d
dv .20, 20 4 ¢ (1v.39)
3 X = r 1
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D dp
%5 - ;g +.79 + D, (IV.40)
r
onde BO’ ba, 81, CO, dé, C1’DO, da e D1 sdo independentes de v

e, além disso, b6 & proporcional a bO e dé e d5 sdao proporcio-
nais a dO.

Assim, as deformagfes podem ser escritas

A, bh
_fo L b .
e, = =+ -2+ A (1v.41)
r .
DO dl[
Ey :—r+T + D-l (IV42)
8 +C,  bi+d!
2¢,, - gf_o + 804w c (1v.43)
r

Pode-se agora considerar duas hipdteses. Primeiro, se
os nés 1, 7 e 8 (ver figura IV.1) foram tomados como independen
tes apesar de terem as mesmas coordenadas iniciais, 0s termos

1 It [}
bo, bO’ dO

as deformagdes sdo proporcionais a r'1, que € caracteristica do

e dﬁ sdo diferentes de zero, e assim fazendo r + 0,
campo de deformagfes na ponta da trinca de um material elasto-
pldstico perfeito (ver equagdo (I1I1.170)).

Entretanto, se forem impostas as condigdes (IV.29) e

(IV.30), entdo by by = dj = dj = 0 e as equagdes (IV.41) a
(IV.43) ficam

e, = — + A (1v.44)
VT
D

e =-9 4+ (1V:45)
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(IV.46)

e o campo de deformagBes € caracteristico de uma trinca em um
material linear eldstico. Neste caso, o elemento tem na verdade
apenas 6 ndés, jad que os nds 1, 7 e 8 além de terem as mesmas
coordenadas iniciais, sofrem o0s mesmos deslocamentos.

Assim, o elemento quarto-ponto guadrdtico . é capaz de
simular o comportamento de materiais com coeficientes de encrua
mento iguais a 0 ou 1. Para coeficientes de encruamento inter-
medidrios, € necessdario usar elementos quarto-ponto de ordem su

perior.

IV.3. Energia de Deformacgdo

E fdcil mostrar que o elemento triangular quarto-ponto

quadrdtico com singularidades no campo de deformagdo do tipo

-1 -
r®our ] tem uma energia de deformacgdo U finita. Por defini-

¢do,
U = jv oledy (IV.47)
onde g é o diferencial de volume dado por
dV = det J d&dn (IV.48)
Usando (IV.19), pode-se escrever

dv = BE(1+g)° dedn (1V.49)
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ou, considerando (IV.16),

dv = Fqﬁ%g—gdrdn- (1V.50)
e portanto
dV :: 0O(r) drdn (IV.57)

onde a notagdo 0(r®) significa da ordem de r&

No caso da elasticidade lTinear, as tensdes sao propor-

1
cionais as deformagbes, que sdo da ordem de r *, tem-se

L. [ h -1 -1 ‘
U Jn=-1 p=g O(r %) 0(r %) 0{r) drdn (IV:52)
e assim
.. 0
Uz 00r) (IV.53)

No caso da piasticidade perfeita, as tensdes sdo de or-

0

dem de r~ e as deformagdes da ordem rf1. Logo,

fn"_1 =0 0(x°) o(r™") 0(r) drdn (IV.54)

e se encontra novamente (IV.53). Portanto, também a matriz de

rigidez serd limitada.
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IV.4, Elementos Quarto-Ponto Triangulares ClUbicos

A formulacdo de um elemento quarto-ponto cdabico € simi-
lar ao elemento guadrdtico. 0 elemento quarto-ponto cibico pode
simular o comportamento de materiais eldsticos {M=21), elasto-
pldsticos perfeitos (M=0) e elastopldsticos com coeficiente de
encruamento M=0,5. Sua formulagdo foi feita por PU, HUSSAIN &
LORENSEN [38] em 1978.

Seja o elemento da figura IV.Z2.

/NN
/NY
7 —_—— 0 9 8 7
8
h
e ° 6 I 6
1,10,11,12 ~
e -
12 4 5 g
l 2 3 4
i g
Fig. IV.2~ Elemento Quarto - Ponto Ctibico
Inicialmente, sejam
Xp = Xqg T Xqyp T X9p = 0 ¥ty 70 (1v.55)
X = x = _-I_,oq -Y,=Y —_‘l_h (IV.56)
2 9 g~» 2799
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_ _ 4 _ _ 4
X3 - X8 - —9'205 - y3 - y8 - gh (IV.57)
X4 = X7 = R/ - y4 = y7 = h (I‘J.SB)
K. = x. = 1 _y. =y, =& (1v.59)
5 6 Ys = Ve T 3 :
As fungdes de interpolacao Ni(g,n), i=1, 12, podem

ser escritas

Ny (E20) = opg(148,) (1) [-1009(52em) | [-10v8(e3ent)] +

S(1+EE.) (149, ) (1-n2) (1-n2) +

[ee]

1

+ g1+, ) (1+98€. ) (1-82) (1-£2) (IV.60)
onde E.,n; = *1 nos vértices e =1/3 nos nés intermediarios.
Como
12
x = z N (E.n)xy, (IV.61)
i=1
12
y = Z N (E.m)yss (1v.62)
i=]
encontra-se
= % 2
x = 7(1+g) (IV.63)
- 4 2 (1V.64)
y =7 (1+g) .
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Estas duas equagBes sdo idé&nticas a (IV.10) e (IV.11). Deste mo
do, as equagfes (IV.12) a (IV.20) sdo vdlidas também aqui.

Os deslocamentos sdo interpolados como

12

=) N(E ), (1V.65)
i=1
12

v ) N(Em)y, | (1V.66)
i=1

onde ui e v, sao os deslocamentos nodais.
PU, HUSSAIN & LORENSEN [38] mostraram que os desloca-

mentos podem ser escritos como

u = Ao(ﬂ,ui) + (1+E)A](ﬂ:u1) + (]+€)2A2(ﬂsui)+(]+€)3A3(H=U1)
(IV.67)

-7
1l

;)
(IV.68)

Ao(nsvi) + (]+§)Aq(nsvi) + (]+E)2A2(H:V1)+(1+E)3A3(nsv'

onde o0s coeficientes AO, Al’ A2 g A3 dependem apenas dos deslo-

camentos nodais e de 7. Ao(n’ui) € dado por

Ao(n’“i) = é% {2(-1*9ﬂ2) [(]‘ﬁ)u] + (1+ﬂ)u]d1 +

+ 18(1-n2) [(1+3n)uH + (1-3n}u]2] (TV.69)

Usando-se (IV.35) e (IV.20) para calcular 3u/dx, encon-

tra-se
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A 3A
U R0, 1 A landy .
ax  L(I+E)Z Bn | R(TFEIVITTEN

oA

v 2R (3a, 202 - (1V.70)

Usando (IV.16), esta equagdo pode ser escrita como

B, 3A B
au _ 0 0 1
E S D= I (O (IV.77)
onde os coeficientes BO, Bl’ 82 e B3 s dependem de n e dos

deslocamentos Us . Expressdes semelhantes sdo deduzidas para as
ouftras derivadas 3u/3y, @dv/3x e 3v/3y, e portanto para as de-
formagdes €, ey e Exy. Agqui, pode ser feita uma andlise simi-
lTar a do elemento quadrdtico. Se for considerado que os nés 1,
10, 11 e 12 sdo independentes apesar de terem as mesmas coorde-
nadas iniciais, entdo quando r - 0, os deslocamentos ficam da

ardem de r'I

e portanto tem-se o caso do material elastopldsti-
co perfeito. Se entretanto for considerado que os ndés 1, 10, 11
e 12 t&€m os mesmos deslocamentos e coordenadas 1niciafs, isto
é, que sdo de fato um Unico né, entdo um exame de (IV.69) mos-
tra que AO & identicamente nula e portanto BAO/Bn também € iden
ticamente nula. Neste caso,ras deformagﬁe@isﬁo da ordem de r—%
e tem-se o caso de um material eldstico Tinear.

Para considerar agora 0 caso de um material é]astop]és-

tico com encruamento, seja novamente 0 elemento da figura IV.2

mas tendo agora os nés 2, 3, 8 € 9 as seguintes~coordenddas

- _ _ |
Xg = —2—72, —y2 = yg = g‘h (IV72)
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R
Y3 = Yg = pyh

8
Xg = 7%,

(IV.73)

Neste caso as coordenadas x e y sao 1nterpo1adas por

=
1]

£1+£)°

L
1]

%n(1+€)3

0 que pode ser verificado facilmente por substitui¢do.

Fortanto,

1 6
Pt = (82 men) (14E)

-1 nh
tg” -

@
I

2r1/3

(28+nZh?)

1+E =

1/6

Verifica-se novamente que se x = constante,

(IV.74)

{(IV.75)

(Iv.76)

(1v.77)

(Iv.78)

= cons-

tante e que se © = constante, n = constante. Além disso,
3% 3nh
g = AEE) (1v.79)
0 h(1+E)
dget J = 3(14g)° (1v.80)

Seguindo o mesmo procedimento de cdlculo mostrado acima,
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Pode-se mostrar que

Ch BA C
au 0 0 1
+ I + =273 + T73 + C3 (Iv.81)

X

onde o0s coeficientes CO, C1, C2 e C3 sé dependem dos deslocamen
tos nodais u; e de n (sendo portanto constantes para qualquer
rajio vetor © = constante), e AO jad foi definido pela equacao
(IV.69). Expressfes semelhantes podem ser deduzidas para as ou-
tras derivadas du/3y, 3v/ax e adv/a2y. Impondo a condicdo que o©0s
nés 1, 10, 11 e 12 tenham o0s mesmos deslocamentos, AO se torna
jdenticamente nulo e portanto aAO/an = 0. Logo para r - 0, as
deformacgdes ficam da ordem de r'2/3, conforme requerido para um
material com um coeficiente de encruamento M = 1/2.

E ficil mostrar que a energia de deformagdo é finita.

Usando o mesmo procedimento da secdo IV.3, tem

dv :: 0(r) (IvV.82)

Ja poV/3 (IV.83)

e 1: r?/3 (IV.84)
assim

U sz 0(r?) (1v;85)
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IV.5. Elementos Quarto-Ponto de Ordem Superior

Para elementos quarto-ponto-de ordem superior, as coor-

denadas podem ser interpoladas como

x = L (1+g)" - (1V.86)
2
_h n
y = Eﬁn(1+a) . (Iv.87)

como pode ser verificado por substitui¢do direta. Entdo

e = o (a+h2n?) (145) 2" (1v.88)
) n

o = tg” N (IV.89)

14g = 201 /M(g2ehzgz) /20 (1v.90)

det d = E%%(1+5)2"‘] (Iv.91)

2

Ao longo de qualguer raio vetor © = constante, as defor
~ « . . (1-n)/n . .
magdes sdo proporcionais a r , 0 que permite simular, em-
bora na maioria das vezes de forma aproximada, materiais com
coeficiente de encruamento M entre 0 e 1, conforme discutido na
secdao IIl.0.

Também se pode mostrar que a energia de deformagdo € 11

mitada. No cdlculo da integral (IV,47), tem-se

dv :: 0(r) (IV.92)
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e 12 o(r(P-nl/ny (IV.93)
o :: O(r'1/n) (IV.94)

(observar que na passagem de (IV.93) para (IV.94) foi usada a

equacdo II1.85). Assim
(IV.95)

IV.6, Formato do Elemento Quarto-Peonto Plano

Até agora, foi considerado que o elemento quarto-ponto
tem um formato de tridngulo isdsceles, conforme mostrado nas
figuras IV.1 e IV.2. Agora serd analisado o caso do tridangulo

da figura IV.3.

S

%y

hO
)

N

Fig. IV.3- Elemento Quarto- Ponto. Triangular
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:As coordenadas podem ser interpoladas como

x = 2 (1+5)" (1V.96)
2
o ni
y = —(hg + nh)(1+g) (Iv.97)
2
Pode-se encontrar facilmente
P2 o= b (g2{h+nh)2) (1+E) 2" (1v.98)
22n 0 y
N Th
tg = —OF (1V.99)
2

Assim, para um raio vetor ® = constante, mn = constante.

Além disso,

2™ D enn) (14) "
i 2
Jd - (IV.100)
h n
I 0 Eﬁ(]+5) |

e as equagdes (IV.91) a (IV.95) continuam vdlidas. Assim, pode-
se considerar como vdlidos quaisquer elementos gquarto-ponto
triangulares, desde que seus lados sejam retos. Entretanto,
guanto menos distorcido for o elemento, melhores serdo os resul
tados.

Serd considerado agora o efeito do deslocamento do néd
4 do elemento mostrado na figura IV.1, conforme mostrado na fi-

gura 1V.4
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AN
5
8
14
1,7, 8 >X
2
3
p \‘ af
Fig. IV.4— Tndngulo Destorcido
Usando-se (IV.8) e (IV.9), obtém-se
_ 4 ol 2
x = g(1+E£)% + =2(1-n*) (1+E) (Iv.101)
_h Nz
y = gn(1+8) (Iv.102)
‘Neste caso,
det 3 = Al(1eg)2(1egva(14307)) (1V.103)
Assim, . para valores negativos de a, existe uma re-
gido dentro do quadrado -1 < &, n < 1 em que det Jd < 0. N

plano x-y,. esta regido se situa junto a ponta da trinca, mos-

trada em hachurado na figura IV.5.
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v

Com

Jacobiano Negafivo

Fig. IV.5- Regido

iV
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0 jacobiano também pode ficar negativo se o0 nd inter-
medidrio for colocado a uma distdncia da ponta da trinca infe-
rior a 1/4 do comprimento do lado. Isto pode ser mostrado consi

derando o caso unidimensional. Partindo de (III.51),

dx

q - % + (1 - 2a)ER (IV.104)

Assim, o jacobiano € negativo se

2

7+ (1 - 20)88 < O (Iv.105)
- 1
£ < - 3TzaT (IV.106)

Se oo > 1/4, a condigdo (IV.106) sé ocorrerd para & < -1, ou se-
ja, fora da regido de interesse. Porém se a < 1/4, o Jjacobiano
serd negativo dentro do elemento.

A condigdo o < 1/4 pode ocorrer devido a errvo de arre-
dondamento nos dados de entrada. Para evitar isso, alguns auto-
res recomendam usar valores de ligeiramente superiorea a 1/4,
dando origem aos chamados elementos quase quarto-ponto (PEANO &
PASINI [36]). Outros, como HUSSAIN, COFFIN & ZALESKI [18], suge
rem simplesmente que um eventual jacobiano negativo em algum

ponto de integragdo seja simplesmente ignorado.

Serd discutido agora um elemento quarto-ponto quadrila ..

teral. A prdtica indicou gue este elemento, apesar de ter mais
nés que um elemento triangu]ér, tem um desempenho inferior. Es-
te fato surpreendeu de inicio os pesguisadores, mas tem duas
razdes bdsicas. A primeira é gue a densidade de energia de de-

formagdo tende a infinito na ponta da trinca, e em segundo lu-
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L A - . ~a v - _-L rd
gar as rela¢des previstas de deformagdes proporcionais a r 2 sd

ocorrem sobre o0s lados do elemento, e ndo sobre rajos vetores

arbitrdrios © = constante. Seja ¢ elemento da figura IV.6.

AN
7 6 5
N
{14 " h
B [
.....-..__.\‘;\ -
o 2 3 /x
!

Fig.IV.6-_Elemenfo_ Quur’roubonfo Retangular

As coordenadas sdo interpoladas por

x = £(1+E) (3+£+0-En) (1V.107)
y = %(1+n)(3+£+n-5n) (Iv.108)

como pode ser obtido por verificacdo ou através de (IV.5).

Ao se computarem as deformagdes, vreifica-se que nao
se obtém equacgdes do tipo (IV.41) a (IV.43), exceto sobre 0s
lados 1-2-3 & 1-8-7 do elemento. Em outras palavras, € obtida
a singularidade das deformagdes do tipo r'% sobre os lados, mas
nio sobre o interior do elemento. Isto explica o desempenho in-
ferior do elemento quadrilateral. Alids, também em elementos

triangulares, se o lado oposto a ponta da trinca néo for reto
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(por exemplo, o lado 3-4-5 da figura IV.4), também a singulari-
L
dade r 2 s§ ocorrerd sobre os lados retos do tridngulo.

IV.7. Elementos Quarto-Ponto Sélidos

A éxtensdo do conceito do elemento quarto-ponto para ¢
caso tridimensional € imediata. Ela foi estudada em detalhes
por HUSSAIN, COFFIN & ZALESKI [18] em 1981 e por MANU [27] em
1983.

Seja o elemento da figura IV.7, de Tados retos.

8 15
. 7
6
14
13
5 6 19
201 1
X g ¥
: i
17 4 18 ! 3
2
10
| 9 2

Fig. IV. 7~ Elemento Quarto- Ponto Sdlido De Lados Retos
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As fungdes de interpolagdo podem ser escritas

N; (£,m,0) =g(1+68,) (1+1n ) (1409, ) (€€ +1n +60, -2 )E3AZ0. +

+;r(]-EJE(Hnni)(1+@@1)(1-g§) +

1

+ g{1-n?)(1+gE,) (1468, ) (1-n3) +

+ %{1-62)(1+gg%)(1+nn1)(1-9?) (Iv.109)

As coordenadas podem ser interpoladas como

X =%(1+g)2 (IV.110)
_ h 2

y = 7 (1+g) (IV.1171)

2 =%@ - (1V.112)

Note que a interpolagdo de z ndo envolve nenhuma singu
laridade. Isto pode ser justificado pelo fato de o FIT ser uma
funcdo suave ao longo da frente da trinca plana.

0 jacobiano pode ser dado por
L(1+g) ha(1+g) 0
Z LA

J = 0 %(HE)E 0 (IV.113)

[aw]
[a]
M
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det J = —=— (1+E£)? (Iv.114)

0 (IV.115)

0s deslocamentos podem ser escritos

.ot
1]

Ag(n,osus) + (1+E) Aj(n,B5u;) + (148)% Ay(n,05u;)  (IV.116)

vo= Ag(m@svy) + (148) Aq(n,05v,) + (1+8)2 Ay(n,05v, ) (IV.117)

=
H

Ao(n:e;wi) + (]+E) A1(n:@;wi) + (]+E)2 Az(nse;wi) (Iv.118)
onde as -fungdes AO, A]te A2 independem de § .

As derivadas dos deslocamentos podem ser escritas como

QH-=‘2A1(U1) +_2A2(ui) _ BAOKui) an BAT(ui) ED.BA w%)
x  RO+ET L L(T+EY2 ~ on  2(T+E) an & am
(1V.119)

su a4 oRoluy) g OA(ug) g3 AUy

3y - R(IFE)Z an T W) T an R En (Iv.120)
oA (U:) orenes 3A(Us) EYWCR

au _ 2 0V 2(14E) "1 2(1+48) 2\

52 T 30 "L T P (Iv.121)
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v _ ZAT(Vi) . ZAZ(Vi) ) U BAO(V1) an 3A1(V1) ﬂI__B;ﬂ\z,(v].)
ax {1+ ) LT+ an A1+E) AN 3 an
(Iv.122)
av 4 BAO(Vj) 4 SA](vi) L4 BAZ(Vi) (1v.123)
3y  h(T+E)%  dn h(1+£)  on h  3n '
- 9h~ (v ) oA, (v.) 3A,(v:)
v _ 2 03 2(1+L) 1479 2(1+g)2 271
32 T 39 7T I — 39 (Iv.124)
Bw _ ZA](wi) 2A2(w1) an 8AO(W1) 4 BA](wi) ﬂn_8:0\2(\“'1)
ax  H1+E) L al1+E)%  8n 2(1+E) an i an
(Iv.125)
w_ 4 SAO(Wi) . 4 BA](wi) . ﬂ_aAZ(Wi) (1V.125)
ey h{l+E)® an h(1+E) an h  an )
8A~(W:) 8A; (w.) vz &AL (w,)
ow _ 2 0 2(1+&) 1M 2(1+g)2 972N
32 T 38 "L 38 T L 30 (Tv.727)

Pode~se notar que, com excegdor das derivadas em relacdo a

1 -

z, todas.as outras tém singularidades do tipo r~' e r %, -Se for

imposta a restricao que os nés 17, 5 e 1, 16 e 12, e 20, 8 e 4,
se comportem como apenas tré&s nds independentes, entdo a fungéo

A, € identicamente nula, e a sinagularidade r:] € eliminada. As.:

0 3
sim, 3 semelhanca do caso bidimensional, o elemento quarto-pon
to sglido pode simular as singularidades da MFLE e da MFEP.

0 elemento da figura IV.7 tem os lados retos e portan-
to é adegquado para simular trincas com borda retas. Para o caso

de uma trinca com borda curva, é necessdrio que a aresta T1-12-4

também seja curva, como mostrado na figura IV. 8.
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7,5, |

Fig.IV.8 - Elemento Sdlido Com 1 Aresta Curva

As coordenadas sdo interpoladas como

1

% = %(1+a)2 + et (92-1)(E-1) (1V.128)
= h 2

y =7 (1+8) (Iv.129)

2 = %@ (1V.130)

0 determinante do jacobiano pode ser expresso por
det 3 = [hAL(1+E) 2 (1+E+2¢(02-1)) (1V.131)

0 determinante do jacobiano se torna negativo guando
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1+ &5+ 2e(02-1) < 0 (1v.132)

ou seja,

£ < -1+ 2e(1-02) (IV.133)

Assim, o elemento da figura IV.8 ndo €& adeguado para
0 estudo de trincas com bordas curvas. Este fatoc foi observado
por PEANO & PASINI [36] em 1982.

E evidente que o elemento de arestas retas sempre po-
deria ser empregado para ¢ estudo aproximado de uma trinca com
berda curva. Entretanto, € possivel formular um elemento de
aresta curva, conforme mostrado por HUSSAIN, COFFIN & ZALESKI [18]

e MANU [27]. Seja o elemento da figura IV.9.

17,5,

Fig. V.9~ Elemento. Solldc Com 3 Arestas Curvas




ou seja,

~146-

Neste elemento,

1 % X5 T Xq7 T Xg T Xg T Xy =
*12. 7 X6

Xg T X33 ='é§

2.7 %18 T Xg T X3 T Xyg T Xy
10 T *14

117 X5 F ég

A coordenada x pode ser interpolada por

1

X = x12(1—92) + E(2k14-2x]2—x6—x7)(1-62)(1+E)

+ glxg(1+0) + x,(1-0)) (1+E)2

oof —

Se for imposta a restricdo

2x-]4 - 2X-!2 - X6 = X7 = O

—

X1 = Xqyp * 7{xgtxs)

(IV.134)

(IV.135)

(IV.136)

(IV.137)

(Iv.138)

(IV.139)

+

(Iv.140)

(IV.1471)

(Iv.142)
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entdo a equacdo (IV.140) fica
x = xy,(1-02) %(x6(1+®) oxp(1-8)) (148)2. (1V.143)

A coordenada y fica mapeada por

Yy = %(Zy]q_'ys'h‘/-/)n (1-e)2)(1+&) +

1

+ glyg(140) + y,(1-0))n (1+£)° (1v.144)

Se for imposta a restrigdo

2Y14-Yg~Y7 = 05 (IvV.145)

ou seja,

H(ygtys) (IV.146)

Y14
a equagdo (IV.144) fica

y = glyg(1+6) + y,(1-8))n (1+)2 (1V.147)

A coordenada z é dada por {IV;130). 0 determinante do

jacobiano fica

det J = EJLT(XG(”@) " x7(u-ep(y6(1+e) vy, (1-0)(14)°  (1V.148)

Para £ > -1, @ > -1, todas as parcelas de (IV.148) sdo

positivas, portanto det J é positivo. Seg= -1, det J = 0, con-
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formeé requerido. 0 raio vetor r € o dngulo o sdo agora ndados

por (ver figura IV.10)

I

/1

Fig. IV.|O- Coordenadas Das Polares r—.

re o= (x - xq,(1-02))2% + y? (IV.149)
re = arl(xg(149)+x, (1-6)) 2402 ((yg (140)+y,(1-6))2) (1+6)* (1V.150)
tgo = x—x]z{l-ez) (IV.151)
o - WglIrOI ey (1)) v 152y

Xg (1701757 (1-8]

Observa-se novamente que

det J :: (1+g)3 (1V.153)
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r :: (1+g)2 (IV.154)
0
tga :: (1+E) (IV.155)

Repetindo o mesmo procedimento de cé&lculo adotado para

o elemento de arestas curvas, chega-se as mesmas singularidades
1

do tipo r % ou r_]. £ importante observar que para evitar deter
minante do jacobianc negativo, foram impostas as restrigfes
(IV.142) e (IV.146). Esta (ltima restrigdo gquer dizer que as
projecdes das arestas 6-14-7 e 2-10-3 no plano y-z sdo vretas,
ao passo que (IV.142) impde que as projeg¢bes no plano X~z sdo
curvas paralelas a borda da trinca, conforme mostrado na figura

IV.11.

20,8,4 15,1 7,19,3
X12 X2
>
12,16 { 14,10 X
17,5, 1
(3,9 6,18,2
N
Zb

Fig.IV. - Projecdo Do elemento No Plano X -Z

No elemento da figura IV.9, apendas as arestas 1-12-4,

6-14-7 e 2-10-3 sdo curvas. Além disso, as faces laterais 5a0

-

verticais e paralelas e a face oposta a borda da trinca & verti
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cal, embora curva. Além disso, a borda da trinca estd contida
no plano x-z. MANU [26] estudou o caso mais geral cujas restri-
cdes sdo apenas as arestas 2-18-6, 3-19-9, 1-13-6, 1-9-2, 4-15-7
e 4-11-3 serem retas, podendo as faces do prisma ndo serem ver-
ticajs. Além disso, a borda da trinca ndo necessita mais sey

contida no plano x-z, sendo interpolada por

x = xq,(]-02) (IV.156)

y = ¥q,(1-0%) (IV.157)

MANU mostra que o determinante do jacobiano é nulo na borda da
trinca e positivo no resto do elemento se as seguintes restri-

¢oes forem observadas:

X114 = *q2 + %(x6 t Xy - oXg - x4) (IV.158)
Yig = Yig *alyg t vy - Yy - vg) (1v.159)
Zyg = Z9p * %—(z6 *z, -z - 24) (IV.160)
X19 = Xqp * %(x2 t Xy o= Xy - x4) {(IV.161)
Y19 = Y12 %(yz t Y3 - ¥y om Yg) (Iv.162)
Z1g = 212 + %(z2 t oz - oZq - 24) (IV.163)

Estas equacgBes nada mais sdo do que generalizagles de

(IV.142) e (IV.146), e podem ser obtidas da mesma maneira. A de
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monstragdo é fdcil mas bastante trabalhosa.

Assim, o elemento sél1ido gquarto-ponto quadrdtico pode
ser usado sem majores dificuldades na solugdo de problemas da
MFLE e MFEP.

Outros conceitos usados no caso plano também podem ser
empregados, como, por exemplo, o elemento de transicdo. Elemen-
tos sdlidos clbicos também podem ser empregados. Alids, o0 seu
uso pode ser mais conveniente que o de elementos gquadrédticos,
pbis em problemas tridimensionais pode-se empregar um menor n(-

mero de elementos sem perda de precisdo.

Iv.8. Chapa Plana

Agora serd estudada a aplicag¢do do elemento plano quar
to-ponto quadrdtico no estudo da chapa com trinca na borda da
figura IV.12a.

Inicialmente serd apresentado o cdlculo de KI usando
a taxa de liberacgdo de energia (G). Para isso serd usada a ma-
Tha da figura IV.12b. A malha tem apenas 12 elementos e 43 nds.

Para a determinag¢do da taxa de 1ibera§éode energia, €
necessdrio calcular a energia potencial do sistema paraduas trin-
cas de comprimento a e a+Aa. Entdo G pode ser calculado aproxi-

" madamente por

G = E%E(U(a+Aa) - U(a)) (IV.164)

(ver equacdo II.743). HELLEN [14] sugere que o aumento virtual
da trinca Aa esteja entre 0,1 e 0,001 do tamanho dos elementos
da ponta da trinca. No caso da figura IV.12, o tamanho dos ele-

mentos da ponta da trinca é de 0,5cm. Assim Aa pode varjar en-



2

(a)}

(b))
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Fig. IV.12 — Malha De Elementos Fmnitos
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tre 0,05 e 0,0005cm. Testes feitos com esta malha mostraram que
0o valor obtido de G realmente ndo varia com Aa nesta faixa.
Outra observagdo impertante € sobre a malha para o cél
culo de U(a+Aa). Se apenas o né da ponta da trinca fosse deslo-
cado de uma distdncia Aé, os tTados dos elementos da ponta da
trinca deixariam de serfretos. Isto, conforme foi visto na se-
cdo IV.6, poderia torna% negativos alguns determinantes do jaco
biano desses e]ementos.:Para evitar isso, HELLEN sugere que to-
dos os nds dos elemento$ da ponta da trinca sofram a mesma trans
lagdo, conforme 1ndicad6 na figura IV.13. Alids, o uso dessa
translagdo("shift") & cénveniente mesmo quando se usam elemen-
tos convencionais, poisffoi verificado gue os resultados obti-
dos sdo melhores. Com a?trans]agéo, os elementos da segunda ca-

mada em torno da ponta da trinca também sdo afetados.

|Ad
I\

Fig. IV. 13~ Translagdo Dos Elementos Da Ponta Da  Trinca
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Foram estudados guatro casos. No primeiro,todos os ele
mentos sdo convencionais, isto &, com 0s nés intermedidrios na
posicdo central dos lados. O segundo, com nés quarto-ponto e o
terceiro com nés quarto-ponto mais elementos de transigdo. Fi-
nalmente, foram considerados tridangulos de deformagdo constante
(CST). Os resultados estdo mostrados na figura IV.14. Para me-
Thor visualizag¢dao, os valores de KI foram divididos por
KO = g/ma, conforme jd havia sido feito na segao III.5., Pode-se
notar que os elementos CST d3o os piores resultados e que 0s
elementos quarto-ponto com transi¢doc fornecem os melhores. A fi
gura mostra que o método da liberagdo de energia fornece resul-
tados razodveis mesmo com elementos de baixo desempenho como ©
CST. Do ponto de vista de aplicagdo prdtica, os elementos qua-
drdticos convencionais fornecem resultados aceitdveis. Tudo
isso indica que o método da taxa de liberacdo de energia é mui
to preciso. 0Os resultados da figura IV.14 foram obtidos com o
programa NESCAU/DINAC [2].

Apesar de o método da taxa de liberagdo de energia ser
o mais recomendado, & interessante estudar o cdlculo de K; atra
vés dos campos de deslocamentos e tensdes. A figura }V.TS mos-
tra os valores obtidos de K /K, através dos deslocamentos (usan
do a equacgdo (II1.87)) para uma chapa com uma trinca de. lcm. Obser
va-se agora que ndo se obtém um valor dnico para KI’ mas que o
valor calculado de KI depende do ponto ém que € calculado. Isto
certamente & um fator negativo para o método, mas é conveniente
lembrar que a equag¢do (II.87) sé € vdlida no limite em que r-0.
Assim, a prdtica usual € interpolar uma curva com oS pontos
obtidos, como, por exemplo, uma reta dos minimos quadrados, e

extrapolar os valores de KI para r=0. No caso, obteve-se um va-
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A KI-IKO

EXATO

+oe

SEM ELEMENTO TRANSICAC

COM ELEMENTO TRANSIGAD

ELEMEN TOS CONVENCIONAIS
C5T

) of 02 03 os 05 08 ov 08 09 10 a/b

FIG. IV.14 — FIT DE CHAPA COM TRINCA NA BORDA
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lor de KI/K0 = 1,159, Comparando-se com o valor exato de 1,18,
ressalta-se que o erro foi de -1,8%, bastante razodvel na prdti

ca, uma vez que a prépria férmula de ROOKE & CARTWRIGHT [43]admi

te um erro de 1%.

.

\ KI/KO

I T T i 1 T T T >
r

T
05 |

Fig.1V.15 = Calculo De K; Através Dos Deslocamentos
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A figqura IV.16 mostra os valores computados de KI/KO
usando as tensdes Uy {equacdo (II1.106)). Observa-se novamente
que 0s valores computados de KI/KO variam de ponto a ponto, ago
ra de uma forma mais acentuada. A extrabo]agéo para r=0 fornece
KI/KO=1,117, com um erro de -5,4%. Em aplicagdes prdticas, este
erro também pode ser aceitdvel. Entretanto, devido a oscilagao
dos pontos, a prdépria extrapolagdo por uma reta dos minimos qua
drados é discutivel. No caso da figura IV.16, o coeficiente de
correlacdo é de 0,66, enquanto para a figura IV.15 o coeficien-
te de correlacdo € de -0,88. Assim, conforme esperado, 0 cdlcu-
1o através dos deslocamentos é mais preciso e mais confidvel

que através das tensdes.

T

\KI/ Ko

2V

Fig.IV.16 — Cdlculo De K; Através De TensGes
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Agora serd estudado o comportamento da chapa supondo
que o material seja elastopldstico perfeito. Neste caso, a cha-
pa foi discretizada com 60 elementos e 205 nds. A discretizagdo
mais detalhada foi adotada n8o sé para comparar com 0s resulta-
dos da discretizacdo mais grosseira da figura IV.12, mas prin-
cipalmente para obter uma melhor definicdo da regido plastifi-
cada da chapa. Alids, para se obter esta melhor definigaio, é
conveniente usar nos elementos que sofrem plastifica¢do uma in-
tegragao numérica de Gauss 4x4, em vez de 3x3 como foi feito
neste trabalho.

Foi visto na sec¢do IV.2 que no caso de materiais elas
topldsticos perfeitos, € preciso usar tr&s ndés independentes na
ponta da trinca, embora com as mesmas coordenadas iniciais. Co-
mo a malha utilizada tem quatro elementos na ponta da trinca, é
necessdrio usar nove nds independentes com as mesmas - coordena-
das iniciais. A figura IV.17 apresenta a malha da ponta da trin
ca. Para maior clareza, os elementos sdo representados como qua

drildteros, mas os nés 1 a 9 tém as mesmas coordenadas iniciais.

3 4 5 6 7
2 B d
s 1 —---5 9

——— i —— ——

FIG. IV.17 -~ MALHA NA PONTA DA TRINCA
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OQutra observagdo importante € a respeito da determina-
¢do do CTOD, a abertura da ponta da trinca, em uma malha defor-
mada de elementos finitos. E claroc que no local exato da ponta
da trinca o COD é nulo. Entretanto, logo apds a ponta, as faces
da trinca vdo se afastando lentamente, de modo que a distdancia
entre dois pontos quaisquer prdéximo a ponta da trinca pode ser
tomada como o CTOD. Para efeito de definigdo, o CTOD poderia
ser considerado como a distdncia entre os pontos A e B da figu-
ra IV.18, sendo A e B nés quarto-ponto. Em carregamentos combi-
nados, a distdncia entre A e B também pode ser definida como o

CTOD.

FIG. IV-18 MEDICAO DO.CTOD

A figura IV.19 mostra a regido plastificada na ponta
da trinca para um carregameéento U/Ge=0,5. Este carregamento ja
estd um pouco além do limite de validade da MFLE? que é
6/0,=0,45 (ver secdo II.15). Para efeito de comparagdo € mostra
da também a regido plastificada prevista pela eqguagdo (11.228),

A diferenca entre as duas regides ndo deve surpreender, uma vez
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gque na que na dedugdo de (I1.228) ndo foi prevista qualquer re-
distribuicdo de tensdes. E interessante observar a razdo entre
0s rajos pldsticos mdximos das duas regides, entendendo-se ©
raio plédstico como a distdncia entre a ponta da trinca e a bor-
da da regido plastificada. No caso, a razdo & de aproximadamen-
te 1,82. Também € interessante observar as razdes entre os raios
pldsticos mdximos e o tamanho da trinca. Para a equacgdo (II.228),
a razdo vale 0,22, e para a solucdo por elementos finjtos a ra-

zdo vale 0,40.

Equagdo (il. 178) Elementos finitos

Eixo de

Simetria

lem _ j
7

Fig.IV.19 - Regido Pldstificada Para ¢ /4

11

0,5

A figura IV.20 mqstra os deslocamentos da ponta da
trinca para o mesmo carregamento U/Ue=0,5, considerando o mate-
rial como eldstico Tinear cu elastopldstico perfeito. Pbde-se
notar que € bem pequena a diferenga entre os dois casos. Deve-
se ressaltar também que hd uma pequena diferenca entre as posi-
cBes das faces no sentido horizontal. Isto se deve aos apoios

adotados para a solugdo numérica do problema, pois a restrigao
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na direcdo x foi colocada na face oposta da chapa. Para efeito
de clareza, a posigdo inicial da trinca foil representada como
jd tendo uma abertura. Observe que a escala dos deslocamentos

v estd exagerada por um fator de 100,

ELASTICO

ELASTOPLASTICO

0, 001%
¥

FIg. IV.20 — coD PARA (/fe =05

£ interessante comparar o0s C0D's calculados com 0OS
previstos pela Mecdnica da Fratura. Eonsiderando 0e=3.000kg/cm2
e E=2.100;000kg/cm2, obtém-se para r=0,01lcm no caso eldstico

COD=J,51(1O'3)cm (ver equacgdes (II.234)‘e {I1.235)). Observando
a figura, obtém-se COD=1,4(10'3)cm, ohtendo-se assim uma dife-
renca de 7%.

No caso elastopldstico, a figura IV.20 fornece . um

CTOD=1,3(1O'3)cm. Usando-se a equagdo (I1.238) e :0btém-se

CTOD=1,99(10"3)cm, dando assim uma diferenga de 53%. No caso da

equacdo de BARENBLATT (I11.240), obtém-se CTOD=1,26(1O'3)cm, dan
do assim um erro de 3%. Isto mostra um bom desempenho do método

de Elementos Finitos.
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A pequena regido plastificada e a pequena diferenga en
tre os deslocamentos sugerem que a solugdo eldstica € vdlida,
exceto na ponta da trinca. Agora serd considerada a mesma chapa
submetida a uma tenséo c/ce=0,80, jad bem dentro da drea de vali
dade da MFEP. Na figura IV.21 estdo mostradas as regides plasti
ficadas de acordo com o0 método dos elementos finitos e é equa-
cdao (II.228). A redistribuigdo das tensbes agora provoca uma
extensa regido plastificada. A razdo entre os raios pldsticos
méximos € de 3,75, A razdo entre 0s raios p]ésticbs maximo e o
comprimento da trinca € agora de 0,6 para a equagdo (II.228) e
de 2,2 para a solugdo numérica. Evidentemente, os resultados da
MFLE jd ndo podem ser considerados como vdlidos,

A figura IV.22 apresenta os deslocamentos da ponta da
trinca para o/oe=0,8. A diferenga entre os comportamentos elds

tico e elastopldstico € acentuada.

Para o caso eldastico, obtém-se da figura IV.22 para
r=0,1cm um COD=2,5(107>)cm. Pela equacdo (I1.234) obtém-se
COD=2,4(10"3)cm, com uma diferencga de 3%.

No :caso elastoplastico, a figura IV.22 fornece

CTOD=4,6(10"3)

cm. A equacdo (II.238) resulta em CTOD=5JMIO'3)um
com uma diferenga de 11%. A equacdo de BARENBLATT (I1.240) dé
CT0D=4,27(1073)cm, com uma diferenca de 7%.

Assim, tanto para o/ce jgual a 0,5 e a 0,8, os resul-
tados obtidos com o método dos elementos finitos parecem compa-
tfveis com as equagdes da Mecdnica da Fratura. Como seria de es

perar, a equacgdo (II.238) fornece valores mais imprecisos, mas

dentro da ordem de grandeza correta,
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k ELEMENTOS FINITOS

/\/— SoLUGCAD ANALITICA

EIX0 DE

J ' SIMETRIA

—_—— e — o —— —_—

FIG. IV. 21 — REGIAO PLASTIFICADA PARA 0)f, = 0,8
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Eldstico

Elastopldstico

—
0,00lem
Sy
7 >
__________________________________ __.r‘/ *
lcm
I
Fig. IV 22— COD Para 6/, =0,8
IV.9. Bloco Compacto de Tragdo
Para exemplificar a aplicagdo de elementos sdlidos

quarto-ponto, foi estudado um bloco similar ao corpo de prova
da ASTM para determinagdo do KIC’ 0 bloco compacto de tragado
(CTS, "compact tension specimen"). 0 bloco estd representado na
figura IV.23. Inicialmente & feito um entalhe no bloco e depois
¢ desenvolvida uma trinca de fadiga de modo gque se tenha para o

ensaio 0,45 < a/W < 0,55. A razdo B/W deve ficarentre 0,25 e 0,50.
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Lew

-

1,25W

FIG. IV . 23 - BLOCO COMPACTO DE TRACAC DA ASTM

De acordo com BROEK [9], a ASTM recomenda a seguinte equagdo

)% - 185,5(3)%/% + 655,7(3)%/% -

- 10173772 + g39(3)%) (IV.165)
Usando os seguintes valores numéricos
F = 10.000kg (IV.166)
B = 10cm (IV.167)
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a1}
[§

10cm, (IV.168)

W

20cm, (IV.169)

a equagdo (IV.165) fornece

Kyory = 2.181,4kgem™ 3/ (IV.170)
(A notagéo I<ASTM foi adotada para o valor de KI pela fdrmula da
ASTM para futura referéncia.)

Para estudar o bloco compacto da'ASTM, foi adotado o
bloco simplificado da figura IV.24. Acredita-se que as modifica
cbes introduzidas em relagdo ao bloco padrdo ndo sejam signifi=

cativas do ponto de vista numérico.

Ay

> = 10 cm

P
/ B= 10 cm
h W= 20cm

P = [QO00Kg/cm

v

HGIV24-MODELO DO BLOCO COMPACTO DA ASTM
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A malha de elementos finitos estd esbogada na figura
IV.25. Devido a dupla simetria, € necessdrio discretizar apenas
um quarto do b1oco; A malha & mais refinada na regido em volta
da trinca. Também € méis refinada na superficie lateral do blo-
co que no centro., Isto é necessario porque o FIT varia ao longo
da borda da trinca, sendo asta variacdo mais acentuada . prdximo
as faces laterais do bloco. Esta variagdo do FIT é devida ao fa
to de se ter na face Tateral um estado plano de tensdes e no
centro do bloco um estado plang de deformagido. Foram usados
4z elementos e 272 nds.

A transicdo entre o estado plano de tensfes nas faces
e o estado plano de deformagdo no centro proveca uma ddvida. Pa

ra o primeiro caso, a equagdao (II.176) se escreve

_E /7 .
e
_ E T
K1 = 2z~ Y Zv (1v.172)

Para v=0,3, exjste uma diferenca de 10% entre os dois wvalores.
Para os cdlculos efetuados a seguir, usou-se sempre © estado
plano de deformac¢des, mas deve ficar claro que o0 erro no cdlcu-

1o de K, pode atingir até 10% nas faces, caindo de uma forma

I

gradual mas desconhecida para 0% no centro do bloco.
Inicialmente usou-se o método dos deslocamentos (equa-

cdo (IV.172) para calcular o valor de KI com elementos quadra-

ticos usuais. Em seguida, repetiram-se os cdlculos usando ele-

mentos quarto-ponto. Os resultados estdo mostrados na figura
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IV.26, onde os valores foram adimensionalizados dividindo-se
por Kpcry (equacdo (IV.170)). As extrapolagles para r=0 foram
feitas através de retas de minimos quadrados, obtendo-se sempre
coeficientes de correlacdo acima de 0,97. Observa-se que o0s ele
mentos quarto-ponto t&m um desempenho superior.

Em seguida, computoﬁ-se o valor médio de K, através do
método de liberagdo de energia. Para isso, deu-se uma transla-
cdo uniforme em todos os nds da borda da trinca, calculando-se
KI através da equagdo (II.186). 0 resu1tadq obtido estd mostra-
do também na figura IV.26, sendo qu a diferenga em relagdo a
Kpgry foOT de 3%. Aitaxa de liberagdo de energia foi obtida atra
vés do programa NESCAU/DINAC [2].

Finalmente, computou-se o valor de KI em todos 0s nos
da borda da trinca usando-se o método de liberagdo de energia.

Neste caso, & necessdrio usar a equacgao

1

G = z&

(U{axnra) - U(a)) (IV.173)})
sendo AA o acréscimo de drea da trinca. 0 cdlculo de AA serd
discutido a seguir. E importante notar que ao se dar a transla
¢io de um ndé da borda da trinca, provoca-se uma distorgéo no
elemento quarto-ponto sdlido, e portanto deve-se Jlevar em conta
as conclusdes da secdo IV.7. Os resultados estdo mostrados tam-
bém na figura 1V.26.

Deve-se salientar que em todas as curvas da figura
IV.26 (com excegdo, naturalmente, da curva do valor médio) 0
FIT € maior no centro do que nas faces laterais. Este fato ja
havia sido encontrado por outros autores, como, por exemplo,

INGRAFFEA & MANU [19]. Entretanto, no caso da curva da taxa de
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KL/ K ASTM

QUARTO PONTO + ENERGIA

T ﬂ/ VALOR MEDIO

T1,0

“~7 _ QUARTO PONTO + ENERGIA

QUARTO PONTO +
DESLOCAMENTO

NO CENTRAL +

/ DESLOCAMENTO

0,8

[s] 5

FIG. IV. 26 - VARIACAO DE KI COM A POSICAD
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Tiberag8o da energia, o efeito parece exagerado sem aparentemen
te existir nenhuma explicacdo razodvel. 0 maior valor de KI no
centro explica porque as trincas de fadiga tendem a se propagar
com maior profundidade no centro do que nas laterais do bloco.
Para calcular AA da equacgdo IV.173, é necessdrio consi
derar que as coordenadas sdo interpoladas por uma pardbola do
segundo grau. Seja, como exemplo, a borda da trinca constituida
de dois elementos e cinco nds, sendo o nd central comum aos

dois elementos (figura IV.27).

" ELEMENTO 1 ELEMENTO 2
1 2 3 4 5
& o . 0. .
Ll J L1 L2 L2
' 2 I 2 2 | 2

FIG. Iv.27 - MALHA NA BORDA DA TRINCA

Se o né6 1 sofre uma translacdo h (ver figura IV.28)
entdio o aumento de drea da trinca, mostrado em hachurado, € da-
do por (observe que entre 0os nds 2 e 3 a parcela de AA € negati

val).
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: %hll (IV.174)

FiG. IV. 28 - TRANSLACAO DO NO 1

Para uma translacgdo no né 2 (figura IV.29),

AAZ = —ghSLT (IV.175)

FIG. IV.29 - TRANSLAGAQO DO NO -2

No caso do nd 3, o0s dois elementos sdo afetados. Neste

caso (ver figura IV.30)

1
3= gh(2¥25) (IV.176)

FIG. 1vV.30 - TRANSLAGAO DO NG 3
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Para os nds 4 e 5, obtém-se expressdes similares a
(IV.175) e (IV.174), respectivamente, trocando-se Ly por i,.

Entretanto, no caso geral, a superficie da trinca pode
ser reversa € o cdlculo da drea pode se tornar extremamente com
plicado, vidvel apenas através de métodos numéricos.HELLEN [15]
escreveu um interessante artigo a este respeito.

Também foram feitos alguns testes com o bloco da figu-
ra IV.24 supondo o material elastopldstico perfeito, mas a ma-
Tha da figura IV.25 deveria ser bastante mais refinada para de-
terminar o formato da regido plastificada com suficiente preci-

sdo0.
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CAPITULO V¥

JUNTA K

V.1. Intreodugdo

Neste capitulo serd estudada a propagagdo de uma trin-
ca passante em uma junta K. Oé resultados computacionais serdo
comparados com resultados experimentais publicados pela DET
NORSKE VERITAS.[30]. Para a discretizagdo da junta, foram usa-
dos elementos de casca triangulares planos.

Na experi&ncia, foi observado que o valor de da/dN &
constante, em desacordo com a lei de PARIS. Entretanto, o0os vre-
sultados computacionais indicam um comportamento exponencial de
da/dN. A discrepdncia pode ser parcialmente explicada pelo sur-
gimento de um momento secunddrio decorrente do sistema de monta
gem do conjuhto experimental, tendendo a fechar a trinca, ou

seja, a reduzir as tensdes na ponta da trinca.

V.2. Descrigdo da Experi&ncia

A experiéncia foi realizada nos laboratdérios da DET
NORSKE VERITAS por MOE & GIBSTEIN [30] em 1980. A experiéncia
consistiu em observar o crescimento de trinca em uma junta K. O
modelo e a geometria da junta estdo mostrados na figura V.1. Os
difdmetros e espessuras dos dois membros secunddrios sdo iguais.

As dimensdes sdo dadas em milimetros.
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F= %]176KN

13C0 4*{

1450

NO TA: DIMENSOES EM
‘ MILIMETRO

FIG.V.1 JUNTA K

0 formato da trinca, jisto &, comprimento e profundida-
de, foi sendo determinado durante a sua propagagdo. 0s resulta-
dos estdo mostrados para diversos valores do nimero de ciclos
N nas figuras V.2 a V.13. Observa-se que a trinca se propagou
de uma forma aproximadamente simétrica, como era de se esperar.
Além disso, a trinca sé pode ser caracterizada como passante a

5

partir de N=6(107) ciclos. Note ainda que a escala das espessu-

ras estd ampliada por um fator de 2,6, aproximadamente.
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FIG. V.2 — TRINCA PARA N= 167.000 CiCLOS
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FIG. V.3 - TRINCA PARA N =282.220
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FIG. V.4 — TRINCA PARA N=400000 CICLOS
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FIG. V.5 - TRINCA PARA N=488000 CICLOS
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FI1G6. V.6 — TRINCA PARA N=540.000 CICLOS
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FiG. V.7 - TRINCA PARA N =605.000 CICLOS
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FIG. V.8 — TRINCA PARA N=670.000 CICLOS
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FIG. V.9 — TRINCA PARA N= 735.000 CICLOS
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FI16.V.10 — TRINCA PARA N = 800.000 CICLOS
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FIG. VIl — TRINCA PARA N =865.000 CICLOS




-186-

F16. V.12 TRINCA PARA N = 930.000 CICLOS
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FIG. V.13 TRINCA PARA N= 1.005.000 CICLOS
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Os resultados estdo sumarizados na figura V.14. Obser-
va-se que o grdfico do comprimento de trinca a em fung¢do do ni-
mero de ciclos N é uma reta, ou seja, da/dN é constante. O va-
lor medido de da/dN foi de 385(10'6)mm/c1c10, considerando-se a
como a metade do comprimento da trinca, ou seja, o comprimento
total da trinca é 2a. Isto se choca frontalmente com a lei de
PARIS, e é um dado surpreendente. Na verdade, era de se esperar
que a taxa de propagagdo da/dN tivesse um comportamento exponen
cial porque a medida que a trinca cresce, a se¢gdo resistente vai
ficando menor e as tensdes (e portanto o FIT) védo se tornando
maiores.

Uma andlise mais detalhada da montagem experimental su
geriu uma explicacdo para a discrepdncia (ver figura V.15}. De-
vido a montagem utilizada, a Tinha de agdo da forgca F se mantém
inalterada. Durante a parte trativa do ciclo de carga, 0o ponto
A sofre um des]océmento vertical v para baixo. Com isso, apare
ce um momento secunddrio igual a Fv no sentido hordrio tendendo
a fechar a trinca. A medida que a trinca cresce, o deslocamento
yertical aumenta, e com isso o momento secunddrio também aumen-
ta. Na verdade, supGe-se que a redugdo das tensdes de tragdo.nas
bordas da trinca causada pelo momento secundédrio foi suficiente
mente grande para compensar o aumento de tensdes devido a redu-
cdo da secdo resistente. Em outras palavras, as tensfes nas bor
das da trinca se mantiveram essencialmente constantes durante o

ensaijo.
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Fig. V.14 - Tamanho De Trinca

| |
1000000

z\/



-190-

e
Ve
s
s
s
/
Vi
Vs
/
-~
-
P
/ l
ra
v .
SEM CARGA .7 ¥
p2d A~
N -
L~ { e
Ve ] ™~
~ ~a
Ve / ~—
Ve —-
~ I S
Ve {
- {
- -
s I=—=__CARGA DE TRAGAO..
-
. ‘ .
S

i
!
!
I
/
/
{
!
!
/
«\4\&-«

V.15 MOMENTO SECUNDARIO

FIG.



-191-

V.3. Resultados Computacionais

A junta K foi discretizada com elementos de casca trian-
gulares planos. No total, foram usados 1.642 nds e 3.304 elemen
tos. A malha foi gerada automaticamente através do sistema
ADEP/EDES [1], desenvolvido em conjunto pela PETROBRAS e pela
COPPE/UFRJ. A figura V.16 mostra uma perspectiva da malha gera-
da.

A razdo do uso de elementos triangulares planos na and
lise da junta K foi a facilidade de sua gera¢dao, pois a princi-
pal dificuldade do uso de eiementos finitos em juntas tubulares
€ a geragdo da malha. Uma vez gerada a malha, o trabalho se tor
na rotineiro. Assim, espera—sé gue com a difusdo de estacdes
grdficas, a geracdo de malhas se torne imediata e assim o uso
da Mecdnica da Fratura em juntas tubulares se torne usual.

Para efeito de cdliculo, € possivel considerar a sime-
tria da Jjunta ¢ do carregamento. Entretanto, como o programa de
geracgdo automdtica de malha ndo possuia a opgdo de simetria, a
junta foi considerada em sua totalidade.

Para a analise, o tubo secunddrio de apoio & o .. tubo
principal foram condensados na intersecdo com o tubo secunddrio
de carregamento. Este, por sua vez, foi condensado em uma cir-
cunferéncia préxima a intersecdo (ver figura‘v.17). Assim, a-
subestrutura final ficou reduzida a 200 nds.

Para o cdlcuio de K_ ., usousse o método da flexibilida-
de {ver secdo 11.12.6). Para a aplicagdo do método, é necessd-
rio calcular o deslocamento do ponto de aplicagdo da forga (e
na mesma direcdo) para dois comprimentos de trinca a e atAa. A

taxa de liberagdo de energia serd entdoc (ver equacgdo II1.143)
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1A

N,

FIG. V.16 - MODELO DA JUNTA K
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FI6. V.17 — CONDENSACAQ. DA ESTRUTURA
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(v.1)

0 valor do FIT efetivo serd calculado por (ver equagiao

(I11.195))

ZK;f = EG (v.2)

A taxa de propagacgdo de trinca serd dada por (ver
equagdo (I1I1.208))
da

- = C(AK

an )" (V.3)

ef

para 0 caso em que se considere que todo o ciclo de tensdes tem

efeito de fadiga, ou por (ver equacdo (II.209})
) (V.4)

no caso em gue se considere que apenas a parte trativa do cicloe

de Car%egamento tem efeito de fadiga. As constantes C e m sdo

dadas por (II1.210) e (II.211), respectivamente, uma vez que se:

buscamiva1ores médios. Como m=3, a diferencga entre (V.3) e
(V.4) & por um fator de 8.

Como exemplo, serd examinado o caso de uma trinca com
? . o1 - )
255mm de comprimento. De acordo com a andlise computacional,
tem-se, para

240mm, 1,6572mm (v.5)

+1]
U]
o
|

270mm, u 1,6969mm (V.6)

u
1]
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onde u é o deslocamento no sentido da forga.

A variacdo de drea AA deve ser determinada graficamen-
te, sendo igual ao produto de Aa=30mm pela Targura média (em
a=255mm) da intercessdo do membro secunddrio com o membro prin-
cipal (ver figura V.18). No caso, a espessura média € de 16mm,

e portanto,

AA = 480mm? (V.7)

13,5

i

|

FIG. V.18 -VARIACAO DE AREA

0 valor de Au pode ser obtido imediatamente de (V.5}) e

Au = 0,0397mm (v.8)

0 valor da forga aplicada na junta é de 175.000N. En-
tio, como estd sendo considerada apenas a metade da junta, ova-

lor de F a ser usado &
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Fo= 87.500N (v.9)

Substituindo-se (V.7) a (V.9) em (V.1), obtém-se

G = 3,6185Nmm" |

(E fdcil ver que, se fosse considerado o comprimento total
trinca, o resultado seria o mesmo, pois assim os valores de
de AA seriam de 175.000N e de 960mm?, respectivamente.)

Considerando-se gue para 0 ago

Va

E = 210.000Nmm" (v
obtém-se de (V.2)

nKéFl= 872Nmm™3/? (v

Entdo,

Mo = 1.744Nmn™3/% (IV.

Entdo, usando-se (V.3) obtém-se

%% = 902(10"%)mm/ciclo (v.
e pela equacdo (V.4),

43 - 1930107 %)mm/ciclo (V.

dN

(v.

10)

da

1)

.12)

13)

14)

15)
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Como se pode ver, a diferenca entre (V.14) e (V.15) &
de um fator de 8, ou seja, guase uma ordem de magnitude. Compa-
rando-se com o valor medido de 385(10'6)mm/c1c1o, verifica-se
que a primeira estimativa estd exagerada enguanto a segunda es-
td muito baixa. Estas discrepdncias serdo discutidas mais adian
te.

0s cdlculos foram repetidos para diferentes valores do

comprimento de trinca. A figura V.19 apresenta os valeres de

Kef/KO em funcdo de a, sendo K0 definido por
KO = gyTa (V.16)

onde ¢ é a tensdo nominal de tracdo no tubo secunddrio de carre

- 7

Considerando-se o0s valores da figura V.1, obtémsse

g = 14,16Nmm'2

(V:18})

As taxas de crescimento de trinca calculadas por (V.3)
e {(V.4), bem como a taxa experimental, estdo mostradas na figu-
ra V.20. Como .se pode observar, existe uma grande divergéncia
entre as tr&s curvas. Deve-se notar que, para efeito de compara
¢do, valem apenas os resultados entre a=195mm e a=330mm, indi-
cados pelas barras verticais, uma vez que a trinca se configura

como passante apenas neste intervalo.
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FIG V.19 - Kef PARA A JUNTA K
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FIG.Vi20 -TAXA DE CRESCIMENTO DE TRINCA
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V.4. Discussdo dos Resultados

A diferenga entre os resultados calculados e experimen
tais & considerdvel. Para explicar a diferenga, podem ser cita-
dos dois argumentos.

0 primeiro € o momento secunddrio, que aparece ao se
tracionar a junta, e que tende a fechar a trinca. 0 momento se-
cunddrio foi determinado a partir de medigfes com extensOmetros
elétricos e seu valor é da ordem de 5(106)Nmm. A tensdo devido
a este momento & da ordem de 6Nmm'2. Como a tensdo nominal de

tragdo & de 14,T6Nmm_2

, conclui-se que este momento tem um efei
to sensivel sobre os resultados. O momento secunddrio poderia
ser mejhor estimado caso na andlise estrutural tivesse sido con
sideradc ndo apenas a junta K como também a estrutura de-ensaio.
Essa estrutura € composta de pérticos e é uma estrutura simples,
que ndo apresentaria maiores problemas computacionais. Assim
como na andlise de uma junta de uma plataforma seria necessdrio
condensar toda a estrutura em torno do né, também o quédro de
ensaios deve ser condensado em torno da junta. E possivel que
com isto o efeito de esforgos secunddrios seja melhor computado.
0 segundo argumento se refere ac uso das equagdes (V,3)
ou (V.4). A equaclo (V.3) é normalmente usada gquando se estuda
a propagacdo de trincas em juntas soldadas, como o presente ca-
so, pois se supde que devido as altas tensdes residuais de sol-
dagem todo o ciclo de tensdes tem efeito de fadiga. Este proce-
dimento naturalmente é conservativo e & usado em projeto, mas
certamente o fechamento da trinca na parte compressiva do ciclo

de carregamento deve ter um efeito benéfico, isto €, o dano de

fadiga deve ser inferior ao previsto por (V.3). Além disso, o
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efeito do fechamento de trinca deve ser tanto mais acentuado
quanto maior for o tamanho da trinca.

De gualguer maneira, fica dificil quantificar estes
efeitos. Ndo resta ddvida, porém, que o procedimento de projeto

utilizando a equagdo (V.3} € conservador.



-202-

CAPITULO VI

JUNTA T

VI.1. Introdugdo

Neste capitulo serd estudada uma trinca superficial em
uma junta T, e os resultados computaéfonais serdo comparados com
resultados experimentais obtidos pela DET NORSKE VERITAS. Para
a discretizagéo da junta foram usados elementos isoparamétiricos
s61idos quadraticos.

No estudo, foi considerada a taxa de propagagdo de
trinca e o COD critico, ou seja, o COD para o qual ocorre a fra
tura da junta. A taxa de propagacgdo obtida por cdlculo foi prd-
xima a verificada experimentalmente, e o COD critico calculado
é compativel com o obtido em juntas similares. Resultados mais
realistas poderiam ter sido obtidos se a estrutura de ensaio ti

vesse sido considerada nos cdiculos.

VI.2. Descrigdo da Experiéncia

A experiéncia foi realizada nos laboratdrios da DET
NORSKE VERITAS e os resultados ainda ndo foram publicados. A ex
peri&ncia consistiu em observar o crescimento de uma trinca em
uma junta T até uma determinada profundidade e em seguida aumen
tar a carga até a ruptura.lA figura VI.T mostra o modelo e a
geometria da junta. As dimensBes sdo dadas em milimetros.A car-

ga ciclica de fadiga foi de +£491kN(50t) e a carga de ruptura
de 2.260kN(230t).
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FIG. VI.1 = JUNTA T

0 formato da trinca foi sendo determinado durante sua
propagacdo. A trinca se propagou de umé forma aproximadamente
simétrica, como de se esperar, nos dois pontos inferiores da
unido dos cilindros. Apesar de a trinca se originar no ponto in
dicado, a sua propagagdo lateral fof muito mais rdpida que a
propagac¢do em profundidade. Observou-se ainda que a trinca -se
propagou em um dngulo de aproximadamente 45° com a vertical,con
forme mostrado no detalhe da figura VI.T.

A figura VI.E mostra 0s resultados experimentais da
profundidade da trinca em fun¢do do ndmero de ciclos. -Observa-

se claramente o comportamento ndo linear da curva.
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Fig. VI.2 — Profundidade De Trinca

A figura VI.3 mostra a taxa de bropagagéo de trinca em
fungdo do nimero de ciclos. Apesar da dispersdo dos resultados,
pode-se atribuir a da/dN um comportamento exponencial, em acor-
do com a lei de PARIS. Tal comportamento fica mais evidenciado
quando os dados sdo plotados em escala 1ogarftm16a, conforme
mostrado na figura VI.4. O coeficiente de correlagdo da reta

-

dos minimos quadrados & de 0,95.
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Fig.Vl.3- Taxa De Propagagdo De Trinca
Apés a trinca atingir uma profundidade de cerca de
30mm, a junta foi carregada até a ruptura, o que ocorreu com

uma carga de 2.260kN(230t).
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VI.3. Resultados computacionais

A junta T foi discretizada com elementos sélidos isopa
ramétricos quadrdticos, sendo os elementos da bprda da trinca
do tipo quarfo-ponto. A malha foi gerada.através do programa
FEMS da Intergraph na estagdo grdfica do Centro de Pesquisas
da PETROBRAS. A malha foi.composta de 206 elementos e 1.288 nés.
A figura VI.5. mostra a matha gerada. Entretanto, para efeito
de cdlculo foi considerado apenas um quarto da malha, devido a
dupla simetria da junta.

foj calculada.aitaxa de propagagéo de trinca para uma
profundidade de 7,5mm, supondo que a propdgagdc ocorra igualmen
te nas duas diregdes. Para isso aplicou-se um deslocamento uni-
forme em todos 0s ngs da borda da trinca equivalente a 0,01 da
profundidade de trinca. 0 aumento de drea AA obtido foi de 34mm?

Foi feita uma andlise linear com uma carga de 1.000kg
aplicada a junta para cada profundidade de trinca. A energia de
deformacdo passou de 0,10002kgf.mm para 0,10836kgf.mm, resulta-

dos obtidos com o programa NESCAU/DINAC [2]. Assim,

AU = 0,00834kgf.mm (VI.1)
Portanto,

G = 0,000245kgf/mm (vI.2)
Logo,

K . = 2,270kgf.mm™3/2 (VI.3)

ef
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Como o ensajo de fadiga foi feito com uma carga de 50t,

o valor de Kef a ser usado nos cdiculos serd

-3/2 ,
Koe = 113,5kgf.mm™>/ (YT.4)
-3/2 .
Transformando-se para N.mm , obtém-se
- -3/2
Kef = 1.113N.mm (VI.5)

Aplicando-se a equagdo (I1I1.209), obtém-se

jal

2 - 414010 %) mm/cicio (VI.6)

|

d

=

0O resultado experimental para esta profundidade de trin

ca, de acordo com a figura VI.3, foi de

da

42 . 440010 %)ymm/ciclo (VI.7)

Assim, os resuitados computacional e experimental apre-
sentam uma excelente concorddncia para a profundidade de trinca
considerada, como uma diferenca de 6%.

Foi feita ainda uma andlise elastopldstica a fim de se
estimar a carga de ruptura da junta. Como ndo foi possivel co
nhecer a tensdo de escoamento do material, arbitrou—secg%&@ﬁmﬁ
Também arbitrou-se um CTOD critico de 0,5mm. Os resultados obti
dos estdo mostradﬁs na figura VI.6. Para efeito de comparacgéo,
também estdo mostrados os valores de CTOD obtidos pela solugdo
eldstica. Como natural, a solucdo elastapldstica fornece maio-

res valores de COD para uma mesma carga, € consequentemente, me
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nor valor da carga de ruptura. Assim, pela solugdo eldstica
obtém-se uma carga da ruptura de 230t, aproximadamente, enquan-

to a solucgdo elastopldstica prevé apenas 180t.

‘ o &
N
cTOD ‘Q_g@&
: @Y&w g’P&l ‘
0.5 . o CTOD CRITICO
0.4
0.3
0.2 -
Ql J
T T T T 1 T 1 T T T T T
100 200 Fit)

FIG. VI.6 — CTOD CRITICO

A comparacdoc entre os valores computado e experimental
da carga de ruptura ndo é vidvel por duas razdes. A primeira é
o fato de nio se conhecer as propriedades mecdnicas do material
(1imite de escoamento, CTOD critico, etc.). A segunda é que na
andlise computacional considerou uma trinca de 7,5mm de profun-
didade, enguanto a junta foi levada & ruptura quando a trinca
jd estava com 30mm. Esta andlise, bem como muitas outras, esta-
vam previstas mas ndo puderam ser realizadas devido a dificulda

des de acesso ao computador e a estagdo grafica.
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CAPTTULOD VII

CONCLUSAQ

0 objetivo ptincipa1‘do trabalho foi o estabelecimento
de uma rotina de calculo para o tratamento de trincas em juntas
tubu]ares de pTataformas mathTmasr Partiu-se de uma reﬁisaodos
conceitos bhasicos da Mec?nica da Fratura e estudou-se uma ampla
variedade de modelos de simulacgao. Concluiu-se quaios elementos
finitos solidos quarto-ponto sao os mais adequados para o pro-
blema, considerando~se a sua disponibilidade, versatilidade e
principalmente por modelarem as singularidades requeridas pela
MFLE e pela MFEP, j& que a complexidade da geometria de uma jun
ta tubu1ar exige uma malha tridimensional. Esta conclusao foj
obtida apSs a realizagdo de inlimeros testes com corpos planos e
tridimensiondis. Foi estabelecido ainda Que elementos de transi
cao entre os elementos quarto-ponto e a malha convencional me-
Thoram o desempenho. Tanto os elementos quarto-ponto como os de
transicdao sdo isoparamétricos, apenas com 0s nos intermediarios
convenientemente deslocados de sua posigao central, estando dis
poniveis na grande maioria dos sistemas computacionais. Assim,
pode-se realizar simulacdes da Mecanica da Fratura sem a neces=
sidade de desenvo]ver elementos especiais. Tambem foi -.mostrado
que mesmo elementos comuns podem ter um desempenho razoévelqqu
do empregados para a detetminagiq dos FIT's em conjunto com 0
mthdo da taxa de Tiberacao-da energia.

w fQUando se procurou estudat juntas tubu]ares;" encon-
. trou-se em primeiro 1ugar uma grande dificuldade em COnseguir

/dados experimentais suficientemente detalhados, pois os ensaios
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sao complexos e onerosos. Assim, foram usados dados obtidos por
pesquisadores da Det Norske Veritas na Noruega sobre crescimen-
tos de trfncas em uma jﬁnta Ke outra T, sendo que no caso des-
ta nao foi publicado ainda o relatdrio.

A segunda dificuldade foi a criacao das malhas de ele-
mentos finitos. Para a junta K, de geometria = mais complexa,
usou-se um sistema de geragEo automatica de malha de éelementos
plancs de casca, para se estudar a propagacao de uma trinca pas
sante. A junta T foi discretizada com elementos so6lidos 1isopara
métricos quadrdticos, sendo que na ponta da trinca foram usados
elementos quarto-ponto. Neste caso estudou-se tanto a propaga-
cao de uma trinca nao passante quando o CTOD critico.

Quando se detecta uma trinca em uma plataforma, preci-
sa-se com utgéncia de uma avaliacao de sua criticidade. Assim,
para tornar o procedimento detalhado no presente trabalho uma
aplicacao rotineira na prética da Engenharia, @ preciso .resol-
ver alguns problemas. Em primeiro lugar, devem ser ensaiados um
maior nﬁmero de juntas tubu]ares, a fim de dar maior confiabili
dade ao procedimento. Em segundo lugar, g preciso um sistema de
getagﬁo automatica de malhas especifico para juntas tubulares.
Me]hor ainda, poderia ser criado um sistema computacional que
tratasse o procedimento de forma integrada, englobando a getai
cao autom3dtica de malhas, as andlises estruturais e o ﬁ65~pro-
cessamento dos resu1tados. As estacoes gréficas € 0S nhnovos com-
putadores certamente viabilizarao este sistema, tornando rapida
e efetiva a aplicacdo do procedimento.

Finalmente, deve ser notado que tanto a : apresentacao
da Mecdnica da Fratura quanto os modelos de simulacdo aqui estu

dados foram direcionados para uma aplicacdo especifica. Existem
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muitos outros modelos que ndo foram citados, e a Mec?n{ca da
Fratura pode ser usada em muitos outros campos da _.Engenharia,
sendo que uma das aplicagBes mais promissoras & o estudo do fra
turamento dos heservatﬁrios de petrE]eo, de enorme “impotfancia

economica.
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APENDICE A

DESLOCAMENTOS E TENSOES NOS MODOS I E II

Seja x(z) uma fungdo de varidvel complexa Z,

X(T) = Qq(x,y) + 1 Qy(x,y) (A.T)
Entdo,

Q, = Re {x} (A.2)
Qy, = Im {x} (A.3)

De acordo com as condigdes de CAUCHY-RIEMAN,

30, 2q, )
Tx T Iy (A.
3Q1 _ BQZ (A.5)
ay TIx

3Q
dx _ °Y1 .. °R2
9 N g (A.6)

Seja a funcdo de AIRY @(z) do modo I, equagdo (I1I1.58),

o (x,y) = Re {[ofz)dzdz- iy [ o(z) dg} (A.7)
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onde

o8 = iy (8.5

Para determinar os deslocamentos e tensdes, € necessd
rio calcular as diversas derivadas de ®(x,y) até a segunda or-

dem. Antes, porém, deve-se notar que, fazendo

[ wteyar =g, + g, (A.9)
tem-se
Re { -1y S o(z)dz)}t= Re {-iy (0 + i0,)} (A.10)
= Re {-1yQ, + yQ, } (A.11)
= ¥, (A.12)
= yIm { j’@(c)d; } (A.13)

e assim (A.7) pode ser escrita como
®(x,y) = Re { [ o(z)dz } + yIm { J o(z)dr } (A.14)

Usando (A.4) a (A.6), obtém-se

E% =Re { [ o(z)dz } +yIm{ o(g) } (A.15)
320
—~z =Re o(z) } +yIm{ o' (g)} (A.16)

X
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g% = -Im { fo(z)de I # Im { f o{c)dz } + y { Reg(c)
‘ (A:17)
=y Re { 9(z) (A.18)
32& _ . :
33z = Re lol@) } -y Inm{oe(c)} (A.19)
3 29 ,
xay Y Re { ¢'(z) 1} (A.20)
V2o = 2Re { ¢(z) (A.21)
Usando (A.13) e as derivadas segundas, obtém-se de
imediato (II1.60) a (11.62), e partir de:(11.59), chega-se a
(I1.63) a (I1.65).
A partir de {(A.21) e (A.6}, obtém-se
j V2o dx = 2Re { [ ¢(z)dz } (A.22)
e, a partir de (A.4)
j veb dy = 2Im { [ o(c)dg } (A.23)

Assim, USando-se {(11.34), (A.22) e (A.15), obtém-se

Er = 2Re { Joelg)de b - (1+v)(Re { [ p(g)de } +

[t

Foylm { 9(z) } ) A.24)
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= (1-vw) Re { [ o(z)dz } - (T+v) yIm { o(z) } (A.25)

De modo andlogo, usando (II1.35), (A.23) e (A.18), obtém-

se

Ev = 2Im { [ @(z)dz T - (1+v) yRe { @(2)}’ (A.26)
Usando agora (1.59), (A.25) e {(A.26), chega-se final
mente a {(II.66) e (I1.67). Note que os movimentos de corpo rfi-

gido ndo foram considerados.

Seja agora a funcdo de AIRY para o modo II, equagao
(11.73),
2(x,y) = -yRe { S op(g)dc} (A.27)
onde
g
p(z) = Tmé (A.28})

A derivadas de ®(x,y) até segunda ordem sdo

= = -yRe L o(z) ) (A.29)
%;3 = _yRe { 07 () } (A.30)

g% = Re { S o(c)de } + yIm { 9(z) } (A.31)
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%;% =Im{ e(z) } = Im{ e(c)} + yRe { o' (z} } (A.32)

=2Im { o(z) } + yRe { o' (z) } (A.33)
55?% = -Re { o(z)} + yIm { ¢'(zg) } (A.34)
vee = 2Im { o(z) } (A.35)

Usando-se as derivadas segundas, obtém-se de 1imediato
(I1.75) a (I1.77), e a partir de (II1.74}) chega-se a {I1.78) a
(I1.80).

A partir de {A.35) e (A.6), obtém-se
j v2edx = 2Im { [ o(z)dz } (A.36)
e, usando (A.5), obtém-se
.j viody = -2Re { [ g(z)dg } (A.37)

Assim, usando-se (I11.34), (A.36) e (A.29), obtém-se

Eu = 2Im { J ¢(g)dz } - (1+v)(-yRe { o(z) } }  (A.38)

2Im { [ o(z)dz } + (1+v)yRe { 9(z) } (A.39)

De modo andlogo, usando (I1.35), (A.37) e (A.31), obtém-

se
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-2Re {J o(z)dz } - (1+v)(-Re { [ o(g)dz } + y{Imp (%) 1})

Ev =
(A.40)
= -(1-v) Re { [ o(z)dt } - (1+v) yIm { o(z) } (A.41)

Usando agora (II.74), (A.39) e (A.41), chega-se final-
mente a (I1.81) e (II.82). Mais uma vez o0s movimentos de corpo

rigido ndo foram considerados.
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APENDICE B

A TAXA DE LIBERACAQ DE ENERGIA POTENCIA E 0S FIT's

A fimde estabelecer uma relacdo entre K; e G (equacgdo

(11.129)), deve-se notar que a equacgdo (II.109) pode ser escri-

ta

?

como

no caso de estado plano de deformacgdo, como

K
I / 8 4 2]
v(r,0) = s %% sens (T¥G -ZCOSE?) {(B.1}
Para @ = m,
K .
I 4
vir,m) = yan %% C TEy (B.2)
4

I r
E

I
_~
)
=
(ww)
w

Por outro lado, a equagdo (II.106) pode ser escrita
| K1 6 o 30
Gy(r;e) = — cos = (]+sen? senﬁr) (B.4)
Para @ = 0,
K1
g (F,O) = v (BS)
Y /2T

Seja agora a trinca da figura:B.l que passa de um com

primento a para a-+Aa.
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ol |

—_——_—— e ——— —

VoY
S )

= a - Aa

FIG. B.1 ~ CRESCIMENTO DE TRINGCA

A energia eidstica 1ﬁberada € jgual ao trabalho reali-
zado pelas tensdes cy(r,O) sofrendo deslocamentos v(s,m), no 1i
mite em que Aa»0. Ou seja, usam-se as tensfes da trinca a com

os: deslocamentos da trinca atda. Assim,

Aa

- T 1
G, T2 . g .jo 39, (8a-5,0) v(s,7) . Bds (B.6)

0 fator 2 € necessdrio porque cada face de trinca so-

fre um deslocamento v(Aa,m). Usando {B.3) e (B.5), obtém-se

Aa K 4K
1 I 1 /s
-— . - ds (B.7)
I Aa jo Q;ngjgj E ¢

)
1}

Fazendo a substituigdo de varidveis,

s = Aa sen?q, (B.9)

ds = 2pa sena cosa da (B.10)
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e assim,

oxe (/2

| .
GI = m a=0 2ZAa sen®a do

2
“1
I E

Tomando o l1imite quando Aa-0, obtém-se de

independente de Aa),

({28

alids,

EG

—mn

Esta é a equagao (II.129).

(B.11)

{B.12)

(B.12) (que,

(B.13)

Para deduzir (I1.130), o caminho € -andlogo.Partindo-se

de (II1.113), obtém-se

4K S
U(Y‘,'TT) =_"'_'E'I_;['" "é'r"_

m

e, de (II.112),

KT

XYy Y2Tr

A energia eldstica liberada € igual

zado pelas tensdes oxy(r,O)

limite em que-Aa=»0. Assim,

6 = o a1
22 5 vl (Aa-s,0)v(s,m)Bds

II B.Aa- J.-
3 Jg Txy

Usando o mesmo desenvolvimento do modo I, obtém-se

(B.14)

(8.15)

ao trabalho reali-

sofrendo deslocamentos v{(s,m}, no

(B.16)
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K2

1 = EG

11 (B.17)

Deve-se fazer aqui uma observagdo importante. Quando uma 'ﬁrin-
ca é carregada no modolIl, ela ndo se propaga no prdéprio plano,
mas em uma direcdo diferente. Logo, a equacdo (B.17) é-conside-
rada por muitos autores apenas como uma aproximacao [20].

Se a trinca for carregada simultaneamente nos modos I
e II, deve-se notar que as tensdes e deslocamentos que realizam
trabalho no modo I sdo perpendiculares as tensdes e deslocamen-
tos correspondentes no modo II. Assim, a taxa de liberacgado de

energia potencial G serd a soma de cada taxa, isto €&,

G = GI + GII (B.18)
e portanto,
1
6 = £(K: + K2,) (B.19)
Para o modo III, tem-se, a partir de (I1I1.118),
2K .
S A
wir,m) = . > {B.20)
e de (II.117)
K
I11
o _(r,0) = ‘ (B.21})
yz vemr

A energia eldstica liberada é igual ao trabalho reali-

zado pelas tensdes oyz(r,O) através dos deslocamentos w(s,w),
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no limite em que Aa+0. Assim,

Aa
= 1 1
G111 2 - BAa J’O) gcyz(ﬂa-sao)W(s,ﬂ).Bds (B.22)
K2 Aa
_ ITI 5 i
S111 © 7o Ba Jo» (Fa—g)7ds (B.23)

Usando a substituicdo de varfaveis (B.9), obtém-se

_ 1+
Grrp 7 Kinr (B.24)

Se a trinca for carregadasimultaneamente nos trés mo-
dos, deve-se observar que em cada modo as tensfes e deslocamen-
tos que realizam trabalho sd3o perpendiculares as tensbes e des-

locamentos dos outros dois modos. Assim,
(B.25)

Logo, a validade de (II.132) estd assegurada.
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APENDICE C

A INTEGRAL J E A TAXA DE LIBERACAQO DE ENERGIA

Considere o corpo com uma trinca ou um espago vazio da

figura C.7l.a. Sua energia potencial P@ é dada por

P0 = j U*(sO YdN - tQ uQ ds (C.1)
mn i
v s
. T
0 0 0 . x ~ .
onde £mn’ ti’ u; sao as deformagdes, tragbes prescritas no con-

torno st ¢ deslocamentos, respectivamente,

ca) ST ST
Su Su
u? . uf + Ayj
&%ﬁ. -ghw-+ A emn
G Gomii. + D Gmn

FIG. C.1 - CORPO_ COM VAZIO

Suponha agora que o vazio sofra um aumento de volume

AV (figura C.1.5). Entdo sua nova energia potencial serd

0 _ 0 0,0
PY + Ap = JV—AV U*(emn + Aemn) dN - Js ti (ui + Aui) ds (C.2)
' T

Observe que a trinca ou vazio ndo & pressurizada.Desenvolvendo {C.2), chega-se
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PO+ AP = J’ U* (e
-Ay ST

v
Y _ %0 x( 0 _ x( 0
N jv U (D) aV jv U*(en JaV + '[A U*(ed )dv J’A Ux (2 ydv

Observe que 05 quatro Gdltimos termos se anulam. Usan-

do {(C.1), obtém-se

} 0 0 0
I G e T G A I CE B I
Av v-Av

+j t? fu; ds (C.4)
ST

Aplicando o principio dos trabithos virtuais sobre o

corpo da figura C.1.b, obtém-se

0 -
jr (t9 + at.)a ,ds = J'y'- (0,7 + 80;) Bey saV (C.5)

Em S,» 2 parte do contorno I em que os deslocamentos sao pres

0

critos, Au1=0. Em s Ati=0. Sobre a trinca ou vazio, ti+At1=0'

TD
Assim a integral de superfficie de (C.5) precisa ser computada

apenas sobre s_.. Assim, substituindo-se (C.5) em (C.4), obtém-
T

s€
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Seja agora o caso de uma chapa de espessura B com uma trin
ca a, conforme mostrado na figura C.2.a. Suponha agora que a
trinca sofra um acréscimo Aa, conforme a figura C.2.b. Quando
se aplica (C.6) neste caso, as integrais de volume se transfor-
mam em integrais de drea, Além disso, como a trinca & aguda,
ndo ocorrem variacdes de volume, isto &, AV=0. Assim, (C.6) po-
de ser escrita como

® =B J’?i'[“(c?j+m_;j)a€1.j - (ur(ed ae ) - (el )) i|dA (C.7)

y T
A =T
D (a)

GQ‘)‘\»AG—P

(b)

FI6G. C2 - CHAPA COM_TRINCA

Serd calculada agora a derivada dP/da. Para isso, po-
rém, & necessdrio exprimir o integrando de (C.7), que estd ex-
presso em termos de x e de y, em uma fungdo do comprimento de
trinca a. Assim, serd introduzida a\vaﬁﬁéve] auxiliar .X, dada

por
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X = X+a (C.8)

Portanto, X e a sdo 1nterdebendeptes. Portanto, ao se calcular

uma derivada total de uma funcgdo f(X,a} em relacdoa. a, tem-se

—

df of af 8X

4z = 32 * 35X 5a (¢.9)
Como
%é = 1 {C.10)
5.4 e
tem-se

CLEEL 14 (C.12)
Pode-se agora calcular dP/da. Tem-se
- % %% = j% JA(01J + AOTJ) be,s dA -

- ﬁ% IA (U*(egn + de ) - U*(egn)) dA (C.13)

Chamando de I] a primeira integral de (C.13) e aplican

do o principio dos trabalhos virtuais, obtém-se

(C.14)

—
1
5
)
—
I=
Q.
o
.
+
g
(@]
o
>4
m
o
(=%
=

- Jr t, Aug dT (C.15)
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Seja 12 a segunda integral de (C,13). Entdo,

_ 1 0 0
I2 - Aa IA (U*(Emn * Aemn) - U*(Emn)) dA

No Timite, gquando Aa tende a 0, tem-se

[ dur
I2 - J’A da dA
o oaux 3U
- jA 7a A - IA o d4A
sy 3U*
- JA 7z A - fA ax dxdy
J, 55 an -]
= da - | -U*dy
p 2 T
Entao,

(C.

(C.

16)

17)

.18)

.16}

.20)

.21)

.22)

.23)

.24)



aui ( Sui :
= fr S EETULC I LS i Tk
- [ B da s [ usdy (C.25)
A T

Aplicando-se o principio os trabalhos virtuais sobre a

primeira integral de (C.25), obtém-se

JT tidi;} dr = jA 5 E;%i dA (C.26)

Como

du* = 55 deij (C.27)

Logo,

1] aZ;J B iﬂ: (C.28)
é portanto

Jr t, i;} dr = jA 80 dA (C.29)

Substituindo (C.29) em (C.25) obtém-se finalmente

3u.
1 dP | j (U*dy - t. —1L dT) (C.30)
r

" B da i Tex

Observando-se a equagdo (II1.147), nota-se que o segun-
do membro de (C.30).& a integral J calculada ao longo do contor
no da chapa. Considerando-se (II.144) e que a integral J € inde

pendente do caminho, obtém-se (II.160), isto &,

G = J (C.31)
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APENDICE D

CALCULO DE FIT POR NORMALIZAGAD

Ao se computar o FIT por um determinado método numéri-
co {taxa de liberacdo de energia, deslocamentos, etc.), ocorrem
erros inevitdveis de modelagem. Verificou-se, porém, que tais
erros mant&m uma tend&ncia constante na grande maioria dos ca-
sos, ou seja, se um dos valores aproximados for inferior ao valor
exato, quase sempre os outros valores aproximados obtidos pelo
mesmo método também serdo inferiores aos valores reais. Como
exemplos, pode-se indicar as figuras II.6 (onde os valores apro
ximados sdo sempre superiores aos exatos) e a figura IV.14 (on-
de as aproximacdes sdo sempre inferiores aos valores exatos).Ca
sos como o0 da figura IIl.5 sdo excegdes.

Partindo destas observagdes, alguns autores, como
CRUSE & MEYERS [11], sugeriram um procedimento de normalizagdo
. para o cdlculo de FIT. Para explicd-lo, pode-se partir da figu-
ra IV.14. Para uma trinca de lcm, tem-se um valor exato de
KI/KO = 1,18; para os elementos triangulares constantes, tem-se

o valor aproximado de 0,947. A razdo (k) entre estes valores €

k = gogar = 1,254 (D.1)
Suponha que se conhecesse o0 valor aproximado para

a/b=0,5 de KI/KO=2JB0. Entdo, de acordo com o procedimento de

normaiizacdo, uma segunda aproximacdoc seria

1,254 x 2,030 = 2,55 (D.2)
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Como o valor exato é de 2,81, certamente o procedimento de nor-
malizac¢do forneceu uma melhor aproximacgdo.

No caso geral, pode-se escrever

K2y = K Koy (D.3)

onde K(T) e K(z) sdo a primeira e‘segunda aproximacfes do FIT e
k é o fator de normalizagéo.

Tal como exposto acima, o procedimento sofre de uma
grave deficiéncia, pois nem sempre se conhece um valor exato do
FIT para definir k. Entretanto, k pode ser determinado através
de um problema auxiliar onde a solugdo exata seja conhecida e
que tenha a malha da ponta da trinca similar a do problema ori-
ginal. Seja, por exemplo, o caso de uma trinca superficiel em
uma barra, onde se obtém um valor K(]) em uma primeira aproxima
¢do. Para se obter k, pode-se adotar como problema auxiliar o
sélido infinito da secdo I1I.9, com a solugdo conhecida de IRWIN

(K ). Usando-se uma malha idé&ntica na ponta da trinca, obtém-

exato

se uma solucdo aproximada Ka Entdo, k pode ser estimado por

pr

K

K = gxate (D.4)
: apr.
A segunda aproximagdo K(Z) para o0 problema original pode ser

obtida de (D.3}.
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NOMENCLATURA PRINCIPAL

dimensdo de trinca

drea

espessura

constante da lei de PARIS (eq. (I1.206))
abertura de trinca ("crack opening displacement")
abertura de ponta de trinca ("crack tip opening
displacement")

taxa de crescimento de trinca
determinante

médulo de elasticidade

forga

vetor carregamento

fator de concentragdo de tensdes

fator de intensidade de tensdes

taxa de liberacdo de energia potencial
ndmero imagindrio, i2=-1

partes imaginaria e real

integral J

Jacobiano

matriz de rigidez

constante da lei de PARIS (eq. (I1.206))
Mecinica da Fratura elastopldstica
Mecdnica da Fratura linear eldstica
coeficiente de encruamento

nimero de ciclos

energia potencial

tensdo de cisalhamento no plano yz



|J*

XS‘yDZ
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raio vetor

extensdo de regido plastificada
Qetor de tragao

deslocamentos nas diregdes x,y,Zz
vetor deslocamento

energia de deformacgdo

densidade de energia de deformagao
energia de ¢riacdo de trinca

eixos coordenados

fator geométrico (eg. (II1.120))

densidade de energia superficial
densidade de energia de plastificagdo
variagdo |
z’Exy’Eyz’sz - deformacdes

varidvel complexa, (C=x+iy

complexo conjugado, L=x-1y

dngulo

mddulo de elasticidade transversal, u=E/2(1+v)
coeficiente de Poisson

varidveis adimensionais

tensdo nominal

2,cyz,czx - tensdes

tensdo de escoamento

tensdo de ruptura

tensdo nominal de cisalhamento no plano xy
fungles de Goursat

fungdo de Airy

i-
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.QO - integral eliptica (eq. (II.125})

v2 - operador laplaciano





